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GRAFOS, DiGRAFOS Y ARBOLES

A modo de introduccion al tema central de esta unidad, vamos a remontarnos al origen de la teorfa de Grafos:

Alo largo de los siglos, el problema de los Puentes de KONIGSBERG ha despertado el interés de muchos, en
especial de los matematicos.

En el siglo XVIll, la ciudad de KONIGSBERG, situada a orillas del rfo Pregel, y las dos islas sobre el rfo que también
eran parte de la ciudad, estaban conectadas a través de siete puentes, como observamos en el siguiente esquema:

Un problema que intrigaba a sus habitantes era si existia un camino para poder cruzar todos los puentes pasando
una sola vez por cada uno. Si bien esto era solamente un entretenimiento dominical para muchos, en 1736 el
matematico Leonhard Euler descubrio y desarroll6 la teorfa de Grafos, con la cual pudo responder este interrogante.
Esta teoria significo ademas un gran avance para la matematica.

La teoria de Grafos actualmente se utiliza en diversos campos v tiene muchas aplicaciones, tanto en Ciencias
Sociales, LingUistica, Fisica, Quimica, Arquitectura vy, tal vez lo que mas nos inferesa a nosotros, en
Comunicaciones, Ingenierfa e Informatica.

Los grafos son muy utilizados para modelar problemas pertenecientes a distintas disciplinas.

En ellos, como en todo modelo, se representan las caracteristicas relevantes del problema o la aplicacion del mundo
real y se ignoran los detalles irrelevantes.

Para comenzar con una idea de lo que es un grafo, pensemos que es un conjunto de puntos o vértices unidos por
aristas, que pueden tener sentido 0 no.

o

Otro ejemplo de la utilizacion de grafos 1o encontramos en los mapas de carreteras,

E Ejemplo

Supongamos que nos interesa encontrar la distancia minima entre dos ciudades dadas.
Las ciudades seran los vértices del grafo v las carreteras que la comunican se representaran como aristas.
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Tenemos que encontrar el camino minimo entre dos vértices. Para ello existen algoritmos que nos permiten hacerlo.

A modo de ejemplo, tomamos el grafo de las autopistas principales del oeste de Canada:

——
Prince George — Fdmonton

1056

150

De mismo modo, para los disefios urbanisticos y de transportes también se utilizan grafos que a través de la
simulacion por computadora de sistemas de transito (desde redes nacionales, calles en una ciudad e incluso
circulacion de puentes o cruce de carreteras) tienen por objetivo detectar puntos negros para sugerir cambios 0
nuevos sistemas.

También podemos pensar que en un pueblo, la ubicacion del cuartel de bomberos debe hacerse de forma tal de
minimizar las distancias o recorridos hacia el resto del pueblo. Y esto se logra mediante el andlisis de un grafo que
modeliza tal situacion.

Una de las primeras aplicaciones por computadora de los grafos se oriento a la planificacion de proyectos para
describir, representar y analizar situaciones muy complejas que constan de muchas actividades relacionadas entre si.

E Elemplo

Consideremos una compania constructora de casas prefabricadas que se trasladan y se asientan sobre cimientos de
hormigon en las parcelas adquiridas al efecto.

El proyecto comienza por la seleccion y adquisicion de un terreno edificable y por la seleccion del tipo de casa que
se desee (con la preparacion de planos).

Luego se van encadenando las actividades, algunas de las cuales es necesario completar antes de comenzar la
siguiente tarea.

El grafo de tareas resultante es el siguiente:

2 | Unidad7




GRAFOS, DIGRAFOS Y ARBOLES UTN.BA @ umea

Con este grafo, se pueden identificar las tareas criticas, es decir aguellas cuya demora en su inicio afecta la
duracion del proyecto total, y obtener con ellas un camino critico.

E \/eamos otro ejemplo:

Antes de comenzar con las definiciones formales, construyamos un grafo que represente el funcionamiento de una
magquina muy simple de caramelos, con las siguientes reglas:

a) cada caramelo cuesta $ 0.15
b) la maquina acepta sélo monedas de $ 0.10 y de $ 0.05
¢) lamaquina NO da vuelto

Para construir el grafo, debemos considerar distintos “estados de dinero ingresado”, y como se va pasando de uno
a otro.

Por ejemplo, si en un momento tenemos ingresados 5 centavos, y agregamos 5 centavos mas, pasamos a ofro
estado, que es el mismo que si hubiésemos ingresado 10 centavos al principio.

Llamemos A, B, C y D a los estados que representan 0, 5, 10 y 15 centavos ingresados respectivamente.

Las transiciones de un estado a otro se haran por ingreso de 5 0 10 centavos, 0 al presionar el boton para obtener
los caramelos (P).

Podemos representar la situacion con el siguiente grafo dirigido:

También hay un tipo especial de grafos que se llaman arboles y tienen muchas aplicaciones. Por ejemplo, con ellos
se puede representar el organigrama de una empresa, os niveles sintacticos de una frase, utilizar arboles como
estructuras de datos en informatica, y muchas aplicaciones mas.

Ahora que hemos visto algunas aplicaciones de grafos y nos planteamos ciertas cuestiones como la de los puentes

de Konigsberg o como hallar un camino minimo, veamos las definiciones y propiedades principales de los grafos,
digrafos y arboles.
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Un grafo es una estructura formada por vértices unidos a través de aristas y se utiliza para representar
determinadas situaciones. Formalmente se define como una estructura algebraica de la siguiente forma:

Ungrafo esunaterna G=( V ; A ; @) siendo:

V: el conjunto de vértices V # &
A: el conjunto de aristas A
@: la funcion de incidencia @: A — V@

V@ es el conjunto formado por subconjuntos de 1 0 2 elementos de V.

E Ejlemplo:

V = {vi, V2, V3, V4, Vs} A = {ay, a5, a3, a4, as}

¢ (@)={v,va) , @ (@2) ={Vv3} , @ (a3)={Va,Va} , @ (a)={V1,v3 | , ¢ (as)={ v1,V2}

Se puede diagramar de la siguiente forma:

A partir de aqui presentamos una serie de definiciones relativas a vértices y aristas:

VERTICES ADYACENTES: v; es adyacente a Vi< Ja e Atalque o (a) = {vi, v}
Es decir son aquellos vértices unidos por alguna arista.

En el ejemplo, v, €S adyacente a vy y a v4 PEro no a vs
VERTICE AISLADO: el que no es adyacente a ningln otro.

En el ejemplo: vs es aislado.
ARISTAS PARALELAS: a; es paralela a a; < ¢ (a;) = ¢ (a;) siendo a; = a;

Es decir son aquellas comprendidas entre los mismos vertices.
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En el ejemplo, a; y as son paralelas, estan comprendidas entre 10 mismos vértices.

ARISTAS ADYACENTES: las que tienen un tnico vertice en comun siendo distintas y no paralelas.
En el ejemplo, a; s adyacente a az

BUCLES o LAZOS: las aristas comprendidas en un mismo vértice.

En el ejemplo, a, es un bucle.

ARISTAS INCIDENTES EN UN VERTICE: las que tienen a dicho vértice por extremo.

En el ejemplo, las aristas a;, as y as son incidentes en el vértice v,

GRAFO SIMPLE: €l que no tiene aristas paralelas ni bucles.

Es importante observar que en la definicion de grafo no se especifica la longitud o forma de las aristas ni su
posicion, como asi tampoco el orden o ubicacion de los vértices.
Por ello, NO EXISTE un UNICO DIAGRAMA que represente un grafo.

El mismo grafo del ejemplo anterior puede representarse por este otro diagrama. . .

...y de muchas formas mas, pero siempre respetando las incidencias entre aristas y vértices.

Cuando se quieren programar algoritmos que utilizan grafos se necesita una representacion no grafica que pueda
utiizarse en la computadora, por ello a continuacion veremos la forma matricial de los grafos. Ellos pueden
representarse a fravés de dos matrices: la de adyacencia y la de incidencia.
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MATRIZ DE ADYACENCIA:

Seaungralo G=(V;A;@) conV={v,Vy,...,Va} VA ={aj,a,...,ay}
Se define la matriz de adyacencia de G a una matriz booleana de nxn:

[1 si v; es adyacente a Vj

M,y(G) = ((m;)) tal que my = 4 :
l 0 st Vv, noes adyacente a Vj

E Ejemplo:

M.(G) =

= = O = O
O = = O =
H B O+~ O
H O R K~ ~
O = O K

MATRIZ DE INCIDENCIA:

Seaungafo G=(V;A;0) conV={v,vp,...,va } YA ={ajay,...,an }
Se define la matriz de incidencia de G a una matriz booleana de nxm:

[1 si v; es incidente a a i
Mi(G) = ((m;)) tal que m;= 5 0 si v: noesincidenteaa -
1 ]

E Ejemplo:

1 101 0000
1 01 00100
Para el mismo grafo anterior. My(G)=10 0 1 0 0 0 1 1
00011110
01001001
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Otro concepto muy importante y Util en relacion con los grafos es la cantidad de aristas incidentes en un vértice. Por
elemplo, si los vértices son computadoras unidas en red, queremos conocer con cuantas se conecta cada una. Ello
se define como grado o valencia de cada veértice. Veamos la definicion:

Seaungralo G=(V;A; )
La funcion grado: g: V — N, tal que g(v;) = cantidad de aristas incidentes en v;

Nota: los bucles se cuentan doblemente.

En el ejemplo anterior:

g(vi)=3
g(v2) =3
g(vs) =3
gva) =1
g(vs)=0

Observemos que en un grafo simple un vértice es aislado si'y solo si su grado es cero:
v es aislado < g(v) =0

En un grafo simple se denomina vértice colgante 0 pendiente al que tiene grado igual a uno.

Como cada arista hace incrementar en uno el grado de cada vértice de sus extremos (si son distintos) 0 en 2 si se
trata de un bucle, al sumar todos los grados de los vértices, estamos considerando cada arista dos veces, 0 sea
que podemos enunciar la siguiente propiedad:

Propiedad:

En todo grafo se cumple que la suma de 1os grados de los vértices es igual al doble de la cantidad de aristas.
En simbolos: X g(vi)=2 |A |

Esta propiedad podes demard usando induccion matematicaiesies dificultades consulta con el
tutor o busca informacién en la bibliografia, en el capitulo 17.
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E Ejemplo:

¢ Cual es la cantidad total de vértices de un grafo que tiene 2 vértices de grado 4, 1 de grado 3, 5 de grado 2 y €l
resto colgantes (de grado 1) sabiendo que en total hay 12 aristas?

Solucion:

Usando la propiedad anterior. 24+ 1e3+5e2+xe1=2e 12
Resolviendo: 21 +x =24 = x = 3 (cantidad de veértices colgantes)

Por lo tanto la cantidad total de vertices es: | V | =11

UNA forma posible de dibujar este grafo serfa:

‘O ‘O O
{Te animas a dibujar otras posibilidades? O O ) O o/
‘O ‘O ©)

Supongamos que tenemos un grafo cuyos vértices representan distintas ciudades y las aristas son las carreteras que
las unen. Puede interesarnos encontrar un camino entre dos ciudades dadas, aunque entre ellas no exista una
carretera que las una, pero si pasando en forma intermedia por ofras ciudades. Ello nos lleva al concepto de
caminos en un grafo.

CAMINO: sucesion de aristas adyacentes distintas.

CICLO o circuito: camino cerrado. El vértice inicial coincide con el final.
LONGITUD del camino: cantidad de aristas que lo componen.
CAMINO SIMPLE: si todos los vértices son distintos.

CAMINO ELEMENTAL: si todas las aristas son distintas

E Ejemplo:
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Si queremos senalar:
a) Grado de cada vértice
b) 3 caminos de “a” hacia “f”
¢) Ciclosdelongitud 3, 4,5y 7
Tenemos que:

a) g@=2;gb)=2;g(c)=4;gd)=4;g(e)=4;g(fH=3;g(g =
b) Un posible camino es: C;= (a; b; ¢; f)

Long(C;) =3 porque usamos 3 aristas

Muchas veces resulta Util nombrar los vértices y las aristas. En el ejemplo anterior quedaria:

C=(a;1;b;2;¢;3; )

Otro camino entre los mismos vértices puede ser:

Cr=(a;5;d;6;c;4;¢; 8¢, 9; 1)

Long(C,) =5

{Te animas a indicar otro?

¢) Indiquemos algunos ciclos:

Ci=(a; 1, b; 25 ¢; 6;d; 5; a)

Long(C,) =4
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E Co=(c;4;¢e;9;f;3 ¢)

Long(C,) =3

Cs=(a; 1;b; 25 ¢; 6, d; 7; d; 5; a)

Long(C3) =5

Co=(a; 1;b;25¢;45¢; 95 £ 35 ¢; 65 d; 55 a)

Long(Cy) =7

Sintetizando:

e Un gréo es una estructufarmada por un conjunto de vértices, un conjunto de unata
funcién de incidencia.

e los vérices que estan udos por &guna aista sedicen alyacenteslas aristas queienen
un vértice en comun son adyacentes.

e Enun grafo puede haber aristas paas, budes, vérices aslados, etc.

e Losgrafos se pueden representarfermagréfica a través de dgramas, y erforma
matricial a través de las matrices de adyacencia y de incidencia

e Elgradode un véite esla cantdad de aristas queindden en & La sumade tados los
grados de los vértices de grafo es igual al doble de la cantidad de aristas.

e Un camino entre dos vértices dgnafo es una secuencia de aristadyacentes ergr
dichos vértices. La longitud de un camsda cantidad de aristas quddoman.

e Los ciclos son caminos cerrados, esidgque comienzan y terminan en el mismoevértic
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A continuacion, veremos algunos tipos de grafos especiales: os grafos regulares, los completos v los bipartitos:

GRAFO K-REGULAR:

Seaungrafo G=(V; A;9) v ke Ny
Se dice que G es k-regular < V v € V: g(v) =k

Veamos las condiciones que debe cumplir para ser completo

GRAFOS COMPLETOS: los indicamos K,

SeaneN: K,=(V;A;0) alqueVv,we V: vewedae Ao (a)={v,w}

O sea, los K, son grafos simples de n veértices en los cuales cada vértice es adyacente a todos 10s

demas.

K3

s Ejercicio:

Kq

o A

En una fiesta hay 8 personas que en un determinado momento llenan sus copas de sidra y brindan entre ellos,

todos con todos. ¢,Cuantos choques de copas hay en total?

Solucion:

Podemos considerar en K, donde 1os vértices son las personas y las aristas representan los chogues de copas, ya
que cada persona choca su copa con todos los demas excepto con sf mismo.

Utilizando la propiedad: X g(v;) =2 |A |
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Como todos los vértices tienen grado 7, nos queda:
Be7=2e|A] = |A|=28

En total hay 28 choques de copas.

Para pensar:

1 ;Los K, son grafos k-regulares? ;,Con qué valor de k7

2) ¢ Qué particularidad tienen las matrices de adyacencia de los grafos K,,?

Intenta responder y si tienes dudas consulta a tu tutor.

GRAFOS BIPARTITOS:

Sea un grafo simple G = (V; A; @) con'V ={vi, Vo, ..., Vo} YA ={ay, @y, ... , an}
Sedice que GesBIPARTITIO < V=V, UV, conVi#@ A V, 20 A ViNV, =

AVaeA:p@={vi,wyconvie Vi A ,e V, 0 vy e Vi A vje V,

Es decir, los grafos BIPARTITOS son grafos cuyo conjunto de vértices esta particionado en dos subconjuntos no
vacios y disjuntos: V' y V, tales que los vértices de V' pueden ser adyacentes a los vertices de 'V, pero los de un
mismo subconjunto no son adyacentes entre si.

@ EE G
En el siguiente grafo: V= {1, 2, 3,4, 5} 0

V1:{1,293} V2:{455}

Vemos que todas las aristas que hay, tienen un \
extremo en V; y el ofro en V.

Por lo tanto es BIPARTITO. e

Tengamos en cuenta que la definicion no exige que deba haber arista entre todo par de vértices (uno de V, v el

ofro de V,) sino que pide que las aristas que existan deben estar comprendidas entre un vértice de cada
subconjunto. En este ejemplo, no hay arista entre 2 y 4, lo cual estaba permitido.
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GRAFOS BIPARTITOS COMPLETOS que indicamos Ka,m.

Como su nombre lo indica deben ser bipartitos y ademas completos. Es decir, el conjunto de vértices
debe estar particionado en dos subconjuntos, cada arista debe tener un vértice de cada subconjunto y por
ser completos cada veértice debe formar una arista con todos los demas. Pero atencion, con todos los
demas del subconjunto al que él no pertenece.

Por lo tanto son grafos bipartitos de n+m vértices con TODAS las aristas posibles.

E Ejemplos:

K3,2 K3,3

La definicion siguiente es necesaria para luego poder comprender otros conceptos.

SUBGRAFOS:

Dado un grafo G = (V; A; @) , se denomina subgrafo al grafo G = (V’; A’ ; @/a°) tal que

Ve VAA’CA A@/y eslafuncion o restringida a A’.

Para obtener subgrafos de un grafo dado se puede:
< suprimir uno o varios vertices v las aristas incidentes en ellos

& suprimir solamente una o varias aristas.
Si se suprime un vertice v, el subgrafo restante es G v

Si se suprime una arista a, el subgrafo restante es G a

\Veamos algunos y tengamos en cuenta que un sugrafo es “ parte de un grafo”
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E Ejemplos: Dado el grafo: G = (V; A; @)

Algunos subgrafos son:

G1§

(D) ea.e

Este se obtuvo de suprimir los Este se obtuvo de suprimir Unicamente el vértice c.
vértices a, e y g.

G1=(~}B sendoB=1{a,e, g} G2=(~}C

Muchas veces, especiamente en el disefio de redes de comunicacion, es importante conocer si dos nodos
(vértices) de la red estan conectados, es decir si existe algin camino entre ambos. Asimismo, en el disefo de
dichas redes se trata de evitar los puntos de corte, es decir aquellos nodos que si tienen algun problema de
funcionamiento interrumpen la comunicacion entre los otros (como el vértice ““c” del ejemplo anterior). Estos son
conceptos de grafos que veremos a continuacion:

RELACION DE CONEXION:

Dado un grafo G = (V; A; @) , en el conjunto de vértices se define la siguiente relacion:
vi R vj <> 3 camino de vi a vj v vi =v;
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Esta relacion es de equivalencia y por lo tanto pueden hallarse las clases de equivalencia, a las que se denomina
COMPONENTES CONEXAS.

GRAFOS CONEXOS:

Un grafo es conexo si y solo si tiene una Unica componente conexa.
Es decir, un grafo es conexo si 'y solo si existe algin camino entre todo par de vértices.

E Ejemplo 1:

Este grafo es conexo ya que de cualquier

/ vértice se puede llegar a cualquier otro a
través de un camino.
" ()

E Ejemplo 2

Este grafo NO es conexo pues no existe ningtin camino entre 10s vértices a y ¢.

()

()
Po
o /@/@
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Sin embargo, esta formado por dos subgrafos que cada uno de ellos sf es conexo. Se llaman COMPONENTES
CONEXAS:

Una componente conexa: La ofra:

Continuemos con definiciones que nos permiten reconocer caracteristicas en los grafos.

ISTMO O PUNTO DE CORTE
Dado un grafo G = (V; A; @) conexo, v € V es istmo < G v €5 10 CONEXo

Es decir, un istmo es un vértice tal que su supresion desconecta al grafo.

PUENTE
Dado un grafo G = (V; A; @) conexo, a € A es puente < G a €S N0 CONEXo

Es decir, un puente es una arista tal que su supresion desconecta al grafo.

CONJUNTO DESCONECTANTE
Dado un grafo G = (V; A; @ ) conexo, B < A es desconectante < G €5 N0 CONEX0

Es decir, un conjunto de aristas es desconectante siy s6lo si su supresion desconecta al grafo.

CONJUNTO DE CORTE
Un conjunto B desconectante es también de corte < vV C < B, C no es desconectante.

O sea, para ser conjunto de corte debe estar formado por el minimo ndmero de aristas, o bien solamente
por las necesarias para desconectar al grafo.

CONECTIVIDAD
Es el menor nimero de vértices cuya supresion desconecta al grafo.

16 | Unidad 7



GRAFOS, DIGRAFOS Y ARBOLES UTN.BA @ umea

E Ejemplos:

Este grafo tiene conectividad = 1 ya que
suprimiendo el vértice z 0 el w queda no

/ CONexo (z 'y w son istmas ).

Este grafo tiene conectividad = 2 pues 2 3 4
es necesario suprimir dos vértices para

que el subgrafo restante sea no conexo,

por ejemplo suprimiendo los vértices 3 vy 5.

En los grafos conexos, tienen especial importancia algunos caminos que se denominan Eulerianos y otros
Hamiltonianos. Con ellos se pueden resolver problemas como el de los puentes de Konigsberg que citamos al
principio de esta unidad. Los veremos a continuacion:

GRAFOS EULERIANOS:

Se denomina camine euleriano al camino que pasa por todas as aristas una sola vez; v ciclo euleriano al
ciclo que pasa por todas las aristas una sola vez.

La condicion necesaria y suficiente para que en un grafo exista camino euleriano es:

e £l grafo debe ser conexo, y

e fodos los vértices deben tener grado par, 0 a lo sumo dos grado impar.

La condicion necesaria y suficiente para que en un grafo exista ciclo euleriano es:

e [l grafo debe ser conexo, y

e 1odos los vértices deben tener grado par.
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[ Eempos:

Este grafo tiene ciclo euleriano pues todos sus
Este grafo no tiene ciclo euleriano vértices tienen grado par.
pues hay dos vértices de grado 3.
Tiene solo camino euleriano,

[ Gemob

Pensemos que queremos indicar un ciclo de Euler en el siguiente grafo.

1 6 7
9
11 B C
8
10 2 5
3 4

Un posible ciclo de Euler es:
Ci=(A;1;B;2;D;3;F;4,E; 5,C;6; A; 7; F; 8; C; 9; B; 10; F; 11; A)

¢Es el Unico?

No, por ejemplo otro es:
C,=(A;11;F;3;D;2; B; 10; F; 4; E; 5;C; 8, F; 7, A;6;C; 9; B; 1; A)
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CAMINOS Y CICLOS HAMILTONIANOS:

Se denomina camino hamiltaniano al camino que pasa una sala vez por cada vértice,

Importante: no necesariamente va a pasar por todas las aristas, pues en muchos casos repetiria vértices y no seria
hamiltoniano.

E Ejlemplo:

En el mismo grafo anterior, marquemos algun ciclo hamiltoniano.

Un posible ciclo hamiltonianoes: (A ;1;B;2;D;3;F;4,E;5;C;6;A)

i Te proponemos que dibujes un grafo conexo que:

—

Tenga camino de Euler y camino de Hamilton
Tenga camino de Euler y no tenga camino de Hamilton

No tenga camino de Euler y tampoco camino de Hamilton

o™

No tenga camino de Euler v si tenga camino de Hamilton

Recuerda que si tienes dificultades puedes consultar con el tutor.

Asi como en Grupos y en Algebras de Boole estudiamos los isomorfismos, también es importante poder saber si
dos grafos son 0 no isomorfos. A continuacion daremos la definicion, condiciones 'y un gjemplo.

ISOMORFISMOS DE GRAFOS:

Dados dos grafos: Gy =(Vi; A 01) Y G =(Va; Az 02)
Se dice que son isomorfos si 'y solo si existen dos funciones biyectivas

f:\/1_>\/2 y g:A1—>A2
tales que: VaeA:¢xga))=1f(pi(a)

Sino hay aristas paralelas, entonces es suficiente:

YuveVi:{uvieA ={flu,f(v)} €A,
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Esto significa que si en el primer grafo hay una arista entre dos vértices, 10s correspondientes a estos vértices en el
segundo grafo también deben estar unidos por una arista.

En pocas palabras, dos grafos son isomorfos cuando tienen la misma estructura, es decir sus vertices estan
relacionados de igual forma aunque estén dibujados de manera distinta.

Condiciones necesarias para que dos grafos sean isomorfos:

Deben tener la misma cantidad de vértices.
Deben tener la misma cantidad de aristas.

Deben tener los mismos grados de los vértices.
Deben tener cadenas de las mismas longitudes.
Si'uno tiene ciclos, el otro también debe tenerlos.
Etc.

Observacion: las condiciones mencionadas son necesarias (es decir que si o si se deben cumplir para que los grafos
sean isomorfos) pero no son suficientes ( 0 sea que aunque se cumplan puede ser que los grafos no sean
isomorfos)

Para estar seguros que dos grafos son isomorfos, una condicion suficiente es que tengan la misma matriz de
adyacencia.

E Por gjemplo:

Sean los grafos:

G1§ y G2:

Vamos a analizar si son isomorfos:

Ambos tienen 4 vértices y 5 aristas.

Definamos la funcion biyectiva, haciendo corresponder los vértices con iguales grados:
f(A)=Y; f(B)=Z;f(C)=X;f(D)=W

La definicion dice que si entre dos vértices del primer grafo hay una arista, también debe haber una arista entre los
vértices correspondientes en el segundo grafo.
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Por ejemplo entre A y B hay una arista en Gy, y también hay una arista entre f(A) y f(B) en G,.

Lo mismo habria que comprobar para cada arista. Podemos comprobarlo para todas las aristas juntas con la matriz
ORDENANDO CONVENIENTEMENTE los vértices, de acuerdo a la funcion biyectiva definida entre los vértices

g|Q|w| >

o= |=|=|>
—|—= o=
olo|l~|—|0
olo|l~|o|g
o= ==

—|— O~ N

X
1
1
0
0

olo|—~|o|=

ZIPINIE

Como las matrices son iguales podemos asegurar que Gy es isomorfo a G,.

Importante: Si dadas dos matrices de adyacencia correspondientes a dos grafos, ellas no son iguales, no significa
que los grafos no sean isomorfos, pues tal vez reordenando una de ellas se pueda lograr que sean iguales. Para
poder afirmar que dos grafos no son isomorfos hay que mostrar alguna propiedad estructural no compartida o bien
probar que todos los ordenamientos posibles de las matrices no coinciden. Esto Ultimo no es practico pues como
sabemos la cantidad de ordenamientos posibles de n elementos es igual al factorial de n, 1o cual es una cantidad
bastante elevada.

Sintetizando:

e Losgrafos regulares, losgrafos comple®oK, y los grafos bipartitos y lografos bipartitos
completok, m son tipos especiales de fa

e Un subgif® es una parte de un gpadadose puede obtener suprimiendo vértices o aristas.

e Losgrafos conexos son aquellos en los que existmatamino entre toda de vérticesSi
un grfo no es conexo tienemaponentes conexas.

e Un istmo es un vértice cuya supredesconecta a un gi@conexo

e Un puente es una arista cuya supresion desconec@graf@ainonexo

e Un corjuntodesconectante es un gantode aristas cuya supresion desconecta a urfagra
conexo.Si contiene solamente lascesarias para desconectar @lafo, se denomina
corjuntode corte.

e Un camino o ciclo se dice Euleriano si pasa por todas las aristas una.sPuede repetir
vértices. La condicién necesaria y suficienta que exista ciclo de Euler es que el ¢
sea conexo Y todos los vértices tengan graddara camino de Euler puede haber do
vértices de grado impar.

e Un canino o &lo se dice Hamiltoniano § pasa por tdos los vérices una sta vez.En este
casono hacefalta recorrer todas las arista

e Dos grafos son isomdos si estructuralmente son el misgnafo con distimt nonfre;
Formalmente debe existir furacion biyectiva entre ambos que conserve la estructura
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Antes de continuar con el proximo tema, te proponemos que realices 10s ejercicios correspondientes a esta primera
parte de la unidad.

Hasta ahora hemos analizado los grafos no dirigidos, pero para muchas aplicaciones es necesario indicar el sentido
de las aristas.

Pensemos que las aristas representan calles de un pueblo y los vértices son las esquinas. Para poder obtener el
camino mas corto entre dos esquinas dadas sin transitar en contramano, necesitamos conocer el sentido de las
calles.

Por ello vamos a definir los digrafos o grafos dirigidos:

DIGRAFOS

Un digrafo es unaterma G=(V ; A ;3)
siendo: 'V el conjunto de vértices V # &
A el conjunto de aristas 0 arcos
y 8 la funcion de incidencia: 6 : A — VXV

En este caso la funcion de incidencia se dice dirigida.

Observaciones:

+ Lafuncion de incidencia & le hace corresponder a cada arista un PAR ORDENADO de vértices, al primero se lo
llama EXTREMO INICIAL de la arista, y el segundo es el VERTICE FINAL.
& Los caminos v los ciclos se definen de la misma forma que para los grafos no dirigidos, pero hay que respetar

el sentido de las aristas.

Si todos los vértices son distintos se trata de un camino simple.

Si todas las aristas son distintas, se trata de un camino elemental.

Ejemplo:

V = {W,Wp,W3, Wy} A = {a),22,33,84,85,36 }

d(a)=(wi; wa) d(az)=(wy; w3) d(az)=(wy4; Wy)
d(as)=(w2; wy) d(as)=(wa; w1) d(ag)= (W25 W3)
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Se puede diagramar de la siguiente forma:

as
a4
(e
— () (e
de
Extremo inicial de as:  wy Extremo final de as:  w;

ARISTAS PARALELAS: a,yas BUCLE: a3
ARISTAS ANTIPARALELAS: a; y a4
CAMINO: C = (wq; as, W15 ar; Wa; a;W3) CICLO: C = (wi3a1; Wa; a4; W)

FUNCION GRADO EN UN DIGRAFO:

Comencemos por enunciar algunas definiciones relativas al grado de un vertice.

GRADO POSITIVO: cantidad de aristas que inciden positivamente en el vértice (son las que “entran” al vértice).
Se denota g"(v)

GRADO NEGATIVO: cantidad de aristas que inciden negativamente en el vértice (son las que “salen” del vértice).
Se denota g'(v)

GRADO TOTAL: es la suma de los grados positivo y negativo. Se denota g(v)

GRADO NETO: es la diferencia entre el grado positivo y el negativo. Se denota gn(v)

En el ejemplo anterior:

-
(o (=

de

gw)=2 ; gw)=1 ; gw)=2 ; g'(wy)=1
gw)=1 ; gw)=3 ; gw))=0 ; g(wy=2
gw)=3 ; gw)=4 ; gw)=2 ; g(ws=3
en(w)=1 5 ex(W2)=-2 5 an(W3)=2 ; gn(we)=-1
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[ ACADEMICAY
DE PLANEAMIENTO

Propiedades:
) Tgw=lA|
2) Zg(vi)=|Al
3 Zgvi)=2|A|
4 Zen(vi)=0

Todas estas propiedades se pueden demostrar. Te proponemos que lo intentes v si tienes dificultades puedes

recurrir al tutor.

En los digrafos puede haber vértices especiales de los que no “sale” ninguna arista y se denominan pozos. Otros, a
los que no les “llega” ninguna arista, se denominan fuentes.

Veamos las definiciones formalmente:

POZ0: es un vértice v tal que g'(v) =0
O sea, v no es extremo inicial de ninguna arista.
FUENTE: es un vértice v tal que g'(v) = 0

0O sea, v no es extremo final de ninguna arista.

Los pozos y las fuentes son importantes en muchos ¢asos. Por ejemplo si un camino conduce a un pozo, ya no Se
puede salir de alli, Cuando estudiemos las maquinas de estado finito en la Ultima unidad, veremos que 10s pozos

son los sumideros a los que se va cuando la palabra ingresada no es aceptada por la maquina.

REPRESENTACION MATRICIAL DE DIGRAFOS

MATRIZ DE ADYACENCIA

Sea un digrafo G=(V; A; 8)con V= {vi, Vo, ..., Va} YA = {a;, a5, ..., an}
Se define la matriz de adyacencia de G a una matriz booleana de nxn:

1 si EIaEA:B(a):(Vi;V.)
M,(G) = ((my)) ol que my = )
0 en caso contrario
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[ Gemoo

de
p 0101 1
as a7 01 110
@ 4 ) M@=14 4 ¢ 0 0
o as 00100
a as 00110
az

MATRIZ DE INCIDENCIA:

Seaundigafo G=(V;A;8) conV={v,va,...,Va } YA ={ajay,...,an }
Sino tiene bucles ni aristas paralelas, se define la matriz de incidencia de G a una matriz de nxm:
( 1 si V. es vértice inicial de aj

|
Mi(G) = ((m;)) talquem;=4-1 si v; es vértice final de 2

L 0 si V. noes extremo de aj

E Ejemplo:

Para el mismo digrafo anterior pero sin el bucle:

1 1. 0 1 0 0 0 0
10 1 0 0 I 0 O
M@G=[0 0 -1 0 0 0 -1 -1
0 0 0 -1 -1 -1 1 0

GRAFO ASOCIADO A UN DIGRAFO

Dado un digrafo, si se cambian las aristas dirigidas por aristas no dirigidas, se obtiene el grafo asociado.
Es decir hay que ignorar el sentido de las aristas.

Si en el digrafo original hay aristas paralelas o antiparalelas, en el grafo asociado solo se representa una de
ellas.
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Ejemplo:
Digrafo: O Grafo asociado: Q
v a
O O O O
\ \
O O
CONEXIDAD EN DIGRAFOS

Todo digrafo cuyo grafo asociado sea conexo, se denomina DIGRAFO CONEXO.

Todo digrafo en el que exista algin camino entre todo par de vériices se denomina DIGRAFO
FUERTEMENTE CONEXO

Veamos los gjemplos:

Ejemplo 1:
@ >e

N

Este digrafo es conexo y ademas es fuertemente conexo.

Ejemplo 2
(D
/
() (2)

S
G

26 | Unidad 7




GRAFOS, DIGRAFOS Y ARBOLES UTN.BA @ uen

Este digrafo es conexo pues su grafo asociado o es:

)
GRAFO ASOCIADO O
Q—M@ 0 > Qﬂ\@

Pero el digrafo NO es FUERTEMENTE CONEXO, ya que, por ejemplo, no existe camino alguno que salga del vértice
C v llegue al vértice B.

/_\A /\

Lo que si hay son dos COMPONENTES FUERTEMENTE CONEXAS:

O—© @Q@/@ -

CAMINOS DE EULER Y HAMILTON EN DIGRAFOS

Se definen de forma similar que para grafos no dirigidos, pero hay que respetar el sentido de las aristas.
Condicion necesaria y suficiente para que exista ciclo de Euler en un digrafo:

VveV:gv)=g(V)

E Ejemplo:

En este digrafo existe ciclo de Euler:

1
C=(A;1;B;2;D;3;C;4;B;5;C;6:A) ° a
y un posible ciclo de Hamilton: /4:
yANRO
C=(A;1;B;2;D;3;C;6;A) 3
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ISOMORFISMO DE DIGRAFOS

El concepto de isomorfismo de digrafos es igual que para grafos, pero hay que tener en cuenta la direccion de las
aristas, es decir el grado positivo y negativo de cada vértice y, por 1o tanto eso debe respetarse para la asignacion,
es decir la correspondencia debe establecerse entre los vértices del mismo grado positivo 0 negativo.

Ejemplo:

A

| T

D

3}
) 4
~

iSon estos digrafos isomorfos?...
Si definimos la funcion: f: V; — V, tal que

f(1)=A;f(2)=D;f(3)=B;f(4)=E;{(5)=C;{(6)=F

y construimos las matrices de adyacencia, veremos que resultan ser IGUALES:

Matriz de D, Matriz de D,

1 2 3 4 5 6 A | D | B E | C F
1 0 1 0 1 0 1 A 0 1 0 1 0 1
2 0 0 0 0 0 0 D 0 0 0 0 0 0
3 0 1 0 1 0 1 B 0 1 0 1 0 1
4 0 0 0 0 0 0 E 0 0 0 0 0 0
5 0 1 0 1 0 1 C 0 1 0 1 0 1
6 0 0 0 0 0 0 F 0 0 0 0 0 0

Como las matrices son iguales, entonces 10s digrafos son isomorfos.
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Sinteticemos lo que desarrollamos sobre digrafos:

e Un dgrafo es ungrafo dirgido D =(V ; A;9)

e Hay conceptos nuevos que no existen en Idesgmor ejemplo el de aristas
antpardelas, pozos yfuentes

e El grado positivo de un vértice es el entrel grado neativo es el saliente, grado
total es la suma de ambos y el grado neto efdeedicia

e Se pueden definir caminos y ciclos respit el sentido de las aristPueden ser de
Euler o de Hamilton al igual que en ldfogra

e Un digrfo se puede representar por las matraesadyacencia y de incidenda
matiiz de adyacen@ no necesaamente esisnética. La de inddenda tiene demente
que pueden 0, 1 -1 para poder representar el sentido de las aristas.

e El grafo asociado a un gtafo es elformado por los mismvértices y considerande la
aristas sinsentda

e Un digrfo es conexo si su di@ asociado lo esUn digrfo es fuertemente conexo si
existe canino entre tdo parde vérices.

e Al igual que en los dos, puede establecerse o no isofisono entre dos didoa
dados. Ello sera posible solamente cuando se trate de la misma estructura

A continuacion, estudiaremos un tipo especial de grafos que se utilizan mucho en computacion, especificamente en
Estructuras y Bases de Datos. Son los denominados “arboles”.

Llamaremos arbol a todo grafo conexo y sin ciclos.

E Ejemplos:

De los siguientes grafos son arboles Unicamente G, y G4 pues Gy tiene un ciclo y Gz no €S conexo.

G, G, G; Gy

NN

La siguiente es una propiedad muy importante porque caracteriza a los arboles:

Condicion necesaria y suficiente:
Un arbol es un grafo en el cual entre todo par de vértices existe un Unico camino simple.
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Propiedades basicas de los arboles:

e Siaunarbol se le agrega una arista entre dos de sus vértices, deja de ser arbol.
e Todas las aristas de un arbol son puentes.
e Entodo arbol se cumple que: | \% | = | A | +1

Intenta una justificacion de cada una de las propiedades anteriores, y si te animas puedes intentar una demostracion
formal. Puedes recurrir al tutor o consultar el libro de la catedra en el capitulo 17, si se presentan dificultades.

Se denomina BOSQUE al grafo no conexo en el cual cada una de las componentes es un arbol.

Propiedad:; En un bosque de k componentes se cumple que | vV | = | A | +k

E Ejemplo:

Gs; del elemplo anterior es un bosque y tiene k =2 componentes.
ARBOLES DIRIGIDOS

Un digrafo se denomina &rbal dirigido cuando su grafo asociado es un arbol.
De los arboles dirigidos nos interesa estudiar los arboles con raiz.

El arbol con raiz es un arbol dirigido en el cual el grado entrante (positivo) de cada vértice es igual a 1,
salvo un Unico vertice con grado positivo igual a cero, llamado raiz.

E Eiemplo: De los siguientes arboles dirigidos tienen raiz los dos Ultimos.
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Un vértice v de un arbol se dice que es HOJA cuando g(v) = 1
Los VERTICES INTERNOS son todos aquellos que no son la raiz ni las hojas.
Se llama RAMA a todo camino que va desde a raiz a alguna hoja.

Otras definiciones que se deben tener en cuenta son las siguientes:

Antecesor: v es antecesor de w <> existe un unico camino simple de v a w.
Sucesor: w es sucesor de v en el caso anterior

Padre: v es padre de w < existe una arista de v a w.

Hijo: w es hijo de v en el caso anterior,

Hermanos: v y w son hermanos si tienen el mismo padre.

Podriamos decir que se reconocen como en el &rbol genealogico.

E Ejlemplo:

/@\

(o) ()

/ A\
/@/\é@/@)\
OO 0 O @

\
()

En este arbol, la raiz es: a

Las hojas son: 1, j, o, p, f, g, 1, m
El padre de k es e.

Los hijos de ¢ son f, g, h

Todos los antecesores de j son e, b, a

\eremos ahora otras definiciones que nos resultaran Utiles para trabajar arboles
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FI NIVEL DE UN VERTICE se define en forma recursiva:

1) Elnivel de laraiz es cero: n(r) = 0
2) Cada vértice tiene un nivel mas que su padre:;

Sipespadedev —n(v)=n(p)+ 1

ALTURA de un arbol: es el mayor NIVEL alcanzado por las HOJAS.
Se dice que un arbol esta BALANCEADO cuando todas las hojas estan en el nivel MAYOR o en UNO MENOS.
En el ejemplo anterior, la altura del &rbol es: h = 4 4 Es balanceado? No, pues las hojas 'y g estan en el nivel 2.

ARBOLES N-ARIOS

Un arbol con raiz esn-ario <> Vv e V: g(v) <n
Es decir, cada vértice puede tener a lo sumo n hijos.

CLASIFICACION DE LOS N-ARIOS

+ Sin=2 entonces se dice arbol BINARIO.

Si n=3 entonces se dice arbol TERNARIO.

+ Unarbol se dice n-ario regular cuando todos los vértices tienen la misma cantidad de hijos, salvo las hojas que
no tienen hijos.

¢ Un arbol se dice n-ario regular pleno o completo cuando ademas de ser n-ario regular, todas las hojas se
hallan en el mismo nivel,

<

Antes de continuar te proponemos que realices el siguiente ejercicio para aplicar los conceptos que
acabamos de presentar.

A 1. Dibuja un arbol ternario regular de altura 2 que no sea pleno.
2. Dibuja un arbol binario regular pleno de altura 3
Recuerda que puedes consultar a tu tutor si tienes dudas.

Como en el caso de los grafos, dirigidos 0 no donde era posible obtener subgrafos, ahora podemos encontrar
subarboles, es decir un arbol contenido en el dado, veamos la definicion formal

SeaG=(V;A;d)unarbol conraizr. Sea v € V, se llama subarbol con raiz v, y se indica T(v),
al arbol que consta de v, todos sus descendientes v las aristas entre ellos.
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RECORRIDOS DE ARBOLES

Recorrer un arbol significa nombrar todos los vértices del arbol siguiendo un determinado orden.

Ello es muy importante si consideramos una base de datos de forma arborescente. Cada vértice del arbol es un
nodo de informacion, o sea un registro de la base. Por ejemplo, si tenemos una base de datos de clientes, cada
nodo representa a un cliente, tiene su ndmero de cliente, apellido, nombre, direccion, etc. Para poder tener un
listado de todos los clientes, debemos poder recorrer el arbol, nombrando a cada cliente una vez.

Como veremos hay varias formas de hacerlo.

Las siguientes son las definiciones recursivas de los recorridos de arboles:

) 7)) )
ORDEN SIMETRICO ORDEN POSTERIOR O
O IN-ORDEN POST-ORDEN

ORDEN PREVIO O PRE-
ORDEN

1. Recorre ¢l
subarbol izquierdo

1. Recorre ¢l
subarbol izquierdo

1. Nombra la raiz
2. Recorre el

subarbol izquierdo
en este mismo

orden
3. Recorre los
subarboles

derechos
en este mismo

orden

en este mismo
orden

2. Nombra laraiz
3. Recorre los
subarboles

derechos
en este mismo

orden

en este mismo
orden

2. Recorre los
subarboles

derechos
en este mismo

orden
3. Nombra la raiz

E Ejemplo:

/@\

éé

@@

i

Recorridoenordenprevio: a bde hikle fgj
Recorrido en orden simétricood b h e kil a fcj g
Recarrido en ordenposterio: d h k 1ieb fj g c a
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Representacion de expresiones algebraicas mediante &rboles

Si % es una operacion binaria, el resultado de operar a con b se representa de la siguiente forma:

@ El operador es la raiz y los operandos son los hijos o subarboles.

Sileemos este arbol en orden simétrico, obtenemos la expresion usual: a % b

Cuando representamos expresiones algebraicas, son comunes 10s siguientes nombres:
Notacion Polaca: es el orden PREVIO

Notacion usual o infija: es el orden SIMETRICO
Notacion polaca inversa: es el orden POSTERIOR

¢Para qué se usa la notacion polaca inversa?

Por ejemplo, algunas calculadoras, utilizan notacion polaca inversa para resolver las operaciones. Disponen de un
stack 0 pila, en la que van almacenando los operandos, v a medida que se ingresa un operador, calculan el
resultado de los dos Ultimos elementos de la pila, dejando el resultado en su lugar. Una pila es una lista de

elementos, en la cual Se van agregando nuevos elementos por un extremo y se sacan por el mismo extremo. Se
las llama LIFO (Last In First Out)

¢COmo se resuelve una operacion?

Por ejemplo, si tienes que resolver 2/[(4+3) o (9-2°)] con una de esas calculadoras, lo debes hacer en notacion
polaca inversa, o sea orden posterior;
Construyamos el arbol:

)
@/\@
aN

atla
(») @@/\
OO
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Lo leemos en notacion polacainversa;2 4 3 + 923 T - e /

Y asi lo vamos ingresando en la calculadora.

1) Alingresar el 2, como es un operando lo guarda en la pila:

2) Luego viene el 4 y lo guarda también:

N

3) Lo mismo ocurre al ingresar el 3:

W

o

4)  Pero alingresar el +, como es un operador, extrae 1os dos Ultimos elementos de la pila, en este caso, entre el
4y el 3, los opera y dicho resultado lo coloca en 1a pila:

W

H T

2 \/i

5) Alingresar el 9 lo coloca en la pila, como asi también al 2 y al 3:

N

3

2 2

9 9 9
7 7 7
2 2 2
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6) Cuando ingresamos el T, extrae los dos Ulimos elementos de la pila, en este caso el 2 y el 3, redliza la

operacion ( 2 al cubo) y la coloca en la pila:

NSREN] INo} o]

7)  Con el - hace lo mismo, toma el 9 y el 8, los resta y el resultado lo pone en la pila:

8) Alingresar el signo e , opera los dos Ultimos que hay ahora, el 7 y el 1, el resultado lo coloca en la pila:

|

9) Por ultimo, con el signo / hace lo mismo, operando el 2 y el 7, y quedando el resultado final en la base de la

pila:
0.2857
an Seala expresion: 53-2716+2 8+ 8+ / dada en notacion polaca inversa.

a) Hallay dibuja el arbol

b) Indica raiz y hojas

¢) Indica la altura del arbol

d) ¢Es balanceado?

e) Recorrelo en preorden.

f)  Calcula el resultado de la expresion.
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Otras aplicaciones de arboles

& Los arboles son muy Utiles en las ciencias de la computacion, ya que Sirven para representar estructuras de
datos jerarquicas, de forma de optimizar el tiempo de acceso a los registros.

+ Enquimica organica, por ejemplo, las moléculas de los alcanos son arboles. El concepto de isometria tiene que
ver con el isomorfismo.
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< También los arboles tienen multiples usos, ya que con ellos se pueden representar datos de una manera
organizada. Por ejemplo, 10s organigramas de las organizaciones son arboles dirigidos con raiz, y el hecho de
que el grado positivo (entrante) de cada nodo o vértice sea 1 significa la unidad de mando.

Sinteticemos lo que estudiamos sobre arboles:

e Un arbol es ugrafo conexo y sin ciclos.

e Un arbol es un dimen el cual existe camino Unico entre todo par de vértices.

e Entodo arbol la cantidad de vérticasres mas que la cantidad de aristas.

e Un bosque es ugrafo no conexo aciclico, o sea es unjaato de arboles.

e Losarboles dirigidos son dfgsacuyos gifas asociados son arboles.

e laraizde un arbol dirigido es un vértice con grado positivo cero.

e En un arbol dirigido con raiz se puede fitantas hojas, los vértices internos, los antecespres
sucesoregle un véiite, pares ehijos.

e El nivel de un vértice es uno mas quieedu padre siendo el nivel de la raiz cero.

e Los arboles digidos pueden ser n-arios, n-ariagulares o n-arios geilares plenos.

e Recorrer un arbolgsiifica nombrar todos los vices del arbol suiendo un deterrado orden.
vimos pre-orden, inorden y post-orden.

e A través de arboles se pueden repntar expresionesgabraicas, en esos casos los recorridos
se denominan notacién poladigaig polaca inversa respectivamente.

Si no tienes dudas sobre los temas que abarca esta Unidad, te invitamos a iniciar el estudio de la (ltima unidad del
Programa.
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