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UNIDAD ¥
INTEGRAL INDEEIN|DA

Como y8 veremos en el SiguienTe caprruLo

La ope
racion de inTegracion de unb FunetOM

(r) ST e &
b b , Tepreserma, ral::eamem’r@, eL &fea b%}o L8

Qurva (‘(t) enTire A& y b.
La no-racuom cs e

JF‘@) dt e IITEQYAL da'F(t) enTie 43 Y b.

a ,
Lnregrar indeginida:

J

Suponemcs QTUE F eSS unda F‘umalc}n TatL Q’ue SU m‘r@_
8&% entre '8° y B existe pars Todo &y Ny perTe
heaienmTeS aL \maervsz_o [C d] Si Tomamaos a
@%Ta 1h”reérat, ComoO FUHG\OVI Oe. bi Ltam@ﬂdoz.e o

esTa X (pam indicar g}ua ahor‘d c5 van&bl.e.> om“e
NeEmos -+

/‘](x):jﬁt) AT x & [ojd]
3

A(xj es Una LMTE’_COSF&L imdepimd& de P(’C}

Faca cada vatar de *a% va a haber una s'm*r@_g(‘étg,
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xma\»a@imdd Dl\S“anxT& Lé} dl!"@ﬁ@nc@ CnTle nAa ’ViT'.lf[ﬂ{_

indeginida de. FC’C> >I oTra  Sers un VALOT CONBTINTE.

Pﬁ‘ mer Teorema r:umdam enTaL deL C&LCU LO :

Sea ¢ una FUV\.(‘AQV\ c:u)za m*rearat, enrre Q' y "~

exisre P%Fcﬁ Tode A’ )/ fc d] % @A A(,)

[0 1nmTEnTaL. mcﬁepmda entie "a” )/ ><-'] enTonCes,

La éeﬁ(vadd de A(x) en aua:,gjmer x & (e, o)
donde ¢ sea conTinua sers 3u&L a )

O sea.

A(S) - Ja@dz —> A= F6O
S\oceX<d y f oes
(L £X L CZ\) ConTinUg Eewn X

Comimuidad de La WVITEQISL ‘mclcﬂ:iﬂida

)
Sea £ond FUHCtOw Cuyo m*re@rcat, entre a’ Y Tt
existe. para Todo ‘2’ y X’ e e, d] v sea

X
Al = jf C)dT . Entonces A(x) sers comrinia

Para Toda X & Lc} Cﬂ'
Es olé'f.:iﬁ i La in‘rearcai, {mc:le_gimida f@(x) exisTE

sers ConTinud.
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/ 4 " b N L) . .
Foneian OrimTIvVAa: \/eamos Prsmero La depm;cbgi/; ,
L]

S F Cs Und F\)mc{d{n con dominio D; LA Fumaiofxz
g?] &&Pm_‘dé con €L rmismo dominia G5 una Primg
Tiva <:.ie, F sl >/ SoLO S F es desivable en D Y
derivada es F Es decir:

F S5 PP!‘VMin\f& de F en D<===> \V(KE.:D Fé():: F(X)

Nota: si @ Tene uwa PrimiTiva, Tieme inginitas

E:CS@_@.QL:Qf Tomamos F R — ”2/ F(x)t 43

A%a(‘a F;‘é’a’re: e3a F c3, duSTéllVH@mT@; LA der;vacﬂa de.
)<“. por' LO TanTO, {:'<><>,_,><f* e5 Uha {om'm;ﬁm _
de F (‘Oor?}ue P/C&) - (-‘(x)).

Acﬂ@ma’s, \Cid'a're_ gue cvaLguier F des Tipo-
E(K) = ><4!i +- C \(éﬁhdﬁ C &S C,U‘&L%U{er CQV'ST&I/]'TC.)

TVene Como d&(‘iv&da A chj

COma \/(35} hay 1'Mf::fm‘ra5 Pﬁ'm':"rivasl Uns P&F@
cada posible varor de C.

Q 4 . .
CLACIOn Con La InTegral indeginida
S

Como dice La dagim{c{o;; cie, 49(‘1‘144[1“:‘\!:9} F—des

PrimiTiva de £ s derivada da =2
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DO el Teorema Fundam@vﬂ"& der carcuro sabemos
due r"s{’x) (MTeér‘cﬂ(, fﬂde@r‘m‘da de x )} AL derivarse
i

A3 SR e e TanTo A(x) es vna primiriva de

-~

¢. Coma adema's,; para coda vaLer de & ewm
>
(xt) - g} / - CC) dT T@qf’,/s una A()() df’s‘ﬁ'm’r& | tLe

{‘%&mOS 3 %’U&. Inay fmFimTﬂs Pt‘fm'i‘rivcﬁ‘é.

Notacidn de Leibniz: EL  s/mbolo -

e dx

!

{

dasegna w18 Pfjix?mﬁva 68WBML de £.

() sea E_c:jue, abarca Todas (as Po&ibzﬁs pr“:‘m}"riuas

de P

ConsTanTe adiTiva, ase que

1(J F(,() aAx = F(K) + C X C, C-Udt,%){&!‘
| _ ConsTadaTe
cdonde F(x) es Una de rLas primiTivas.

S35 primiTivas se diperencian por una

Eh"r@nce,s/ oor %meLo:

]c.@s:as: ox = senx i+ C
7 R
st derivasg esTo e da  cos x
!:ji 1] . N I
Alhara vamos a  ver disTinTosS metodos pars

[p—— . r “ N . .7 N .
QoTerel PMmiTIvas (é L8 obvencion de F’ﬁ”“}ﬂ\f&(ﬁ
S50, L@ LLAwma im*r&ardc:idm>
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Ceco antes vamos a ver . dos propiedades gue vas &
necesirar :

D Jreorge)ex - JEE Ak 4 fg6ydu

F7n-;,,?,-~r,‘v_a de F+Q CrimiT. de £+ Cetmir. de 8
9 / C £ (X o[;K = C J F (<) olx

s ®

PrimiT. de C.(Z C. pr;‘m‘.'r. de F

fme_&racio% immeciia*r&:. S) sabemos g'ue:
!
‘F'(x)x\f(x) y hos pu‘dem obTenes Las primiTivas

de F(x) L8 SoLL eI on es F"(x)ﬁ—c:*’

s———

f:'.%'&mkga.o; dabemos gque (ij’: PRV
TanTO: ‘-1
jm Xodx o x"y

% usamo]o La }OFoPiedaci :2) Cont C:}f/h 7 F(){)umxﬂ?ﬂ
=> teha M ' :

S5 m 7. (®)
i -2 4
Oreo %&m%om: Buscamos j[S'X 1+ X ]oﬁx.

Usando et % 3nTerior y gve (,mey:’/x :
=%y < ]aix?‘f:'—i‘ujéizdx + ) i dx

p%?)/izd,x .}._ %X“}*C
CoOn M-}

—~7 oy
on @ = 5(:il_s>< +%X+C:E3/X+%X+C}

y POF Lo
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T nreaacon per SUsTiTUciOn :
u [}
Se vea La re,(%z,a de. La cadena. Como sabewmos:

Q- Fae) == Q- ¢(5) 400
Cown F ) = th}

O sea
‘ / “( a{@} 6’(&) dx = F( 83(3‘0)4— C‘\ ~con Fé‘) - F69

Ve
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4 ,
___J(

F es ‘Pm‘m {TiVaE

\/amcﬂ a vei az_CCSUznaS ngpLOS: ' dQF

) /cos[%)] Qo{x »Lsaq[gwx}.i,c\

fiy @\) %) /
e F(x) = den <><> -

D Loy ] dn e g flm e e

F('\) 3("-\ €470 No €5 \\&
(") = ~C05 (") 8)@() , FaLTe La congranTe P%ew e

ALC}?@ Sr’ '?5)(4] es %/(,‘K\)}/ {OQC:XBVV}OS iﬂ“‘!‘&éraf it

.E%__.. (os(x‘f’)] LC = [___%_ cos(x'5> +C

fgd@% \Jeﬁ\’:i&ﬂr e fesuttado derivandoio (For La e

i

o &
8Lé‘+ Se LA ,Cﬁc&ma)y Viendo gue da S@(}(S}.x‘

= armbc fabao
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%ra Usar imT%raa{D; (Oor susTi"ruc,éo/m L8 c@ndia&o?:z S
que e ]m‘reﬁramdo sea deL -ripo “F(Co}(x)).&’(x)io seq,
e produero de cbg funeiones | una debe ger s
Qumaﬁéiq COM}OU&STa y La oTr3, L8 derivada de Ld fun
Cion inTelior.

preéun-r&ra’s por_?uef SQ LLama \\par Su3ﬁ*rua£0% . esSTe
merodo ... Bueno, porgue hay vna porma pre’erica

de imptemwaﬂ_o ve es haciendo (n cambio de
variable | gusTiTuyendo 6CK) por T g’(x}d/\ por
Lo VEmMQES n &L edewpao_ ST or !

j SO% (X‘S)‘ XYdx = /f sen (T) %E

1”" -C-:- Xs = d_—C'— = 5)‘(4 d/x " ..G_{’E = )"\H Oé)(
o

th—...—-l‘
TEWGO E357T0

Eh 3L s'mrearcawiof
Lo d85ped‘o

O zea ) rwmpf,aga’s Sen (x‘f’) por  sen(T) y
xd x por Q_%_C_ D@SPU{?:S im"rc?éf‘és . |
j sen (T) d_%E - ...Eé_. [:- c;os(tw:%“ cos (xﬂ +q

Vorviendo a * | ?::"zx5>

OTro rempLo:
o

2.
9j ><L'+- 2 X d,>< s Usamos T = ><S+ SX
X354 5x2 AT - (ex"¢ ao><> dx
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Lo %‘j& TENCMOS & CL r‘mTeéFamdo cs (Xﬂ-ﬁ 2:&) c«_"_;\g'
TE&TO de abTenelr ©so en &L Ml &ubro clereeha de a’lfr
dU = o (X% 2x) dX  —>  dT . (x4 2x) dx
>

Li%TO, cambiando de varisbte en La inTegral

] S -‘Z%E - 4 ﬂmffc_—.é___ D (x5+6><,2') + C.l

C
E

N .
T = X,,S-iﬁf))(

'o’
ET@,Q rTaciQy por parTes .
) i 1

En este caso e im‘réﬁéﬁﬂm do Tambich debe seor

0 roduc
70 de dos zcuneron cro ahors - e y i
0 ..l

rarm 'mTeﬁﬁfgw(“ S0 S& Vo & Usar La re(iL& de w;a@{:;@f’

det. producTo: (F 8> ) ng L e 8} - Fé\*(‘ﬁgyf“ )
{

= ] Eboaeydx - (e ged)dx - [ed gl

-

A ar e 5ando

3"~ LorSTANTE -

e i Pﬂ'ﬁ%i’é—ﬂ do e ¥ Sumando
C.

=> IL Jebogeedx- FEIGE) - [FEIBLY e

(’a CQ"/’IC].\ 2y @:V? ; G«MWCCBS} =9 %UC’:. uUng d@ LOS F@CTQ{-ES
( \\:"Qq\) T@m&& privmiTiva, Es dear c;iue, se Pue_:.l-:?
enconrrar F(X). EL oo pacvar  sdo debers’ deriarse.

Vamas a ver C@MPLOS
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)jxﬂmx dx - %% fax w/ﬁf.Loﬁx+c

2. X
F"qux 8@); J/ % ELﬁélmOS come g’ a = porgue
Vo | B‘ e puade, in—rcccjrar. Si TOm& batnos
F(*)""'-?";_—- 8@‘)‘;‘2— 3 bnx cowmo F’ o 1banios a po
der ewcontrar ':‘ Fa’aiz_mem*re
X2 Dax x5 + C
2. 4

e

X hax . [xdx gt
2 2 |

a /e’“. X dx

En este CasC, TanTO S como X Tienen 'lmTeﬁrdceg

direcras. Oin embarqo, en cases como esre cou
b‘\eme EL%H" Cvn O FJ Al Fac’_Tor“ %UL‘?. acL imr%r&rse
Se “c,ompf_ma" menos. Cowmo e aL :‘m’r%rarse_ %’Qda

L&uaz,} Ioero X sube sy expanenTe ef'_%imos:

FOY= € = F) =
6@«) . X e 8’(&) = |

j@xx dx - x e~ ,,../Exd)’\ 3 C .—nl)i'@xm @x+ C_}

Earauns Vi
L nTegracidn poc pracciones SimpLes
\J | * ¥ -

I / v
EST@ meTedo DVE UnicamerTe  Cuando e mTeCcsr‘am_
s

u

do e3 cociente de POLinOm'lGS) O Sé?dj Ona r’.‘uwcfcm

. 4
racohaL.
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Fo tnreqrando serd der Tipo FC") con

O P A8 N P8
POLMOW«%OS .
e i eL gredo de [ es mayor gue e de 8; S

debe epecTuar (& divisian de Los IOQLMQMLOS:
o VESTO
EQQ = 8% + €3] —~ TesulTd, at divida‘r"} _g]ue L

C TN qx<
6 / ') e ) 5(@&0 de © es menor %”é—‘i.. deéj.
G, coienTe sers on pOLINOMIO, Se inTegrs

de rorme Mme diata (suma de Terminos x"")

E iempLo: (pars %ue_ recuerdes como se diu{ch?_)_
o ' '
X oxp O [ Xt

q_.__:?i_‘_-____ d,X. o di‘\li‘ClO.' @

X 4] SR %y X .
festa e — X @__ﬂ\}}‘{_‘
. )X x| ()2 X- |
93— Lo ::LiViSiOL\ resurTa: @ ( )( >M e %g)
1/
x = < IW(‘(P‘O P
e = X Ty =1
K- RN X+
)
I“WTQL%Y‘&F CSTO €5 (:’@.fzie,:
C
N
-1 o+ A yolx o ~ {ox o dr
/(‘ﬂ H—;u;)dy X clx /cl +/_t

PLA-. P&f‘a esre TErming i—:aqc SUST:"I‘Uc,iQ';q . T-_=~X-;—£

;\ﬁ“x+ ‘—OM(K+1>+?\

2

o Envonces, e Termino gf@) Se integra de  inme

d;a’“:); pere Wﬁ{x} no (S&L va en CASes como &L de
3

Y _ { - .
(’“G‘/Ch‘im)‘ F:Q;{‘%UE, Q[U@_dc’i oTra FUMG;OM faciomse .
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Vamos a ver , emtomees, Que Fodemos deSQDmPOWe,P
(‘éa‘)/8(&> o Suma de Términos que Tendran LAS %w‘eg

Tes pofmas: L o L g X y cuysas ‘Of‘fmf_
Tivas Son: (x+a)’“ )(x2+ a?.)‘“ (K?'-kal)m

§ ];J;é— Ax - ﬂm 6X+ab 9/(@01 OLX } (m:a‘) (X.!—a>m‘x

9/ x%’az' dx - 3%15(%_)

d ' dx - X oy dX
) (x%&)" 28} () (R%aT) 28t () S (XY

D )iz - O] D e

NOT&S : /3; Todas Les FaL‘ra L8 Constante adiTiva ¢

La @ 53¢, coriene de Las Tablas de fi’iTeaf“di_ES. E sta
pofmuLs se apiica reitersdss veces hasta Que ta inTe
6raa der sequndo Termino se reduce aL case C)

SOTLO FaLTa saber ch’nO d@Sme%&f f_'@c)/ C){) & Sumas
de TErminos aumo esos  Se pranTean 4 casos dig
TINTOS Seauw LAS rarces de 8@9.

D 8(K> Tiene Taites regres Y Sampws (no )"‘37 dos

raices iccjuauzs) Em esTe CAso 5@) 5, ,cuedﬂ cscrflgir:

} 8@(}: 8, x4 3, x’"“'+ b3y =9, (xw‘{,BCX»(z} ] -.(wan,)
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' !::= g
donde X, Xz,..,Xa. son L85 reices de 8(&)_ }f geiaiales

|
b O LA, Az . 1 An
escribic !j(x) X=X, * X=X bt X=X,

paf& Ob;_,rrS!“ A /4 'qm D€ CLiwminam Los d@nom;wq

dofes @ €sa ecuac;wq Y Se evaluan dwmbos mimn
bros en 183 rakces de (0@0} de ahi se desp%am
H

L&S Al: . ; P Mo ace pettad
E;RQW’:@LO ' - )( + l d/x = X + f dx C“Viak'" eL ({{;r—gclq
U 3

de arriba €3 msnor
/ X2 22X K()( 2.) aa.araéo dex ai;ado.

o X+ Al Az oo Xalo A (yx_o
=> Lrl. O 4 Az Xplo A (x-2)1A
RS T T %z ()4

mutTipticando @mbos mienoros pe-
.vatvande en tad Xpt x(x-a) PAra euimivar @ dewowmivadar

Ke L) = I‘J-A:GZ> = LA'ZHJ/QQ
XeZ => 240 = A, 2 _____=>\A2,=3/11

Enronces:

X+ 1 d_x_ _ ~Va 3/ oy . '";)'
S JI#e+ ]d’x/ K“‘i‘ I g bepedpe

X -2

Usando 18 farmure a) de in“rc‘zarcsc{csfr.
O sea, hawadss Las A:, 5e inTegqra  cads “rermw
oor soparaéo gi&)edamclo UN3 SOma de, Lo ATITIOS
EN eSTe (asa .

2 66‘3 Tieme (aices feaLes azéumas MILTIpLES. (dﬁé o

MAs TAICeSs i(%ua,LeSD
SUFOMSJE’)‘)@\; Qrue. X es tarz Cui (3\”61&0 i A&CVK)
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(m raices 1805:\.{.65 3 XD_.EM ese. caso, en la descom
posicicn en faiecs SimpLES  deben ponerse Los Sfﬁufé‘m

Tes Terminos:| A4, ' 2
‘ix—x,)m+(x—xi ATt (x- x,)‘)

faca “dbremer Las A; en este caso se hace como

GHTBS} Pero no arldanea ddorn CVaruadl & Las r&x‘cc@

hay gue evaruar en aguis 0TTos vatosde X haste

Tener Tantas €cusciones como t'nadémi‘ras.

E\EmELO sz)ﬂ—‘% olx (xl., | rafz de ﬁrddo 2)
(X~!>Z(><"Z) 1 ponenios 5@0 ya fpactoreado..

3 ¢
=5 K= X - f]ft + A Az } s ()(.*1>2<)(—'2> _

()@01(&-—2) (x_oz oS T X-Z kmu—urip. por ch(x)
=> XExp4 o A (x-2) + A, (=1 (x-2) + A ()(-—f)l

X=1 =l lzml“'}“qﬂlqi(—J) “—t>m
X=2 = 2%244. A, (2-1y —>[Az=6 %&

R=0 => 42-2A,42A+ Az — Azz‘H?‘-Aa"A:s
ﬁ&ﬁq—ro b4 cuaLé}uierd (C-om O es Fa'cft,) /‘ 2
g = —9
Enronces \ z ‘]
._.L’ = 5 , ,
=~ 4 6 ldxl4_1 _ _5 _ _
/[&x-s) vy + ><~"2_] ; [ oo ,@m(x. I>+ 6 ﬂn(x 2)1-5(

FormuLas &) y b),
E_] 6@@) Tiene raices compLeids y S:MQLes
) '

7 I'd a
Habea', evitonces Emé(x)l aLgun pacror det Tipo:

2
XT+bX+c . Por cada uno de. esos pacrores, en
5 Tienwe raices COmpLe{S&‘SI no se Fuede. cedocic mas
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La d&scgmpomalow se pc:molra eL veErmino .| A
L“::- b){-i s

Qara, INTEQAC  esa ‘ﬂpc de. v&rminos Se. imme Lo
Si&ui@n“r T Se compreTan cuadrados en oL devomisiador
y se Usan Las pdmxui.af: 9 v e)

xoxye - fx+’0> (c; b?'> Wy a® | &‘“‘C“—%w

Cﬂw{méwanco

cuadrados. \
U= Xtk
Poniend o *—oéo e funeion de LU . =
A, {u b/ &, | ’
j 2)14* diL - A, AL N h;_(-,_b_ﬁ!-f» B¢> /____dq
W4 8 JUP+a* L 2 TR
' Gf mue e ) FQFM;}«J&) C)
EXGM‘J;_OLO: /..X‘!f%.* d x ] X-i'?._ d x
O X7~ (=0 (XFp x4 1)
6& des(",@:«m‘o()ma S Ay . AZX + B2 _ X+ 2
i - o e
S Ll (1) (XX 1)

=> AR D 4 (A BY)(x Y = x4 2

b= AR 423 = [A -

§><‘> o = ?Qg - CDZ - L == \ E52 =~

t‘:—“i ﬂm\_) A 'f‘Zfﬂ;2_~2.62‘=ﬁ =T ‘]‘d‘az—-—j
VaLOr &g fvual.@i;%ulef& »LL

ﬂ P gl T - =) + (D) SR
g Xl (><+—*-) + 3
2 . 2 W E
‘-**—-(X%-Ji)-{-%. = “=><+-{_;:]°-—l'~£-

_ VNN Ve '
- .@n(dx N ._,‘y A du g /W#{du]
e



Z z2) A z(@) kA

A a* 57

Guamo.{ ’m’i S€ CompLicd, PefQ Con La pr@’aﬂca T Vas
a8 acosTumbrar.

ﬂ 409 Tiene raices ';c;a;;"pk_%as yl'uﬁgﬁm-pms_
0 ses gue habra’ Termi o %
g habra’ Terminos Jdes Tipo: (K?”+b>a+c:>

Cor cads uno de ellos em (a dﬁSCOMPOS£CIO:4 Se
J _
pondran (0§ TECminos:

A\X“?‘Bi ' A ><—}-6 : A
'i— 2. 2 n*nX'E’Bfm
(X?‘+b><+c)m (xz-}-bx—m L Tt X*+bx+C

Fn este caso e proced‘:mi@mvo ©s simiLar at der

/ s
CaS0 5, SOLO %U& Sca ‘renés que, Usar Té}mlofé;q LAS
LOrmULAS o\) Yy F).
Iobis de vtegraces:
. N :
E.xigT ; -
I8Ten TabLas donde ha)/ U1 monton de inregrates
f :
Yd resveitas en puncion de Los )oara/merfos de (3
. Ve
Fuhcion . Par \&mpLo L& (:o’r‘mma oD fue Sacads
de wna Tabra e Im*reﬂrams.
Sfmpbem@L’lT@; dada una FUV}Q&'O;? %ue, V10 }occi@_’s

(esoLver por nf@uno de 1os easos anTeriores
L& buseds e L T&bz,al FaempLa%a% LOS VALOres

de ros F&r&'ma*x—r"os y LisTO.

+C
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FJERCICIOS-UNIDAD ¥
(] Domvesrre gue.
9 &

/ Fedax | = F(O
Como vimes en La loa,f*re, Teoricd / F(m) olx - V(x’) L
donde T (<) es wa PF:nths\;& de F(“'\ v, por Lo

TEnT0 . J&m.,, C.umpbs rse: \— ("‘) F(x

Fa
Em’om es Va  esvg e [ :
ces / S ;M P':; Usando e5vo

4 [Jretx]- - [Fene) - Feo- e

\J / e CONSTIUTE
c:l XY= X d C =
= R¢ ) =) 4 vy O

B) [ dreo= e+ ©
CJF@C\ es el dh cefencidl de 13 Fuhcio/m {-‘(\Q\ Yy es,

t de) = £ d,q
Entonces /_/‘d(c@g T,jF’Qq dx =uns Primitiva de £7x) t+C

SiWirOiC,l’ﬂ QITE!

La Prlm‘tTi\/a P(x) de F}Gg d&ba Cumpl,i\f"‘:
/ /
P = £

Ror 1o varmo ; “romando F—(x} = £(<) Tenemos und
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PrimiTiva de F/(x) O+rras ‘Df“am)‘ri\/&s Podr{&m ser
0 + ; F(x) - 2,3 , ere, Tedas €585, der,‘\fadagj
dan Ft")- |

t‘]sf %ue E demosTtames %uerjdg@c): F(X)'%C

9 S [pdx - Fot e ‘*’=~>/F(@><+b>?“< - L Flaxb),c

can G0
La Mpg’“rasis es gue F(x_) C5 Und primitiva de PG,

O S&3 F/Ga) = F(x)

g

| eremos Que demosTrac que. _ét_r:(a,x+b> es una Pri

miTiva de F(Q;C+b>_ Fa’c,‘sLJ ra derivawos Y Vemas:

(J&j F(a><+b)>/,_ _.Ld:.\:zax-\;b)f: _é:- (a.><+-b)’. F(G)ifb)

e fegia de 1a cadeng

= é.l_ o . F(Q,x+b> = F(a)(+b> e [/sTO \

Lo condicion QA+ 0 es necesaria  pargue sl 4
foea O = Flax +b>_~.— FCb> seffa Una  constame

En ese caso: JF@ A< £(b). [dx = £(By x 4

ma primiTiva de "I g A
con - a dividiendo ded&

NOT& :

y Lé FO/FWIUL-@ det emunciado
de serwir,

l‘ Z | Simpug:‘g}oe, 85 SiguiemTes expresiones gsando P
piedades de (8 imTea!aL inde givida | supaniende gue k)
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4
.,,upuzxemmem—re derivabie” en cada caso.

) e leree

Como sabemos de (s Teor(s, el 2 o padermos sacar
de 18 SvregraL 2~/

4 2‘}%’;(}( P(r~)> dx
Lramando Ge=XTFCD =>4 (2 FEd)= o - 96) = f,,\)

>/ EnTonces |

Jz fm X K))o(x = 2}8@)0’»’\ - 2'8@()%@
W%@b)
:[Z'KZFCK)A-Q
9 /q il; @q) AR P@Q] X

Comea VimaS | @STa inTearal 1A Iomiemos COMVErtr @n somg
de. Tres wvrcarai,es (ver‘ Tﬂ&fi&)

/ G (p@Ydx 4 el 1 [ ped

e,sm\:emo% de a umas !

j N d—(x FEO) 4 C

-,
La primimiva | como siempre es una fueidn
TaL %ue,jdeﬁméa, da d% (x&%))
dx*
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= F(x + X /()c) }C
b )+ XF

derivando €L Produa‘r@
‘*’/" <) dxj X () .,_./ £y dx 4 ¢

inTegrando  por partes con : géc):-,x (ver Teoris )

Bléﬁ) = 1
Jumnﬂmdo Todo}‘ SUMAan do LoS A Te’fﬁmimas y unuc;_;fl
Ao LS consTanTes ey Una SoLa -

F(&)-}-xF/(;() _}__ xF‘(x> _.J F(x)dx + JF(X)oLX _]_ N
o7 D -
i LhTE‘,a. Z mreg |

:E@Nx F ) + F@*E]

[3l H&JLL&(‘ ﬂw(x) Ioard %UE’ sSe Vef‘fp'g}.ue La siquiecnTe

lQquatdad.

/ Coséf) ﬁ\(x,) olx - armé(sam (JQ) T C

Fs F&/Qii,/ ta derivade de a(‘crg(ﬁeﬂéﬁ)) debe ser

-

Buat 3 o3 (;Q_lq@q}ﬂe ahy c:laspeaamos }’)()c>:

80CT &(x)): \ . XN = h{). )
R R R

=> L\(K) - Tm para %’ se Cumpla 13 8{)&1,&33.
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E:MG-\J-:?MT-?E, L3S Frimi‘m‘v&s de ras S‘auiemms }L’(x‘;
CL> F(xj;: 3 Haket \
< {2 +4x-x?

- \/
Esta ca pademas  soLucionar (of SuSTITUCION , Tomande

T - 244x-x" Em‘romcc,s ' 4T = (“l_~2><>.d}<
. / > '

A dr

Z"\f dx ) ! iz = 1. !
V 2+4x-x2 / N 'z 2 T

erempcaaando T= 244 X2X? y dT - zwx) dx

Usande J T"dr - ,,___‘C__(_Hf_ + C

Mt
L)L dT = _L_] T AT

2— o
T 7% co 2, ey o
—{-:‘/3-, Z + - ‘Z{“ 2 +

!
27273

it \ ”

- |oF

M

i%__, 244X - x)/ii 1 C,\

L S—

B) e - dnber )
(><+ | )*
Aca wao Prb&mgs Jsar SJST]TUC!Q"‘] asy %UE. pmoamy

FO!“ Fcl e s

/)
L o Lo sabewpes

m*re ra(“ ast 3{)@ LQ TOormA

O] uuaa (j(x) y & r@;) CTJ&L aL resto. Cses:



-l

o= I lert) = g~
F}(x>= ’ = (). =\ _

(x4 1) X4

EMTQWCCLS:

J D ax - chaeen 0y Yo

= = (e 1) _},/_.._L_ﬂ_; dx 1. ¢
X (x-{-n)z

:-*'&V\(x‘i") . I'. _}_3
X4 1 (x4+1)

) fly. _ach

e"lx-—‘ ez.)(m 7

rqca’ TememOs QJU@_ vsar dcos mef*mc:!os Sagui‘dos. Q‘:‘wro

s .
SUSTI TUCI Om y desFués Fracc,iomes simpLes.
Pars 1a SuSTiTUCION UsaMOS 2% 2x
) T=C o dr-28%dx
(y8 vas a ver ioarglue> |

E wronces: cdT
) A | 2 GE
43¢ X "
ez CA*_ ™ o
:_/._éz___ oL T
T*>T-2

Ahere Tieme La formae adecvada uf)ara, usal  placciones
2

Simpu&asi ves 7 ot S0 et,e@\mos T=z¢c J foa?r@ g}me
gucade asi.
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Entonces cactoreamos &L desrrominadear -

T -—-C--Z = (Ti.i—i)(t"?,)

<O RIS i STl ¢ N
}’ buscamas La dﬁswmpbsm.xoﬁ Ch F:racc:qmes S1m pres

[WE-EW = A, 8 \‘\a('?:éd}(t——z\/

2
T™T-2 TH T2

A(T-2) 4 6 (T4

f
f*i
(

“:_ -%(l“ﬂ—”)-&— %— ﬂm([fvﬂ) +q

Aharas lqa,/v gue volver & (& variable om‘&maz,; Usando
Fs

T. e* .

/ “@f‘; dx :r-\:.?g- %(]ez’(+l3>+%—a@m([ez’i ﬁ)\‘)i_cJ

e e 5

9 F(k> = fm(]+><2>

CSTa pafece inofensiva .. pefo se LAS Trae .




...ZLin

jpﬂx\(lfxz>d’>< -:..><ﬁw(l+><3 /X zx X L C
v

U-samgs parTes con (—’ (x) = > F(x) X
X Qm —> g
86 i = gfo- 2,

primero lq&)/ gue hacer La

p&(o') i mTe,éra(‘

l-\r)(
dN\SxOn. fesTo
NG 5 CocienTe
f kIl => 2X° _ @/
2>< +2 2 = T

X X

- 2/
En"rofnceS: -2 OLX = *2/__‘_.,__, d.x 2/ dx
Xy XEpt +/

= - 8\"6@(}()_{_ 2)<+C

USando e TablLira

e L8 parte Teorca,

Ue. C?\STdﬁj

En de_pm“rl\/a

j}% l{»xl) d X = xﬂm (£+»<2-> 4 2 am*ré(x\ 2&?@7

Qf(x)zwz(ax> ces”(ax) olx.

Este hay Q)Ua (eSOl Verto por  susTiTU

"rm_o]umo was | Tomamos

e
CIQs , COM Ui

T e ()
=> J4dT. 3 605(5><> d.x
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A hacs Fijee g[ue, CE) Tiene eu Cm(@x> 8L cubo,

on dU no est@ aL ako. Ewrrtoices:

/ sen 3%) cx)s?’( 2x) cos (3x)dx =

e e Nt - ae
T? -T2 ac
s ~ 3
Esto saLe de G]Lua cos®ysen®= | = 0s% |- Sen®
2 2 : |

jt (=T dT_ . _L_](t":t"“> AT - L [T%dT - L [Tidr

3 3 3 S |

3 S
- LI T + C
3 3 S5

e

>
;\“.%.._ 564/:3( 3X) - ]Lé.. sems(sx).;— C}
.

L} / -
Para esta Usamos ona SuSTITUCIGN medio  (arg pero
! )

bastanre Usada. Tomamas -

O\jﬂ T=Sem X cavmo  oTrag veces  sino av rem’é\.

TN

ST cesTdl = -co5T 4 C
CosT

=> Jdx = cosT dr

jﬁﬁé—\:ﬁm dx

A TE: 2 2 Tz :
{127 1= (senT)” = ST = [1-x* - cosT)

i

:;[ CoS ( arc s% (x)) i c:}
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_damcle La ULTima guatd@a saLe de c}esp'a‘af‘ T de

Xz SenT == T . are sexm X .

N_ﬂ?__@,f Todos tos resvLTados de eswe punTo Los }xades
Verigicar de dos Formas Fdando-re, e 18 Tahld de

mTegrates 0 derivando el resurtado y viendo gue
conaida con ca €6 que 85an InTearando.

3) )

Tomawmos L= ‘}X+I de manera g‘iue, r(x
glue,de Sin faices )/a é)oe, : 3\! . T*
xe =T

Cor  orra parTe: 4T = 1(><+[) dx -
6(\/X+I )

dre L Lodx o g crsgr

Enronces

6
j. ! dx = | Gfsdfzéjfs__.df
e e T e

;e/ T3 dur:ejmzidt
T (1) T
Dividiendo T = | _Te T

[-T | T

3 2
T3 A1 . E LT . TLC
I AT - @h({{ ‘CD = - L s

:—L_E-\Teét“&m do -



F:t ViaLwicnm TS

j V. dx -

T——

/sx+k \‘X-i—t

(15 )= b fmj%

L@J Deveeminar La Funaiofﬂ F‘(x> sabiendo gfue:
a, "R !
) FR=R /€6 g?““";i—x—zn y f(8)=3

Conocesnos La derivada de F(x) imrear&wclc obte

hemos La [or ma éem@ra«!. de o.)az_c%w@r Fumazm g
TG’MO\Q 238 defivads.

jC(x‘) ol ¥ = —a d/r“( = _L/ ‘X_2/3 ax

3 x/a 3
. M
s L X2 L T_\{Ix_wc
S Y

La FLJV}C‘\‘O:/% F(K\ debe Tener esa Forma,

F L varor de C Se dererminas com 18 598()1”&3 Concii
Fk@?—z’\‘ X +C on F(8)=3\f8 .3

= F(g);Z%C:—CJ) =
\:i WaLMEMTEP LLC‘,&EUMOS a %UC’,‘. \ FCXB‘:« W;\

9 Fl/: ifz"—-*r-le/ F (X.) ._L__, }/ Sﬁe— LoS PUWT‘OS

2 |x3

&) Om :




“2f

(i)z} Y (C\16> PefTerecen a (a 5[‘&/‘:{@ de F

En este caso Tenemos a derivada segunda de f,

asy %u@ Pé’lf‘& cbrener £(x) Tenemog gue MT@@WF
dos veces.

j("(x)dx zjﬂ;ﬁ d x :j,i... X2 0L><.

R : porme de.pley
— |
j E’G{) ol x -,-.](—_iﬁ +C)adx :/(» e +c> dx
X _ _

;—...nKE/ZJFC.}&{—OJ
3

?Una hveva CowsTante, distin
—;,__Z_‘jxl_;_c,x;_i_d Ta de C.
S es Ld forma de )

Ahora hay due obTener s Valores de (As Congraes
usando (33 otra dOS' con diciones . F(O: 2

FGQ‘“‘““Z@—%CX_PO( E{a)= 6

fy=-2+c+d .2 @
F(ay=-2.24+c4+d:-6 @

Restan do 0, y @ =i Z —-3C = -4 7_7

\Za&upua%awdo C=2 an O m~>-2+2+d.—_2 .__m_:;,
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r"'h
Tinalmaste (3 FC)(.) Q)_Ue, Cumpte (as Condiciones d&t

Cnuveiada es -
l Ce =”2&]+2><+2J

9 La ecuaciOn de ta r e TaNQeTE a4 Lea Futac,id;,:/
e &L (S’uw"‘ro Xe | es <> = 7 X 3> >/
7 R=R /o -

Dabemos que L3 fecTa TamgeaTe a U8 curva e
Un  punTo debe Tenmer L& mISma_."J&AcﬁiemTe que LA
Corva 7 P&%@r VPOF csE Pusf,ﬂ*c}. Qr LO TN,
de ese dATO SACAMOS qoe

e e purto (1 itj perTencce a (A ijrm ica de
F(”) (?Gr%ue Lta f(ecra tTangdemTe g1 X= vVaLre. )
° L8 pendienTe de £(x) e X! J oS
£6
ca icSueu, 8 ¥ (i&uaL Que ta de )
( puviTo (qu\]
la fecra ”&maw‘“re.\) Par Lo TanTo J
Sabemos QIUE' FC‘\

[,ISTOf ANOra %.vwe(ré‘mtos F das veres, ObTeniemdo

/
F(x)= 6x*4 C i P6N- 2xyex 4+ d

)
ITrmponiendo 135 dos condiciones c_zrue. dorovimes fEnicn:

F(N=4 => z2+Cc+d=4 — . h
@'(ﬁf-"'% = 6+C=F == m:;,ié: f}
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Entonces \‘F@c) = 2x° X4 }

@ Qqsueu@ Las 5§5u1844T€.5 Croaciones dIPMwCe&LeS.
Q " [ - O
PREYS

{Qesowex Und @waaiém ditcercnciat, imp‘ta‘ca @ COLT(Aar
LA fuvieidn >/-.=F[x) chey;e{at, gue sa*n‘sf?aﬁa esa ua
eionm . H&7 muchos Srucos pare resowver esre Tipo

de ecuacic-wesl en ESTe %ercici,@ VamoSs A& Frasamr
alLgunos, .
\/e_amos EHTe Caso : y"m >/_..L._,

)<2.

/
= __;.._m = __]__:2 A Tenlemdo en un b eubro _Zj
X
pasamos a im-eﬂrar‘} Corsiade@ndo
/ ?ua )/ - FCX) :
=.:>JF(><5 dx = L dx
6 X=

Ahora viene el Truco. Fiare que buscamos ta pri
miTiva de PO ve  In derivada  da jus

Fey /1 FCo), derivads, da joe
TamenTe eso . Es decir:

(0/\4 F(x)) = HF_LE;) lf’)(x) — EHTchesi %(P(KD es
Pm/rf?(jta b 1a cadena Lna  priviTive de _E_E@

FC9
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. 4 -
Lisvoj ANGra VoLVemos a LA Couacion e m‘r%r‘dmcﬁ eL

a0 ywiembro (Pome,m% LAas consmanres de Im-%_rdcioﬁ-_.
dum‘ras, el eL miCmblo der@cho)

bafees) = -1 4 c

X
Despejando ppy: e () . o[k +]

=> 0= &% = LF@: < é")

e aliand
orra Lom STAHMTE.

Com akEY, 551911-. Tdds  Las ?:"un e’y (Ss' de esAa For mMa
()/::; W éjéi \) Civm \OLE’.M yj.-»y ;%—é e O . EST’O L FQ‘JC!S
Vericicar derivande FC’“) } obTeniendo \/’J;_, F’@Q Y

.
ﬁ’_&m{:}:’-ét%&w&e e Bs8 ecyuaciomnm.

9 Y¢ay-e

Esve RAN>le de cc. cliF, es rnuy ’T‘f’px‘co, £ metodo

[ore resoLverio es oL miswmo gue ey que. USamcs recich:
/

}//:.-—a,y == ,})i/_.-:._GL W>J_§idxm!-—&df‘<

= Emy:m&x +C == yzéuec

~

f ~Q X
- &y: WK

9 y’Jra,y - b
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- - .
Esta es ung 5&4e,rau%auom de ta anvecior. la soLucidy
en este (3850, €sT3 compuesta por deos 1ermives

Uno es er de recien (K éa-"‘> y L OTTo uno cons

TarTe : de mavera %ue, Se. varip_c)zue L@ ccpacion .
Evronces s
>/:,_ Ke 4 A

(eemPLazamos @30 ewn. La em&dofxz Ioam' buscar e
vator de A giue verigigue :

(< e paYy a(ke™+Aa)-b

@RET p 2 RkET LAl b Ang
FinamenTe - S
| ke b
V- y
E. Haiiar 8 sotucidi parTicutar de s 68- cc. dig,

Y (0)= I |

?ard %Ua Sa‘r{SP&S@ L@ condiaidn ICIaL
Y-y

[ / b ”
La saLuveidn 6e,mera¢ a eS8 ecuacion es

)a
:_—_vﬂmyz_ g_%ﬂ =+ c

= {y .k e WJ

/
AN P~ R Y dx;]ﬁx”dx e B A
v Dl
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Con La comcl—(@{ofa Fi 8L 7’(@); 1 - Se de“p{me L& Coms
TanmtTe K
i V(O\ = W= = Fa‘waz, mentTe La f:UVf

N ! 5 u N . \ ‘.-'
oA Ot >/ c_:],ue cumFLfL L8 ccocuacion A‘F >/ La coud;cicn

thicial es: 28, 3
Ve @7
X /

lﬁ_ Caccorar (a Si&U"eﬂT@ 3”””@5@“ JX F/()*@)aﬁx

Hay jue YeSOLVErLa POF SU‘E}TITUCIOW ‘Cowzamc!n T__,

= dTe2X dX —— df.,.;xd:x
2. .

::> f'x ﬁj‘z‘OLX\ :/ /, dI_ - '
) EeE) FE 2= L. flE)+C

(52 ‘
?——é»—(“‘\x _i_c‘

Lq’l H&Li,ar F "Q.'——'?iﬁ// F%&) FJC}Q> wKZ = O ;/ F(l\)r— Z
pﬁm@ © d [’“66”"‘05

, ka\ f(\( ) = =T \ﬂThﬁérdwo"o jf(x} F(x\ 0{/\:“ r,* 2dx.
Usamos una sustiTueidn © T o Clx) => _ F(") dx

= [T atT - 3+C = —ngxj—}_C.

3 3
3 ar g CGWSWYQ 3
=7 ((x) = x> 4 e == ()= X3y
T:‘SF{:.!Q:)
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Con 13 condicidn C()=2 sacamos C

F-Y e 2 o 4= 8 = |c'-%
Por Lo e \ Cey =3y 7" }

\\Ol Obvener a5 Fumciomes“f que Cumpran c8 8iq. ec.
iFerencial -

y’: sen() V2
Esrte es oo T\‘Po de ec. c\ip. [a (eSoL Vverrios de
LA 88. manera; vsando y’mé\,/_,

dx.-

9 - seng) 2

Casando et dx a La derecha vy et Y% a s fﬁgut‘ef
d&l %U&da .

% - Seng) dx iﬂf@fgdo _@_},Y.Z,_ ::/ son(x) dx =

e S ———
de esre 1ade La de esre La&o/ X
variabre es y
<1
.__I y
> - i
> { >/ Cos(x)—c_]

Nora: (as ec de e €],8y )b Tambie’;n (s podias fe
SoLver w1 este me&tado (probs lnacerz,o} dat.&).

FIN EJEMPLOS UNMIMD B,
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[UNIDAD SEIS]
C alculo In%e?raf

{
.

' ia. idea de. \\Lﬂlfe,%‘f&l' 2» mgcho mar vigp Que \a  de
dovuada . Le nowén de Ln)‘te_ca'ral \\Qj%é ‘varta lon anhi-
Su«-m Qriege? tratande de venslver probleman de drean
\/\Jo\urmzr\@ . &ﬂ epoce® cnas tecienten Mévler liene

Que venowesr  Nolomenes dz ndlider do veveolucdién y

an %anacafl_ ‘13, Lﬂl\e%fa‘l c:le_gjn‘\cla a» ta \r\ex‘ram'\e_ﬂs’a

el

UNno  URA. C,‘)'c\:w:"\o tiene Que calavlar L\w&ah;Vglumaﬁ 2h
1 _.
Velocidad . arpaceo, ete. Tero como Wistoricawnente

QQ pfo\cs\ama Surc%“c':, Con é\’ea}i ﬂoboirfch JLEI"(\‘EO'\Q/.‘Q ‘

1

\O&T g.mmon SO0 Avean .

C%Q pfo\o‘\.am?_« C_gue, YOoh Lﬂ’re_veha N C‘_'A_Qc_u\af QQ ‘éfe_::_ ;Jm

-

la. re.a%.\ém aic'ésgaéa ankre  la %‘réq‘\ca de tnz 'guncics'rr
{-

Ll
oLl

SOpeOgamed -pab‘\jr'wa. an el Levecvale  Takl y ok ap
cie-_ ban ¥

7

£ ey

\
\

N

\

area b:_xya \a t3pica : .
de. L:Uc}‘ % P} ‘b?(




- 36 -
Su?on%a'ﬁxoh q_ue o Conodcd mok LN p.tSr My Y parg
celeolar el Area A de la Riguea 2ntoncen podermor

CBQCU\&( &Qi‘o}f\mg Aa m@.ﬂ"iﬁ., QQ\ éwz.a LSa0do a&%d'

Nob \*er;ncaplon :

Para AP FOXINATNON thejor Qoéemor\ URar  tuchoh  Mas  tec.

targulor s
K v 4

5 | Lo
a: YD B ‘{n VX

Pea ovdy OUms Piquea hemor dividido el Lotesvalo Fakl

en 0 mgme.n%on ‘L%oa\.e;; RS kon%;%oc& de cada inteqvale on

Ax - \g?—\mé ) yé Lenemon la bane AQ. cada \”EC\éncauLo-,

L"e:n &q.\'\)fal\ C\.a_ 1\:0& (‘stas\n%u\oh oy hon Lc&.oa\@) v
)
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E’,'lem?\o la aﬁ}ufa ée_& C)Q.jr\fno ah M: Q(Kn\ Yy AN :éﬂ_m»_-

el la alture del Lervino ree‘xan%uko an e Boxgy s
Y b
-P(sc)

feay + - - . ’_?

i
i
!
i
{

i

1

k '!.
Ko X Xe

l?
pd

Como  Conacamor o ‘tane v Va altura de cads  vectan.
golo e aves  totall v o home cde  Cada Lna de g
Ve ) i ’

dteay Ao o VQC\ALL%\)\M: osta &ves on aprovicnade.

menie 'L%ua_i éQ. éte.a ba‘)o \d cury & AQ Qu(\:

Az [ bz s Coeay O v - ..y CL%JAK»-_. v Bxay An

TN T e

n M
A= /J [uwo)

i_:i
\‘\_’\__,A.,,_,-fk__/"-v-’

Cuanc\o novobcon m\:,chv\c\:.rnoh Q.L Lﬁ%&t*&,\c t&.‘al \f\ic,j.mc:-:‘\

\o Qe he Yarma yna Péf’r\da(\. del intecvalo falk] .
Nosotren Midimon LAa parkicen  en w Latecvaloa Lgxfiﬂ"'«aﬁ,
Pe,m:. \a \te,vrdac& (4N ._D!_ue, o Ao tDece h‘\.‘ka. cr_uo_ AR

Lodon {.%Q&,:.\Qh. Por 2iewmglo 3 peimec svbinkereala
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X, -%e = By ol Se_guuéo X -¥ = AXL vy no tienen

porq‘ue_ hec i,c()iga\(y\: A)(\ # A)(l ¥ £ c&_o_ﬁe,\fa_l 9;9\

L'("\"k_é’.,ﬂ—\.\ Eﬂ.\,o ‘L"efb'\,mo (\{\_\,AQ_ A}(L ., &Y\*‘OY\CQJ\ -Q_,G\ é‘(‘e,.a

\3‘3\0 ~\é CLOYN 2 C\Q—' \f“‘\}uc\ \a \)Dcle_mc)\ QproxXimac or

A~ 2 fwody

t=4

l—\éamar\ 'Lém?Oc:o Lh NYeca naoto ?ue, pare \(\a\\'ex \a

allura C&Q. Cade Lntervalo  Uhemosn  Ag Qx{‘fe,!‘(’to‘cle_re_c,ho

Poé@m()h Q.Qe_‘\\r Q_Q)&ch_he{‘ \gakof )(:' CLQ.Y\J\“(‘O Ae_i Ln*ewa-
o by celeolar so albucs como  GUK)
y 4

T,

ACB NEMNOA Una pax%{c:\éf\ q(ue NDo A\\Hcle_ 20N heg-

meatan L%ua\en Y Que lan altoran entan tomadarn an

Lua(Lqruie.c %f e N .
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r
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Xt "](.::C) — b= 2_0'1{—’5_ = i P ~Y 7‘(::2_ - = 2,';)‘(2%3‘_,,_ ‘3

Lon WUniken pate kb lefrz U seriaw A, —  podemon

9
\'ya\\a( \a La:\%e_%ra()\ &S U do vy no tendre oot

o

reced,ezd de volver a X, veamons

3 3 8 2 3
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“ 3 i 3 2 a\ 3
é ntoneen -
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de, Lﬂ’reoa\"ac‘\o'n en el mé_‘rccﬁo poyr @av\-e,;\'{

lenemor \a Si%:u'\e_nixe, tSe ook -

‘o ™ 5
X AY) g,\u = 0NV t — g Uc\v
=3 a a

Usemon  eatae ;drmo\a-. en WweNso pvo\o\e_ma:

Nz \(\‘i( - AV = \/7( C\_K

C\,U = éﬁ — L = X

é‘ﬂ*o‘f\c@;:

(e e € .

S \nx dx = % \nx \ _ 5 X, 1 dx
L L L ®

=k€,.\*ﬂ€, - :\_.\ch - Se 1 dx

i 1 i
1 o

=(€.L~O) - ><[

é\'\ toncen :

\/QV\Q(Qa\D bus can do CL'\‘CECA‘B‘W\Q_QJ{Q A3 ‘g»r'\mlhva

u’kue%o aplicaude  Bartrow.
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E“le_v,'c.'\r:_}.o 5

Flallay 12 dexivada do \a puncide ¢

TR ?u%q&

Solucidn -

i1 pensa mod C%UQ Py no 2n wan Qe Loz (i

te C%'('rl‘G\ de finida P

entoncen yodemon vreroluecle v

tuéﬂé,;o Nacec \a ézv'\vaciéﬂ:

Ure primitiva de o oncdn Ln%e%rméa Macia:

t:-B r J[:_Z ‘1 Con Q)"B'lf% ‘P("'Lm':'\;'t\fa. bSc\_mcﬁ \’a. \‘&9\3 :‘é#—f
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, 3 a
b= 3 k% e 4 KE - X

Ahora  derivamss,

(%/A o fpue o
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E\e_xcj.c:xo =
-

ObXenec e Area de \a ‘(*?_Cd'\éh Uhenitada POY Yan
Q&Vé\-icafs de M- Jx v 1= X

Solucidn

Come.r.ce,.mon A'\\ou‘\an&: araban fonciones paxa Pc)r-_k-’-fi'

yex el ért’:’_z aue_ N oh se'\cl:a‘ﬁ:

2,
Y .Xl
i \f.
e
AN

\ N\ ]
S 4 _3_
1 X

Para rallac s veler secciones (;:aua\amon amban Qon-

Cloner

¥ = JX o X' b XK O K KEAY o
Y lan >olocionen Son XK= 0 Ky AL
Para hallac 2l Area de Lma re%\ém enLeYya da

poC J ruondiones  gsamon \p q.érmu\a:
2

A -

( Foncisn Suparior fonci on Lmr‘?-ﬁﬂr) A

K e K,

\

én onte }(’DT‘O\Q‘\Q_‘(T\QI N \‘Tuho‘.dﬂ SupRtiol 27 J? .
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S e"}L . c:&‘ﬂ —_— aushitucidn:- j_.z,e_,x =
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la nte L da: S o
A nveqgla ueca au
o tnteqrall g !

b L o i

j e’ dx . in(esi)
eX A
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L - S SEAK - L S € dx —p
:-,,O '5_}(‘1'}&- Vo ~ 20 N e,x‘lrﬁ_
'y ° (o] 1 [ !
ot —ed b o ' = o0
b s L
PEY®O L €& - = =0 Con \o cuak \\(\ (e v 0
b'—D—cO )

Agas.;;ue_ LA \h(e“:ri\ -\n(2)  converge.

A\ﬁora A'i;e_\r\g_moh q(w?_ Nex c;rUe. paha A on :\-_2:
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UNIDAD ¥I
SUCESIONES
SERIES NUMERICAS Y FUNCIONALES

D e .
/L1 N1 CION A& SUCES 10N !

Si A cada enrero M esta a50ciado Un mumero feal

Q,m , &m*rcmce,si = COmd'UHT"O D{‘d@m&dO:

{a' )a'z»}“'i a“M}”f

cﬁeF‘sma una Suceﬁio%.

Je puede pensar, Tambich, duna Svcesids come ung
\:uno.ioia c.uyo dominio Sen LOS enTes. La ;maé@,,i
der enrero m o es Q. el Termine eneaimo de ta

.Y
SUCLSION .

-
A

Una forwma de depinic ona sucesion e5 a8 Traws de
la th'rmw& p&r& obTener SvVs TErminos, Q)r %‘em-lpLo:

,
w 3 ' 1 ..
{a,mm m__} es L8 SUCesiow i) JZ"} Z\L) R

Conver Kenad:
;
Une SUCESTON {sz Tiene cimiTe [ S para CEAA

§ pertenecievire 8 L0S TEOLES POSITIVES, EXISTE Lw



- Fa.
I\J pOSITIVO (Q[UE &Aéﬁm@f@t dapemdem’ de £]>—rag,_ ?ue

\Qm—L1<£‘ para Todo m>ﬂ

En ese caso decimos gue L4 SUCESION COnVeroe
\J
a L y o escribiwmos:

vl —e (] M —rr pdt

’lm Qm :L]of am-—#—pl—‘}

E <ro 5\6»:{{:“@& %ue_ LOS vatores de Cim Se vanm acer
cande Tanto & L gue Siempfe voy & encomrvar
un N a ParTir der cvar ta distavcio de Q,
pars m},I\J) a L sea menor a & (par‘ mas chi
Q)uwo g}mo_ &6& eL é)>
GrapicamenTe: ﬁ L

@ a4 a, a,

h\" Log Qm Se. dcercanm & L

Uha Suc&fn‘a:a Q)U(?,_ o c.Oh\/'euBe; S€ LLamaA dt‘\/erqemTe.
. 4
E.sTo puade pasar por dos razones:

6 LOS TErmined de La Sucesitn orecem indepinida
h’l&m‘TGI Tendiendo & +04 @ -ad.(E'd‘ : am“ m)

o Los  TeTminos Toman vacales arternades, hacion
do Que La Sucesich asciLe Sin Temder & m‘mgu’m

varor ( a, - ) S I R Y B oac;:'c,a).
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Svcesiones yo«nd*ranas :

@UV!& SUG&S&‘O:‘I s CfeaentTe s La,m < Qm+[‘l

Paf‘a T0d40 Mm> |

(F-a’CfLJ LOS TErMinoes Vay S8umaentende Su valol &
medida gue m c_,r@_c,e)

./
& Una suceDHion e decrecienTte §i - \ @m } G

para  wodo ML |

1
i
”H"fj

rd .
Una sucesianm ©5 mondTana 5i €5 Cofeciemte o o=
creaienTe, . .

Sucesianes acoTadas:

4
UH& [UCEH1GH {CLM‘{ C3 Acotadd 8 existe un Hufm-:‘;’;‘o
POS%T\“JQ M rac g}ue_ )Qm’ £ M Pard Todo m
(O 586‘) C,udLQruiEf“ Trmine de La Suceséo?z g}ue_. S

e, ocums agarrar* Ve 8 ser menolr & H).

N

A . N
\eof‘ema: Uha SVCES TN mam:fmma COVNG’F&(E Sy v

P
i

’
SoLO $\ e8 awtada .

E:HTOY\CLE_S) Con &ste Teolfems POC{E/S Ci@.C.iLC“P StUna
Sucesign wmondTona converqge 0 no _\/ffimdo St @acon

“T8s  Alquna COTA para sug T rminos.

. J . / N
%@g_@: Qm = _;_;1”} s cefCeisonTe L I, _é‘.,} ..411_] )

y Tambidn es acoTada porgue  como Mz | ==



RNETE

1g 1. Por e veorems anterior, concwimos gque
M
{ .._(L‘:]_ z £3s5 Una SUC@S{OIJ/‘T C,OVZV@{"SGJ/‘IT&,

g%F Oﬁ%ﬁ‘p&rﬁi CSTE Teoltmad 6e,cmfﬁ8mde.iﬂTUhﬁwq
menTe. Oi Los Q. vieren cefedendo y efeciendo pe
fo no pueden pasar v aerro Vaor M, enTonces

Seﬁum Van &  Tener que Tender a abﬁu/m valel

Menor O EéuaL a M.

L -}
-

Teofema del sandwich
Muchag veces Te van & pedir gue decidas si uns

Svcesidn e COnV@réem‘T—a 0 WOy en Caso en gue
Lo gea, busear er Limite. Muchas veces emcontror

el LimiTe e paiL si feempLazas m par Xy vsas
L0s metodos de ta wiidad I, Urras veces wo es

. . . R R
Poslbz_e fesalver La inderermi macion por ese camino.

En aLéunos Casos Te puvede servil este Teafema:

6i a,m}bm y C, Som SBucesiones Tares gue :

¥~ 20 Moo

LCL,.,, & b, & Cm“ y ademds  lim a, = lim C =L

lim b, - L_.\

-y \

Cuntonces:

E%&mQLO: Dada wia b, oL gue .



2,
_ﬁ.:*_._.-_'r:...i_.<b
3m= -} “,E,{”WLJ”F

podemos dotener e. Limite de bm sacando  Los
LmiTes de (as sSucesiones gfue, L& acoran, S esTos

. . . - o o
L(mET@‘ES ot 1QUALES COFﬂCtdtrﬁM Cory €L LimiTe de b,'

O
im Pt him Ve L
M-+ 5!"41«l m-=e  D-l/p2 o 3
, ~v©
M+ o ”’1?‘ M= 60 . 3
Lo |

par LO T&MTOI POF eL Teorgmma ‘det savdwich

\{m b = L

m —
)~ p0) »)

'd
DC’FIMIC’AOM de sucesiunes por (ecurencia :
K i

Como VIvMOS | Und sucesidn Se foueda ciept‘wir a Tiaves

A& (A r—O_FMQ dEL ‘I‘&(‘mmo d@_,;qe,{‘aL (aaa(‘ @d Ciﬂ (,,.];)_'

QUS| Fh coTe Ca.fSO el valLol Cl(‘i un  TFErmina CIQF‘- ’C}e

O’I‘Fa Ol"mé.l de danmr uiiia Suc:esmm £5 ,oor‘ Ffedyricu

~ :
deL VALoT df_, LOS IE_FVH\VIOS AntTenoices ., \*‘ér c;(emf:-‘io Y
oo

o - ¥ -
\ —> la euesion ¢ A=l ; Gy 2 422

Q -:.q Q,&z—,z/'\ ]

i

Q. - A

m (—{

Cpars mp2 Qy=20,-06

Es necesacio depinir en vator G, dgarte, /s qoe edos
los @rfos valefes de ta $So ceSion de(:»@,mleraw de st
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Su‘o Sucesiones .

Dada una sucesion {Qm}zdi , Qp Qg y e

Se pueden Tomar IMPINITaS  Subsucesiones TOmando
30Lo Cler T0S Té’fMiVlO& de esta sucesidum ( fesperanda eL
ordesn de apancids en }o_mz>. Es decir , dado o
Ccmo‘u»wo de ndwmereos )5!1?_‘ : !eaj ke - j raL gue

64:' < ﬁaz < p¢5 < ... Y ﬁa{f haTursLes

by Y] a0 an, |

es uvma subsSucesidn de ‘{a,m}.

iy LO: B _
=\emp {amgza}s;,f)-)%) L1051, 5

} } ) 4 e

Dos pos:i bLes suvbsvcestones serianm -
1Cn{=3,9,1,5, . (con b-z kyn by, Lﬁzg)

R

| COTCM A -

Dada uns SUC%L‘Q’Z« fQ,,,g C.omveraen"re) CJU&L_OIU'LEJ‘ subwc&_
Siéu Svya Tambigh serd Com\/e,ia@/ﬁ‘é‘. Y Tand@ er wa's o
LimiTe. |

Como concrusion de esTe TeoTEms IOOdE/mOS decyr %UG, S5
dacla vnad Suc.e,sftfm Cn CoNTCEAn 05 <:105 Subsucczs{owes O

&{STiﬂm Li/mfif'!'@,} G TonCesS LA Suce. Ori\éh’l@l_ gle] s @Veda&,fre_
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\ 4 .
D@?M\‘G’A‘OH mi_l_(;___ 3efie:

. 7
Uada una sucesidn Kai,a,a,...,amil

odemos armadr und nuevd sucesion de maners oue
!
er termio S, Oe esa Sucesion sea iéU&L 8 L&

oy

Suma de LS M Primeros Trminos de %Q,H?i
Es decir: r — i
\Sm = A tdy 4. Fa, = Ea QL_J

= |

—— ./ %" . )

EsT@  SuCeSion {S,;( de. .SUmas.pamaz,es’ 58 Liawy
.

sSecie.

Cor olempLo: La serie correspandiente @ La Sucesion
s i

R

Convergencia:
S

Dsdo g;[uc::': Jnad  sSerie 3 uUnm £330 }Oafﬁcut,&r‘ de
Suce,sio’m} el COTero de. Canverrgenroid Bs erL

mismo. Es dear, ta serie &3 c:omverﬁm'ra
[

g7 exisTe unm S TaL %ua:(

imi & .5
M- a3 m .

A s A
L LimiTe D se e LiLama Sumd y se escribe:

ltm 5, = i > _| 3 ‘\
mt:@ ™ m—tn LZ- QL' - Z" a’fe_ = SJ
s,




o —

181 -re.

Notacion : Paca indicar Los Términes de wna Sefic

USAremo S ‘Z 0, |-

\Onopie,dad de Las series CONErGeVTES

. [
Dadas dos series c:om/er’aemres Zﬂ,m Y me Y
dos constTanTes (X 7 @; LA rueva Ssefie

Z,(Mam+(bbm> Tambieu OOWV@P&G, >/  SU Sumad
viene dada ‘oo,r’:

%(“QH BbL) - é_a’u (> éf b;\ |

Condicion necesaria AT L8 Comvergeucia de und seric

| O -

5 e gerie 2.4, s convergenTe  enTonces:
imi a, -a. (O sea, L0s Teminos de (a sucesion
n— g !

carres‘omd‘aem*e a esa sefie TVendern &8 cero>_

Orra porma de expresar este Teoroma es:

[Si lim Q, + 0 => L3 serie 2Q, no conver e‘)
1= pg : - 5

EsTte €3 un Teorema muy orie . Si Te prequaTan
si und serie 2., converge O v |y vas veripi
cas que ta sucesich A, diverge, o Tiene timi
Te no huLo, pod€s agirmar gue S, di verge.



e =

1) -7
E’femrJt—O& Z W e vna Serie no CO#’H/&FS@WT&.

Esto se )omeba de. porma direcra viedo Que:
I

liwa \W: 0y w0 cero,
M —+= of

_Q‘g_Q: Si Lteéafs 8 g]ue H a s{ Tiende 8 cero,
—-O— : <= pa . ‘
30 hg Te Aasequrd g}zue ta  serie 2.4, sead

COHVQ%WTQ’ 50lo que es F@SibLa %de (O SCAa.

Derie qeome'rrrica :

4-—-—-—...—...-.....,._.....
Ty

Lasg SEX“\VC? ée.o;m*rrscas Tienen 18 porma ;me!‘:

donde. X es5 uh ndmero feal Fsdo
Esras series Se SueLen @mpeaar con mM=0 , o see

que Sm Serd :

S = xk by p g™

u {\'\9

e
/ / .
Rdemos obTener (a pormula pala eL Terming S
de La siguienTe maners:
5 PO B4 x < f’?uz.ri,ou'co par X L&
m= b+t + D 9

de arriba y Las
X.Op = X ¥ K+>(+ CesTO |

(155 50w 1o T L X
"M =

.__,,_,__.“___. K;—E

Qara X=l &5 Faa\{_ =+ 14+ = M+ 4

Tenendo 18 pdrmuLa poc\emcs caLcuLar eL LimiTe

(‘Ss s {l’ue. 8)(65T@> de esTa Serie
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AR

im S, - lim _‘._:__ﬁfiﬁ;__‘..{_... si ixl<l
M M—-0g - - -
I - X - X

)x];l eL L.s/m{Ta remde Q ¢ }/ L3 serne no
WV@C&@

E nronces: S; Jx}<l} Lta seriec Z_x" converge Y
SU SumBd g

| —Xx

E§ pro: Obtener ta sums para Lo serie E:

f)
Fimere (8 Lievamos a La Fol ma de ta serie
580m e:rrxca cs*re es .
fika]
E*:z%ilf—5 ?(5 ”[]
5 5 ‘5 =1
Las congrantes Las Le aareccjo e TeTamine ,Oara
Podés sacar gasavol comin =0 Se 10 resTO apuers

(va:a(é’) )

;o
Ahora s’ sacamos eL timiTe:

SARCIRRDING ’*m[ ] -

com La por.
muLa daFLa = '“’—-“W -6 ”“j !
- j- 3

Serie aepm.

Serie acmdnica:

Lo serie armonica €3 lzg,)——! Se F)ueda demas

Trar ame CSTa sefie  es ds‘veré@ﬂe.
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1
Ao

Di TOmEmed LA lcorma mas 6&4@&31*: l\é-—f;——ﬁ

se. Puadle demostrar %ua sdLo sers” aomve,x”afm*re

g P> Fs deeir:

C,CMVEF&E ) €> i A (Ver demostraciOn
mas adeianT e)

s

¥ fo converge S pg |

Criterios de convergencia para Series de TECminos
0808

U .
nd  negaTivos.
-
HU)’ pocss veces es toossbLe obTener L& Suma de
Lne serie (como en el caso de as 5e_omeﬁ~m‘cas:}.

Lo gue en 5emeraz, ) Pu&:lé saber es 8 es comver
ente O nNo. Hasta aholfa Tenemod Lh ChiTero: si
Los TErmnos G, O Tiemden & O Sequro ne convege.
Pero en caso de gue s Tiendan @ O habi’ gue P"“’—i
bar pof c.aL(%uTn mceTodo  si cfFeaTivamenTe Ci)m/@%e..
A conrinvacion vamos a ver arqunos meTodos pars e
C3so  &w ?ur:z LOS [, Son POSITIVOS O cero, pera vun

8 Mé’{ips TIVRS.
C N . ?
ritecia de. comparacion

Si G, 20 y b, >0 para vodo my Y existe
a8  LonsTant OSITIVA . :
Ui o e posi C TaL Que L@m’é@lﬁ;}

para Todo m | enTonces, si 2 b, a@mvarga , 20,

J |
Tambien EOmvaaa.
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la concrusidn de este Teorema Se puede  Cormutar

Tambien de L3 s{auiewr& manera: oi f_a,m no CO’M?IB{;{
Z b, Tempaco to harg'.

Nera. S se suprimen un NT CiniTo de TErminos ar oriv
cipio de vna serie. ta cOmverCCj&f:cfa o CLEV&SB&';C{& 2
¢ .

Se ve dfpecrads, Por ro TSMTO, CL Tealems anrerior

. . ’ - '

Tambicn vale s soLp e verigica 4, < chb,, Pars
m2N (donde Nes on N° FBO\

E iemplo: '
‘5—‘42—" Quaremos saber si Em-flm— CS lomvergenre,

Sup@memos que 37 y pars Fr‘obamo buscamos una
b, Que L8 acote y pafa a CudL wepamos gue con

V@f‘@&. \./C’ifi TON

mle m(m-0y..3.2.0 > 2.2, .2 _ o™
- sl e e
M-l pacrores mayores M-{ veces

o iéuaws S 2.

=> m| > 27" ‘ z L
L "ol Zm__f - ml

EnTonces . K
=

udd]
2 )’ C =72
COW!O me convei qge (8&Qmer“l”ﬁba Con X = 2 )}

Sabemos Ql,oe, ramb}eﬁ? Caa\/erée.
M |

Nera : Tambieh podés USel egre  aenTefio para pro

bar gue diguna sefie. Zh, éivergc;) buscando gy
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na 2a,, que diverda TaL que ng c o, .

4 .
CriTerio de compardcion por 850 aL Limite

Si 6,20 vy b.>o0 pars Todo m | y
[ 11 _Qz_rp_d__ﬁl
Y —e bﬂq

ammees = 4. Convelge  &=> zb, converge
53} e C&mbfof; ese LimiTe es5 cero. LA impbfaﬁ*c.ig{q
SoLo ve hacia (2 imguierda ( Zh, converge = 2 U,

CLMV&F&&) -

Nota. Coando lim Qoo =1 se dice C_}uc %QME y

i~ 24 m

%bmy dan  Syceliones élsianfTiOaim&1T£ i%U&LEé.

%@E&P_@i La serie 2 e @5 VIO comuer“ﬁ@ma_
\Fm (m %-l) ‘
Esto Lo sabemos porgue a8 comparawds on (8

. /o
Sere &rmonicd 2?1’__, :
i

(Lim __:,,/_f_’i____ - hh" \Jm(m+?) _ b i+;14L
&4 /[n"i((?’i-{»l)l &) m M-

Como =
N

- !

Mo ConJerge y €5 ASINTOTICamerTe _{&Ua L.

S _ L deducimos que TIMpoco E5te conve
3 e N QI P T fOn\Cf"ée.
\ m(m+1§

Criterio de La inTegral ;. dea  F(x) ud ]:umaio"m-
)

posiTive decreciente, deginida pare Todo rfear X x|
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Sean - \ S = Z/E F(ﬂlﬂ y T, zJ F (<) X

\oarca Mzl . Fuvonces © ambas sSucesionies {Sn,})/

%Cmi CDV\V&’B&A) o ambas divergen.

Gr&'g:{aam enTe: y A

T, es iguar 4l ares baé'o ta corva (<) desde x-!

Has“ra m. Sm} e camb{o, &5 Bua'z, a td Suma de tas
- i

arcas de Los cuvadradiros (cuy@ ared QS)CJUSTM&ITTG}
F(Q,‘)) hasta ™m . Lo %ue, cL Teolcuwa dice. C\/ gue aca 1o

VamosS & o}emoS‘rrdr> [S30 QTU@ Awmbas svcesiones se con

loor‘ram {&uaz, . © ras dos wmvergem) © tas dos c]:\/egrm.

|
i m P
con verae SaLO Sy P> b p&ra C30 vsawos e Teore

ma anTerior aon FCK\ = A enTomces
. )’(p /

Eiempro. Vamos & demosrrar %oe, L8 sere >
U |

m
‘ Spy = o Lo <e,5 USTamenTe, La Sefie armamcd
b=y Jo° ’d
- enerati 2ada ! )
erati = e

M -p+ |

T, = O dx = PaS }””:m'_ff_,g si p#l
)(p "P"‘"l i l—-’FD
| |

Qm([x\) }‘m-_—, Qﬂ(ﬂn} Si 'p;!




B) -es.

Ahora vewo3 S 'Cm ccnverée, o o / &N r%ue; CIIT

= p L s (-f<0 {~P>i>
I!'YY‘[ . - - P i
niif"tﬁj T{n = (¥~ 20 1‘“’P o) i §——P\.>C) (P(O

B p/v\m = OJ i -
mzm (3 SP[

st Va

Emomc.es ' L‘m SOLO C.Om\/,@iée Sy §9>‘{ ' Q){‘ eL TE0

5ucat,.
Critecio de Ls Faf'gx (Cawhy) |

Sea ZZ @M Uhe seric de TErmiros wo MNegavives TELES
-

vEs .
Q} !!W M aij _ ,@_\

(ema, 35, se CcomporTard

{¥1 - 20

5 L

Envonces: o Oi d< ) Z.Q, con verqe
s D b>1, 2 a, diver(ge
S /A , no se puede saber =obre

iA aomvargcmfi&'& e ZI.E,___",

E\ﬂ'@ﬂ(ﬁ@%, @sTe cfiverio es ’””’U)’ Iofa,’aﬁao y T L
s

Sienpre 'Sl’b’t’i J no we de | (Em ese caso hay
%ua Io‘*as&r a VS ar dtﬂufm OTre Cri'rer{o)

EE’E‘-ME_Q-_@‘- = " c,omv&rée, 7

Usamos eL criterio de ta reiz: £ es meanr g’ L.
m L / oA / N

i Jy m = lim g - lim L . O (< L)

== M 02 W 0T Mm-= o0 M

T e e o A ot L e S T S Tt i B e e e T L T L L gt R e e e et e

\O@( LO 'i—amo = n;{”" s cOmV@rga.
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Crfren'o deL cocienTe. (D’A L@ be,r-r)

556 Z‘Qm una  SEric cla Termings Foszivos TALSS _Q_rdca:

{fn/! Qomi - 0

=g a;m

Entonces : . S5 L < ) Z.a,, converge
oS L, Zoa, dwerccje

o Si 0. . no se sabe.

%@Q&Q: Decidicr s = ml m\n\/@t‘(%e,. a no.
m™ :

Hacemos Lo Fara USaRC  eL  CriTerio  der

COCLeVTE

A m |
WQ’“‘*‘ = (m+a) !,/(f‘f%*yw - Lot Yot ™ ;< RLAN >m
to T I VA TR

L sandO { CMH)EH‘;@M}‘M-(”“")... J = Cerﬂ). r’hl

Cm-%\) ‘:_ CM—}-I)M. (m—}-l)

NOTA " L : e | m _ 3 { )
e 9 suces C.M (t +-{—h—— &3 Una 3suceEsiOn _70@,_,

&péirece por T0d0sS [ ados. Se. Pueda demosTrar _c]ue
Cs mond Tand CFECienTe Yy goe, Ademds, es acorada.

Qor to Tamo Por o de oS Teofenas gucg, VimgsS en
L& parte de sucesiones, PodEmos de duciy gue. C@q\/g%e_
EL LimiTe aL Cust mu&"éﬁ 28 el Umero Lé]

O sea ge o
i (:+_Lu> _e - zws82..
m

y— >




i) -0

2 e (4

1 = 20 J.;.__L..."‘ e
(v

Enronces -

lim Lone Ly (
M~ CL;,q Y= 4

[ Fa Py 4
Tiende & WC?..”) Com D CE»(L\HM_QS el oo

-y

por la TasTo o ml (onverge |
™ .

Series Arternadas

- N - . <
Hasra shara Viniwos Tramaudo om Serfies de Termings 1o
V\%&HVCS 1/,»35 Series  aLTernadas Som a_ﬁuwas C_U/Ob TC(;’V\[
noS S04 pos VoS Y ﬂé’:‘ﬂcﬁh‘gvgs de. FOrba sLTernada. £35 declc

Son de L& fofma
20 fe -1 Ly
{TT (—1) A = A, - Qy + Qs .. +(~—;> Ay ..

donde. tos QL>O.

Qagua de Leibniz : S {Qmj es UNA  SUCTSIoN  mondTend

cl&cremem"’e Con Lxm“rﬁ gem, La serié aLTErnada

)
\!hl

Z_ (“’l) Lsn Comv(.?.ﬂée,.

fﬂ\d@ma"sj S S es La suma de ©5a serie alLTernada Y

Sey ta Suma parcieL hasta m, se Tiene:

< (Y (5-3m) < Ao,




18l s

Erravices | Lo gue dice leibniz es. si en ves de Tamar
L& Suwa -TaTeL de La seric, S| se Toma ia suma
parciat Hasra M S, , e errar E\S-—S,h" CumpLe Lo
sSfguiente:

. (,gbﬁ“ C5“5m>>o — O sea %ue_ eL Sgno der
erfor es (1Y gue es e sano der primer T
ha no sumado en S, .

P ("3m<5~5m><a—m+l =7 CL VALOl da. errolt €5 menar
E}ue_ €L yvatofl dbgoLLﬂ‘o der ij)r\‘m'é.lr "r“é(“mimo nQ SUm§I

oo en s,

%WPW: A, =1 . es mongToma decreciente Y su Limire
M

es cero. Cor La {'6_8{,6 de Leibniz sabemos ue 2(_;)“!“[_
M

Converqge..

o M-
@rap;c menTe, La Suces&o’fn (—l) f/m es .

% R
v, | -
2 ol
I ' [ 3.'-%—1{_%{'“:_‘ 2
o J .- -4!.;@“1 - —a,é 0
721 A,
—-t 4 ! -
5 es La sSuma de Todos &SToy vaLlores
e O .

S5 es a3 suma  S-s. es ta suma desde m- 6
hasta m=5 en aderante .

Leibmi 2 dicg) Por %WPLOI %UE g (com M= S)
O —(D-95)< L
(5-35)< 2



g

r'}‘i
9! g

et

/* AP
Canvergencia  sbsowutra Y condiciondat
7y

.

Como Vimos rec%efm/ La senec 260’””‘ i C'-D“V@Fé(i-
m
Sfm Lm0 QO 2 1 ne Converat.. Es*ro i;n!@.ic@ ue
8 o A 7=

d&;\a Unga S‘E’J‘ke Z_Qm COMV@F&@HT& (Qn’ _ (“[ m”l._,,!___... en o

Fda

G(SWPLO)’ La secic é}am\ ne necesariamenTte Cow

verge. ( |,

Cce < S\%i"l@)_
5’

= Por‘%uﬁ: AL Sacaf &L mdc:JULs desapa
M , ‘

e

Etsauieme Teolema dice g}ue, (% Qambfo’ La fmpz,ccac;m
Inwerss e vare: |

[cotera: Dada wna  serie Za, | st Z|a,] con

]

verge  CrTonCEeS EQM TAmbicn (:omve%a,

Ewr&«e&s S c\EFih@:
Serie dbsorvtamerte comverganite: Uns seric E 2,y @

Abs . comy. Sy 21 le COM\/(EFE%}@ .

Sariﬁ_c;_omcli_cfpm&lfnemra ConVerqenTe Una serie Za'n-:
@)
s cond. conv. & B4 ponverqe. pero 2}0_4,) dveras
™ J ‘ A=

- T
Qﬁ“‘ LO TEWTO (3 Serie 2@1 "L es condicianac
p -

menTEeE  ConverQeaTe.

0
QO{‘ ovra P&\"’Taj LA Seme Z(jli es absoLuTamerTe

n

- <
Convergente por‘g}w e & 1 como sabemeos es con

() mz ! !
VErAEnTE .
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Series de. Cunciones

MHasta ahore hemos Tratado con sucesiones y sefies
cuyos TECMNOS @ran nimercs (eates. Ahora vamos
A Comsiderar Suveesiones %Fmg donde cada términa es
und Fuma\‘efvz real. Cada una de esras Fumeiomas chx)
Tiene Un dominio [D} CovnOn \oara Todas. Fhra cada
X E D P(Dcl@waS ConSTTUIT  OTra SUC@SEO;A.‘J!FQ,(K>3 de.
mﬂmarosf donde o5 TEMminosS Son (OS CorrcstOndc'em“res

vacores de Las Fume{omas e X,

'Queda 'dep{mcia) enTonces (A Fuma“o’m limiTe F:

JOTN (:ﬂ,@q con X €5

M —> pg

A-Omde. 5 o es .(9!_, CD!/@UWTO de PUH‘I‘C}S P loa\ra Los Cug
Les Lla  sucesidn {{:mcx)i converge.

D@quﬁ a&/, Eiua L3 Sucesfém ile CGHVE’-IBC 3 F G
eL C.omduwro S.

EGEWPLO . Tomamos F(h(x> = /Km Con Q<X £ | (o Sea

%U@ D:[O-} 1]> (,8 Fun@.{@iq L\/m‘\"s*e, cS

ey him ™ o © s Osx<l
Eifz eaTe Caso 5 Co'u_flc‘ac:\& COin D FOF%U& ?chx)j
comvexge para Todo X en D). '
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Una serie de FUmcimeS__, es, omo debés Soponer, und

4 - , . i
SUCESIOM de SUmAsS P&erLes da TEMm S de Una suie
. ' ‘i “ . . .-} —_— rd . i
Sion 4dc Hmaa@m ed K(,ml . Ehvan ces, oS Terminoes de

LNA Serie de Fwna‘a@mes S0 ¢

hY

F?) ot fFat o+ Fm

(. Terino Euesimo de La sefie.

Emb{é}m &1 esSTE caso, Pard cada ><l, %alora’ Una Serme

numerica  corres pondionte, Z [, (x) -

Sefies e paTencias - Fammando Los TECmines

\Fm (<Y = Lo (.x._.ab”“}, La serie de punciones  Corfiss

pow.:’lf&/rr& e LlBma Serie de POTGMC.E&S Ae X-Q. .

~ ) s .
paf‘c'} {;Sdé} X L8 SEMC numielica COf'r(?_SPCHCZh@MTﬁ TS e

Térmiwc;ss de. L3 Fai‘ma:
m

. L m
eﬂé},&g%(‘x«WB = Ay 4 (wa\:,+._.+d,m(xwa>

Esras series coavergeran ono dependiendo de 0s @,

v det varor de X

. . H L4 )
Qad\o A& ;Q_Q/\VEF%EMC@ L85 &L radio AeL_ fMTervalg e

cenrca Q) pam e cwaL Se Cumpre  Joe.
pars T0d0os LOS X pe{‘r;en&ca&n*r&s a8 ese SaTofno
L3 Serie cie, pOch,mcnc&S Cﬂhﬂx/@(‘é’e

o pars Todes Los X exTeriores a L L3 Secie Cl‘\r’”j‘e-
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%_____ﬁtﬁ Guscamos cL !’é‘dlo CJ@ C@ﬂ\f&fﬁ&/’ict& io&i‘cst .38

Serme de roo'remmas 2 nfu X (CL O C CSTE. cas@)

Pa{‘a €SO VamosS a4 usar el Critefio der cocienmte .

Como, 8 X<O, esa no es wnad Serie de tdrminos

posivivos, psra fxx:!er USAr eL Criverio vamos a pro

bar comv. abs. Si él—ntq—l-K“‘ conerge = 2 Lx" conveyqe
! iy

I L e estos Som LOS A, para .er crlrerio
fwa @D} o im oM e XD o
Y 04 E Xﬂ‘ M- 10 Cm+i>M !X MI M M4
mt ’ a
' ’ - é
Lonciomos, entonces, ‘%UL—- La Seme K cmverée

absorvramente pars cuazgimer varar de <.

CHTOV\QG‘S er radio de conveygeucia de esta selig

de PGT&mC}.Lag es  £a. (c;omu&ge_ ‘V/)( & [R)

Grapxcameme EL MTervaLo y eL radio de C@WV@%&GCLS
Son :’ ur: et T

r"lil!/l ’JVIIIJ/IJ(II/
a-c a Q+
e e — i .

dvergencia  MTervaite de df\l&fa&ﬂcia.
C.Gnve,(aemeia

Fiﬂat_mevmg cads serie de pavencias cl@,Fs‘me_ vna Fumc:‘of/;

Suma coyo varer en cada X der intervaro. de cony es -

l F(y\) ?CLL‘ (x- a);} A O 523, L3 es e Wimite
de ta seric Eam(xma_}h
E’.V\ tog X én %UE, EsTeE LH/?’HTEL @5 F_]VHTO)
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23] 43 -
Se dice, evronces, que 2 secie representa La FL}VIC,{()’;T o

em EL \WTervaro <Ce,-f“} a_.r(‘> y Se La d@aOmima Aesc‘%

YOoLLt) e Serie de,F se_édm \OOT&nci&S de a.

\Qrop{ed&d@s Ae (35 Eunciaies re;gresem*raéaa por

series de porencias
- 1

Téerema i '

rd P )
S§ und Fumcmm CSTA rd]o(‘e_semTada Por /.

serie de \DOT'&/!QA'&ES FCX> C{,& (X Q\%)df—-———m

en CL 1T ervalo (a-—r) CL{-F}}- emvomc,es Sﬁr‘& CO¥ITi iU 3 U

ese InTervalo )/ Su TuTegfaL G G{J@.Léjul@f mMTervalrd

g ~ / : o1 s AR
[a-%; as @a (con R<T) padrg cacorarse inTeqr

I3 N
sene T’Efrm'\mo A Terming,

por‘ c,jemf::,o F&t’d Tado x & (a s Q+i“> Se. Tiéne

x

j F‘(‘C)(ic’ = Lfi_ ay (‘C _a_>4c AT - Z a—h ()( CL)LH}[
=0 o |
> _

a.

P x
(ep resenTacior erie o
© MTACIOU @& See ol f—‘

por orra f)&ﬁ‘e} Se, Puade demosTrar gfue, eL radio 2
de r:@m,-evaemc;a de La <erie or;(cz)maL y e de 18 sacie

1“T%fc’}dﬂ 'SGH 81}81_@_5 (‘,, Cih ambod casgs)

Pt

| eoCema 2

5{ una \QJV\CAIC{W F (_‘;ST'a/ re%gr@g_,emrﬁd@ ij"
la serie ae poTencias ® en e inTervare (a-C;as r)

de. cgmvc?r%eaci& j et Onces ExisTe La den vada F'(/ )



]

Para cada X deL imTErvaLo de Conv. y VALE.

j\l\x

Ft)é) _ J{QL (X-G.)Izd[ (eL Tdrmivia (3(3(‘6 L:O d&S&def@c@

\ porgue es congravte y at deri
var se va).

o
{1

o
Ademas, e adio de conv. de esta serie derivada Tasbic,
cs i&Ué}L a (Comc;) 'oara L8 Serie O\"Eéii’léﬂ)_

Serie de Tayior aenerada poC Una LCuncion
| 7 O i |
Si 8 La ex,aresfdm FG@: LZ:o Q‘L (><%L>L La c!era‘uc:ima)s m
veces %ueda o |
C“") }{ [:_——04
ol ‘ Q X-—Q.
F () ﬁ ) ay (x-a)

/\/ CVALUANAO Cn X=a

-

(u— gL Unico T€rmino
E‘fue e dEFEh de de (X‘Q)
es e g]’ Tiene fe- n—:)

FCMD(CL> = ()fl.l A,

Enronces: ) ch)( 2)

Qo= (A para cada m >0
;|

esa es 18 poarma de calcuiar ros 'coepa‘cie,wres de
La re(Fresewracrofﬂ. en sere de parencias de F@)_

v

leorema: Si dos series de porencias, = a,, (x-ay"
Y Zbw(x-a)" Tienen La misma ponicidn  suma Ce<

N ) 4 C’”)
Cin U Aderto SMToMmOo C]G‘.. CLJ CTOorICes Qm:-_bm: FM (!Q)—_\

-

,

EMTUmaeS] Toda puncion que Tenga derivadas de cust
guier orden en Lv inTervalo ablerTO @n ToMmo at pon
TO “af (‘1v1Fimi"ramﬁnTe derf\fabLa, diremc)S) Tiene La



e P

R T A

Ies) .as

5;8U;emre r‘e_()rcisem“r;)a@;q En Seric de F?cﬁ‘&nci&s

M_‘:x _ 2 F(;B B 4
= < L

clo:qc:!a F(O\;(‘:Q (81, Prt'mer +etmine de L3 Sumn a-rar{a}
[} - * 1

eS, SimpLemenTe F(a)) La puncion  sin derivar eyatuad

da et ‘CL“.

E sva reiorem«Tadéﬂ se. LLAm3 ,S___jcg_@_;é% !&ng{‘ 8%@(@

da PorF aL redechr der  punto ‘a”

COMQ ya debes haber mmado, 0SS Tetmnos de esta

serye  San 05 pliSmoSs g}ue. 05 der poLinOMiQ de w?@y{m“_

Es decir, tas sumds pofcisles ole esTd Sefie son ros

‘oot—iw@wﬁtas de. T@)’W e c:\iin--mvos c;(‘demes cle ﬁ:()c:}

FIM TEoRIA UNIDAD F



‘CU*‘“—
CJERCICIOS _UNIDAD ¥

LL] Olorener e TEMINO 6@/’1&(& de (a siauieyrre suCesidn:

'8 27 1 ga
F'i'&tre, Ue oS denomiwadaresj e cada “re'(“mimoj cot

ciden '‘con M3 ( P8, 27, 6%...)_ Y g;'ue,} aden gs,
wo @S acternado ’oudie’moloSf: ex[or'asar cavia

L S
GI)M. 5t_ nTonces

(14}
a—m‘—’—@.._, M =
m 3 '

’ / A - -~ Iy
_[_\]_QLQ‘- No hay O METOdO  PICLAMICO P&f& fesoLver aﬁfc,tcios
QMO eSTe | €5 SimplemedTe &L Tanreo, Probawdo disTin
Tds opeiones  d ver cuaL da.

\2 Qbrenerc Los 5 Pr\‘mer@s, TEdrmivies de La &6ufc9mre
ra
sucesidn (expresada de corma re.c:urreMTa>:

{ Ay =73 o para m > |
Ay = Ayt + 2™ (Cada_ Termirio depende dec
TEMmig  anterior.
Gu&ol €5 F&/CLEL ' Q_} :@ )
Qz= Qo+ 2°- @ ya .- d+4al7)
2
Qo= Qo 2% = 15416 =|3H]

s = Out 2% 31432 -[63)




@ada %amgmalm / amr_z#,(ﬂ)f

Zﬂ’!

QCCWPLE@F L3 Siéulem*re tabLa >/ Cepreaem*&r:

m |1 lz |3 l4als]elsz | &

G | Y2 | % | Y | o %2 \“Yeu |*Hes |*iose |
V-t V2 YV |8 | Ve | V32| Ven | A28 Vase

,L”* 1Q,M—*l\ = lv{/ﬁh\j_\v{/‘ :___L__'

2 2"

A
i 3 1 ! i
¥ ,‘? : L : ; ; ! { e @m
T TR NP U Y- —%i&*—?{#-

T o 1"%_‘ i .
ol ! i f i - l
2 o |

AN SN SN S W Y S

‘o2 3 s 5 ¢ 0% 8 s

Come =2 ve en e ra'Fico) tos TErminos (A, OsCiian
acte dedor cde | ) aaéca’mdosea cada Vez mas.

LD‘S T rmivios }(lmml) Somn IMONOTONA MEeVTTE dfi‘”cr’@cimfl
Tes, Qcercdndose a Q.

b) Coe - ocesid
AQLEALAL EL L TE ci& La Svcesion Q,),j_
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comvarae para Xo= =1,

Xz > am ﬁ‘(:}_f, = Gl)m__‘_w
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