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1. Swuperficies

1.1. Parametrizaciéon de una superficie

Al igual que en el caso de las curvas, distinguiremos dos conceptos:

1. la parametrizacién de la superficie (que serd la transformacion o funcién) y

2. la superficie que serd la imagen de ella (esto es el objeto geométrico llamado superficie)
Una parametrizacion de una superficie S es una funcién
¢: D C R?*— R? tal que ¢(u,v) = (z(u,v), y(u,v), 2(u,v))
y llamamos superficie S a la imdgen de esa funcién, es decir
S=Im¢= {7 € R*| T =o(u,v), (v,v) € D}
Sea f: D C R?> — R tal que z = f(x,y). Podemos definir la siguiente parametrizacién

¢: DCR?> — R?
(w,0) = (w0, f(u,v))

entonces
S=Im¢={ZcR®|Z=0d(u,v) (u,v)€D}={TcR|T=(u,v, f(u,v)) (u,v)€ D}=graff

Si S ={zeR?| 22+y*+2% =1} (esto es la esfera hueca de radio 1) podemos, usando coordenadas esféricas encontrar
una parametrizacién de la misma. Esto es

z(0,¢) = cosfsen
y(0, ) = senfsen @
2(0,¢) = cos p

¢: D C R?*— R? tal que ¢(0,¢) = (z(0,0),y(0, ), 2(0, ) = (cosfsen @, sen f sen @, cos )
donde D = {(0,¢) e R?| 0 <0 < 2r 0 < < 7} entonces

S={ZcR®|2*+ > +22=1}={ZcR*|Z=0¢(0,9) (0,0) € D}
1.1.1. Coémo pasar de la ecuacién paramétrica a la explicita

- Ex’ ) en consecuen-

) A _ R u
Ecuacfon parameétrica: T (u,v) = (z (u,v),y (u,v), z (u,v))si J (uv) # 0, entonces { v = (zy)

cia z = 2z (u(z,y),v(z,y) = 2 (z,y)
Igualando a cero, tenemos la ecuacién implicita F (x,y, z) = 0.
1.2. Vector normal a la superficie S dada en forma parameétrica

Sea S={zT € R*|T=0¢(u,v) (u,v)€ D}con¢:DCR?— R3 diferenciable (esto es ¢ es una parametrizacién
de S diferenciable).



Al fijar u = ug, obtenemos la funcién:

¢:la,)) CR  — R3

v o= ¢(uo,v)
la imagen de ¢ serd la curva
C={zecR®|%=0d(ug,v) veElab}cCS
o [ug. v) con vector tangente ¢ (vg) = Ty (uo, vo) =

= (zy(u0,v0), Yo (10, v0), 2o (o, v0)) = Ty (uo, vo)
Al fijar v = vy , se obtiene la funcién:

¢:le,d CR — R3

Tu u o é(u,v)
T Ssu imagen es una curva:
Y C={zeR®|ZT=0¢d(u,v) u€El,d}cCs
olu,v) con vector tangente

5/(160) = Ty (uo,vo) =

= (24 (10,v0), Yu(uo, v0), 2u(uo, v0)) = Tu(uo,vo)

Resulta que si T, (uo, vo) x Ty, (uo, vo) # 0 entonces el vector Ty, (ug, vo) X Ty (1o, vo) s un vector normal a la superficie S
en el punto ¢(ug, vp). Ademds esta condicién nos asegura que la superficie S en el punto ¢(ug, vg) tiene plano tangente
(esto es la superficie es ”suave” o sea no tiene esquinas).

Un versor normal a S en ¢(ug,vo) estd dado por

Zu (0, v0) X Ty (o, Vo)
||fu(u07U0) X f1)(7“LO7UO)H

n =

1.3. Plano tangente a la superficie S dada en forma parameétrica

Sea S ={Z € R*| T = ¢(u,v) (u,v) € D} con ¢: D C R* — R? diferenciable (esto es ¢ es una parametrizacién
de S diferenciable) y T, (uo,vo) x Ty (ug,vo) # 0, la ecuacién del plano tangente a S en ¢(ug,vg) a:

(fE —Z0,Y — Yo,2 — ZO) . (TU(UO,/U[)) X EU(UO,UU)) =0

o lo que es equivalente a
ZT—Zo)m=0

Ejemplo 1: Para la superficie Z(u,v) = (ucosv,usenv,u? + v?), hallar la ecuacién del plano tangente y su normal
unitaria en el punto (ug,v9) = (1,0).
Ejemplo 2: Hallar la ecuacién del plano tangente y la normal unitaria en el punto a la superficie dada por 2 + 3zy +
22 =2, en el punto (1, %, 0).
Ejemplo 3: Sea S = {(z,y,2) € R*| 2 = /22 + 92, (z,y) € R?} que ya conocemos como el cono.

7. 2 3
Si ¢ D(i’f;) _ :(E:Lcosv,usen v, 1) con D = {(u,v) € R?|u > 0} resulta S = {(z,v, 2) € R*| T = ¢(u,v), (u,v) €
D} Esto es ¢ es una parametrizacién del cono. Notemos que ¢ es diferenciable ¥(u,v) € D, en particular lo es en
(0,0,0): Ademads 7,(0,0,0) = (cos0,sen 0,1) = (1,0,1) y %,(0,0,0) = (0,0,0) y 7,(0,0,0)x Z,(0,0,0) = (0,0,0).
Observamos que la superficie tiene una parametrizacién diferenciable pero pero en (0,0,0) no tiene plano tangente.

1.4. Clasificacién de las superficies

1.4.1. Superficie regular o suave

Decimos que S es una superficie regular o suave si existe una parametrizacion ¢ de S diferenciable tal que S =
{Ze R T =d(u,v) (u,v) € D} con Ty(u,v) X Ty (u,v) # 0 para todo (u,v) € D.
S es una superficie suave en (ug,vg) € D si Ty, (ug, vo) X Ty (ug,vo) # 0.

1.4.2. Superficie regular a torzos

Decimos que S es una superficie regular a trozos si es union finita de superficies regulares.
No toda parametrizacién de la superficie me d4 la informacion sobre la suavidad de la superficie.



1.4.3. Superficie orientada

Una superficie orientada es una superficie con dos cara, una de ellas exterior (o positiva) y otra interior (o negativa).

Esta definicién supone que nuestra superficie tiene dos caras. Hay superficies que solo tienen una cara, por ejemplo
la cinta de Moebius. En cada punto de M hay dos normales unitarias 7; y my donde m; = —T2. Sin embargo n; y 7ip
determina una unica cara de M, pues si partimos de un punto P sobre M y deslizamos 72; sobre una curva cerrada
C C M, cuando m; llegue de nuevo a P coincide con Tz, mostrando que ambas 71 y Tio apuntan alejdndose de la
misma cara y en consecuencia tienen una sola cara.

Sea S = {T € R*|T = ¢(u,v) (u,v) € D} una superficie suave, esto es T, (u,v) X T,(u,v) # 0 para todo
(u,v) € D. Sillamamos 7( ¢(ug,v0)) al versor normal a S en ¢(ug, vg) que apunta hacia la cara positiva de S (la que
tiene normal positiva), entonces

Zu (U0, V0) X Ty (o, o)
|[Zw(uo, vo) X Ty (uo, vo)||

= £n(d(uo, v0))
Se dice que la parametrizacién ¢ preserva la orientacién si

Eu(”OavO) X Ev(u(va)
|7 (w0, v0) X Ty (o, vo)l|

= 71(¢(uo, v0))

esto es Ty (ug, Vo) X Ty (ug, vo) apunta hacia la cara positiva.
Se dice que la parametrizaciéon ¢ invierte la orientacién si

fu(UO7’U0) X EU(UO,UO)
[T (10, v0) X Ty (uo, vo)||

= —7(¢(uo, vo))

Podemos dar una orientacién a la esfera unitaria S = {(x,y, z) € R3|z2+y%+ 22 = 1} eligiendo como cara positiva
la exterior. Esto es como versor normal para (z,y, z) € S es Ti(z,y, z) = (z,y, z).Dada la siguiente parametrizacién de
S

¢: D C R?*— R3 tal que ¢(,¢) = (cos@ sen ¢, sen 6 sen , cos @)

verificar que esta parametrizacién de la esfera invierte la orientacién

2. Integrales de superficies

Hemos visto la integral tanto de una funcién escalar como de una vectorial a lo largo de una curva regular a trozos.
Ahora pretendemos definir la integral de funciones escalares o vectoriales sobre superficies suaves.

2.1. Area de una superficie dada paramétricamente

Sea ¥ una superficie alabeada regular, es decir:
Y ={(z,y,2)T =Z(u,v), (u,v) € Dyy }

con

zeCl y %j X % #0 V(u,v) € D donde Desde frontera, D, regular a trozos

Si T es inyectiva en cada punto tenemos elegido un sentido para la normal al igual que cuando parametrizamos una
curva C' elegimos el sentido del recorrido. Esto es, supondremos que 3 es orientable. Para calcular el diferencial de
drea de una superficie alabeada, aproximaremos a ésta por un paralelogramo contenido en el plano tangente. Sea
> = {Z(u,v) € R®: (u,v) € D}, como ya vimos en integrales dobles, sin pérdida de generalidad podemos tomar a D
como un rectangulo, es decir que D = [a,b] X [c,d]. Realizando una particién P, en el plano uwv, de este rectangulo,
podemos obtener nm rectangulos de la forma R;; = [u;, u;41] X [v;,v;41] para 0 < ¢ < n,0 < j < m, con u, = a,
Up = b, v, = ¢, v, = d. Esta particién en el plano uv, origina una particién en la superficie Y, como ya mencionamos
nuestro propésito es aproximar un diferencial de drea (AY;;), por el drea de un “pedacito” de plano tangente (AA4;;),
con vértices T(u;, vj), T(wit1,v5), T(Uit1,Vj4+1) ¥ T(ws, v;41).Notemos que

T(uit1,v5) — B(wi, v5) & Tului, v)) (Uit — i) = Tu(ui, vj) Ay,

Z(ui, vjp1) —T(ui,v5) = Tu(wi, v)) (Vi1 — vi) = T (us, v;) Av;
Como [T(uwi+1,v5) — ZT(us,v5)] ¥ [T(wi,vjy1) — T(us, vy)], forman los lados del paralelogramo contenido en el plano
tangente entonces
medida de A4;; = p(AAy) = [[(Z(uitr1,v5) — T(ui; v5)) X (@(us, vj41) — T(ui, v5)) || =

||Eu(ui7vj)Aui X fv(ui,vj)AviH = ||Eu(ui7vj) X fu(ui7vj)|| Au; Av;

Q



Entonces:

n—1m-—1 n—1m—1

Z Z p1(AA;) = Z Z 1T (i, v) X Ty (ws, v;)|| Au;Av;

i=0 j=0 i=0 =0

Con lo cual
n—1m-—1 n—1 m—1
v = S e = 5 sy -

HPIH =0 =0 IPlI—=0 7= =

n—1 m—1
= \PH Z 1o (i, v) X T (ws, v5) || Au; Av; :/ |Zw X Ty || dudv

=0 5=0

y tendremos que el drea de una superficie dada paramétricamente es:

z):// [T % To | dudy
D

y denotando ’ d¥ = || Ty X Ty | dudv‘

://dE:// |Zo X Ty || dudv
b)) D

Recordemos que si la superficie estd parametrizada T(u,v) = (z(u, v),y(u,v), z(u,v)), entonces

Ty X Ty = (J (%) -/ (uv> J<%>)

Si¥ estal que uno de estos jacobianos es distinto de cero para todo par (u,v), entonces ¥ es proyectable. Siendo
Y =Graf f con f: DCR?—-R

1. Si la superficie es proyectable en el plano zy: entonces ¥ = { (z,y,2) |z = f(z,y), (z,y) € Xzy}
2. Si la superficie es proyectable en el plano zz: entonces ¥ = { (z,y,2) |y = f(x,2), (v,2) € ¥;.}

3. Si la superficie es proyectable en el plano yz: entonces £ = { (2,9, 2) |z = f(y,2), (y,2) € Ey.}

2.2. Area de una superficie dada en forma explicita

Supongamos que X, dada por z = f (z,y), es proyectable sobre el plano zy:

2:{($7yaz)|2:f(z)y)v (as,y) € D}

podemos parametrizarla haciendo = = u, y = v, z = f(u,v), es decir ¢ (u,v) = (u,v, f (u,v)). Hacemos:

i 7 k
af  of o af af\’
Ty X Ty Bz < 8x ay ) = qu X va \/ + (917 + 8y
o
0 1 7855

y el drea de una superficie proyectable en el plano xy se calcula como

== [l L) (5 o

Observemos que en este caso el vector normal estd dado por:

o (_af _af 1)
_ Ty X Ty ox? oy’
n = =

7w < 7] ; o
f of
L (3) -+ (%)




2.3. Area de una superficie dada en forma implicita

Supongamos que la superficie ¥ estd dada por la forma implicita ¢(z,y,z) =0
L={(z,y,2)[¢(z,y,2) =0 (x,y,2) € B} con X regular

0
Si suponemos —¢ £ 0, entonces ¥ es proyectable en el plano zy y existe una funcién f : D € R?> — R tal que

o2,y f(2.) =0, ¥ ()€ D y feC

9 9¢
o _ o o8 _ oy
0z 0z
ST T
Ox dy (6.)*  (¢,)? |6, |
Vs + ¢ +¢ I v
//dE / el 7]

Se cumple que @ = (n1,n9,n3) = (cos a, cos f,cos~y), pues:

ny =mn-1=||n||||i|]| cosa = cosa
ne =mn-j = ||n||||7]| cos B = cos B
ng =7 -k = ||n||[|k|| cosy = cos~y

siendo estos los cosenos directores. Es decir que si ¥ es proyectable en el plano xy significa que cos v # 0 esto quiere
decir que 7 # 90° y en este caso podemos calcular el drea en funcién de los cosenos directores.

2.4. Area de una superficie en funcién de los cosenos directores

1. Si es proyectable sobre el plano zy | A(X) = // ¥ = // | sec | dx dy
2 Yy

2. Si es proyectable sobre el plano zz | A(X) = // ¥ = // | sec 8| dx dz
P Yxz

3. Si es proyectable sobre el plano yz | A(X) = // dy. = // | sec | dy dz
b)) Yyz

dzd dz d
Observacién: Si cosy = % = d¥ = T entonces
cosy
9¢ 9¢
0z  _ 0z

TN kg et

Ejemplo: Calcular la superficie del cilindro ¥ = {(z,y,2) /2? +3*> =a?, 0 < 2 < 3}
— Vo (2z, 2y, 0) _ x y o) = (f y 0)
Vol /422 + 492 \/x2+y2’ \/x2+y2, a

Entonces cosy = 0 por lo tanto la superficie (la cara lateral del cilindro), no es proyectable en el plano xy. Pero
cosf=2#0,V(x,y,2) € X, por lo que puede proyectarse en el plano zz. La proyeccién del semicilindro para y > 0
es un rectangulo y es exactamente igual que la proyeccién del otro semicilindro, entonces:

// da dz / / a, .
rlcosy] — —a

3 ra 3
a z T
2 T =2 =) — [ 2a(= +SYdz =
/0/ a2_x2da:dz a/o (arcsen(a)Ladz /o a(2+2)dz 6ma

—a




Otro modo de resolver el ejercicio es parametrizar la superficie: £ = a cosu, y = a sen u, z = v, y nos queda:

Y = {(z,9,2) €R*|T=(z=acosu,y=asenu, z=1v), (u,v) € D} con
D = {(u,v) eR*|0<u<2m, 0<v<3}
Z://dE:/ ||To X Ty|| dudv
b D
i ik
Ty X Ty =| —acosu acosv 0 |=(acosv,asenu,0) y ||Ty XTyl|=a
0 0 1

Reemplazando en la integral doble obtenemos

3 2
Y= / / a dudv = 6ma
0o Jo

3. Integrales de Superficie sobre Funciones Escalares

Sea¥ es una superficie regular, ¥ = {z € R*|Z = Z(u,v), con (u,v) € Dy, },y una funcién escalar f : D C R? —
R,con ¥ C Dy f continua.

/Efz//Ef(m,y,z)dE:/Duvf(f(u,v))ﬂﬁvandudv

Observamos que esta integral existe pues: T € Clcon lo que 7 es contfnua, InT = ¥ C D y puede realizarse la

composicién: foZ : Duv C R?> — R que es contjnua.Ademds T, y T, son continuas, entonces T, X T, es continua y

[|Tw X Tp|| también. Siendo el integrando una funcién continua en el dominio de integracién, esa integral existe.
Pueden mencionarse como aplicaciones:

1. Si f(x,y7z):1:>/2f://zle:A(E)

2. El valor promedio de f(x,y, z) sobre X es:

/ /E F(a,y,z)dS / /E F(w,y,2)ds
/dz S A
>

3. Si f(=z,y,z) representa la densidad de masa y ¥ una chapa en el punto (z,y, z), entonces la integral anterior
representa la masa total de la chapa.

4. Si f representa la densidad de masa y m la masa total siendo fz f(z,y,z)d¥ = m, las integrales:

x:%//zwf(x,y,z)dZ y:%//zyf(x,y,z)dZ z:%//zzf(a:,y,z)dE

nos dan las coordenadas (x,y, z) del centro de masa.

5. Sea ¥ = {(z,y,2) |z = f(z,y), (z,y) € Dzy}, si usamos la parametrizacién:

2 2
e s — e - o (2 (2] —

/A(ﬁ(x, y,2)dY = / Dzy¢($, y, f(z,y)) \/1 + (gi)Q + (%)2 dz dy

Sea ¥ = {(z,y,2)|T = (rcosb, rsend, 0), (r,0) € D,g}, talque D,p={(r,0) e R*|0<r<1,0<6<2r}y
sea f(z,y,2) = Va2 4+ 22 + 1, tenemos que:

2T 1 271'4
//f(x,y,z)dZ:/ / \/r2+1\/r2+1drd9:/ §d9:§77
b o Jo 0




4. Integrales de Superficie de Funciones Vectoriales

Sea F: D c R® — R3 un campo continuo, y sea ¥ C D tal que es una superficie regular, simple y orientable.
Entonces:

//FdE // T(u,v)) - (Ty X Ty) dudv—// )||33u><mu|dudv—//FndE
Duv Duv

Se puede ver que esta integral existe ya que F es continua lo mismo que Ty, Y Ty.

Note que el producto F(Z(u,v)) -7, nos da la componente de F en la direccién normal a la superficie atravesada,
y serd ella la que aporte en la integral.

Sea F: D C R® — R? un campo continuo, y sea ¥ C D una superficie regular, simple y orientable de la forma:
Y ={(x,y,2) € R®|T = Z(u,v), (u,v) € Dy, }. Denotaremos

//ZF: //Dwf(f(u,v)) (Ty X Tp) dudv =
] @), R Aaao) - (71(2) = (). (22)) dud
//Du (B, 0) 7 (L2 + By, )) J (52) + By, 0)) J (22)] dudo =

// [F1dydz + Fydxdz + F3 dx dy]
Duv

Supongamos que F' : D C R?* — R? describe la rapidez y direccién del flujo de un fluido en cada punto de una regién
D. Usando la integral de superficie definiremos el flujo por unidaad de drea y tiempo a través de una superficie ¥ C D
(regular, simple y orientada).

Se pueden presentar distintos casos, por ejemplo, si ¥ fuese plana y F constante, entonces el flujo es igual a F,, A()
donde F), es la componente del campo normal a la superficie. Como F,, = F - 71, entonces la expresién del flujo es:

p=F -mAY)
Si ahora tenemos una superficie que no es plana, expresada como:
Y ={z € R®|Z =7Z(u,v), (u,v) € Dy},

realizamos una particién de D,, y calculamos para cada (ug,vx) el correspondiente T(uy,vg). Con estos valores
encontramos F(Z(ug, vk)) y (T (ug, vx)) . Entonces podremos encontrar la componente del campo normal a la superficie
en cada "rectdngulo” de la particién , esto es:

F,(T(ug,vg)) ydX = ||Tg X Tp|| dudv

Asi podemos calcular

360 = 3D Fuld(ve:00) 15 Tl

Tomando el limite cuando la norma de la particién tiende a cero:

lim o :// F-n ||Ty x Tyl dudv
HPIIHO; * " Jpu el

Se define flujo a través de una superficie ¥ a:

/ /EF - / /Dwf(f(u, v) - (T X Ty) dudv

Supongamos que el flujo estd dado por:

T T Y z
o\ 2Py 22 e 4y + 22

Calcular el flujo de F a través de la esfera de centro en el origen y radio a.
Expresando la superficie en coordenadas esféricas:

Se ={(z,y,2)|T = (acosfsenp,asenfsenp,acosp), 0 <0 <2, 0 < @ <}

//Efdz - / DWF@(WP)) - (To X Typ) dO dyp



Siendo:

F(@(0,9)) =

) )

— cosfseny senfsenp cosyp
a a a
Ty = (—asenfsen p,acosfsenp,0) A T, = (acosf cosp,asen b cos p,-asen @)
; ] k
Tg X T, = | —asenfsenyp acosbsenp 0 = (—a?(sen ¢)? cos B,-a>(sen )* sen 6,-a® sen ¢ cos )
acosfcosep asenfcosp —asengp

F(@(0,¢)) - (7o x 7,) = —asens

Reemplazando en la integral:

™ 2 T
a / / senpdfdp =a / sen ¢ (0)2™) dp = 2ma(cos 0|F) = 4ra
o Jo 0

Ahora estamos en condiciones de vincular el calculo diferencial y el vectorial. Esto lo haremos mediante tres teoremas
muy importantes: el teorema de Green, el teorema de Gauss y el teorema de Stockes y veremos algunas aplicaciones
fisicas.

5. TEOREMAS INTEGRALES

5.1. Teorema de Green

Sean
i) P: DCR?—=R, Q: DC?>-R, PQeC"' en D; D abierto.
ii) S C R? una region elemental tal que SUIS C D
iii) 0S5 es una curva simple, cerrada, reqular a trozos y recorrida en sentido positivo.

FEntonces:

_ oQ op
) Pla.y)de+ Q) dy = / /S ( " 8y) dady

Notese que todas las hipdtesis, conducen a asegurar la existencia de ambas integrales. O sea que a partir de
las restricciones enumeradas tanto de los integrandos, como de las respectivas regiones de integracién para ambas
integrales, estas quedan determinadas.

Demostracion.

Recordemos que S C R? es una regién elemental sii existen fi, f2, g1, g2 funciones continuas tales que

S:{(xay)agxgba fl(z) SySfQ(x)}:{(xay)CSygda gl(y) Sxég?(y)}7 a,b,c,dGR

Sea@S:C’lUCQUCP,UCZ;:C’:’LUCQUC{;UCZ’;

~

C, = HABC dada por y = fi(x) C1 = BCDE dada por z = g2(y)

Cy = CND dada por x = b Cy = ENF dada por y =d
Cy = DEFG dada por y = fo(x) Cy = FGHA dada por = = ¢1(y)
Cy = GH dada por x = a Cy = GH dada pory =c¢

Resolveremos primero:

[ = [ | G
/baP(x,fQ(x)) d:p/abP(a:,fl(x)) dx{/(:3pd:c+/qux]

/dezOy Pdz=0
Ca Cq

b
do = [P (@, fo(e)) = P (o, (o) ds =

Notar que:

pues dx = 0 sobre Cy y C4. Por lo tanto

—//a—dedm: Pdx
s Oy o5



b) Resolviendo: / / 9Q dzdy obtenemos:
S ox

[l 2= o

Sumando las expresiones anteriores nos queda:

jés Plae.y) do + Qla.y) dy—// (ax—ay) dudy

Nota: El teorema de Green se puede generalizar a regiones S que son unién finita de regiones elementales: S =
S1USU...US, con S; regiones elementales i = 1,2, --- ,n el teorema queda:

I (322 aear=3- [ (52-22) -

:Zj{ myda:—&—Q(xydy—j{ P(z,y)dz+ Q(z,y)dy

que es la tesis del Teorema.

Demostracion: Ejercicio.

5.2. Teorema de la Divergencia (de Gauss):

Sea:

i) F: DCR?—R3 FcC!en D abierto.

ii) V una region elemental de R® ,tal que VUOV C D ;

i11) OV = ¥ sea una superficie orientada,simple, reqular a trozos y cerrada.

Entonces: ///V (o Fydv — //W:E(F%) dx.

Suele enunciarse:”El flujo de un campo F a través de una superficie cerrada es igual a la integral
sobre el volumen cerrado V de la divergencia del campo”

Notese que todas las hipdtesis, conducen a asegurar la existencia de ambas integrales. O sea que a partir de
las restricciones enumeradas tanto de los integrandos, como de las respectivas regiones de integracién para ambas
integrales, estas quedan determinadas.

o bien en notacion abreviada:

5.3. Teorema de Stockes
Sea F : D C R® = R3 con
i) F € C! en D abierto .

i) ¥ = {TeR?: 2= f(z,y), (x,y) € Tuy} con f € C? en Iy

Ademds ¥ es una superficie orientada; con X U0Y C D y 0% una curva simple, reqular, que "orienta a 3.

114) X gy C R? region plana par la cudl es vdlida el Teorema de Green

]Lazﬁdf://Z(V/\F)-ﬁdE
/E(VAF):/SEF

Este teorema dice: ”La circulacién de un campo vectorial F sobre una curva cerrada es igual al flujo
del rotor del campo a través de una superficie que se apoya sobre la curva”.

Entonces:

o en notacion simplificada:



5.4. Ejercicios de aplicacién del Teorema de Green

Verificar el Teorema de Green para
Plxy) ==z vy Qz,y) ==y

con S el disco unitario z2 +y2 <1
Solucién:

= Resolvamos primero la integral curvilinea de la férmula de Green. Para ello,habrd que parametrizar la frontera
0S = {Z| (z,y) = (cost,sent), 0 <t < 27}

dr = —sentdt dy = costdt

P(x(t),y(t)) = cost

Q(x(t),y(y)) = costsent

de la region S simbolizada 95 :

2
% P(z,y)de+ Q(z,y)dy = / cost (—sentdt )+ costsent (costdt )
as 0

2 2m
= / cost (—sent)dt + / cos? t sen tdt
0 0

2m 2m

cos® ¢
3

cos? ¢
2

=0

0 0

= El otro miembro de la férmula

0Q P // /2” /1 2
— — — | dxdy = —0)dzd = 0do dp=20
//S (81‘ (‘3y> vy S(y ) dedy C.V.Polares Jg e 0 e

con lo que se verifica la férmula de Green.
Una aplicacién importante del Teorema de Green es el cdlculo de dreas por integrales curvilineas sobre la
frontera de la superficie cuya drea queremos evaluar. En efecto, siendo

[ (@ or
jgsp(m,y)dx+Q(x,y)dy/L<ax 8y>d:cdy

quisiéramos que la integral del segundo miembro exprese el drea de S, pues A(S) = / / dxdy. Eligiendo entonces
s

0 oP
Q=x y P=—y, tendremos —Q — — | = 2con lo cual
or 0Oy

1
A(S) = il{asxdy—ydx://sdxdy

Como ejemplo de la ventaja que esta férmula ofrece, calculemos el drea de la superficie encerrada por el hipocicloide
cuya ecuacién vectorial es (a cos® 0, a sen 9) con 0 <60 <2mw

1
A(S) = iésxdyfyd:c

27
= f/ [a cos> 6 (3a sen? 6 cos 9) — asen3d (—3a cos? 0 sen 0)] dé
0
27
= §a2/ (sen2 0 cos* 6 + sen? 6 cos? 9) d0
3 0271' 3 27
= §a2/ sen? 6 cos® 0df = §a2/ sen?2646
0

0
3, [P (1—cosdb 3,
—8a/0 ( 5 >d9—8ﬂ'a

La forma vectorial del teorema de Green es

74 F~df:// (v A F) Fdady
o8 S
2

verifique esta férmula para F = (zy?%,y+2) en la regién del primer cuadrante encerrada por las curvas y = 2 e y = 2.

1 Calculemos el primer miembro de la igualdad para las respectivas curvas recorridas en sentido positivo

10



Fd*

A
=i
=
\e\

Fd:c—i—ngy—l—/Flda:—i-ngy
¥y x 2 ()
=x 1
c - / x3 +2at dx—i—/ [x5+(:1c2+$)2x]dx
¢, _ a1
=13 T

2 (v A F) .k =1—2zy y el segundo miembro resulta

1 x
// (VA F) .dedy:/ / (1—2:vy)dydgc:i
S 0 Jx2 12

5.5. Ejercicios de aplicaciéon del Teorema de Gauss o de la Divergencia

[lfo - [ w0

para calcular // (F -m)dS siendo ¥ la superficie de la esfera de ecuacion 2 + y? + 22 =1y F = (22,12, 2?)
V=%

verificandose la igualdad.

Usar el Teorema de la Divergencia

Recordando que el volumen de la esfera unitaria es 777 calculamos

///V(vﬂdv - /// (24 29+ 22)dv
v o2 o

2 1 +0+0—8
3™ =37

Evaluar usando el teorema de la divergencia para la esfera unitaria

//(9V:Z(x2+y+z)d2

En este caso (z2 +y + 2) = F -m. Siendo 7 la normal a la esfera, es decir m = (z,y, ) se cumplird que

F3z =2z

// (22 +y+2)dE = //E)V:Z(F~ﬁ)d2

F-n.
Fix =22 o .
Phy=y =F=(11) y v-F=1

con lo cual

Il
—
</\

<

S

Evaluar j{ (F-m)dY con F = (myz, 2y, y) v ¥ la superficie del cilindro 22 + y? = 1 acotado por los planos z = 1
by
y z = —1 que constituyen también caras de la superficie cerrada.

Podriamos hacer el célculo de la integral pedida,, pero resultard mas fécil aplicar el teorema de la Divergencia: j{ (F-
b

n)dy = // (v - F)dV resultando
1%

// (v-F)d /// Y+ 2> +0) dV = / [// y+x)dmdy}dz
\4 2492<1

1

= 2 2 4 2?) dad — / (/ 3d)d9:

//m2+y2§1 (y SL‘) v yC.V.Polares 0 0 " 2

11



La Ley de Gauss para superficies cerradas ¥ a las cuales se puede aplicar el Teorema de la Divergencia y tales que
el (0,0,0) ¢ X, se enuncia:

- ﬁdZ | 4w si ¥ encierra al (0,0, 0)
_ “ 1 0 siX no encierra al (0,0,0)

siendo 7 = (z,y, 2).
Esta ley tiene importantes aplicaciones a la fisica. El potencial entre un punto de carga @ y el (0,0,0) estd dado
por
Q

= g =
amr 4wy /2? 4 y? + 22

e 23

y la Ley de Gauss establece que el flujo del campo eléctrico a través de la superficie cerrada X, 7{ EndY esigual a

o(z,y, 2)

y le corresponde un campo eléctrico

b
la carga @ encerrada por X y es cero si la superficie ¥ no encierra cargas eléctricas. Para una distribucién de cargas

continuas se define la densidad de carga
p=divE=V.E

f E.ﬁdZ:/ pdV = Q
Y=0V 14

es decir el flujo del campo a través de una superficie cerrada es igual al total de la carga encerrada por la superficie.

Asi el Teorema de Gauss se expresa

5.6. Ejercicios de aplicacién del Teorema de Stokes o del Rotor
Use el Teorema de Stokes para evaluar la integral de linea
/ —y3de 4 23dy — 2°dz
c
siendo C' la interseccién

del cilindro z?+1¢y? = 1
yelplano z4+y+z = 1

recorrida en sentido de que su proyeccién en el plano zy sea positiva.

Teorema de Stokes:

izazﬁdf://z(V/\F)-ﬁdE

donde ¥ = 21 ~ 22

1. Siendo F = (—y3,2%,—2%) = VA F = (0,0, 322 + 3y?). luego

// (VAF) -mde = // (0,0, 322 + 3y%).(0,0,1)d¥ + // (0,0, 32” + 3y?).(z,y,0)dS
3 31 32

= //21 (32® 4 3y*) dx

como (El)zy:{(z,y) / x? +y? <1} y sunormal es m = (0,0, 1) = (cos , cos 3, cos )

// (3x2+3y2) dy = // 3(:02+y2) |sec'y|dxdy:// 3(m2—|—y2) dzdy
DM (Z1) 4y (1)

ry

1 27
//(V/\F)~ﬁd2=3/ / r3d9dr:3—7r
) o Jo 2

12

y usando polares



2. Verifiquemos este resultado calculando directamente / —13dx + 23dy — 23dz. La curva C puede parametrizarse
c
(cost,sent,1 — cost —sent) y la integral queda

/C —y3dr + 23dy — 23dz = f027r [(— sen®t) (—sent) + (cost)® cost — (1 — cost — sent)” (sent — cos t)} dt =

- f027r (sen* ¢ + cos*t) dt — /27r (1 — cost — sent)® (sent — cost) dt = fo% (sen*t +cos?t)dt = 3 fOQ’T (1 + cos®2t) dt -
0

0

:7r+f02ﬂc0522tdt:7r+ifoh(l—I—cosélt)dt: 8

9 1—cos2t
sen“t = ——— 1 9 5 1
donde 1+ (:205 op = sen’t 4 cos’t = — [(1 —cos2t)” + (1 + cos 2t) } = = (14 cos?2t)
cos’t = —s 4 -
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