8. FORMAS CUADRATICAS

Definicién 1 Sea Q : R — R!, tal que se puede expresar de la forma:

Q@) =z'HzT
con T’ = (v1,22,...,7,) € R" y H matriz (n x n) simétrica (H = HT)
all c.. Q1p
H = : COM Q5 = Gj;
Anl ... Qpn

Q(T) se denomina Forma Cuadrdtica y H es llamada matriz de la forma cuadrdtica.
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Proposicién 1 $i Q : R” — R! es una forma cuadrdtica entonces es homogénea de grado 2. Esto es:
Q(\T) = N*Q(7)

Demostracién. Q(\T) = \z. Hax = \e? H)\T = A\2ZTHT = \2Q(7) =

Definicién 2 Sea Q : R® — R! una forma cuadrdtica entonces:

1. Q(T) es definida positiva (negativa) sii VT # 0, Q(Z) 0 (Q(T) < 0)

2. Q(T) es semidefinida positiva (negativa) sit VT # 0, Q(T) > 0 (Q(T) < 0).

Se suelen llamar a las semidefinidas positivas, no negativas y a las semidefinidas negativas, no positivas.
3. Q(T) es indefinida siiIATo #T1 #0: Q(Tp) > 0 A Q(T1) < 0.

Definicién 3 La matriz H se clasificard segin la forma cuadrdtica asociada:

1. H es definida positiva (negativa) sii Q(T) = T HT es definida positiva (negativa).

2. H es semidefinida positiva (negativa) sii Q(T) = TL HT es semidefinida positiva (negativa).
8. H es indefinida sii Q(T) = T HT es indefinida.

Proposicién 2 Q(T) es definida positiva sii —Q(T) es definida negativa.

Es una consecuencia inmediata de la definicién.

Proposicién 3 Si dos elementos de la diagonal de la matriz H tienen signos distintos, entonces la matriz es
indefinida.

Demostracion. Sea H = (h;;) una matriz cuadrada de orden n, tal que hy; Ahjj, i # jy sgn(hi;) # sgn(h;;).
Sizg=(0,....0,...,007 (m;=1,2;=0sii#5)yZ =(0,....,0,...,007 (x; =1, 2, =0sii#})

Q(To) =Tg HTo = hy y Q(T1) =T HT1 = hy;

Luego Q(Z) es indefinida y por lo tanto H es indefinida. m
Dado que generalmente se trabajard con H simétrica (H = HT), se recuerdan los siguinetes resultados:

Proposiciéon 4 Los autovalores de matrices simétricas son nimeros reales.

Proposicién 5 Los autovectores de matrices simétricas, correspondientes a autovalores distintos, son ortogo-
nales.

Proposicién 6 A (n x n) es diagonalizable si y solo si tiene n autovectores linealmente independientes.

Corolario 1 Sea P la matriz cuyas columnas son los n autovectores linealmente independientes de A, entonces
PTP =1, lo que significa: PT = P~1 (O sea P es ortonormal)
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Proposicién 7 Si H = H” entonces H es diagonalizable.
Proposicién 8 H (n x n) es definida positiva (negativa) si y sélo si A; >0 (< 0) coni=1,...,n.

Demostracién. Como H es diagonalizable (proposicién 7), entonces existe P ortonormal tal que: PT H P = D,

por tanto:
Q@) =z"'Hz =7 PPTHPP'z = (PT%)"(PTHP)(P'7) =3" Dy
donde § = PTZ, entonces:
n
Q@) =>_ Ny}
i=1
Luego, VT #0es Q(T) >0siysélosi \; >0,i=1,...,n. &
Corolario 2 Si H (n x n) tiene autovalores positivos y negativos entonces es indefinida.

Ejemplo 3 Sea Q(z,y,z) = xy + yz + zx. Entonces
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de donde la ecuacion caracteristica es: 5 1
XA+ -=0
+ 4 + 4

Los autovalores son A = 1, —%, —%, de modo que existe un sistema ortogonal (u,v,w) con respecto al cual la

forma cuadrdtica queda expresada:
1 1
2 2 2
Q(u,v,w) =u” — —v° — —w”,
( ) 2 2

de lo que se deduce que ésta es indefinida.

Definicién 4 Se llama H, Menor Principal n-ésimo de H (n x n) al determinante de la matriz obtenida
al suprimir en H las (n — q) dltimas filas y columnas. Asi:

h h hi1 hiz his hi1 ... hin
H; = det h/117 Hy = 11 12 s Hy = | hot hoo  hag S ey H, = : :
hotr  hao hai has s h. \ :

nl .- nn

Existe otro criterio para determinar si una forma cuadratica es definida positiva o si es definida negativa, es
el siguiente.

Proposicién 9 Criterio de Sylvester
Una matriz simétrica es definida positiva si y solo si

|Hix| >0, Vk € {1,2,3,...,n}
Este criterio nos da una condicion necesaria y suficiente para que una matriz sea definida positiva.
Proposiciéon 10 H es definida negativa si y sélo si

(—D)*|Hy| >0, Vk € {1,2,...,n}

Ejemplo 4
-2 1 T
Qz,y) = (%y)( " ) ( y ) = 20" —y’ + 2ay
()Y [Hy| = (~1) det (—2) =2 > 0, (—1)%|H,| = ‘ 2L ’ 10
Por lo tanto, Q) es definida negativa.
Ejemplo 5 22 + 32 + 2% + 2z
1 1
Q($7y7z):(x7yvz) 0 10 Y :>|H1|:1v |H2‘: 0 1 :15 |H3|: 0 1 0 :Z

3 01 z 3 01

Por lo tanto, Q es definida positiva.
E.C. - C.E.



