3. DERIVABILIDAD

3.1. Derivadas Parciales

Definicién 1 Sea f: D C R? - R, tal que z = f(x,y) ER ya = (a,b) € D°, y sean h=2 —a, k =y —b, los
icrementos en las variables x e y respectivamente.

ASi y = b constante y sélo se incrementa la variable x, se define derivada parcial de f con respecto de x
en el punto (a,b), mediante

lim
h—0

fla+ h,b) — f(a,b)
h

siempre que este limite exista.
ASi x = a constante y sdlo se incrementa la variable y, se define derivada parcial de f con respecto de y
en el punto (a,b), mediante

llfmf(a’7b+k) B f(a7b)
k—0 k
siempre que este limite exista.

3.1.1. Notacién para las derivadas parciales

Estas derivadas se pueden indicar con cualquiera de las siguientes notaciones:

Derivada parcial de f respecto de x en (a,b)

O D@ D@ £@) Df@ls wheo s Dt
Derivada parcial de f respecto de y en (a,b)

YO Daf@ D@ H@ D@k Ak % Dils

Observacién 1 Notar que el hecho de que (a,b) € D° asegura que 3§ > 0 : Ns(@) C D, de modo que al
incrementar sélo x (o sdlo y) se consideran los puntos tales que (a + h,b) € N5(@) (o (a,b+ k) € N5(@)), esto
es ||(a+ h,b) — (a,b)|| = ||(R,0)|| = |h] <6 (o ||(a,b+k)—(a,b)]| = |/(0,k)|| = |k| <), y tiene sentido calcular
fla+ h,b) — f(a,b) fla,b+Ek)— f(a,b)

h (v k )

Observacién 2 Cada derivada representa la razén de cambio de la funcion segin dos direcciones particulares

el cociente incremental

0
que son la del eje x para el caso de 6—f, y la del eje y para el caso de 3
€ Y

Observacion 3 Se utiliza el signo 0, en lugar de d, para distinguir derivadas parciales de derivadas totales.
Observacién 4 Si en todo un entorno del punto (a,b) la funcion estd definida de una misma forma, es posible
considerar las funciones g(x) = f(x,b) y h(y) = f(a,y) y calcular % =g'(a) y 8fg;’b) = R/ (b) aplicando
las reglas de derivacion que conocemos para funciones de una variable.

Ejemplo 1 Hallar las derivadas parciales de f (z,y) = x? + 3xy en el punto (—2,1).

-2 1) — f(=2,1 -2 2 -2 142
Resolucién A Usando la definicion: 8—f(—2, 1) = lim f(=24h1 = f(=2,1) = lim (2477 +3(=2+ M1+
) oz h—0 h h—0 h
tim " i (h—1)=—1
h—0 h—0 )
af(—2,1) ~ lim f(=2,1+k)— f(-=2,1) — lim (=2)"+3(-2)(1+k)+2 ~ lm —6k _ g
dy k—0 k k—0 k k—0 k
A Aplicando técnicas de derivacion:
of (T) of (z)
= 2z + 3y|,_ =-1 = 3z|,_ =—6
0 |(—21) 2 0y (-2 2y

Ejemplo 2 Hallar las derivadas parciales de f (x,y) =Incos £ en el punto (3,2).

. O0f(z,y) 1 y y y .y _ 0f3,2) 2 2
Resolucion Fr COS% (— sen 5) (—P) =2 tan o = 9 32 tan 3= 0,17485
Of(z,y) 1 ( y) 1 1y  0f(32) 1.2

= — Z)—-=——tan > = ——tan - = —0,26228

Oy cos £ Ry T Oy 33 ’
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Ejemplo 3 Hallar las derivadas parciales de f (x,y) =

0 sir=1y
Resoluciéon A Para (x,y) con x # y, es posible derivar por las técnicas usuales, entonces:
2 2 2 2
¥ —2xy —y 20y — Yy +x
fw($7y):—2 i‘/fy(x7y): 2
(z —y) (z —y)

A Para (z,y) con x =y, cualquier entorno de (z,x) contiene puntos de la forma x =y y x # y, por lo que es
necesario aplicar la definicion para calcular las derivadas parciales:

2 2
flea+hz)— f(z,x) Ly | 222 + 2hx + h?

— i — I rz+h—x -1 . .
fo (z,2) Lim Y lim Y gll’% 2 Se observa que
h
A Sixz =0y por tanto (z,y) = (0,0): fz(0,0) = flbin%)ﬁ =1
(z+h)2+z2 2 2
Y Eh—a - 2 2h h
A Siz #0: fp(x,2) = %ﬂ)% = }1}3})% = 00, luego, no existe f, (z,y) cuando
z=yy (z,y) # (0,0).
Andlogamente para f, (z,y). Asi, resulta
Bt sy Bt oy
fo (z,y) = (@—y) . fy (z,y) = (@=y) .
1 S1 (xay) = (070) -1 S1 (.’E,y) = (050)

3.1.2. Interpretacién geométrica de las derivadas parciales

La ecuacién z = f (x,y) representa una superficie, mientras que para y = b fijo, z = f (x,b) representa una
curva C que resulta de la interseccién de la superficie y el plano y = b. Por lo tanto, f, (a,b) es el valor de la
pendiente (tan ) de la recta tangente a la curva C en el punto (a,b, f (@)).

De igual manera, la gréfica de la funcién z = f (a,y) es la curva donde el plano z = a corta a la grafica de
f, y la derivada parcial f, (a,b) es la pendiente (tan 3) de la recta tangente a esta curva en el punto (a, b, f (@)).

Interpretacién geométrica de f,(a,b)=tan « Interpretacién geométricade f,(a,b)=tan 3

El concepto de derivada parcial, se puede generalizar al caso de funciones de més variables.

Definicién 2 Sea f : D C R® — R : f(ZT) = f(x1,22,...,x,) con @ un punto interior de D de la forma
a=(a1,...an) y sea hy =x; —a;, 1 <i<mn, el limite

lm flat, ., a; + hyyooapn) — flag, ..., an)
h; —0 hl

si éste existe, es la derivada parcial de f con respecto a la variable x; en el punto a.

Esta derivada se denota por:

Di(f(@)) o fu,(a)



3.1.3. Derivabilidad y Continuidad

Para funciones de una variable se vio que si una funcién es derivable en un punto entonces es continua. En el
caso de mas de una variable puede ocurrir que existan las dos derivadas parciales en un punto y que la funcién
no sea continua en él.

Ejemplo 4 Sea la funcion

T+ 2 stx=0 o y=0
f(x,y>={ 20 o= 0 V=0 punto (a,h) = (0.,0)

Se tiene que

_ o f(R,0) = f(0,0) . h=0 _ . f0,k)—f(0,0) . 2k—0 ,
f2(0,0) = ;Pi% - = flbli% = 1y f,(0,0)= ]111)% k = ]11_>mo T = 2, existen
las dos derivadas parciales en (0,0), sin embargo, se observa que la funcion no es continua en dicho punto.

Pues:

lim
: _ (w,y)—(0,0) . ,
(x,y%lgl(o,o)f (z,y) = fm 1—1 o Cooc. , por tanto no emste(z’y%lﬁm(o,o)f (x,y)
(z,y)—(0,0)

La figura (1) muestra el grifico de esta funcion.

(r+2y)=0 siz=0 o y=0

Funcién con derivadas parciales y discontinua en (0,0)

3.1.4. Teorema del Valor Medio o de los Incrementos Finitos

Este teorema expresa, mediante las derivadas parciales, el incremento de la funcién f (z,y) cuando se incre-
mentan las variables z e y en h y k respectivamente.

Teorema 1 Sila funcion z = f (x,y) tiene derivadas parciales finitas en un entorno del punto (a,b), entonces
el incremento Az estd dado por la expresion

Az=f(a+hb+k)— f(a,b) =hfy(a+61h,b)+kfy(a+h,b+0k); 0<6; <1; 0<by<1

Demostraciéon. Basta descomponer Az del siguiente modo:

Az=[f(athb+k)—f(a+hb)+[f(athb)—f(ab) . ™
y aplicar a cada sumando el teorema de los incrementos finitos para una variable ‘ (ab).
f(a+h,b) - f(a,b) —  hfa(a+61hb), 0<0, <1 . (a

T flat+hb+k)—fla+thb) = kf,(a+hb+02k), 0<fy<1 .
fla+hb+k)—f(a,b) = hfs(a+01h,b)+kf, (a+hb+0sk) e

Corolario 1 Una funcién f (x,y), con derivadas parciales en todos los puntos de un dominio®

él si y solo si fu y fy son nulas en todos los puntos del dominio.

, es constante en

Demostracién. Sea f : D C R? — R : z = f(z,y), D abierto y conexo, @ € D, y se supone que f, y fy
existen en D y son finitas.

=) Es inmediato, pues, si z = f(z,y) es constante en D, f, y f, son nulas V (z,y) € D

<) Como D es conexo VZ, 7 € D existe una poligonal (tiene una cantidad finita de lados) totalmente contenida
en D que une T con F. Por hipétesis A z = f (T) — f (y) = 0, aplicando el teorema de los incrementos finitos a
cada par de vértices consecutivos de la poligonal, se obtiene que A z = 0, luego f es constante en D. m

IDominio: conjunto abierto y conexo.



Corolario 2 Si dos funciones tienen derivadas parciales finitas e iguales en un dominio, entonces difieren en
una constante.

Demostracién. Sean f: D CR? — Ry g: D C R? — R, tales que f,(Z) = ¢,(Z) y f,(T) = g,(T), VT € D.
Siu(z,y) = f(z,y) — g(x,y), por el teorema de los incrementos finitos:

Aulz,y) =4 f(z,y)— A glz,y) = hw (a+01h,b) + ka(gi;g) (a+ h,b+ 03k) =

=h[fs (a+01h,b) — gz (a+ 01h,b)] + k[f, (a+ h,b+ 62k) — gy (a+ h, b+ 0:k)], con 0 < 0; <1; 0 <y <1
por hipétesis, las expresiones de los corchetes son iguales a cero. Luego A u(z,y) = 0, entonces u(z,y) = cte,
por lo tanto, f(z,y) — g(z,y) = cte m

Corolario 3 si f tiene derivadas parciales acotadas en un entorno de @, entonces f es continua en a.

Demostracién. Por el teorema de los incrementos finitos,
fla+h,b+k)— f(a,b) = hfz(a+01h,b)+kf,(a+ h,b+62k). Por hipétesis, fr(a+61h,b) y fy(a+h,b+0:k)
estdn acotadas, tomando limite cuando (h, k) — (0, 0) resulta:

1 hb+ k) — fla,b)] =
(h7k)131(070)[f(a+ b+ k)= f(a,b)] =0

por tanto, f es continua en (a,b) m
Luego, si bien la hipétesis de existencia de las derivadas parciales en el punto no aseguran la continuidad

de la funcién en dicho punto; si derivadas parciales estdn acotadas en un entorno de @ es suficiente para la
continuidad en dicho punto.

3.2. Derivada Direccional

Se vio que f, (a,b), por definicién, determina la rapidez con que varia la funcién z = f (z,y) en una direccién
paralela al eje x, ya que el incremento h = = — a se toma sobre este eje. Andlogamente f, (a,b) determina la
rapidez de la variacién de la funcién z = f (z,y) en una direccién paralela al eje y. Ahora se verd cémo calcular
la rapidez de cambio de f en una direccién arbitraria.

Definicién 3 Sea f es una funcion f : D C R?> — R, D abierto,a € D, t € R, u € R? y |[u|| = 1, se define
derivada direccional de [ (T) en @, segun la direccion del vector @, al siguiente limite siempre que exista
fa+tu) - f (@)

t

Dzf (a) = lim

Observaciéon 5 D es abierto, ya que por definicion f (a + tu) debe existir, por lo tanto se debe asegurar que
exista un entorno N, (@) C D, es decir que la distancia entre @ y T = a + tu debe ser menor que r. Pues si D
fuese cerrado, scomo se asequraria la existencia de f (@ + tw) si @ estaria en la frontera de D?

Observacién 6 Se pide que |[u]| = 1, porque en realidad lo que interesa es la direccion de W, ya que hay
infinitos vectores con la misma direccidn, si se calcula con un vector v = ku, con k distinto de 1, el resultado
de la derivada, atin cuando sea en la misma direccion cambiaria.

Observacién 7 Si se toma la direccion con sentido opuesto, —u, resulta el mismo valor pero con signo contrario.

Observacién 8 Las derivadas parciales f, (a,b) y f, (a,b) son derivadas direccionales segin los vectores i =
(1,0) y 7 = (0,1) respectivamente.

Ejemplo 5 Sea f : R?> — R, la funcion z = f (z,y) = 22 + y2. Calcular la derivada direccional en @ = (2,1)
en la direccion del vector © = (3, —4).
Resoluciéon Como u debe ser unitario, se normaliza, de modo que u =

il

20 +¢(2,-4)] - (2,1 243t 1— 4¢ 2,1 12+ 4¢
D374(2,1):11’mf[( )+t (5 =5)] = S ):h’mf(+5’ ) G L
(3,—4) t—0 t t—0 t t—0 t 5

Ejemplo 6 Sea la funcion:

Ty P n
flzy) =4 vty " xi?
0 si =0



Se verd que no existe la derivada direccional de f (z,y) enT = 0 en cualquier direccion unitaria @ = (cos ¢, sen ).
Aplicando la definicion:
t2 cos psen

-0
_ 0+ tcosp, 0+t — £(0,0 t| /cos? 2 ¢
Daf (0) = lim F(0+tcosp,0+tseny)— f(0,0) _ lim [t] \/cos? ¢ + sen? _ h’mw, entonces:
t—0 t t—0 t t—0 |t|
ey [0 pef{0,5,mF
Daf (0) = { no existe, c.o.c.

Se observa que la derivada direccional existe en las direcciones de los versoresi = (1,0) y j = (0,1), por lo tanto
existen las derivadas parciales en (0,0) y son iguales a cero. También existen las derivadas en sentido opuesto
a los versores i y j. En cambio, en cualquier otro caso no emiste la derivada direccional en el punto (0,0) ya
que los limites laterales son distintos.

Un hecho sorprendente es que podrian existir todas las derivadas direccionales en a, y sin
embargo, la funcién no ser continua en dicho punto.

Ejemplo 7 Sea la funcion:

0 si
Resolucion (@) (7) s s ) ) )
_ f@a)— f(0 tPuius tPuius U U uu;  Us
Dzf (0) =1 =1 =lm-——-—-=>— =1f = =2 g 0.
wf (0) 20 150 t2u? + ttuj 120 (t2u? + thuj) t 120 u? + t2uj u? ug M 7
Si Uy = 0

0 _
(como uy # 0) }1’1% 7= 0. Por lo tanto, para todo u existe Dzf (O) (observar que las derivadas parciales en

(0,0) son nulas). Sin embargo esta funcién no es continua en (0,0) pues tomando la pardbola x = y? se tiene

4
que lg = h’r% f (y2, y) = h'rr%) % = 5> Y como los limites iterados son nulos, no existe el limite en (0, 0).
y— y—0 2y

3.2.1. Interpertaciéon geométrica de la derivada direccional

La recta del plano xy que pasa por los puntos a y a + tu, estd contenida en el plano perpendicular al plano
2y que intersecta a la superficie dada por z = f (x,y), determinando una curva C. La derivada direccional de
f (z,y) en el punto @ segun la direccién @ es la pendiente de la recta tangente a C en el punto (a, b, f (a,bd)).

s
a —n il ]
v e

Interpretacion geométrica de Dz(a)=tan~y

Si existen las derivadas en todas las direcciones, las rectas que las tienen por pendientes forman en general
un cono tangente a la superficie.



4. DIFERENCIABILIDAD

Segun se observo en el ejemplo (7), el concepto de derivabilidad no tiene la misma categoria para funciones
de una séla variable que para funciones de n variables. Si serd anédlogo el concepto de diferenciabilidad.

Definicién 4 Sea f:DCR*—=R™ yac D se dice que f es diferenciable en @ si existe una transfor-
macion linea? T : R™ — R™ tal que:
f@+hn) —f@-7T(h) -
i TEH - @-T®
Ry 7]

Esta definicién es equivalente a decir que, bajo las mismas condiciones, f es diferenciable en @ si y sélo si
existe una transformacién lineal 7" : R™ — R™ y una funcién p : R® — R™ tales que:

. ?(a+ﬁ)7— f@=T(h)+p(@+h)
T

s lim =0, es decir, p es un infinitésmo de orden superior a HhH

h—0

Teorema 2 Si f es diferenciable en @, entonces es continua en a.

_ F@+h) -F@-T@
Demostracién. Por ser f diferenciable en @, lim ! (a—|— ) /(@) ( )

h—0 HEH = 0; y dado que ||A| es un in-

finitésimo en h = 0: o o
Ilim [f(@+h)—f(@—T(h)] =0
h—0

Por ser T una transformacion lineal, lfm T (k) = T (Og») = Ogm, luego:
h—0

lim [f(a+h)— f(@)] =0

h—0

<!
>

Il
5]

|
2l

g
=

(z) — f (@)] = 0Por tanto, f es continua en a. m

Teorema 3 Si f : D C R"—R™, es diferenciable en @ € D° entonces la transformacion lineal asociada es
Unica.

Demostracién. Se supone que existen T; y T», tales que:

lﬁn, ?(a + E) B z(a) — Tl (E) =0 (2)
h—0 1Al
o T@ ) - F@ -To) 5

Sea S : R"—R™ tal que S(Z) = T(T) — T1(T), asi, se puede probar que S también es una transformacién
lineal. Ademaés. o L
S(h) _ . Ta(h) —Ti(h)

n—o ||h]|  h—0 ||A]|

Restando (2) menos (3

9

):
L 30 Tat R -T@-Tu® | Tk -F@-Tu)
h—0 |[h]] -0 [|A]] h—0 [[7]]

Sea h =t € R", con v € R" y ¥ # 0, entonces:

i 5B
h—0 | |h| |

i ) g, 250
t—0 [[to]| =0 |t| ||7]]

luego, VT # 0 resulta S(v) = 0, y por ser S una transformacion lineal, S(0) = 0. Por lo tanto, S es la
transformacién idénticamente nula, por lo que 77 =T5. =

2T es una transformacion lineal si VZ,7 € R™ y ¥A1, A2 € R, se cumple: T (M + A2¥) = M T (T) + AT ()

6



4.0.2. Diferencial

Como esta transformacion lineal, si existe, es tnica para un @ determinado, particularmente se le llama
diferencial de f en @y se la denota como

dzf (h) =Tz (h)
Ms4ds adelante, se demostrard que
Ta(h) =daf =T @h
donde 7 (@) es una matriz de m x n, en términos de las derivadas parciales de f.
Observacién 9 Sea f: D C R"=R™, con f; : D ¢ R*—=R y 1 <1i < m, sus funciones coordenadas, sea

a € DY y sea f diferenciable en @, entonces existe una transformacion lineal T : R*"—R™ con T; : R"—=R,
1 < i <m, sus funciones coordenadas, tal que:

o T@+h) —F@ - T

= =0
h—0 ||

Recordando uno de los teoremas de limites (lémite coordenada a coordenada), se sabe que esto ocurre si y sdlo

Si: _ _
i f1@+ 1) — fi(@) — Ti(h)
h—0 ||l

Por lo que el estudio de diferenciabilidad puede reducirse al caso de las funciones escalares y luego generalizar
para funciones vectoriales.

=0,conl<i<m

Observacién 10 Se sabe que toda transformacion lineal T : R"—R™ tiene asociada una matriz C, con respecto
a la base candnica, C(m X n) tal que

T(z)=Cz
Si T : R"—=R es una transformacion lineal, entonces:
:1:1 n
T(x)=(c1 - cn) : :Cller"'JrCnl“n:ZCkl’k
T k=1

. n

Teorema 4 Si f : D C R"—R es diferenciable en @ € D° y T(h) = 3. crhy es la transformacion lineal
k=1

asociada, entonces cada una de las derivadas parciales Dy f (@) existe y se verifica

cy = Dif (ﬁ), k=1,2,...n
Demostracién. Por ser f diferenciable en a:

_ T _ - a+h)—f(a)- h
SR @ty TS @ el
1lim = =0= lim —
= @ = A

Sihy #0yh; =0,Vi#k, es decir h = (0,0, ..., by, 0, ..,0), reemplazando en la expresién anterior resulta:
flar, .., ap + hiy oocan) — flar, ..., an) — crhy flar, .,ap + hiy.can) — fag, ..., an)

=0

I =0= 1 —c; =0
th—I}O hy }L:I—I}O hy k
iy orin) — fa1, s an B
h,m f(a/la , A + ks a ) f(al a ) =ci = Dkf (a/) = ]
h—0 hk

Si T(h) = Y crhy, el teorema 4 establece que la diferencial de f en @ es
k=1

dzf (B) = T (h) = Dif (@)
k=1

Suelen utilizarse los simbolos dz1, ...,dz, en lugar hy, ..., h, para las componentes de h, de modo que h = dz,
entonces

df (d%) = > Dyf (@) dax
k=1

o también:

0/@, @, . | 0@

dzf (d7) = 0x1 0xo 0xy,

dx,

7



Teorema 5 Sea f : D C R"—=R ya € D°. Si f es diferenciable en @ entonces Yo € R"™ y ||| = 1, ewiste
Dzf(a) y ademds Dy f(a) = Tx(7)

Demostracion. Si f es diferenciable en @, entonces existe una transformacion lineal 7z : R"—R y una funcién
p tal que: B
_ _ - ) a+h
f@+%) - (@) = Ta(R) + p(a-+ B, con lim p(HhH> ~0 (1)
h—0

Sea h = tv, entonces

.
f@+tv) — f(a) = Ta(tv) + p(@ + tv) = tT5(v) + p(a + tv), con lim W =0
- v
Luego
o 2@ plat )l _ o pat )i 5
t—0 t t—0  ||t7]] t t—0  ||to]| t
De (4) y (5) .
) — tig(v , t . -
tim L@ = S@ _ o @) o @D oy 4o = )
t—0 t t—0 t t—0 t

Por tanto, Dy f(a) = Tz(v). m

4.0.3. Gradiente

Definicién 5 Dada una funcion f que posee las n deriwadas parciales D1 f, ..., Dy f en el punto a, se llama
gradiente de f en @ al vector:

Vi@ = (@ @)
Observacién 11 Sea f: D C R"—=R, a € D, si f es diferenciable en @ entonces, por los teoremas 4 y 5:
Def(@ =To0) = 3. 2L @, = Vf@ o= ') o7
=1 OTF
donde Vf(a) = f'(a)

4.0.4. Matriz Jacobiana (o Derivada)
Sea f : D C R"—R™, @€ DY si f es diferenciable en @ entonces:

—/

Tz(0)=f (a)em

con 7(5) una matriz de (m x n) y v de (n x 1).

Si f; es la coordenada i—ésima de f, por ser f; una funcién escalar con n variables: f/(a) = (ga{l @), , ngi (6)).
n

Por tanto ‘gg L (@) es el elemento de la fila i y de la columna j de la matriz f'(a), entonces:
J

oh(@ - B Vfi(a)

%’;f (@ - g%(a) vf; (a)

Esta matriz se llama matriz jacobiana o matriz derivada de f en a.

Ejemplo 8 Sea f : R® — R2, f(z,y,2)= < r +a:22?{y_ & )
Sus funciones coordenadas son:
fl($7y7z):x+2y_z7 fQ(xvyvz):J:Qy

Se verd que ambas funciones coordenadas son diferenciables en @ = (a,b,c), para ello se calcula:

vh@ = (@ L@ 2L @) = .21



vh@ = (0. @ @) - o

iy @R = h@ -VA@ _

& _ =0
h—0 1A h—0 1|

a+hi+2b+2hg —c—hs—a—2b+c— hy —2hy + hs

Por tanto f; es diferenciable en a.

ll/IIL fg(a + E) — f27(6) — Vfg(a)ﬁ _ lil’IL (a + hl)Q(b + hg) —7a2b — 2abhq — a2h2 _
h—0 Hh” h—0 Hh”

oy e B} + 2ahihy

= Il

h—0 \/ h% =+ h%

2 2 2
, p~(pcos® psen p+bcos” p+2acos psen ¢
En coordenadas polares: lim,_.g ( ; )
que lim ! 2(a+h)7f|2‘%|ll)7vf 2@h — 0, luego f5 es diferenciable en a@. Asi, queda demostrado que las dos funciones
h—0
coordenadas son diferenciables en @ = (a, b, ¢). Luego

T@=( oy o2 o)

Resumiendo, se tiene que las siguientes condiciones.

= 0, se puede probar, usando la definicién,

4.0.5. Condiciones necesarias de diferenciabilidad
= f es diferenciable en @ = f es continua en @ (Teorema 2)
= f es diferenciable en @ = existen todas las derivadas parciales en @ (Teorema 4)
» f es diferenciable en @ = existen todas las derivadas direccionales en @ (Teorema 5)
= f es diferenciable en @ = Dyf(@) = Vf(a) ev (Observacién 11)

Luego, la continuidad, la existencia de las derivadas parciales y la existencia de las derivadas direccionales en
a son condiciones necesarias para que una funcién sea diferenciable en @. A los fines précticos, esto nos ayudars
a decidir la no diferenciabilidad cuando una funcién no cumple alguna de estas condiciones.

Ejemplo 9 Sea

Il
l

zy2 o
f(@.y) :{ s TEV g
Oa T =Y

No existe lim pues tomando coordenadas polares:

a:y2
3 3
(2,y)—(0,0) T

p3 cos Osen?0 cos fsen?0

e p3(cos3 0 + sen30)  cos3 0 + sen30

Luego, f no es continua en 0, por lo tanto f no es diferenciable en 0.

Ejemplo 10 Sea

8 &

2zy 74 6 _
={ =P+y® _ a=0
f(x) y) { 17 — 0 a

Si T = (cosf,senb)

F(O0+tw) — £(0) . f(tcosO,tsen®) — f(0)

Dwf (6) = tlg% ; = tgr(l) 7 =
2t2cosesen9_1 92cosfsenf — 1
= lim—* " —lm-—" -
t—0 t t—0 t
Este limite solo existe para 0 = 5 o un dngulo congruente a él. Por lo tanto, en particular no existen las

derivadas parciales, con lo cual resulta que f no es diferenciable en 0.

9



Ejemplo 11 Sea

Se puede demostrar que

B f es continua en 0
B3O =0y FO=0
| SZ.E#G, v = (’Ul,’Ug)

_ _ _ttloivs
— 0+4+tv) — f(0 A2 402
Dﬁf(o) — h/m .f( + U) f( ) — hfm ‘tl 1+ 2 — U1U2
t—0 t t—0 t “ /v% + v%

Sin embargo f no es diferenciable, ya que si lo fuera, debe ser:

Dsf(0) =Vf(0)v=(0,00v=0, Vv

y esto no coincide con lo calculado en la observacion (11).

4.0.6. Condiciones suficientes de diferenciabilidad

Hasta ahora se han deducido propiedades dando por supuesta la existencia de la diferencial de una funcién.
Se ha visto que ni continuidad, ni la existencia de todas las derivadas parciales ni la de todas las derivadas
direccionales es suficiente para determinar la diferenciabilidad de una funcién. Ahora se demostrard que la
existencia de derivadas parciales continuas implica la diferenciaibilidad de la funcién.

Teorema 6 Sea f : D C R” — R. Si existen todas las derivadas parciales en un entorno de @ y las funciones
derivadas parciales son continuas en @, entonces f es diferenciable en a.

Demostracién. Si bien es cierto Vn € N, se demostrard para n = 2, ya que su generalizacién es inmediata.
Sea f : DCR?*-R,ae€ D’ a=(a,b) € R Existen g—f(f) 91 (x), VT € Nj(a) y ademds

x ) Oy
of . 0f _ of of
Jin 5y ®=5,@  ln5,®=50

Por el teorema de los incrementos finitos o del valor medio:

f@+h)— f@ = hg(a + 01h,b) + k%

O (a—l—h,b+92k), 0<91,92<1

Siedo Tﬁﬁ)sz(E)og:h ~(a )+k ( ), se tiene que

— — af af Of (= of (=
‘f(a—i— h) — f(@) — Taf(R) ‘ha—i(a+91h7b) + ka—g(a-i-h,b-l— O2k) — h—ai (@) — k—ai (a)‘ B
7] 7] -
of of || of ||
< = _—
< ’6‘ (a+ 61h,b) — B —(a,b) Tl + ( +h, b+ 02k) — ay(a,b) ]
con 0< 61,05 <1. Ademas ‘H| ly ||‘h|\| < 1, por lo que resulta:
f@+h) — f(@) — Taf(h) of of of of
= < — L
‘ HhH <o (a+61h,b) — ﬁm(a’b) + 8y(a-i—h,b-i—@zk:) E)y(a’b)

Como por hipétesis las funciones derivadas parciales son continuas en @, entonces dado € > 0:
ViRl < 01 = |3 at 0ahb) - G ab)] < 5

Q:Hhu <6 = |3 (a+h,b+ sk wg—gm,b)] <3
Si § = min{dy,d2} : ||E|| < 4, entonces




Luego

o J@+F) — f(@) — Taf (B)

_ =0
n—0 ||

Esto es, f es diferenciable en a. m
Notar que la condicién de continuidad de las funciones derivadas exigidas en este teorema no son condiciones
necesarias para la diferenciabilidad.

Corolario 4 Sea f: D C R? = R ,a € D, si existen f, y f, en un entorno Ns(@) y son continuas en el
punto @ (esto implica la diferenciabilidad de la funcion en @) entonces

fla+h,b+k)— f(a,b) = hfs(a,b) + kfy(a,b) +e1(h)h + e2(h)k
donde ||h|| < &, y 1,62 son infinitésimos en h =0
Demostracién. Por el teorema de los incrementos finitos:
f@+h)— f(@) = hfe(a+01h,b) + kfy(a+h,b+02k), 0<61,0,<1
Por ser f diferenciable en a:

fla+h,b+Ek)— f(a,b) — hfz(a,b) — kfy(a,b) = (fa(a+01h,b) — fu(a,b))h+ (fy(a+ h,b+ 02k) — f,(a,b))k

Llamando €1 (h) = fz(a+ 01h,b) — fz(a,b) y e2(h) = fy(a+ h,b+ 62k) — fy(a,b), se concluye la demostracion.
[

Ejemplo 12 Sea

224+ y?)sen ——, TH#0 _
f(x,y)={ ( y)o vaty? 7&0 , a=0
b) :E:

En este caso se puede ver que las funciones of Y 91 no son continuas en @ y sin embargo f es diferenciable en
- ox oy
a. Pues,

22 sin ——— — < cos ———, 2y sin ——— — Y cos —— , T#O
Vf(w,y) = Vet Jar g Ve Y g T g Ve
(0,0), T=0
y no existe el limite de a%f) ni de aféf) cuando T tiende a 0. Por otra parte:

Jim f(O+n) - f(0) — Tgf(h) _ lim h? + k2 1

— =0
oo 7] O VIE TR VIR

Es decir, f es diferenciable en 0.

El siguiente teorema, que se enuncia sin demostrar, dd una condicién suficiente que exige un poco menos
que el teorema 6:
_ . . OFf /— . . .
Teorema 7 Sea f : D C R"— R, @ € D°. Si existen ﬁf(a), 0 < j < n y todas las funciones derivadas
J
parciales, menos una, existen en un entorno de @ y estas funciones son continuas en @ entonces f es diferenciable
en a

Observacién 12 FEstos resultados se generalizan, basdndose en el teorema de limite coordenada a coordenada
a funciones f : D C R"— R™.

Ejemplo 13 Sea f(z,y) = (z +y,2.y) B
Las derivadas parciales existen, pues %(f) =(Ly) vy g—fyc(f) = (1,z), y ademds estas funciones son continuas

en todo R?, por tanto f es diferenciable en R?.

Observacién 13 Sea f : D C R*—R. Si Az = f(a+h,b+k)— f(a,b), dz = hf.(a,b) + kfy (a,b) y
||h|| = Vh2 + k2, la definicién de funcion diferenciable, en términos del incremento y del diferencial expresa

que:
Az —dz

lim ——=0
(h,k)=>(0,0) V/h2 4 k?
11



4.1. Interpretacién Geométrica de la Diferencial de f : D C R2— R

Para una funcién f (z,y), puede ocurrir que en el punto @ = (a, b) el cono tangente se convierta en un plano
tangente donde todas las rectas que tienen como pendientes las derivadas direccionales en @ estdn contenidas
en este plano.

Como el plano tangente estd “cerca” de la superficie en un entorno del punto de tangencia, los valores zp
de este plano son cercanos a valores de z = f (z,y) para puntos préximos a Ty. En este caso, cuando el plano
no es vertical, la funcién puede ser aproximada, en un entorno del punto, mediante una funcién lineal que
representa al mencionado plano. Si la aproximacion es suficientemente buena, se dice que la funcién f (z,y) es
“diferenciable” en Ty.

Funcién no diferenciable en @ Funcién diferenciable en @

4.1.1. Linealidad local y plano tangente

A partir de la definicién de diferenciabilidad, haciendo un reacomodamiento de términos, se tiene que:

flathb+k)—[f(a,b) + hfa(a,b) + kfy (a,b)]

lim = =
(h,k)=>(0,0) Al
o f@y)-[feb)+(x—a) fo(ab) +(y—b) fy(ab)] _
(2.9)=>(a,b) [z —all

donde f (a,b)+(z — a) fz (a,b)+(y — b) fy (a,b) es una funcién lineal de = y de y, y se la llama linealizacién
local de f cerca del punto a.

Se observa que la funcién f (z,y) difiere de la funcién lineal en un infinitésimo de orden superior a HTLH =
|z — @], esta ecuacion expresa el significado cuando se dice que una funcién lineal es una aproximacién sufi-
cientemente buena de f (x,y) en un entorno de @, esto es:

f(xvy)2f(a'ab)+(x_a‘)fz(a'ab)+(y_b)fy<a'7b) (6)
Esta linealizacion local representa el plano tangente a la superficie f (z,y) en el punto @, siendo su ecuacién:
z = [f(a,b) + fu (a,0) (z —a) + [y (a,b) (y — ) (7)

donde f (z,y) es diferenciable en @ = (a, b).
La ecuacion (7) puede expresarse como f5 (a,b) (x — a)+ fy (a,b) (y — b)— (2 — f (a,b)) = 0, de donde resulta
la ecuacién normal del plano tangente :

(%(a,w,g—i(a,b)’—l) *(@—ay=bz-f(ab)=0

ﬁ
oz

of

donde ( (a,b), 8—(a, b), —1) es un vector normal a la gréfica de f en (a,b).
Y

4.1.2. Propiedades relacionadas con una funcién diferenciable

Sea f: D CR? =R, D abiertoy a € D
1. f es diferenciable en @ = f es continua en @.

12



2.
3.
4.
d.

f es diferenciable en @ =-existen todas las derivadas direccionales de f en @.
f es diferenciable en @ = Dy f (@) =V f(a)-u
fz v fy son continuas en un entorno de @ = f es diferenciable en @

f es diferenciable en @ < la superficie que representa f tiene plano tangente en el punto @

Ejemplo 14 Hallar la ecuacion del plano tangente y un vector normal al paraboloide z = 2z 4+ y? en el punto
(1,1,3)
Resolucién Si f(x,y) = 222 + y? resulta f(1,1) = 3, ademds

folz,y) = 4z = f.(1,1)=4
fy(z,y) = 2y= f,(1,1) =2

Luego la ecuacion del plano tangente en el punto (1,1,3) estd dada por

z=34+4(x-1)+2(y—1)=>2z=4c+2y—3

y un vector normal seria

n=(4,2,—1)
4.2. Aplicaciones de la diferencial
4.2.1. Ciélculo aproximado
De la ecuacién (6), resulta B
Af(a) = dgf (h)

Asi, la diferencial tiene una primera aplicacién en el cdlculo aproximado de incrementos, cuando no se necesita
cuantificar el error cometido.

Ejemplo 15 Usar diferenciales para encontrar el valor aproximado de \/9(1795)2 + (8,1)2
Resolucién FEn este caso la funcion es f(x,y) = /922 + y? donde a =2, b =8, h = —0,05 y k = 0,1, como

fz(way) -

9z Y

—y fylz,y) = —V—
v/ 922 + 12 v@y) v/ 922 + 12

V9(1,95)2 + (8,1)2

se tiene

f(1,95,8,1) = f(2,8) + hf.(2,8) + kfy(2,8)

18 8
2 10+ 15(-0,05) + £5(0.1) = 9,99

Se puede verificar con una calculadora que esta aproximacion es exacta hasta dos cifras decimales.

4.2.2,

Aplicaciones geométricas

Si f:DcC R®— R, es diferenciable en (a,b,¢) € S, con S = {(x,y,2) € R : f(z,y,2) = k}, si el vector
Vf(a,b,c) # 0 entonces este vector es normal a la superficie de nivel en el punto (a,b,c), ya que si se
calcula la diferencial de f en los puntos que pertenecen a la superficie S ésta es igual a cero, pues sobre
la superficie la funcién es constante, de donde resulta:

daf(h) = V(@) eh=(f:(a), f,(@), f-(@) e (x—a,y—bz—c)=0

Esta ultima es la ecuacién normal del plano tangente a la superficie de nivel S en el punto (a, b, ¢) y el vector
Vf(@) es un vector normal a este plano y en consecuencia es normal a la superficie de nivel S en el mismo
punto.

Si f:DcC R?*— R, es diferenciable en (a,b) € C donde la curva de nivel C = {(z,y) € R? : f(z,y) = k},
si el vector V f(a,b) # 0, por ser f constante en todos los puntos que pertenecen a C:

dzf(h) =V {(@) e h = (f2(a), f,(@) e (z —a,y —b) =0

Esta dltima es la ecuacién normal de la recta tangente a C en el punto (a,b) y V f(a, b) es un vector normal
a esta recta. En consecuencia, V f(a,b) es normal a la curva de nivel en el punto (a,b).
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Ejemplo 16 FEncontrar las ecuaciones del plano tangente y de la recta normal en el punto (-2,1,3) del elipsoide
x> 2 22 _ 3

4 + Y + E 2 2
Resolucién El elipsoide es la superficie de nivel (para k =3 ) de la funcion f(x,y,z) = % + y? + %5 por lo
tanto se tiene:

ﬁE(IE’y’Z):g fy(l‘,y,Z)ZQy fz(maywz):%

fo(=2,1,3) = -1 f,(-2,1,3)=2 [f.(-2,1,3) = —%

De donde resulta la ecuacion del plano tangente:
2
—1(:1:+2)+2(y—1)—§(z+3) =0=3r—-6y+2z+18=0

y la recta normal

(xaya Z) = (_2, ]-7 3) + t(_]-v 23 _g)

4.2.3. Derivada direccional maxima

Muchas veces resulta 1itil saber en qué direccién se produce la derivada direccional méxima y cudl es el valor
de la misma. Para ello se tendra en cuenta el siguiente teorema.

Teorema 8 Sea f: D C R™ — R diferenciable. El valor de la mazima derivada direccional Dy f(T) es ||V f(Z)]|
y se presenta cuando T tiene la direccion del vector V f(T).

Esto es, si Vf(T) # 0 , entonces V f(T) apunta en la direccién a lo largo de la cual f estd creciendo mds
réapidamente.
Demostracién. Por ser f diferenciable se tiene

Dyf (@) = Vf(@).u=I[[Vf@]][ullcos = [[Vf(T)] cos 0

donde @ es el angulo comprendido entre V f(Z) y @. El maximo valor de cosf es 1 y se presenta cuando 6 = 0.
Por lo tanto el maximo valor de Dz f(Z) es ||V f(Z)|| y ocurre cuando @ tiene la misma direccién que Vf(T). m
La derivad direccional médxima de la funcién f en el punto @, se denota por:

Disf (@) = [[Vf (@)

A partir del punto @, una direccién en la cual f crece més rdpido Vf (a). Andlogamente, una direccién en
la cual f decrece mas rapido es —V f (@) .

Ejemplo 17 Si f(z,y) = ze¥

(a) Encontrar la razén de cambio de f en el punto P = (2,0) en la direccion de P a Q = (5,4).
(b) sEn qué direccion tiene f la mdzima razén de cambio?sCudl es su valor?

Resolucién

(a) Se observa que f es diferenciable, por tanto se calcula el vector gradiente:

Vf(i) = (fa:(f)vfy(f)) = (ey,xey); Vf(Q,O) = (1’2)

El vector unitario en la direccion PQ = (3,4) esu = (%, %), as? la razon de cambio de f en la direccion de P a

Q es:
34, 11

55 =3
(b) De acuerdo al teorema 8, f aumenta mas rapidamente en la direccion del gradiente V f(2,0) = (1,2). La
mdzima razén de cambio es ||V £(2,0)]| = [|(1,2)|| = V5

Daf(12,0) = V£(2,0).7 = (1,2).(

= Sea f: D C R® — R, f diferenciable, Vf : D C R? — R3 define un campo vectorial. Su grafica estarfa
contenida en R® por lo que no es posible graficar. Sin embargo muchas veces es ttil hacer un esquema
dibujando en el punto (a,b,c) el vector V f(a,b,c). El campo gradiente tiene un importante significado
geométrico, pues indica la direccién en que f crece méas rapidamente y ademés su direccién es ortogonal
a la superficie de nivel.
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4.3. Derivadas sucesivas
Sea f: D CR" — R, a€ D, D abierto. Si f admite derivadas parciales en D, para i = 1,...,n, se tiene

fo, :DCR" =R

Estas funciones dependen de las mismas variables que depende f . Si esta nueva funcién admite derivada
con respecto a x; en a, se define la derivada segunda de f respecto a z;,x; en @ como:

62]0 —\ 0 af - 1. fxi(aJrhjéj)*fxz,(a)
8.’171‘61}]‘ @ = (37.’17] <(3(El> (a) n hljlgo hj

denotada tambien como a:ngxj (@) = friz,;(@) = Dyo, f(@) = Dy f(a)

En particular si n = 2, esto es f : D C R? — R, suponiendo que existen f, y f, en todo (z,y) € D, se
define, si existen:

9y \ 9= " ko0
2 x h7b —Jz 7b
1) = & (%) @ = im LT 2 J(0.0)
2 1 hab — Jy ,b
%(a):%(%> (E):}lLll%fJ(ajL })L fy(a,b)
2 o+ k) — b
1) = & (3) @ = im 22 ER = o)

Esto es quedan definidas cuatro derivadas parciales segundas. Las derivadas aajgy @)y aaj—aj;(d) se llaman

derivadas cruzadas.

Ejemplo 18 Sea f(x,y) = zy + (z + 2y)?, se tiene que

0 0
L =yr2arz) =syrzm Py —orrirmr—sy+s
: : of of . :
Dado que existen las funciones % y 50 es posible calcular las derivadas sequndas:
4 Y
0*f 0 0*f 0
ZL = 2z) =2 ~ = — 2r) =
o*f 0% f

0

Se observamos que en este ejemplo las derivadas cruzadas son iguales, ;serd cierto siempre? la respuesta es no.

)
(z,y) = @(8y+5x) =38

Ejemplo 19 Sea

Las derivadas parciales en T =0 son

A R
SiT#0
of y(z* + 4y°2* — y*) of w(zt — dy?a® —y)
7(1’,’!}) = 2 2\2 (xvy) = 2 212
Ox (2 +y?) 3} (x2 4+ y?)
luego:
y(z* + 4y’ —y*) _ = o(z? — 4y22? — o) -
0 0
fo(z,y) = (22 + y2)2 s TF Sy fylwy) = (22 + y2)2 s TF B
0 st £=0 0 st £=0
A partir de estas funciones, se obtiene:
0 f £o(0.K) = £:0,0) kT
Bxay(’) = jm k I
0 f F(h0) = £,(0,0) o hiz
dyoz (0.0 = lim h B IQT})T =1
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Por lo tanto %(0, 0) # a%zg;c (0,0). Lo que indica que las derivadas cruzadas no son siempre iguales. Inclusive
podria ser que una de ella exista y la otra no.

El siguiente teorema da una condicén suficiente para que las derivadas cruzadas sean iguales.

Teorema 9 Sea f : DC R? — R una funcion continua en @ € D° tal que estin definidas las funciones fy,
fys foys fye en un entorno Ns(@a) y son continuas en a, entonces fqy(a) = fyz(a)

Demostracién. Se define
F(h,k) = [f(a+h,b+k)— f(a+ h,b)] — [f(a, b+ k) — f(a,b)]
Por hipétesis F': N5(a) — R estd definida. Ademds, sea
G(u) = f(u,b+ k) — f(u,b)

G estd definida en el intervalo cerrado [a — h,a + h], es continua en el intervalo abierto(a — h,a + h) y G’ (u)
existe en (a — h,a + h).
Luego, aplicando el Teorema del Valor Medio:

F(h,k) = G(a+ h) — G(a) = hG'(x1), con z; € (a,a+ h)

luego
F(hvk) = hGl(ml) =h [fm(xlvb + k) - fm(xl,b)}
Si
H(v) = fu(z1,0)

H satisface las hipétesis del Teorema del Valor Medio y por lo tanto se verifica:
H(b+k)— H(b) =kH'(y1), cony; € (b,b+k)

y por lo tanto:
F(h,k) = h(H(b+ k) — H(b)) = hkH'(y1) = hk fay(21,1) (8)

Reescribiendo F' tenemos:
F(h,k)=(f(a+h,b+k)— f(a,b+k)) — (f(a+ h,b) — f(a,b))
repitiendo el mismo procedimiento:
F(h, k) = khfys(w2,y2) con 3 € (a,a+h), yz € (b,b+k) (9)
entonces tomando el mismo h y k, de (15) y (16) resulta:

fwy(xla 3/1) = fyw(x%y?)

Como por hipétesis las funciones fyy, fy» son continuas en @ tomamdo limite cuando (h, k) — (0,0) se cumple
que (z1,y1) — (a,b) y (z2,y2) — (a,b), por lo tanto resulta:

fiy(a7 b) = fyz(a; b)

]
En realidad se pueden debilitar un poco las hipdtesis y la tesis sigue valiendo. Los dos teoremas que se
enuncian a continuacién también dan una condicién suficiente para que las derivadas cruzadas sean iguales.

Teorema 10 (de Schwarz) Sea f: DC R? — R una funcién continua en @ € D abierto. Si
B czisten fr(x,y), fy(z,y) para todo (x,y) € Ns(a)

Meziste fry(2,y) para todo (x,y) € Ns(@) y es continua en @

Entonces existe fy.(a) y ademds fyz(a) = fry (@)

Teorema 11 (de Young) Sea f: DC R? — R una funcion continua en @ € D abierto. Si
W czisten f,(x,y), fy(z,y) para todo (x,y) € Ns(a)

B f.(z,y) vy fy(z,y) son diferenciables en @

Entonces fyu(@) = fuy (@)

Todo lo visto se puede generalizar a funciones de n variables. Ademds, a través de un proceso iterativo se
pueden definir las derivadas terceras, cuarta, etc.
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4.4. Diferenciacién sucesiva
Sea f: DC R? - R, D abierto, @ € D, f es diferenciable en @ entonces:

dzf(h) = V{(@) e h = hfs(@) + kfy(@)

Se supone que f es diferenciable para todo Z € D. Si se toma constante al incremento h, se puede considerar
la funcién df : DC R* — R tal que:

df () = dzf(h) = hfa(T) + kfy(T)

Bajo la suposicién de que esta funcién es diferenciable, se define, si existe, la diferencial segunda de f en a:

_ 0 0
daf(h) = d(df)(@) = ho(df)(@) +kafy(df)(5)
_ >*f >*f *f *f
= w5t @ eyt @] vk oy L@+ L@
0*f 0% f 0% f 0% f
— 2 2
= haz()-i-hkaa()-i-khaa ()—I—ka2()
92 92
_ 20°f o°f 2 0°f
= K2 8z2( )+2kh8y8:z( a) + k 42 5 (@)
pues por hipétesis f, y f, son funciones diferenciables en @ y por lo tanto las derivadas cruzadas son iguales.
Se denota: ©
— (9f 8f
2 _ 2
= e5@ = (1 k)@

en analogfa con el binomio de Newton.
Este proceso se puede iterar, si se supone que la funcién d?f existe para todo Z € D y que es diferenciable
en a, se define

—y >*f ’Pf o »Pf Bf
1@ = dald? () = W55 (@) + 30k 5 (@) + 30 5 (@) + k55 (@)
y se denota:
(9f of
@1 (F) = d*f(a) = ( aﬂ’“ay) @

Por induccién, si d”~! f existe para todo T € D y si la funcién d"~! f:DC R? — R, es diferenciable en @, se
define:
@) = da(a = 1)) = (5E -+ k50 ) @
' or ay

4.4.1. Notacién de la diferencial:

@ = V1@ o= (@ £,@) () =hbl@ + 11, @

2 2 2 a
#1@ =@ o L@ Sl @ = n o) (@ (1)

2

La matriz < Jaa (,) Ty (2) ) se llama matriz Hessiana en a. Esta matriz juega un papel importante en el
fey(@)  fyy(@)
estudio de extremos de una funcién.

E.C- C.E.
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