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. propuesto la siguiente notacién para funciones: f si es funcién escalar, F si es campo

‘primer .velumen, el simbolo $.

yc célido-y eficiente. ’ :

Este libro-es la 'cont_inuacién de Calculo 1, publicado por primera vez hace mas -
de.diez.afos. En:ese tiempo-he: tratado-de-reunir mis experiencias ‘como profesora
de la. materia en-el nivel.terciario.y universitario,-para completar los:témas del calculo-... "
diferencial.-integral:con-un:enfoque:elemental:que;al:mismo-tiempo; pretends sé
riguroso y actualizado::~- - - o :

En Célculo.-2-analizo; en:su-mayor parte;-cuestiones relacionadas:con funcionies *
de dos:y-tres.variabies reales: También presento; aunque de manera menos detalla- -
da, funciones :vectariales; campos:vectoriales=y una-introduccion’ al-terma-de las -
ecuzciones:diferencialesz: - - . -

He utilizaclo una notacion que busca simplificar la escritura. En efecto, Ia mayo-
ria de los libros de Calculo emplean: simbolos en “negrita” para indicar funciones
vectoriales ¢ campos vectoriales. Esto no resulta practico, en absoluto, ni para el
profesor ni para los alumnos. Por eso, como algo trivial pero tal vez novedoso, he

escalar (con deminio incluido enR" para n = 2), f si es funcion vectorial (con recorri-
do incluido en R" para n=2) y F para campo vectorial (con dominio incluido
en R" para n = 2 y recorrido incluido en R™ param= 2).

Cuando he considerado-que alguna demostracion puede obviarse, por ser de-
masiado extensa o presentar ciertas dificultades; he antepuesto, igual que en =l

No quiero. concluir estas lineas sin. agradecer profundamente a la profesora
Asuncion Lopez Henriquez sus valiosos comentarios'y sugerencias al leer los origi-
nales y a la profesora Maria Teresa Figueroa su' revision de los trabajos practicos.
También mi reconocimienio a la Editorial “El Ateneo” por haberme brindado un apo-

alguna forma, a quien lo.lea..Ese fue el motivo que me flevéa escribirlo.
' ’ ' HEBE T. RABUFFETTI: -

Finalmente, quiero expresar.mi-deseo-sincero.de que este libro pueda ser (itil, e

fica los siguientes axiomas:

1. ESPACIO METRICO

Es necesario extender al plano, al espacio-y. al espacio’n-dimensional las no-
ciones-de intervalo, entorno; punto de-acumulacion; punto- interior; etc:,- dadas con -
referencia a la recta real. Para poder hacerlo, debemos definir, en:primer lugar, una -
distancia entre: puntos- de. un mismo. espacio;. asf-como-en la-recta:real.se define-
distancia entre dos puntos-de la‘misma.: : : S '

Todo conjunto. no. vacio; -0- espacio, -entre: cuyos-elementos  (llamados: puntos)
se define una distancia, se denomina.espacio: métrico: ‘Apartir de-la definicion de -
distancia, puede darse, en cualquier espacio métrico, la-nocién de entorno y, de in-
mediato, la de punto de acumulacién, punto interior, conjunto cerrado, conjunto abier-
to, etcétera. o

I. ‘Distancia _

Es usual definir una distancia en cualquier espacio no vacio E, como una fun-
cion de E x E en el conjunto de los nimeros reales, sujeta a determinadas exigen-
cias o axiomas. Al referirnos a una funcién de E2 en'R, indicamos que a cada par
de puntos de E le corresponde un tnico nimero real, llamado distancia entre ambos.
De las nociones de geometria elemental surge que la distancia debe ser siempre un
numero positivo si los puntos son distintos.

Definicion _

La funcién d: E x E — R es una distancia en el cohjunto'E»si y sélosi veri--

1) VaVb: (a€E A beE. = d(ab)=0); - )
2) Vavb: [a€E  beE=s (d(ab) = 0 <> -a=b)]

3) Vavb: (a€E A beE = d(a;b) = d(b;a)). -

4) VYavbVc: (a€E A beE ~ ceE f::d(&a;’c)’sd(a;.b) + d(b,:c)).-

El axioma 1 indica que la distancia entre cualquier par de puntos del espacio’ ,
es un numero real no negativo. ‘El axioma 2 afirma que la distancia solamente es
-nula cuando los dos puntos-coinciden. O sea, si los puntos no coinciden la distancia
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es siempre un nomero real positivo:“El axioma 3 da la condicién de simetria; es de-' : ’
cir, que la distancia del punto a al punto b coincide con la distancia del punto b al i - - . 2 :
punto a. Por ello, suele hablarse simplemente de la distancia entre los puntos a yb regla siguiente: YaeR"vbeR™ d(ab) = [Z(ai—bi)z] . donde &= (a,a,;.1a,) ¥
[El axioma 4 es conocido como la desigualdad triangular. - ) ' - =1 L

Es usual designar la distancia entre a y b de la siguiente manera: d(ab) = [a—b| b = (b,:b,...;b.). e .

Del axioma 4 puede probarse, por induccién completa: ) Es decir, d(a) = /(@ —b Vi, b+, 7

Lk Rt} 1 1 2 n n' -

Esta funcidn, para la cual puede demostrarse que verifica los axiomas, es una

distancia en R" llamada distancia euclidea. E! espacio métrico (R",d) correspondien-

Va,Va,..Va : (a,€E A 8,€E A ... A 2 €E = d(a;a)=d(a,;a,)+...+d(a,_1:a,)),

.;J‘
&

. n
R 0 sea, da.: SR . te, es el espacio métrico euclideo n-dimensional.
il ) a )=, d(a_,a), generalizacién de la propied i '
Py _ & n ,22 (3 1 ) 9 : propiedad triangular a n puntos En particular; si n = 1 es d(a;b) =\/(a—b)? = |a~b}, 0 sea, es el espacio mé- -
i del espacio. trico ya considerado en el ejemplo 1,

Sin=22a=(a;a)b = (b,b,) es d@b) =\/(a,~b,’+(a,~b,7.

En este caso, (R2.d) es el espacio métrico euclideo de dos dimensiones, y cada.
uno.de los elementos del espacio, que-es.un-par ordenado-de:nimeros reales, pue-
de considerarse como punto del plano: La propiedad:triangular corresponde-a'la-pro-

El conjunto no vacio E y la funcién distancia d forman el espacio métrico (E,d).
Yeremos a continuacion algunos ejemplos de espacios métr_icds.

- Efemplo 1

' El coniunto: L o : _ ~ piedad geométrica conocida: -“En’ todo tridngulo, la longitud .de un‘lado es menor .
solut. conj}:jnto-n de los nimeros reales y.la-distancia, definida' como-el valor ab-* que la suma de las longitudes de los otros dos”. :
u 0.0 mlo,‘.Ul_‘" de la d}ferencxa-entre dos- numeros reales, es'un espacio métrico. - : La expresion d(a;b) = Vl(@;=b,Pi(a,—b,)? es la ormula. geométrica: que da

O sea, (R,d) espacio m é,th‘ cosi Va eRVbeR: d (ab) = Ja=bl, la distancia entre dos puntos por ap!icacion »del teqren?a de Pﬁagoras.

d(a'bF)’a-—ia| :Srblﬁcartlpfdebemos probar que la funcién d: R* — R definida por la regla y C ‘
;D) = | satisface los axiomas de distancia. Para elio recordamos primero Ia - : 3
definicién de valor absoluto de un ndmero. real x: ) . o b, ' '

o

(X = x si x=0) A (]x] = —xsi x<0). ' 52_32 !

. Por lo tanto, (ja~b| = a-b si a=b) A (ja~b} = b-a si a<b). | | ' N /

. Los éxiomés de distancia corresponden a propiedades dem ( ' ==

L ) _ : ostradas en su opor-

: :tgr_udad para el valor absoluto de un nimero real (Calculo 1 - cap. 1). Los axiopn?as’ I & : 1o ;'
1y 2.:s0n consecuencias del Teorema 1: Va: (a¥0 = [a|>0). El axioma 3'se verifica - o ' I
por el Teoremg 2: |a|=|--a|. El axioma 4 corresponde al Teorema 7: Ja+bl=[a|+|b]. -

Consideraciones andalogas pueden hacerse para la-distancia euclidea en el es-

! <. CISmp lo 2 . , ce N _ ) _ : * pacio R3, cuya representacion geométrica es el espacio tridimensional. -
S i6 anit . : . : : istanci idea, sar de ser la més utilizada, no-es la tnica funcién . .
8 @ También el.conjuntc? de lo_s numeros racionales con la distancia definida como :.a n(ifs tsnc :'qul:;c!ﬁef :sp:c;rmgmceo como lo indican los ejemplos siguientes ’
® el valor absoluto de la diferencia entre los: nameros, es un espacio métnco. : que transforma a IR en un esp. . ind jemplos sigu .
® _0_ sea, (Q,d) espacio métrico si d(ab) = |a~b]. - : 'Ejemplo 4 ' ' ‘

En R" se define d(&;b) = max {la—b/ieN A i=n}. - -
O sea, la distancia propuesta-es el mayor entre los numeros |a,—b, },|a,~b,|....,

0 Ejémplo- 3 B o 3
Considef conj = . o 3y
Isideremos ahora el-conjunto- R™formado- por todas las n-uplas de nimeros - ] la,—b,}. Puede verificarse que esta funcion satisface los axiomas de distancia. (dis-

o reales. . . :
R o o _ ] tancia de Minkowski).
S R" = {i/?'? (x,;xa;...;x,,) A Vi: (ieN A i<n = xeR)} : 1  Eemplo5
S Definimos éomo distancia en ﬁ'f"?a la funcioh d: R™ % Fi" SR, dada por Ia » En R" se define la funcién caracteristica y puede verificarse que es una dis--
& B : _ ’ tancia:
2 ] ‘
3

2
o

X

5



4

e

22

SAEr

AL

o

i

i AT AN ¢

”~-(d(é;5) =1 si a#b) A (d(&b) =0 si a=b). "
. El espacio métrico se llama discreto.
Ejemplo 6 A

Sea Cy,,, el conjunto de todas las funciones escalares conti
el mtervalo[cgrrado [0;1]. inuas definidas en
Es degir, C01 ={/f:[0;1]] — R Af continua}.

‘La distancia puede darse mediante una integral definida:
1

ercf;[o;ﬂvgec[o:ﬁ d(f:g) -“'S lf(x)—g(X)ldx‘ -
0

Puede verificarse.que’se satlsfacen los axiomas y, por-lo tanto, se confiere una

métrica al espacio-de: funcuones continuas elegido:

’

F‘nalmente, ,puede observarsa que:cualquier: subconjunto no:vacio-de-un-con-" "
Junto E:es: espacxo métrico: para Jazmisma: dlstanma que’ conforma el espacuo “métri--

co (E; d)
EJERGICIOS'.-:. 5 - » -
1) Probar-que“ d:(é;B) ; si ;i% s una disténcia- enR2

2) Probar que d: (a,b)—-> ]a -b,| + |a,~b, ol +1d,~b | es una distan
cia en R3
=(ajaya) y b b b ) " *

3) En C[o;1] se define: erC[o:,]VgeC[OH]: dif;g) = éup {ifx)—a(x)|/x€[0;17}. Veriﬁcér

que d es una distancia.

Il. Entorno y entorno reducido

La definicién dada para entorno de centro a y radio positivo r en el conjunto de .

los nGmeros reales puede extenderse simplemente a otros espacios.
Asf como se hizo en R, consideramos a R" como espac:o mémco euclideo, o

. sea, con la distancia euclidea. ... .- "

Recordemos la- definicion estudlada ‘en eI conjunto R de'los nimeros reales :
' E(a n= {x/xeR ~ x— a|<r}

0 sea,. entorno de centro-a: y: radlo 1 es-el.intervalo: abierto-(a=r;~a +- r)

En'R2, dadoel. niimero:positivo.r; entorno:de-centro & =- (a5ia;) y-tadio.res.el- .-

conjunto.de puntos-X:=:(X;y)- interiores:al circulo de centro (a1 ;a,) 'y radior:
Es -decir;: “E(&: r) —{x/d(i a)<rkz i R
AL conSIderar ccomo'se-ha indiéado; la: dlstancxa euchdea es’ d(x ay= =3 =

=\,/(x.—a,)2+(y—a2)2, donde X = (xy)y &= (a,:a,). Por lo tanto, . -
“E(@rn).= {&/x—aj<r} o bien-:E((a;»;aa),i-)= {(xi;y)/\"/‘(x—a,)2+(y'—a;)2-<r}.~

RRAIY Rt 9 SR
R N TR
T

2 | . \(//I:’

1) T

E(é,r)(_:l:*l2

Obsérvese que, al indicar puntos del espacio R?, lo hacemos colocando un guién
sobre la letra mintscula que desngna al punto En general haremos lo mlsmo alin-
dicar-puntos de - R"sin > 1. R

La definicion.de entorno se-extiende, -sin-ninguna:dificultad; a- FP donde estéa:
representado por el conjunto de-los puntos. interiores a una esfera.

Si a=(a;a5a,), es | . .

E(ar) = {x/lx— a|<r} {(»xiy;z))\/(?—a,.)?+(yv—'éz)?+(z—aa)?<r} '

/ . E@nche

X

Es sumllar la definicion de entorno en RB" para cualquner numero ‘natural n > 3: s

-»pero, en este caso,.no admite-representacion. geométnca. R

-8 el centro no pertenece al- éntorno, se obtlene Ia deflnxcmn 'de-entomo: reduci--

do, analoga a la definicién sobre'la recta.-
En R se define entorno reducido de centro ay radlo positivo r, de la siguiente

manera:
E'(ay) = {x/xeR A 0<|x’—a|<r};’ e
que significa E’(a 1) = E(a,n)—{a}. '

En R EYar) = {x/%eR? A 0<|x—-a|<r} = E(a r— {a}
Si x—(xy) y a=(a;ia;), es-

e W\ ‘\\mm‘n“m“‘\\_““\x «T‘\M T T e Yﬂ\mx\\
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_E’((a,.,éz),i' ) = {(xy)/ 0<\/ (X—a1)2+(y—a2)2<r}, §

En B E'&0) = {W/ReR® & O<z—dj<r). . ' Paf, -

S x=(xy2) y &= (a,ia,m,), : : ' AN O
I X=(xy2) y &= (a;a,a), es , e ‘\\'7/4/217////—47’///

,E’«a‘ :82;33),1;) = {(x;y;2)/0<v/ (X—a1)2+(Y‘az)2+(z—aa)2<r}. \ /// §9an A
o . A 4 /7
Finalmente, en R" vale la misma definicién: ' » _ , \\%!Z:Z:.////// .4/ ’

, P
w

| ! { 1
N B ! ! 1
E'(3r) = {x/%eR" A O<[x—a|<r}. i . i 2 | —
b-‘ ‘. V ) ! ) 2 H 2 -

. . . . ) a, L /1// : > 7y

ik, lntervalos ) v . ) b/' E ,/ : ,,/
T . . . ! — 4

b Aunque en R", paran = 2, se utilizan casi generalmente los entornos (o esferas: X/
?r léarta.s),v puede recurrirse también a esferas cerradas y a intervalos abiertos o ce-- 5 yz)/a,<x<b
. r? F?S n-dnmensnonales;-‘extendl'endvo' enforma - Iégica las- definiciones . conocidas® - ' ‘ (80 Ty XD A B YDy N gzl

- . ; . &b] = {(xy;z)/a,=x=b; A a;<y=b, A a,<z<b,}.

SeaAa_=(a .az. ‘a)yb=(b"b"" H “con 3 - . ) [a 1 ] LA 2 3
1y geney 10g5-0.0, #b. . - i e - -

= a,<h,) y.% _ (x1’;x2;-?.;X. ) L ) con &#b. Ademas; VkeN: (1=<k=n =

n

~Intervalo abierto (a5) = {x/a,<x,<b_si 1.<k=n) : E - V. Conjunto acotado
Interval 3:b] = fx . : : . S . :
valo cerrado [&,b] = {%/a,=x,=<b, si Isk=n}. “El conjunto C, incluido en R", esta acotado si y sélo si existe un nimero real -
En R? para 3 = (a, :a,), b= (b,;b,) con a,<b, y a,<b,, es positivo k tal que vx: (xeC =°-_b-_(|.,<k)’ :
p ‘ , ' . Obsérvese que [X| = [x=0] = Vx2+x2+..+x2. - :
(a;l_:) = {{xy)/a,<x<b, A a,<y<b,}. ‘ Es decir, un conjunto en R" esta acotado si y s6lo si puede incluirse en un en-
[ab] = {(xy)/a, =x=b, A a, <y=b,}. : torno con centro en el origen. B - E
Gréficamente (3 S) i 4 _ De la definicién surge de inmediato que cualquier conjunto acotado puede in-
» e, (a;b) es el interior de ; 2B ac . . ; i ' s :
 cluyendo los lados.” or un rectangulo y. [&;b] es el rectgngulo, in- cluirse también en un entorn(? cerrado y en algin mtervalo.ablerto o cerrado.
Definicién
Y ’ o y} ’ : : . V Diametro de un conjiinto acotado C, incluido en R", es el supremo del conjunto -

formado con todas las distancias entre pares de puntos pertenecientes & C.

'bz_;__;__'_ B C b : . Ejemplo 1 ' "~

Consideremos el entorno plano de centro (2:2} y radio 1.

| \\s

al 2T A y

TR !
- O 1 b, X o a, b' 3 | :
- AT =5\ ] N _ 1 .. ) g i . : ~ o
-8 @b | [2:5] ~ = -
- : ) . 4 -

5, Obsérvese ‘que-un- rectangulo-abiefio Vi ' o=t N

. : 0 cerrado es un intervalo, y se lo debe - 4 ® 7

designarcon extr | vértice-inferiorizqui - Srti : - LA
8 - r xiremos en el vertice inferiorizquierdo y'en el vértice superior derecho. ‘ + \

s\ or -ejemplo, si queremos anotar como intervalo al conjunto A = {{x:y)/3<x<86 A l L

3 A —2<y<0}, para &= (3:-2) y b=(6,0), es A= (ab). ' ? ) B

Se trata de un conjunto acotado.pues esté in?;luido! pohéjemplo, en el entomo,

centrado en el origen y radio 4.

En R, et intervalo corresponde vipedo, incluyendo’
; 3 ° > & un paralelepipedo, incluyendo o no las caras
seglin sea abierto o cerrado. B T '

®66e
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Por lo tanto, k = 4 es.una cota del conjunto pues Vx: (%eE((0:0),1) = [x|<4).

El entorno de centro en el origen y radio 1++V8Bes el.entorno de menor radio,
centrado en el origen, que lo incluye. T T :

El didmetro es el nimero 2, que es el supremo del conjunto de todas las dis-
tancias entre pares de puntos del mismo, PEro no es su maxima ya que, al no per-’
tenecer al entorno los puntos de la circunferencia; no. existe una distancia maxima
entre pares de puntos del entorno. i

Ejemp/o 2 )
Sea A = {(xiy)/—1=x=4 A ~1=y=3}.: '

El conjunto esta acotado y puede incluirse-en cualquier entorno centrado en el
origen y radio mayor que 5. Obsérvese que el entorno de centro(0;0) y radio 5 no
incluye al conjunto pues el punto (4;3) e Ay no pertenece al entorno.

En este caso, no existe ningtn entorno*con radio ‘minimo entre todos los que
incluyen al conjunto A. SRR ’

El diametrodel conjunto es el ntimero \/52+42 = \/41 que es el supremo del -
conjunto de todas. las-distancias entre pares de:puntos del mismo. También es el
maximo pues es la distancia entre dos vértices opuestos del rectangulo dado.

Ejemplo 3 *- L ST
o - B = {(X;y)‘/0<* /xz_..'_y'2<.2:7v (X;y) =(4,0)} .

VA X ,
B T ‘ '

El conjunto esta acotado y una cota, por ejemplo; es el nimero 5, pues B esta

'+ nimo entre-todos los'que lo incluyen. Su diametro es 6.

8

incluido en el entorno de centro {0:0) y radio 5. No existe un entorno con radio mi-
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EJERCICIOS L N

1) Caracterizar los siguientes conjuntos:

§§
}
4

N
N
'é@@m@%@@@

L/ i d 5 ; ey
‘{/ : @2 o .,’///{
: B 2¢¢§- _‘=,//
1 " g N
A | @&
Y - Y

5
@ |

L

2) Para cada uno de los conjuntos del gjercicio anterior ver.si.son. acotados. Si lo
" son, dar el diametro. . o -5.
3) Graficar en R? el conjunto A = {(x;y)/ 0< VB +y2<2 v (xy) = (4;1)}. Hallar su di

Para i : centro en el ori-
4) Para cada uno de los siguientes conjuntos, dar un entorno con-centro

i i n radio
gen, que o incluya. Indicar én cada casg, si extste algu_r]o d‘e_ﬂellos Cco 7»
’ i .
minimo.

I

deasacanse

A= {(x:y)/.(xfé)2+(y—4)2<1}.

' =ty =1 AneN ameNk- -
B= {ay)x=—F——n~Yy =7 __

| _C={(x;y;z)/0<Vx2+y2+zz<3}. o E .

V. Punto de acumulacién- ST
) ; . . . nZ
La definicion de punto de acumulacion se exf(xende de mrgedli:g:; 'I:a:uci éo 2
considerando, en cada espacib, las definiciones de pqnt»,o.y e e o e
rrespondientes.
9
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Sea CCR". El punto a = (a, a2 ,a +)» que puede o no pertenecer aC, es punto'.

de acumulacion de Csiy
solo sia todo entorno reducid
o, de
por lo menos, un punto del conjunto C. centro & pertenece;

O sea, a punto de acumulacion de C < Ve>03x%eC: XeCNE'(a,€)

Puede probarse, con la misma d i0

emostracion dada en R, que en cualquier en-
torno de un punto de acumulacidn hay infinitos puntos del conu.?nto y que ur? cor on
to flnII:_tlo no puede tener puntos de acumulacién. bl

conjunto formado por todos los pu
conitto fertvade O puntos de acumulacnon del conjunto C es el
Un.conjunto .es cerrado si
y solo.si le pertenecen todos s

lacxon Es decir, C cerrado = C'CC (ver Calculo 1 -‘cap. 2). s puntos de acumu-

Ejemplo 1

" SeaC = {(xy)/|x<1  ly|<2}. Representarlo gré ' :
S <1'~'ly|<2}. Representarlo graficamente. Indicar sies
y. en:tal: 9830;-,halla|_:-suv diametro;-Hallar.C! e-indicar si-el conjunto C :azsfeor?;z?»

1.C es un conjunto acotado pues por ejemplo CCE(O 3) Su dlamelro es 2v/5.

= {(x,y)/]x]<1 A ]y|<2} Cnoescerrado pues, porejemplo (1 :0) eC’/\(1 0)¢C
Ejemplo 2
B = {(xy)/ 0<V/x— 11+ (727 <1}.

Se trata: de un ! |
o entorno reducxdo B E ((1 ;2).1): Esta acotado y su. diametro -

B’ = {(xy /\/T‘1‘2+——_z
( 2)eB' LT 2))¢B (x=1)2+(y—-2) <1} B no' es cerrado ‘pues; ‘por- eJemplo

Ejemplo 3
C = {oxy)/x =L ny =L rneN A meN.
.‘ n- y .m~A..n€N"A‘;m€N};_

10

. son puntos de acumulacion los puntos cuyas coo
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C es un conjunto acotado y su diametro es V2
C' ={xy){x=0Ay -1 S meN)v(y=0naX —l ~ neN) v.(xy) =

c no es cerrado pues (0 O)EC' A (0 0)¢C

(O.ﬂ)}-

Ejemplo 4 .
Veamos el caso similar al anterior, en el espamo tndlmensmna|

A= {(x,yz)/x—lAy——L/\z=%/\neN/\meN/\seN}

A esté acotado y su diametro es /3. El punto (0;0;0), por ejemplo, es purto de
acumulacion de A y no pertenece al conjunto. Por lo tanto, A no‘es cerrado. También
rdenadas son del tipo S|gu1ente

(0;0;—5-), (0;—,;;0), (F;O;O)' (_n';ﬁi‘o)' (;;O;g). (o;—rﬁ'?)f con nE_N A meN A seN.
ﬁenece al conjunto A. Con-

S|deremos un entorno reducndo .con centro en dicho punto y radio € =_1%5 A

Observemos, por ejemplo, el punto (0'0'1) que no pe

dlcho entorno pertenecen los puntos del conjunto (-71-—51)con n>100y m>100.

Para cualquier radio €, basta tomar n>—1- y m>—1e- Luego, (0:0;1) es punto de

acumulacién de A. Lo mismo sucede con I_os demas puntos indicados.

EJERCICIOS
1) -Probar que la union.de dos conjuntos cerrados esun COI'I]U\"I'(O cerrado: idem para

la interseccion.
2) Para cada uno de los conjuntos siguientes, hallar el conjunto derivado y-verificar

si el conjunto inicial es cerrado o no lo es. Previamente graficarlos, si es posible.
A = {(xy)/92+4y?<16} = B= {(x,y)/lx y|=2}

C = {(xy2)/@+y?+22<9} D ={(xy)/x>0 ny =2}

E = {(xy)/ (x|>2 alyl=3) v(x;y) =00} F={(xy)/xy=0}-

1
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G = {x;y)/0<V/(x—1)2+(y+3)2<5}
H = {(xy)/(jx—1=2 A ly+2|<5) v (x;y) =.(4:2)}

VL. Punto interior

Sea CCR". El punto a € C es interior al conji;nto C si y sdlo si existe un entono

con centro en 3, totalmente incluido en C.
Es decir, & interior a C ' 3E(3): E(8)CC.

Gl conjt:mto de los ‘puntgs»interiores al conjunto C, lo designarﬁos C
C‘n conjunto es abierto si y sélo si todos sus-puntos son interiores :
C abierto ¢ |C..= C (ver Calculo 1 - cap. 2). ‘ i

Ejemplo-1 - - S e

A esté formado por.el-primer y:tercer cuadrantes;ie'xcluyeﬁdo ambos ejeékt:oor-v' '

denados.: A; = A.y-Aes un-conjunto-abierto:: . -
Ejemplo=2:-.. . -, '
C=‘{(x;y)/x.=—1—"/\y=—l neN 1eN).

. = A A meN}. ©

Ningiin punto- de C.es interior al conj . id
. junto, pues, considerando Iqui

sus puntos, en .todo entorno del mi : i ¥ cvaduera de
pepdivivy : mismo hay siempre algiin punto que no pertenece
Ejemplo 3

B = {(x;iy)/4<x?+y?=0}.

C i
B = {{(xy)/4<xP+y?<g}. -

o Bgz_fBi. En efecto;.el
rior al mismo. -

R ——
i Maiiiriiiinteitianciig

(2;43)ycuyoradioes 1. = .

R ST

punto (3;0),-por ejemplo,_ pertenece al conjunto‘y no es inte-. -

Ejemplo 4 ' o
D =E'((2;:4:3),1). D es el entorno reducido, incluido-en R®, cuyo centro es
D, como todo entorno, es un conjunto abierto pues fodos sus puntos son inte- -

riores.
Demostraremos esta propiedad.

Teorema .

Un entorno es un conjunto abierto. o 7
El teorema, vélido en R" para cualquier valor natural de n, ser4 demostrado

para n = 2. Recurrimos, para su clarificacion, a-un gréfico en el plano.

s

4 Demostracion _
Consideramos E(&,r), es decir, un entomo de-centro.ay. radio r>0. Por definicin; .
‘es E(@r) = {/|x—-al<r} ' : : C .
Para probar que es un conjunto abierto debemos probar que cualquier punto del '
conjunto es interior al mismo. O sea, si-X; es un punto cualquiera-que pertenece al
entorno, hay -que-demostrar que existe E(%,)CE(an). .
Como X,€E(a,r) es: [x,—al<r. :

&

/ « .
l// @
| Kh
\ B
\ §

\ g .

&
8

Sea [k,—&| = €. Probaremos que el entorno de centro %, y radio r— e esta inclui-
do en el entorno dado. ' S .
En efecto, si XeE(X,,r—€), seginld propiedad triangular, es: [x—&}=[R—%,|+1%,—2l.
Como [x—%,|<r—€ y [%,~8| = €, resulta [x-al<(r—e)+e=r.
‘O sea, [k—a|<r y entonces xeE(a,n. ) S
Luego, Vx: (XeE(xX,, r—€)= %€E(E,). i
_ Por lo tanto, .queda probado .que. existe:E(X;, r-€) incluido.en E(@n.y X, esin-: Qi
terior al conjunto’ E(&,r). Como X, es un.punio cualquiera:del canjunto, €ste es un..
. conjunto: abierto. - A :
(En el gréfico puede observarse que cualquier entorno de centro X, y radio po-"
sitiva s<r—e, también esta incluido en gl conjunto:) - - - -

|
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EJERCICIOS ‘ T

1) Demostrar que la unién de dos conjuntos abiertos es un conjunto abierto. idem ¢ :
para la interseccion. @ '
13 et
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2) Graflcar cada uno de'los’ SIgmentes conjuntos y hallar sus puntos lntenores In—
dlcar si eI conjunto inicial es abierto o no lo es.

A = {(xiy)/|2x—y|=<85}. = {(x;y)/|x+3y}>1}.

C = {(xy)/ (X|<2 A M>1) v (xy) = (0;0)}.
D = {(x;y)/x2+y? —6x+4y = 12}.

VII. Punto alslado, extenor frontera
" Punto aislado

Sea CCF{n El punto ‘a€C es aislado si y solo sn exnste un entorno reducxdo de
a-al cual no penenece nmgun punto de C.

O sea; a atslado en C &> 2eC. A IE (a)/E (a)ﬂC b:

son alslados

Punto e'xterior- S : ' ' e

Sea CCR"I Un. punto a es exterior-al conjunto Csi y sélo si existe un entorno
de a al cual no pertenece ninglin punto de C. O sea, existe un entorno de a incluido
totalmente en el complemento de C.

Es decir, & exterior a C < 3IE(@)/E@ENC = ¢.
Al conjunto de todos los puntos exteriores al conjunto C lo desngnamos C,.

Punto frontera

Sea. CCR". Un- punto a es frontera-del conjunto C si y sélo si & no es interior
ni exterior al mismo.

Por lo tanto, en todo entorno de un punto frontera hay puntos que penenecen
-al conjunto y también puntos que no le pertenecen.

v

: La frontera de un“conjunto es el conjunto al cual pertenecen todos sus puntos .
frontera La designamos. C.

,Ejemplo 1

* Hallar’ puntos alslados y exteriores del conjunto A. Dar. tamblen su frontera
= {(x,y)/x2+y2<1}

-~

14

En el conjunto A {(xy)/x=. l ny= ——1— A meN-A-neN}; todos sus- puntos :

E! conjunto de puntos extenores esA, = = {(x;y)/F+y?>1}
__El conjunto A no tiene puntos alslados
La fror]1tera de A es la circunferencia con centro en el ongen y radlo 1.

A=l =)

Ejemplo 2
Analizar el conjunto siguiente: - ’
B= {oxy)/(x=2i<t a ly—=1l=2) vx =4y (xy) = (5:2)}

= {(xy)/(1=x=3 A —1=<y=3)v x 4}.

do. B’
El conjunto B no esta acota de acumulacion del con-

Obsérvese que los puntos de la recta x = 4 son puntos
junto B en R2 pues verifican la definicion. . ' '
j B no es cerrado pues B'(”;B Por. ejemplo, (1:0)eB’ A (1 ,O)%B.

-

¥

= f<x<3 A —1<y<3}. Bnoes
El conjunto de puntos interiores es B; {(x;y)/ <
-abierto pués, por ejemplo, los puntos de la recta de ecua.,mn X =4 pertenecen al

conjunto pero-no son interiores al mlsmo

B, = {xy)/ (k2> ly=1>2) A x4 A (xy)#(5:2)}

! punto (5;2) es un punto aislado..
La frontera - ’ . . .
= {{x; y)/(x =1a -—1<y<3)v(x =3 A —1=y=3)vly = -1 A 1=x=3)v

' vy =3 A 1=xsd)vx=4v (xy) = (5:2)):

Obsérvese que un punto,aislado es siempre frontera pues no-es interior ni ex-

njunto. . o
temr(.)?:scéorvz’ase también que a un conjunto abierto no puede pertenecerle ningun

unto frontera. En cambio, un conjunto cerrado siempre incluye a su frontera. En-
?onces siaun con]unto le pertenecen algunos de sus puntos frontera, pero no to-

dos, no es abierto ni cerrado.
15
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" Conjunto compacto
" Un conjunto es compacto si

SR

y s6lo si es cerrado y acotado: . .-

~ Conjunto denso én si
si; si y solo si todos sus puntos. son de acumulacion.

CRANTET

Un conjunto es denso en

asac
S

Conjunto perfecto
" Un conjunto es perfecto-s
El conjunto A del -ejemplo.:-jg,.(pag. -14)

- tado; no-esicerrado: ESu
- El'conjunte-B; -de’l_:-.ejemplo5-2;:no;es;-.ec>‘mp‘acto;.p
tado: Tampoco- es-denso: en.si-pues e

lacién.. : _

i-y-solo si-es ce[_radovy,‘denso ensi.

i

EJERCICIOS :

1) Dados los siguientes conjuntos en
vadoy el de sus puntos interiores; €
o cerrados; d) hallar su frontera.
A= {(xy)/Ix—yl=4 A ly=4<2.
B= {(_x;y)/x2+y2>8y—15 A y2—-By=-—12—-x2}
C = {{(xy)/x®+2x<y +3 A [x+2j=2Ay = 5%
D ={(xy)/y?<2x+4 A 2x+y2<4}.

i 12 o e P 'A s
\

) clasificar los conjuntos iniciales en abiertos

A S 22

ur.
e

2) Graficar los siguientes’ conjuntos en R?. Hallar puntos de acumulacion, interiores,
_exteriores y frontera. indicar si los conjuntos iniciales'son cerrados, abiertos, com-
pactos, perfectos o densos en si.

' A= {(xy)/xe+y2=1}. B= {(x;y)/x2+y2>1}. ’

0
!

,ﬁx‘ C = {(xy)/ @ +y?<4} — {(xy)/x=0 A y=0} .- . ‘ '
ok D ={(xyV/Ix+yl=2} E = {(x;y)/ 0-+y?—4)- (@+y?*~9)>0F.. -
) F = {{xcy)0x=1in ORy< A x#YRet o o
33 H = {pey) A(X|<2: A x>y) v fay)= Bk

W . -

3) idem:enBparas . o Lo . o el
A =v'{(x:y;z)/x?+y2+z?'>_'-1v eB= ((yZ)xEry2r0z?<ia i o
C ={(xyy:2)2x|<2:n lyi=1 ~lzl=2k . . e

4) Analizar los siguientes conjuntos en R .
A = {(x;y)/x+2y]>3 v x=y| = O}

B = {(xy)/[x+2y|>3 vix+2y| = 0}.

C=E{23)14) D=E{-412) .

e A U ) e 2255

. es su interseccién. La propiedad puede ext

. de conjuntos abiertos y a la unién de cua

): no‘es compacto-pues,:aunque. esta.aco- ... -
Es-denso: enssi-pues:todos:sus;puntos:son -de:acumulacion... .

ues.no-es terrado: ni esta:aco-+ . .
l.punto-(5;2).le: pertenece y no es de acumu- .

. asi como la interseccién de abiertos; se re

"~ abiertos.

R a) graficarios; b) hallar el conjunto deri- ’

Viil. Algunas propiedades
Pueden probarse, adecuando las .demostracionéé ya vistas en R, propiedades
de conjuntos cerrados o abiertos en R. B :
L a union de dos conjuntos cerrados en 8" es un conjunto.cerrado y también lo
enderse a la ynién de una familia finita
de conjuntos cerrados en R"y a la interseccion. de una famifia cualquiera de con-
‘juntos cerrados. : E
La unién de dos conjuntos- abiert

es su interseccién. La propiedad se e

os en R" es un conjunto abierto y-también io
xtiende a la interseccion de una familia finita
iquier familia de conjuntos abiertos.

dad de la unién de una familia de conjuntos cerrados,
fiere exclusivamente a familias finitas. Si
mente: un conjurito.cerrado ni-fa-inter- -

~ .
‘l'\‘x}

Obsérvese que la propie

la.familia es infinita, Ja unién no. es necesaria

seccién- abierto. , : -
Un ejemplo simple puede darse en_B con la:siguiente familia de conjuntos -

: S I SR, B IR

A= (1) A=l A= B e

VheN: A, = (- _:T;lh) es un<onjunto abierto. e

Consideremos la interseccion de los infinitos intervalos.

Es ﬂ A= {0} y {0} no es un conjunto” abierto.
h=1

- ~Demostraremos algunas propiedades-que utilizaremos.en R

Teorema _ } R ‘

Sea (A,) una sucesion de intervalos cerrados bidimensionales (recténgulos ce-

rrados de lados paralelos a los ejes). Si cada uno de ellos esta incluido en el-anterior °
"y las longitudes de sus lados tienden simulténeamente_.:';a_‘cer_o;r‘gntonces, la intersec-

cion de los infinitos rectangulos es un dnico punto. . s - L o
(Este teorerna-corresponde'al,deAintervalos encajados en R — Calculo. 1, cap.

gy : :
El rectangulo A, es el intervalo cerrado. bidimensional-{3;b;1. -
. Sia, =(a;a)y b, =(b;b3): él,rgcténgulo. A, es el conjunto. - -

A, = {(xy)/ a,sx'sb_; A égsy”sbq}_

Anglogamente A= {(y)/ a,=x=b, A a’zsysb’z}.

2,
27
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AD.... Alim.(b,~a,) =0 A lim (b;~a)) = 0. -

La proyecciori-sobré el ejé x dél-rectangulo A es el intervalo cerrado [a;;b ], la -

del rectangulo A, es [éa;bé], etc. O sea, [a;b 1 [az;bz],...[ah;bh]... forman una suce-
sién de intervalos encajados, sobre el eje x, cuyas longitudes tienden a cero. De
acuerdo con el teorema en una dimensién, su interseccién es un Unico numero
_real x,,.

Considerando las proyecciones de los rectangulos sobre el eje y, obtenemos otro
encaje de intervalos cuyas longitudes tienden a cero:

fa}b}] [a}b;)...[a; b, ]..., que determinan, como interseccién, un Gnico nGme-
roreal y,. o '

El purito & = (x;;y,) verifica la tesis del teorema. -

En primer lugar, pertenece a todos los rectangulos, pues

=] : . @
X = () [a,b,] A o= () [a;b1)
B “h=1 ’ © o h=y
Ademés, ambos son Uinicos pér el teorema de intervalos encajados en R.
Luegq; a =(x,;y;) es el tinico punto que pertenece a todos los ‘rectangulos.

Teorema de: Bolzano-.Weierstrass":.(én':H?..)“

Todo conjunto:infinito y.acotado tiene*un:puntofdeiacumulaéién. (EL ehunciado :

. es el mismo.que.en una dimension y. la.demostracion que.daremos puede extender-
se a cualquier dimensién.) - - - '

Consideramos un conjunto A tal que ACR? y A infinito y acotado. Como es un-

conjunto acotado, se lo puede incluir en un entormo deé radio k>0 y centro en el

origen. Este entorno, a su vez, puede incluirse en un rectangulo cerrado, de lado
2k, centrado en el origen. ' T

18

- pertenecen infinitos elementos del conjunto A. Sea éste A,. (S cada.uno de los cua-.

Subdividiendo este cuadrado Aﬁ en cuatro cuadrados, a uno de estos cuadrados:

tro cuadrados tuviese solamente.un:nimero finito-de elementos.de ‘A,-su union, 0.

sea, el cuadrado inicial A, tendria solamente un nimero finitd,def‘eleihentos deA).
" Por lo tanto, A, es un cuadrado, cuya longitud de-lado es k, al-cual-le pertene--

cen infinitos elementos del conjunto A. - - L
.Subdividiendo A, de la misma manera, sea A, el cuadrado que tiene infinitos

elementos de A y la longitud de .su lado es % Anélogamente, para A, la lon-

‘gitud de su lado es i‘-z y asi sucesivamente A es el cuadrado cuyo lado tiene
longitud ?':_—1, que contiene infinitos elementos del conjuri'to A

Se ha formado, entonces, una sucesién de rectdngulos encajados, cuyos lados
tienen longitudes que tienden a cero. Sea & la intersaccion de esos infinitcs rectan-
gulos, segtin el teorema anterior. Probaremos que a es punto de acumulacion del
conjunto A. o B _

Consideremos un entorno cualquiera de centro & y radio €>0. En ese entorno
puede incluirse un cuadrado A, de la sucesion. Basta para ello que su diagonal sea

- menor que 2€ y ello es-posible porque las longitudes de las diagonales tienden a - ;

cero con las de los lados.

Lo -~\\
4 N
€ /s

/ \
/ :
I / \.
5 { 47
v 1,78 !
\ /
\ /
\\ //.

~

A ese cuadrado A, pertenecen infinitos puntos.de A, y por. lo tanto, hay algdn
punto X+a tal que XeA 'y XeE(&;€)- Luego, a es punto de acumulacion de-A. . ‘
4 Propiedad de Borel . ’

"El teorema de Borel también es vélido en R". Definimos primero cubrimiento ..
abierto de un conjunto A. ' : : : '

.

RN




N . La familia F de conjuntos es un cubrimiento abierto de A si y sdlo si: : Seccion Vil !
e . . . . . ° . e . . ) )
’ ‘%3 19 F={F } y VneN:F, es un conjunto abierto; 1) A" = {(xy)/[x—y|=4 A y-4|<2} A no es cerrado.

{23 2°) cada uno de los puntos del conjuito A pertenece, por lo menos, a uno de:los A, = {(xy)/[x—y|<4 A ly— 4/<?} . A no es abierto. )

A conjuntos F . O sea, VxeATF, eF tal que XeF. — (Y)Y = 2 A ~2=X=6)v (y = 6 A 2=x=10) vy = X4 A 25y=6) v

El cubnmlento es infinito si la familia F esta formada por infinitos conjuntos y
finito en caso contrario. v v(y = x+4 A 2sy=6)}.

Teorema

Sea ACR" ‘SiAes un conjunto cerrado y acotado (compacto) y Fesun cu-
brimiento ‘abierto de A, entonces existe un.subconjunto finito de F que también re-.
cubre a A. (La demostracion es andloga a la.vista en Calculo:1 - cap. 2)

Y Y YV VY

' RESPUESTAS:AEJERCICIOST .- - © .- . . e

T s

B’ = {(x;y}/x2+(y—4)2=1 A.x2+(y.—4)254} B *‘B-rno'g\s,.zc':grraQO..

CCAPITULOLT. o ' \ - rago.:

o o o c : 2 - . : T Bi={xy) @+ (y—4)2>1 A-X2+(y—4)2<4}-. B no-es abierto.. . . @

Seceion IV ’ ' _ ¢ = {06y)/ B +(y—42 = 1vxP+{y—4)? = 4} - ' o . i&\;

1) A={{xy)/|x=y}. B= {(xy)/x2b2+y2a2<a2b2 x2+y2>b?}. &
C = {(xy)/2x+5y<10}. D= {(x:y)/0=x<2 A 0=y<2 A X#Y A X#2-Y}

o) didm.B=2a  damD=2vZ  3) didm. A=2+V17

ACE((O 0),10). El entorno centradoen el origeny radio r = 1+2\/-' 5 es el de radio
“minimo que incluye a A. '
BCE((0;0),5)  CCE((0;0:0), 10).-El mismo conjunto C es el de radio minimo y

centro en el ongen que lncluye al conjunto

= {(x;y)/y=x2+2x—3 A —4X=0npy = 5} C-no es cerrado.

Y LY

Seccién V : _
2) A’ = A es cerado B'=B B es cerado. - | - N = {(x;y)/y>x2+2x—3 A ‘4<X< OAy <5} Cnoes abierto.

= {(x-y z)/x2+y2+22<9} C no -es cerrado. s . . : {(X'Y)/(Y 5na "‘4<X<O) v (X =0 A —3<y<5) V(y (t(+1)2 4 A .fv‘;!'}‘i

D' ={(xy)/)520. Ay=2}. D NO: es: cerrado. - - o 3 LA —4=x=0)}. i @

L g te e

E' = {(xy)/ix|=2:A:ly|=3}:2.. 'E. no-es. .cerrado. . et
F'=F F cerrado:- G = {(xy)/ (x=1)2+(y+8)2=25}. - = G.no escerrado. -
= {(x;y)|x= 1]<2 '~ y+2|<5} H. no. es:cerrado. - ‘

Chrs e 1 P g

Seccnén VI
2) A, = {(xy)/|2x-y|<5}> - A no-es: abierto.
B,=B B es abierto. _
C = {(xy)/lx[<2 Aly>1}. C no es abierto.
Di ¢ D no es abieto. .

£ B kB L

R SR
A

20

5

R S




D = {(x;y)/Jz-yz—st_sZ— —2—y2}. D.no es cerrado. : ‘ ] ‘ ) _ . . v —

D,=D D es abierto.

o

Dy = {(xy)/ (x = %f—z A -zéysQ) vix=2- %yz A —2=y=2)}L

A
G 9

e,

e : |
: § : B’ = {(xy)/ (x2+y?—4) (x>+y?—98)=0} E no es cerrado.

| i - (ﬂ;“ ' . R . E,=E Eesabierto E,= {(X;y)/(x2.+y2—4) (x?,+y2—9)<0}.

I - gy o B, = {0ay)/ 0 +y2—4) (Ey?=9) =0}
! i . .
. f 2) A=A A cerrado: A = {(x,y) /x2+y2<1} “A‘no-es abierto:” E no es compacto ni perfecto Es denso en si.. .

& LAE = {(xy)@+y2>1} Ap={(xiy)/x¥+y>=:1} - A es -compacto, denso-en si.y- - N I e
B perfecto : : - ﬂ

= {lxy)/ x2+y2>1} Bnoescerrado B, =B  Besabierto.
| o = {bay)@yi<t) By ={txy)/xt+y* = 1}

-

y o
17009
7

z ,no e§ comsact: ni perfecto. - B es denso en si. . | // (\// -
= {(y)/x2+y?=<4}  C no es'cerrado. , /)\
C,=C - Ces abierto. - %,_
: = {(x;y)/x2+y>>4} = {(x,y)/x2+y2 =4} U {(x,y)/y 0A O<x<2}
e C no es compacto Es denso en si. No es perfecto. '
F' = {(x;y)/0=x=1 A O=y=1}" F no es cerrado. - EUEIE R .

F, = F-{xy)x =1} ~ F no es abierto.

F, = {(xy)/(0=x=1ny=0) v(0sx=1ay=1)v(x=0n0sys1)v
Cv(x=1A0=ys1)v(x=y A 0<x<1)}

F no es compacto ni perfecto. Es denso en si.

= {(S(;y)/lx+y|52}. D es cerrado. .-

oo
D, ={(x;y)/|x+y|<2} D no es abierto.
D, = {xy)/Ix+y|>2} Dy = byl Ix+yl =2}

D no es compacto. D es denso en‘si y perfecto.
23
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Sl . . ) |
?" - cH= {{(x;y)/ix|=2 A x=y} . Hno es.cerrado. . 6§ |
“H,=H={(3;1)} H no es abierto. & ;

H, —{(yVy>XVGﬂ>2A(xw¢w1»}

(3 1) es un punto alslado

H, = {{xy)/ (x| = 2 A xzy) v (le<2 A X —y)} u{En}
H no es compacto ni denso en si. No es perfecto.

LR

s

<

200 e

B' = {{(x;y)/|[x+2y|=3vx = ~2y}' B no es cerrado.
e | B ={(xy)/[x+2y|>3} B no es abierto:

2 . ' o = {(Xy)/[x+2y]<8 A x#=—2y}. , ’
' B, = {(xy)/Ix+2y| = 3vx=-2y}. . : ,

B no es compacto ni perfecto;sEs.densb.en:’sf.

,,.
it

T
~
<

a w7 | -
. | | <Y, @
3) A=A Aescerrado A= {(x;y'z)/x2+y2+zz>1} A no es abierto. : 3/2/
' A, = {xyz) /B +y?+22<1} = {(xyy;z)/x2+y2+z2 = 1}. /7 Y /////// ) @
L.
g A es denso en'si y perfecto. No es compacto. : _ - 17/, ///“ /7% 4(/[[/ » 8
f:‘. = {(xy z)/x2+y2+922<1} B no es cerrado. ' _ N7 T €
X B, =B’ Besabieto B, = {(xy;2)/ @ +y2+922>1}. . : /W/shh}\ y=-7 - 8
B = {(x:y:2)/%@+y2+9z% =-1} == ‘B no es compacto ni perfecto. Es denso en si. : y=-5-% e S j
: v _ A ' w R , |
Q

C’ = {(xy:2) /|XISé Alyl#1 alzl=2} Cnoes cerrado. - v
T : A L C = {(x;y)/ (x—2)2+(y—3)2=<16}'
= {(xy:2)/X|<2 A lyl<1 A Izl<2} Cnoesabierfo. =~ y (e x=2) . bop=1e) . © no es cermado.
T i Ci=C Cesabieto C,={(xy)/(x—2)?+{y—3)2>18}. -

C —{(X,yZ)/|Xl>2V|y|>1VIZl>2} o . . {(X )/ —2)2 2 N .
= losvia)s =2 b=t » =2V (=2l = T AIZI<2)v(lXI<2 T “6} @ o s compacto-ni-perfecto. Es denso

A=Al = 2))
Es denso: en:si. No.es perfecto ni-compacto::- -

D’ = {(x;y)/ (x+4)?+(y—1)?><4} D noes cerrado:
o ' : : PR e o B,=D Desabieto D, = {(xy)/(x+4)2+(y—1)2>4}.
4) A’ = {(xy)i{x+2y|=3vx =y} “Ano:-escerrados . T ¢ : D, = {(xy)/ (x+4)2+(y—1)2 = 4} U {(=4:1)}.
A = {(xy)/x+2y|>3}-  Anoesabieto.n " . - : Es denso en si. No es compacto ni perfecto.
© A, = {(xy)/[x+2y]<8 A x#Y}. :
= {(x,y)/|x+2y| 3vix=ya —1<x<1)}
A no es compacto ni perfecto. ES denso en si.

3
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2. VECTORES.

esponde, de:manera directa, al célculo .Ge-.-

£l material de-este-capftulo-no-corr
neralmentelos:alumnos ya.lo. conocen, por:haberlo estudlado. en-forma mucho mas.

litica..-
completa; en-algebra: Jlineal.o en geometria:anal ~
ﬁie iibicado en este caprtulo definiciones-y- propnedades que serdn usadas en. el :

libro, en especial para et estudio-de_funciones- -vectoriales y campos: vectoriales..:
Si el estudiante las tiene presentes, puede obviar la lectura de este capltulo y
recurrir a él cuando necesite recordar algunas nociones vectoriales 0 de geometria

analitica que se ufilizaran mas adelante

l.. Espacio y'_ectorial |
Consideramos’primero 1a definicién de la estructura de espacio vectorial para
" ctialquier conjunto V, no vacio, respecto de un cuerpo conmutativo (K +, ).
Sean @ y O dos operaciones. o o
vV.&, K, 0) es “espacio vectorial si 'y sdlo si se yenflca.
1) (V,®) es grupo conmutativo.
2) O es unaleyde composicién ‘externa con °
O sea: O:KxV—> V/VoeKVVeV: arlVeV.
3) la ley externa satisface la asocxatnvndad enunci

peradores 0 escalaresen’ K. | -
iada asi: S -

VaeKVBeKVveV (. ﬁ)uv = am(ﬁuv)

4) la Iey externa es. dnstnbutlva respecto de.la. adicion_ en K. Propledad enun-

ciada-asi: _ _ 7 |
VaeKVBeKVveV (a+B)[3v (ar)®(BOV) -

'5):la ey externa es~distributivavresp_.ecﬁp_, de la adlcxon enV. Propnedad que se

indica:
VaeKvxeVVyeV: ar(xy) = (amx)e(agy)

-6) la unidad del cuerpo es elemento neutro para la ley extema
O sea: VveV: 10V =¥, donde 1 es ia unidad en el cuerpo (K, + )

; EI con]unto K recibe el nombre de conjunto de escalares y cada uno de sus
elementos es un escalar. Ef conjunto V. es el conjunto de vectores y cada uno de sus
elementos es un vector. - ’

+ y -son las leyes intérnas en el .cuerpo y se Ilaman adncnon y multnphcacxon

de escalares. La ley interna &, definida en V, es la adicién de vectores. y la Iey ex-

terna 0O es la multiplicacién de escalar por 'vector.

Obsérvese que la ley éxterna se define como funcién de KxV enV, y como el
producto cartesiano no es conmutativo, no tiene sentido cambiar el orden y multi-
plicar vector por escalar.

El producto. de un escalar por un vector es, como ya se ha indicado, un vector.
El neutro para la adicion en V es el vector nulo, que se designa 0.

He usado simbolos diferentes para designar las operaciones en KyenV, con

el objeto de clarificar las nociones inicialesque caracterizan la estructura abstracta . -
de espacio vectorial. Si bien los simbiolos diferentes-permiten aclarar.dichas nocio--..
nes, en el uso repetido complicany hacen muy tediosa la notacion: Por eso, una.vez.

comprendido su signifi icado, prescindiremos de-ellos al trabajar.con. el triico modelo
que nos .interesa en este texto; que es R" con escalaresen R. Es.decir, al vector
x@y lo designamos simplemente %+, al vector 0¥ lo-indicamos av, etcétera.

"Comenzamos con un modelo simple de espacio vectorial, considerando como
con]unto de vectores al conjunto R? y como conjunto de escalares al conjunto R de
ios ntimeros reales.

Para verificar que (R?, &, R, [:1) es espacu) vectorial, definimos las dos leyes
de composicion:

1) la adicién de vectores es (a; b)@(c d) = (a+c;b+d).

Obsérvese que la adicién en el primer miembro es @ (en R?) y la que aparece
en el segundo miembro es + (en R).

Puede verificarse de inmediato que R2, con ®, adquiere estructura de grupo
conmutativo donde el vector nulo es (0;0).

2) la muitiplicacioén de un escalar por un vector es ar(ab) = (a-a;a-b).

Puede probarse ahora, en forma muy sencilla, que se satlsfacen los restantes
axiomas de espacio vectorial.

Para simplificar la notacion, como hemos antlcxpado, nos referimos al espacio
vectorial R? con escalares en R.
_ .Por lo tanto, un elemento perteneciente a R? es un vector. Si el vector es

" ¥ = (a)b), a es la primera componente y b la segunda y puede representarse en el
plano por el punto de abscnsa a y ordenada b. EI vector nulo corresponde al origen. .

y

bf----—--3 = (a:b)

En geometria y en fisica es usual representar un vector medlante una flecha
con extremo |n|C|al en el origen de coordenadas y extremo final en el punto indicado
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determlnada es la dlreccmn del vector y los extremos dan el
dos vectores es un vector cliyas componentes son-ordenada--
mente las sumas de-las.componentes. respectlvas E! vector opuesto s un vector.

cuyas componentes son los nimeros opuestos de las componentes iniciales. -
Geométricamente, la suma de vectores sé obtlene utilizando la conomda ‘regla

sentido. La suma de-

-del paralelogramo™.

Otro’ e]emplo -de=espacio:

. en R. Todo elemento dé R’
. tridimensional o un vector con tres co
Utilizaremos la terna dextrogira o
mano derecha en la direccién positiva del eje x. y e

- gje y. el dedo central indica naturalmente Ia direccion posmva del e;e z. )

mponentes.;

‘vectonal que utlhzaremos es: el -de‘R3 cor: escalares .
puede representarse: mediante: un- punto del: espamo:

derecha. (Si colocamos el dedo pulgar de la
| indice en el sentido positivo del

tema-dextrégira- - - - . N ~ tema- levégira -

En ge'nesal' el-conjunto. A" también-adquiere’ estr

para cualguier-n:>3::con:eseal

externa:en: forma analoga asla reallzadaaenfﬂ“ y: FP o

Igualdad de vectores en R“

Considerando la iguaidad de n- -uplas, dos vectores son lguales siy- solo sis

__ componentes son respectivamente iguales. - -
" Es decir: x=y = Vii (X’ —y A 1=i=n-a neN).

-~

“\
R

T v“h\’&fﬂ\‘f\\"‘i““m R wg

R

uctura de: espacio vectonal
|ares:en-R:-Para-ello’se.definen. Ia. Iey interna.y-1a. Iey

S '@.‘M‘

us

AR

R —

"Esto pen'nne ‘considerar snempre vectores cuyo origen comc1de con el ongen de:

coordenadas

o
Hsy]

x‘ ________ /

e e ¥ 2

[ = 3 S EGUPR——

- az L i
a, X, . X
En R? por. e;emplo sea o
a=(a;a,)nb= (b =X,ib, —xz)-“ S
i=be a, :

=b,: x A a2 ‘b —x,
Norma:de :un-vector en R". '
Si consideramos la métrica euclidea; la- di ia ¢ o &l Grigen s6 ¢
3 < 4 ; stancia de-un.punto al origen se de-
nomina norma, longitud o médulo del vector correspondiente. - "
. - A5 o i 2
Sik = {x;X,..ix,) s [X| = Vx2+x2+..+x2 0 sea, ¥ = (2 x?>1'2
EnR: [ = V2, , propiedad ya vista para médulo de un ndmero real.

En R2: x| = Vx2+y, etcétera, .. .
Un vector es unitario si y solo si su norma-es 1. Se Io denomuna versor.

lIl. Dependencia lineal

Definiclén 1 : e e
En R" 6l vector aes oombmacxon lmeal de los vectores 8,8, nd siy ‘sélo si
-3

rlly tales que 3 —zaa

existen escalares o 1,a
. i i=1

Deﬁmc:én 2

lUn conjunto {a,,a2 A } de s vectoreS' de R" s lmealmente ‘independiente-si.
y sdlo si la tnica combmac:on lineal de los' mismos:que.da el vector-nulo tiene.todos- .

los escalares nulos.. - - .

En simbolos: .

{a,. .8 }hnealmente |ndep en R“ el Eaa == Vl & = 0.
i=1
Por ejemplo, en R? los vectores 1= (1;0 =.(0;
] 1 -

I mdepend:ente (1;0) y ] = (0;1) forman un con}unto fineal
} Andlogamente, én R? los vectores coordenados unitarios:
I.= (1;0;0), 7= (0;1;0) yk (0;0;1) forman ‘un conjunto linealmente mdependlente

29 .
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- Siun conjunto de. vectores de un.mismo espacio no es |inealmente indepen-
diente, se denomina linealmente dependiente. Puede probarse de manera muy sim-
‘ple que un conjunto de vectores es linealmente dependiente si y sdlo si uno de ellos

es combinacién lineal de los demés. . S
Por ejemplo, sean a, Y a, dos vectores ge R? que forman un conjunto lineal-

mente dependiente. Por definicion, 3i tal que 2 o3 = 0 A o#0. Suponiendo «,#0
- i=1
es a,3,te,d, = 0 A a,#0. '

. o .
Luego, &, = ( - —2—) a,ylos Vectores 2, Y &, resultan paralelos en el plano.
. : a, ‘
La dependencia lineal, entonces, significa geométricamente en R? que los vec-
tores-estan’ incluidos.en rectas paralelas. Considerados a partir del origen (vectores

libres) se.ubican sobre la misma recta.. . . .
De manera.similar: puede verificarsezen-R¥:que i tres vectores forman-un.con--

junto: linealmente dependiente;.entonces:existe.un;plano-al cual.los tres.vectoresre:. -

sultan:paralelos:.. . . oo

- Bage: de..un espacio vectorial.- ... . -
‘Definicién -~
El conjunto {X,.X,,....X} €s una base del espacic B" si y sdio si sz verifica:

1) el conjunto es linealmente independiente. o
2) todo vector del espacio puede expresarse como combinacién lineal de los

mismos. - - .
Tienen especial importancia en R" los siguientes vectores unitarios:

g, = (1;0:0:...;0), &, = (0;1,0:...:.0);.:. o = 0:0:...;1),
llamados vectores coordenados unitarios o versores principales.
Es usual la siguiente notacién para dichos versores:
- enRZ(1,0)=1(C;1) =]
- en R (1:0;0) =7 (0;1,0) = (0:0;1) =k -~
- Puede probarse faciimente la siguiente propiedad en R™:
‘ a=(a;8,.-a,) & a=a,0,+a,l,+.+al,.

. Puede-demostrarse también que el conjunto {ij} es una base en R? y {ij,R} o
es en-R?. Lo mismo sucede con {1,,,,....0,} en R". Cada una de estas bases recibe

el nombre de: base-canénica del espacio comespondiente. -

n

Su norma:

T & + : = Spa— ki
E] a?+aZ+..+a2 atal+..+al B+ad+ L +al
n 1/2
] Z(af]
’1 B K
iél n .

> (@)

i=1

La divisién de un vector por su mddulo suele lamarse “normalizacion” del vector.
Por ejempilo, siendo a = 2i+5j.es |a] =V/29.

a 2 5"

. Algebra vectorial

Ademas de las operaciones ya definidas: adicion de vectores y multiplicacion
de escalar por vector, pueden darse otras leyes de composicién con referencia a
vectores. : . : ‘

La definicion de sustraccion es inmediata y se apoya en la existencia del vec-
tor opuesto para cada vector. :

Es d=a-b e d=a+(-b).

Interesan, en especial, dos tipos particulares de multiplicacion.

a) Producto escalar

Definimos en R" el producto escalar o producto interno 'de dos vectores de la
siguiente manera:
.siendo X = (XXX ), ¥ = (Y,i¥,i¥,) €5 X e ¥ =X Y +X Y, +..HXY .
. n M .
Oseax-y= Exiyi .
! . i=1

De acuerdo con esta definicion, el producto escalar de dos vectores de un mis:-

Si a =E 'a,'ﬁl, «éntd’hdes.a,~,a'2,-;.;aﬁ son: las componentes: de-a respecto-dela-: -~
i=1 . . :

oezrpa
Fa (Fon
e 5 2

mo espacio es el nimero real que se obtiene como-suma de‘los productos-de-las” - .~

base.canénica-o. simplemente.las. componentes:de'a. - - respectivas.companentes.: - '

=

o ‘ Pueden probarse las Siguiehtes propiedades del producto escalar:
1) propiedad conmutativa: a.b.= b-a. - &
-.2) propiedad distributiva respecto de la adicién de vectores: . -

Si. a#0,. entonces '.—Ia_‘—l- s un vector unitario o versor. -
- . a N ) )

22
7

& En efocto, 2 = (it CaBre) = @B HED)
= | Bl \& @A |
& ‘ 31
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3) propiedad “asociativa”: (aa) b= a(éffg).
4) propiedad del médulo: 2.3 = [af2 '
5) desigualdad de Cauchy-Schwarz: |a-b|<|a||b|

4 Probaremos la ultima propiedad
a) sia= Ov b = 0, entonces los dos miembros de la de51gualdad indicada dan
el nimero real 0 y se satisface la igualdad.

Osea a= Ov b=0= la-b| =0n lalip| = 0= la-b| = |a||5|,=> 1a-bl=<Iaj|b|.

b) suponemos a=0 A 0.
‘Considerando que a es un numero real cualqunera.

{ de la-siguiente.manera:: -: .-
| #RI—- H/,f(ix)z; |o&+B2

Observemos: que-el-recorrido. de-f. esté formado. por. numeros no negativos: -

~Porla. propiedad:4; es:f(a) 3 = (ca+b): (aa+b)
Aplicando:las:propiedades:1;-2:y-3; rresultas;..

fo) = aale+2a8 - B+ -

Completamos un cuadrado en el seguhdo miembro, de la siguiente manera:
' -b a.b \2|, ;. (a:D)
(o) = &P 2+ 20— a- +( ) ]+lb| -
”.”[ Al N\ faR a2

8.0 V2, 1 | iaeife_(a. i
Luego, fle) = |a]? (a+ o ) ,+Ez—[|a|2|blz (2 b)z].

' Elegimos el valor de a que anula al primer término de’la’'suma; Pard ello basta

hacer a = — —2-. ,
a2 A _ o

Como los-valores de f no son negahvos, es ch. f(a)>0 y por lo tanto:

' ab.) __1 | izppp—(a-b)2|=0-
f(-j _H;) |5|2._[.lalzlbl? -(a-b) ] 0

Luego? |a|2|bF>(za~b)2 :
Por tratarse:de ndmero

~ bro y resulta fa- -b|=(allbl, ‘que-es la tesis: - -
Otra forma de:expresarla desngualdad de: Cauchy-Schwarz esi.

231
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definimos la funcién escalar

S no negatlvo' V»extraemos raiz cuadrada en cada miem- .

Sl

i \\\Wﬂ\ it TN A A
R R R TR R

El producto escalar tiene en RZ y en R3 una nmportante mterpretacnon geome-

_trica.

"Sean a y b dos vectores del espacuo R® y « el angulo que»-forman (O<a<mw): En
el plano de ambos vectores queda determinado-un tridngulo al cual podemos:apii-
carle el teorema del coseno de trigonomeiria plana. '

Los I_ados del triangulo determinado por 0, a y b tienen las siguientes longitudes: - -
al, b} y [b-al.
Por el teorema del coseno es:

lo—2}? = &+ |bj2—2/aljblcosa (1)
Por propiedad del producto escalar, es también:
lb-a[? = b|*+|a)P-2a-d (2) -

De (1) y (2), resulta &+ b = |a|b| cos a, expresion que suele darse en R?y R?® co-

mo definicion geométrica de! ‘producto escalar, y que se vermca también si -
a=0va=m

De esta formula podemos sacar algunas conclusiones. En. primer Iugar como
{a| y b} son nimeros positivos si ninguno de los vectores es el vector nulo, el signo
del producto escalar es el signo del coseno del angulo que forman los véctores.”
Por lo tanto, el nume;o 3-b es negativo-si y solo:si-cos:a :es:negativo; o sea, si-:

m . PR i i
- <a=w. Ademds, si-& y b son.vectores. no nulos, el producto..escalar es nulo si

. T . .
cos a = 0. Esto sucede si a = > en cuyo caso.los vectores son perpendiculares -

u ortogonales.

Luego,8-b=0ea=0vb=0vaLb. R

Por otra parte; si el producto escalar noes nulo, la definicién geometnca permite :
calcular el angulo que forman entre si-dos’ vectores dados, si se conocen las com-

ponentes de dichos vectores.

En efecto, si |a] [b]=0 es cosa = ??
lal b} -
33
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a,b,+a,b,+a;b,
Vaiiata /O bEHbE

Si a=(a ;az;as) 6 = (b,;bz;ba) ' coé a=

La formula geometnca indica tambiéri que. para hallar el producto escalar de
dos vectores, se puede multiplicar la longitud de uno de ellos por la longitud de la

proyeccidn del otro sobre él.-

U‘j.

Eosa

(8l cos o)fB| = 2
b) ‘Producto. vectorial. ‘

) dlmensmn -sélo.se-define en’ R"v'. v
‘Dados en B3 los vectores &= (a1 ,az, ) yb= {byib,
aporbes el vector

72}
25

3) el producto vectorial de

- E ‘= (azba_aabz;aab1 _aI ba;a1b2f32b1),
o bien, 3 n b =(a,b;—a,b,)i+ (@b, —a,by)i+(a,b,—a,b )k

Para recordar la definicion anterior, es usual darle al sequndo miembro la “for-
" ma” de un determinante: ’

an
>
o
Il
-AD- -‘m -
T
uU' Jﬂ xt

Pueden probarse las siguien{es propiedades ¢el p}oducto vectorial:
1) aAb=-bnrd). .
.2) an(b+8) = (@A D)+@ AT

g\\\i%m\ 3) ala'n'b) = (aa)’\b—a"("‘b)
;g(x\\'.‘é 4) a-(@anb)= b-(@anb)=
B @ 5) ana=0

© 8 inj=kjnk=1kai=}

7) | A B2 = (3PP (@ B2

al vector a y al vector b.
Demostraremos ahora que & a b| =
geométricamente al producto vectorial. .

lallBl sen . Esta formula permite definir

2D ®
w
S

2 &

Este producto;: a diferencia del escalar que se define analitmamente en cualqmer o

De la propiedad 4 surge que el producto vectonal es un vector perpendicular

Por definicion de producto vectonal y de modulo de un vector, es
g A b|2 (aby,= asb2)2+(a3b —~a, b3)2+(a b,— azb)

Luego, |a A b]2 = 1:12+a3b"‘+a3b2-ta2b2 azb2+a2b2 2a,b,a.b,~2a b,ab,~
-2abab, (1).
Por otra parte, |a[?|bf? sen? « = |a2b[(1- cos® a) =
= [3P[b2—[a2bP? cos?a = [alPlBIE ~(a - b)2=
= (@f+ag+a) b3+ b3 +b))~(a,b, +a,b,+a;0,)* =
= a2b2+alb2 +alb2+aZbl+alb2+aZb3-2a b, a,b,~2a, b,a,b;~2a,b,ab, (2).

De la |gualdad entre (1) y (2) surge:
]a Abj2 = [aFlblzsen2

y por lo tanto, |a A B} = lallbllsen al. .

. Flnalmente, como sen =0 pues 0=a=m, obtenemos

ERN b| lallb} sen

Esta forrnula indica que la longitud del vector & A besel érea del paralelogramo
que determinan los vectores dados.

Ahora blen hemos hallado la dlreccxon del vector resultado que es perpendi-

cular al plano determinado por a y b, y su longitud que es &l drea del paralelogramo

que los tiene por.lados. Falta dar su sentido.
El sentido depende de la posicién relativa de los ejes coordenados. Sl el S|stema
de coordenadas esta dado en el espacio por una termna dextrégira, el sentidode @ A b

- también viene dado por la tera derecha. Es decir, suponiendo que el vector & gira

hacia b, si los dedos de la mano derecha siguen esa rotacion, el sentidode 3 A b
esta sefialado por el dedo pulgar.
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~ Si bien, al dar la: definicion geométnca. el sentldo debe exxguse por definicion,
la expresién analitica lleva también a un vector con el sentido indicado. Para veri-

~ ficarlo, basta recordar la propledad 6 (pag: 34)-donde se ha probado.a- j=k Alva-

riar las componentes de los vectores 3y b, el sentido se mantiene pues considerado
como funcién, & A b es continuo respecto de @ y b. .

De la expresién geométrica surge de inmediato que,. si los vectores son para-
lelos, su producto vectorial es nulo-pues sen e =.0. Reciprocaments, si el producto
vectorial es nulo y los vectores no lo son, entonces resultan paralelos.

c) Producto mixto

~ El producto escalar y-elf producto vectorial pueden combmarse, fon'nando el pro-

ducto mixto..” .
En R¥seana= (a,,a2 a3) b= (b,, = (04iC,iC,)8: B esel nime-"
ro-que-se:obtiene-del: producto,escalan_entre&los vectores:a. y:b.:/\ G o :
’ Utlllzando las: definicioiies: oonocndas,«se pmeba de inmediato. que- -~

ey
: br b, by
T € Gy Gy

'é”B"c’:=<-

Tamblen puede probarse utilizando propiedades 'de los- determinantes, que
3:bAd=08+aAD=D"EnA 3, oseaque se pueden permutar ciclicamente los vec-

tores sin que aitere el producto mixto.
Finalmente se demuestra también que pueden intercambiarse las. operacmnes

sin que altere el resultado final: 4 - ‘bAaG=anb-&
E! valor absoluto del producto mixio.coincide con el volumen del paralelepipedo

que tiene a los vectores dados como aristas.

y esperpendicularal: plano del mismo: SI {3 es: el éngulo que. forman entre sianb y c.
su producto escalar-es:[a-~-b| |&] cos’ ﬁ y. [ElicosBl- corresponde ala altura del-para- :

Ieleplpedo indicado..

Siel éngulo ﬁ< el producto an beces posmvo y negatlvo si B>— Por ello,

‘el producto mixto &~ b *& es posmvo sianab y ¢ estan enel mlsmo semlespac:o '

respecto del plano determinado poray b.

i

EJEHCICIOS

1) Considerar en F{3 los’ 5|gu1entes vectores a=(1;-34), b = (2 -1 5) &= (- -2,0; 3)
.. Hallar a) a+b+&, b)a—&+b, ¢ 4+45-3b, d) a=g e fa o b2, @)bac
h) a-baé ’

2) Siendo & = 4i—-2j+4k y b = —3I+2j—7k verificar la desugualdad de Cauchy-
Schwarz. :

3) Hallar el médulo del vector con origeh en A = (5:2;3) que ;me Acon P = (xy;z).
4) Hallar un vector unitario con la direccion y sentido de ¥ = —5i+3j—4k.
5) Hallar un versor paralelo a a+b sia= i+2j+5k, b = 41-+3j—6k.

6) Demostrar que a = |+1+5k b= 2‘+3] ~ky&=161=11j- k forman un conjunto
ortogonal de vectores (perpendlculares dos a dos).:

-IV. Angulos y cosenos directores
1) En R? :

Consideremos en el plano..un vector. ¥ V= -(a;b). Como'ya hemos indicado, ay b
son las componentes del vector y son las longitudes de las proyecciones de ¥; res-
pectivamente, sobre cada uno de los ejes coordenados. Intéresan los angulos que
forman cada uno de los semiejes positivas con-el vector, llamados &ngulos directo-

res del vector, y sus cosenos, llamados cosenos directores. Los angulos varian entre
0y = y sus cosenos, por lo tantd, pueden ser positivos o negativos.

ay B angulos directores de v-

2) En R° -
Las mismas definiciones anteriores se repiten.en el espacio:

Vv = (abic) :
a BYy éngulos directores de V-

3
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 Los cosenos directores de-jos anguios.son prop
respectivas. :
En efecto, es -

coSs o ='—?—- cos 8 =-—?—— . COosvy =—€"—- )]
M v B

nocen los cosenos directores y 1a longitud del vector.
Por-otra parte,
presion: cos? a+Cos? pg+cos?y
sumando luego las tres igualdades (1)
De las ugualdades (1)-se deduce
unitario coinciden con sus cosenos directores. En efecto. si v} =

"=ana.cosf =bacosy=
Al vector nulo no se: le adjudlcan angulos dlrectores

Vectores: paralelos en R

Si dos vectores:no:nulos: a|=~(a1 ,az,a3) v:b = (b,:b,:b,) SON paraleios;
" mo sentido; tienen los: mlsmos cosenos directores:

1

| @ a b & b
) H [bl bl @ ®
B a, & _a @A _

A T2 3 o i b #0 A b,#0 A b0
@ y, por lo tanto, b b b Bl 1FU A DT A

Si los vectores son paraielos pero tienen sentido contrario,
) ‘valores opuestos. :
3 @‘5 a, b, a, b, a; b, '
g 0 sea, ——=——— A~ =" oo AT ST T
BN a - el a bl El bl
2 a 8 _ & 8l
[, yresulta——=——b—=-6—=— -
g T T ol
‘ \ &S . En ambas sntuacnones las componentes de vectores paralelos son proporcio-
Lo
3§ an nales. . .
AN
oW . v v
Y " Reciprocamente;” puede demostrarse :sizlas: componentesvde.,dqs._vectores. son
3 N o
R @ proporcionales, entonces’ los .vectores resultan paralelos.
DA Es decir, = ‘
N o, a,. -8
o a//b 4:———-v=————=——-.
= : b1 2 - b

Si las razones sof positivas, lo:
razones son negatnvas, los vectores.tienen igua

B S P
z

i
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orcionales ‘a las componentes

P
con|i|= Va?+b?+c?. Estas igualdades permiten calcular las componentes si se co-

los cosenos directores estan relacionados por la sngmente ex-
= 1, que se obtiene elevando al cuadrado primero y

también que las componentes de un vector
1 resulta cos a =

los cosenos tienen

s vectores tlenen |gual direccién y sentido. Si las
| direccion y sentidos opuestos

R

V. Nociones de geomeiria analitica en F°

" EJERCICIOS
. ‘_1) Hallar los cosenos. d:rectores de a=(-3; 5 4).

2) |v| 4 y sus cosenos dlrectores son, respectwamente, g 3

3) aosenos dlrectores del vector CoR-extremo inicial en & 1 :3) y extremo finat en
i5:—7)

4) Si ?3- y T son dos de los angulos directores de un vector, calcular el tercero. .

—HII
A allar v.

Ya hemos visto que existe una biyeccion entre puntos y vectores del espacio -
tndlmensmnal que permite. utilizarios indistintamente. Por:lotanto, al considerar el -
punto. P= (x;y:z), nos referimos: de lgual forma. al- vector OP. -x1+y1+zk En--r-

tonces, usaremos indistintamente-las expresiones.vector P, punto: P. o.vector OP Si
en algin caso es necesario- dlstmgmr entre punto-y:vector, surglra de la.indole-del -
problema. .

Rectas en n3, E - Ce -

a) Una recta en el espacio puede determinarse meduante uno de sus puntos 'y |
un vector paralelo a ella. -

Sea P = (Xg1¥giZg) UN punto_que pertenece alarectafya= (a1 j8,:8,;) un vec-
tor paralelo af. : :

Sl P= (x,y z) esun punto cualquiera de. Ia recta £, el vector posicidn OP.: puede.
considerarse como suma de los vectores OP yP, > P-donde P P.=14& para un ndme- - -~
roreal t.

Resuita P P ~+ta, ecuac:on vectonal de la recta. £, paralela al.vector-a por el

punto P
Recordando la 1gualdad de vectores, puede llevarse la ecuacién antenor asu

forma cartesiana -

P= P- +ta & (x,y,z) (xo,yo ,z°)+t(a1 Ayay)-
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Obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

X=X,tta, Ay = yo+t 8 AZz=2, +t a,, ecuaciones parametrlcas de la‘ recta con-

s:derada
Si los ndmeros a,,a, ¥ a3 no son nulos puede hallarse el valor comun t en las

tres ecuaciones paramétricas y obtener

X=X, Y—Yo z-2,.

"0 . . PN
= = , ecuaciones simetricas de la recta.

a, 3,

Como las componentes del vector 3 son. proporcxonales a sus cosenos directo-
res, las ecuaciones simétricas pueden darse también asi:

'X—‘Xo L y—yo
cos:a...- - COS.B

rectores:{no: nulos):de:a’ que‘serllaman mmblén'cosenos dlrectores de:la-recta:

i 2 2%

b) Una.recta-en: el espacu: tamblén puede: deterrnmarse por -dos-puntos:que:le: -
pertenecen:.- .. -

Hallemos;:por:e ejemplo A ecuacxon. de:las recta ala‘cual pertenecen:los:puntass -+ =< -

(x1 rY1;z1) y: P = (xziyZ;zz)

Observese que el vector P ,.dala direccion.de la recta y corresponde al vector .

adel.caso anterior..: = -
Luego,. es P P +t(P P ) expres:on que tamblen puede escnblrse :

=(1-9P, +tP ().

SiO=t=t; entonces el-punto: B pertenece al:-segmento, P;F
de la-recta se:obtienen:dando-a:t:valores:-reales:mayores: que «1:0:valores:negativos.

De:(1). podemos-obtener;:igual-que-en el:caso.anterior; las:ecuaciones paramé- - .-~

_tricas: x =x +t(x2 XAy = y,+t(y2—-y,) Az=2+l(z, z)

P xu X, )’ Y,
y las simétricas: = -
. XX S Zz"Z_1

zZ—-Z,

.,(xz,’a&x1 A y2#=y, ‘A 7'.29‘-21)..'

40

! vector (2;5;-3).

siendo'-'coé.‘ix‘;" cb‘s By cos-'y los‘;cbéenos di-- -

-Los .deméas puntos...-

Ejemplo
a) Ecuacion de la recta a la que pertenece P (3;1;—'4),yAes paraléla al

'

Ecuacién vectonal {xyz) = (31 —4)+t(25 -3).
Ecuaciones paramétricas: X =3+2t Ay =1+5t A z = —4 3t

. P x—3 y—1 z+4
E 1 . = E=3
cuaciones simétricas: 3 5 r
b) Ecuacxon de !a recta determinada por (3 6,-2) y ( 1;7; 4)
x—3 y—6 z+2 .
E 6t = = .
cuaciones simétricas: —— y 3 5

Planos en R

a) Un plano queda determinadorsi le penenece el purito | P
pendicular (normal) a un vector no nulo & = (a,;a,:a;).. .
- La condicién necesaria y: suficiente:-para que un punto P.=: (x,y,z) perienezca: a

dIChO plano es que el-vector P- P sea: perpendlcular al vector a. :

=-(X5¥:Zo) Y €5 par-

El producto escalara - (P PO) es nulo. Luego, = -
(P— o) =0, es- la* ecuacién- vectonal del. plano. -

La def inicion de producto escalar. permrte escribir Ia ecuacion: antenor en forma:.

- cartesiana: a,{X—X,)+a,{y— y°)+a3(z Z,) =
O bien a,x+ay+az=a,x +a2y°+a._;zo, que puedenexpresarse:
a,x+ay+a,;z=d siendo d =4a,x +azy,3+aazu
Luego la ecuacxon de un.plano en R3 es hneal en x,y, :

* b) Un plano tamblen queda determmado por dos rectas que ‘se cortan enun .

punto P
Sean ay b dos vectores no paralelos cuyas dlreoclones comcrden con Ias de

las rectas.
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Como el vector anbes perpendlcular al. plano siP esun punto cualqunera del -
mismo, resulta: (P Po) .(a:n. b)-=0;:ecuacién vectonal del-plano:...
En fom'\a ‘cartesianay. utmzando la: defmlcnon «del-producto mnxto,

X=Xy VY, Z-Z,

B T . oy
o b, b, . by

c) Un plano puede determinarse tamblen por tres puntos no alineados. Sean

P = (X01¥0iZo)s P (x,,y,, Jy P (xzyz,zz) dichos puntos:

Esel mismb caso anterior haciendo, lpor ejempl , 8= E—- oY b= E,—PO.
Luego. es (P= P) (P P)/\(P Po) 0.

xxo yyo'zzo

X=X  Y;7¥s %% [=0 s, entorices;: la- ecuacion delplano- al cual’

X~ Xg- YaTV¥o o ZTE

pertenecen los tres puntos no- allneados FOI_’: y Pz. R
E/emplo 1

Ecuacién del plano al que pertenece el punto (1 ;6; 4) y es perpendlcular al
-vector (9; 37)

HHTHRR TR H RSN

tiene caracteristicas especiales’ que faciiitan su gréfico.

La ecuacion vectorial es (P P, ) a= 0
Luego, (x—1;y—6;z+4) *(9; 37)

9(x—~1)—3(y—- 6)+7(z+4)
9x—3y+7z = —37.

E/emp/o 2.
Ecuacién del plano determinado por (2;0;5), (—1:3; 6) y (—2;—4,0).
x-2 y 2z-5
-3 3 1 |= 0 e ~11x-18y+24z = 98
—4 -4 .-5

EJERCICIOS

- 1) Hallar fas- intersecciones del plano. de ecuacion: 2x+y=22+8 =:0-con los-ejes"
coordenados-y también con los planos .coordenados.- Dar.un vector unitario.per- -

pendicular-al ptano.

2) Ecuacion det plano al que pertenecen los puntos. (3 —1;2); (4;,0;-=3)-y (—1:5:1):

3) Ecuacién del plano al que pertenece P=
a= (2 4:5). .

4) Ecuacion del plano perpendlcular al vector v=2- 3]+4k en el-punto (3;—-1; -2)

5) Ecuacién del plano que pasa por el origen y esta determinado por los vectores
a=(218) y b=(-12,-4).

6) Dar un vector _perpendicular- al plano determinado por los vectores a = 2j— j+5k
y b =1+2j-3k.

7) Ecuacién de la recta perpendlcular al plano de ecuacion 2x+4y~z =3 en el
punto (5;~1;7)..

Vi. Representaciones graficas en R*

Para el estudio de algunas funciones de dos vanables. puede resultar conve-
‘niente, a veces, recurrir a su representacion gréfica en el espacio tridimensional.
También para el calculo de integrales dobles y sus aplicaciones, ayuda un gréfico

méas o menos aproximado de algunas superhcxes aun cuando ellas no correspondan

al graﬂco de funciones.
 Consideramos, a continuacion, algunos recursos para:interpretar- graficamente
ecuaciones asociadas a superficies.en el espacio de-tres dimensiones.

- Planos:-

Ya hemos visto qUé a‘"(bdé plano del'esbacio tridimensional le. corre’sponde una. -
=g (a2 +b?+c2#0), y toda ecuacidn.de. este tipo co- -

ecuacién del tipo ax+by+cz'=
rresponde a un plano, doridea;b: Y. s0n numeros reales no simultaneamente nulos.

Si uno de los tres nimeros reales a, b o ¢, es cero, 0 dos de ellos lo son, el plano

(2;5; —1) y es perpendicular. aI vector :

pee




A
- \‘\‘.‘n::\‘\\‘« BRI

a) Si urio de os tres numeros reales a, b, 0.c,-es cero, el plano es paralelo al
" eje correspondiente a la coordenada cuyo coeficiente es nulo. .
Por ejemplo, el plano de ecuacion ax+by = d (a#0 A b#0 A d#0) es paralelo
al eje 2. : . ’ ’ a
Si el término independiente es cero, entonces el plano,contie'ne a dicho eje. Es

decir, el plano de ecuacion ax+by =0 {a#0 A b=0) incluye al eje z.

3x+5y =2 )

i
1
]
f
i
1
i
o 2/5;

2/3 2

X

Andlogamente, el plano by+¢cz = d (6#0»/\ c+0) es paralelo al eje x y €l plano" '

ax+cz = d (a#0 A c#0) es paralelo al eje y-

b) Si dos de los coeficientes son nulos, el plano resuita paralelo al plano que
forman los dos ejes para los cuales los coeficientes de sus coordenadas son nulos.
Por ejemplo; el plario de ecuacion ¢z = d (c#0 A d+0)es paralelo al plano coor-
denado xy. Si d=0, se obtiene la ecuacion de dicho plano coordenado z=0.
- Andlogamente x =0es la ecuacion del plano coordenado yz e y = 0 la del pla-
no xz.* '

x'. S e 7 : . .

c) Para el caso-en que-.a‘%O A b#0-A.c#0: puede:dibujarse. el-plano: ubicando- .

- previamente: treszpuntos: no.alineados.quespertenezcan:al: mismo:, La manera- mas: -

" . sencilla:de obtenerlos es-anular:dos:de:las:coordenadas.. . ..
 Sea ax+by+cz=4d (a#0A b#0 A c#0- 1 d0) e
(-5-;0;0), (Q;TJ-;O) y -(0;0;%)f;son1res puntos delplano, intersecciones del mismo con

los tres ejes coordenados.

T T
T

AR

MR

RS <
H R R

La traza del plano anterior sobre’ el-plario coordenado 2=0 es larecta de ecua-
cion x+3y = 9, etcétera. :

Superficies cilindricas , -
y “ .
Consideremos una curva plana C 'y una recta ¢ que corta a la curva en el punto
M. Por los puntos de la curva C se trazan rectas paralelas a ¢. Estas rectas generan
! una superficie cilindrica y la curva C es la directriz de la misma.
f Si la recta ¢ es perpendicular al plano de la curva, la superficie es’recta. Sila
curva es una circunferencia, por gjemplo, la superficie es una superficie cilindrica
circular recta. : : 7
L menel e @
5 Si la curva directriz se encuentra en-el plano coordenado Xy, y-las generainces - ;3%

son paralelas al eje z, en la ecuacion de la superficie cilindrica correspondiente, no

aparece la coordenada 2.
' En general, una ecuacion
una superficie cilindrica.

en solo dos de las tres coordenadas corresponde a -
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'Si x no aparece, las generatrices son paralelas al eje x, etcétera. - o
_ Por ejemplo, la ecuaciony = 4x2 corresponde a una superficie cilindrica parabé-
lica con generatrices paralelas al eje z. - :

- La ecuacion:= 3x2 =
trices paralelas al'eje y. . . - ;

‘Z

-
~,

Ny y

X

Anélggarr?ente, la gcuacién 47 = 12-3y? se representa mediante una su-
perficie cilindrica parabdlica con generatrices paralelas al eje x.

z -

S

—~(z=3)= -cbrres'pondé:az'unpilindro-parabélico*cbn:genera-vz-; wr

T T R RSETY R

I

. . Luego, si F{x;y) =0es la ecuacion de una curva C en el plano xy (g_eometﬁa' L
plana), esa misma ecuacion en el espacio tridimensional es la ecuacion de una su- - .

-~ perficie cilindrica de directriz C y generatrices paralelas al eje z.

Analogamente para G(x;z) =03y M{y:z) = 0. ] :

— fa NNSF v
A/ 2 - “’%\

S e ~ '/ superficie cilindrica hiperbdlica dé
Superficie Fllmc?ncg circular. ;e_f:ta : ) X “curva directriz ¥ 3
de curva directriz x? = (z—1)° =1 a? b2
y gerieratrices paralelas al eje y. y generatrices paralelas al eje z.

Otros eiérhplos

e et
N

3;3;,

T

3

Superficies cuadricas

Después de los planos y las superﬁcies cilindricas, las superficies més simples .
en el espacio son las definidas por ecuacianes de segundo grado en coordenadas - .
cartesianas ortogonales, del tipo: : : .

ax2+by2+czz+2dxy+2eyz+2fxz+gx+hy+mz+k = 0 (a#0v b#0v c#0).

Las superficies cilindricas; que ya ‘hemos considerado, son casos particulares. :

" de la ecuacién anterior donde no aparece una de las coordenadas.
En general, una seccion plana de una cuadrica es una c¢onica o una forma de--
generada o limite de ésta (pares de rectas). ' N
Por rotaciones y traslaciones de ejes; la ecuacion de-una cuadrica puede.lle-~
varse a una de las dos formas siguientes: ' o

ax+by2+czt=d (1) v ax2+by2+cz =0 - (2).

1) Las ecuaciones del primer tipo pueden corresponder a uno de los tres casos:
siguientes: B .
2 2 2 . a
a) X+ L4 Z -1 (a#0 A b*0 A c#0).
. 2 bz . cz o
Su _represehtabién es un elipsoide con centro (0;0;0), o una sup’en‘icie esférica.
_centrada en el ‘origen sia = b= c. . . '
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.Las :-.mtersepcnones::conf l'qs‘:iplan'os'"cqordéhadbs?tjédn elipses o circunferencias:

2 N R S
by X Y 2
‘ a® o p @ ,
La.»cuédrica:-recib_eeelﬁnoinbfe‘ide‘:hiperbéldidé dé?-.i.mé'hoja":f o -

En 'este.-‘:caso,-::.las::”seeciconesa:_:on-:aplanos:; paralelos:

- T ‘ ‘4'los"plénds- coordenados -
¥=0,x=0, son hipérbolas: Las secciohes con planos p P enados

aralelos a z=0 son élipses. -~

B

x2 e T 52 2 - :
L SEN ,
a?: - p2re g a? g2 N
x2v. . 2. - .52 . .
c) —~+~_y__._-z_= 1.
. a2. bz‘. C2

hoia :aLcuadnca}' asocidada'a esta ecuacion recibe el nombre de hiperboloide de dos
. Nojas. Las secciones con planos paralelos a los planos coordenados z.= 0, x=0 son

hipérbolas. Las i

: . Secciones paralelas al plano y=0 son elipses, tambié ed

A ‘ano y: 3 ipses, :

un punto o no existir. ) - P =S ,T?‘ nbién- pu en ser
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2) Las ecuaciones del segundo tipo corresponden.a cuddricas sin centro.

z x2

a) —=-— +_y-’-_ ‘(@a#0 A b0 A c#0).
c _32 2 .

El grafico es un paraboloide. eliptico, o circular si a = b.

En el primer caso, las intersecciones con planos paralelos ‘al plano coordenado - -
2=0 son elipses, un punto o no existen. Si c>0, entonces toda la superficie se en- -
cuentra ubicada por encima del plano z=0, y debajo de €l si c<0.

£

x _ ¥ L 2y P
X ¥ o,z Y. z
a p2 2 b g2 e
2 2
Z X
by Z=Y__ X
b? a?
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wuiisopLILE d Ul pardocione mb‘e?bohco.- s :
' Las notas presentadas sobre cuddricas no son rigurosas ni completas. Estén
destinadas exclusivamente a obtener una guia minima para poder visualizar en el
" gspacio algunas superficies. SR o

Al estudiar funciones de dos vaﬁébles, o dominios para funciones de tres varia-
bles, se notar4, de inmediato, que.las representaciones ‘en.R? resultan muy compli-
: : cadas y, por ello, no es posible recurrir asiduamente a los gréficos para explicar con-
c>0 : ceptos o propiedades, como podia hacerse para funciones escalares.
' Veremos, a continuacion, algunos ejemplos de representaciones. Previamente

anotamos una sintesis de los casos mencionados hasta aqui:

S
i,

b v
\g T 1. Planos
B : . ) (a#0 A b#0 A c#0 A d+0)
x ' : : o ax+by+cz = d ‘<> corta‘a los tres ejes coordenados
7 LIaS«infersecciones:con:planos::paralelos:asz_:o-'gon‘.hipérbolas; Las secciones. - © - : ax+by+cz =0 <« le pertenece el origen
ﬁgg‘g:r?t? paralelos+a-los-planos y=0;:x=0;.son"parabolas cuyas-concavidades tie=* - ' by+tez=d < paralelo.al ejex
idos: ién:con-el: Y ' . ' : . .
Repres ;,c;pu_esto_s». La‘interseccian-con-ekplano z=0 es un par de rectas. - - s b by+cz =0 < incluye al-eje x
presentaciones:anélogas:corresponden-‘a-las-ecuaciones:~ : : z=d paralelo al plano xy
. - -d o :
rd xa_ y_2 x‘. _y2.> .22_ - . . -
L= - X o s z=0 <« planoxy
P p” b2 A ArEEr elcétera.- .
Se pueden considerar también casos particulares de las ecuaciones (1 y (2 2. Superficies cilindricas (genei'atriées paralelas a un eje coordenado)

de la pagina 47
Si en (1), por-ejemplo, es d= » . Corresponden a ecuaciones en-dos de las tres coordenadas. La forma se revela
), por ejemplo, 0y a.vb,c‘no son nulos, la ecuacion puede corres- estudiando la curva en el plano correspondiente a las dos coordenadas que apare-

ponder a una superficie conica. : n A . !
cen en la ecuacion y ubicando generatrices paralelas al eje de la coordenada que

.En general, Ia.ecua;izén de la superficie conica admite una expresion del tipo falta

T . X . - T s
sngunente. 2= T Si a=b se trata de una superficie cénica circular recta En R? la superficie dada por F(x;y) = 0 es una superficie cilindrica cuya direc-
; a . b : ‘ triz és la curva F(x;y) = 0 en el plano z = 0 y generalrices paralelas al eje z. .

Cuyo eje es z y cuyo vértice es el origen. .

3. Superficies cuadricas (no degeneradas)

¥2 72 _ o v -
—+ i +—=1 elipsoide o superficie esférica
a? b? c?
2 2 .
X 4+ y? - = hiperboloide de una hoja. ’
- a? 2
R 2 : 2
PN @ X - —yz - Z =1 hiperboloide de dos-hojas
' “‘ R = a2 b2 A el -
Py 2
; a “b:) . 2= xz +-iz- : paraboloide eliptico o circular .
; % . a b? '
V- A& 2 . )
: l?ﬂ W 7= ¥ paraboloide hiperbélico
N @ ‘ @ P : :
) v ' P : L L 22= —x—z-,_+ _Yfz_ . superficie conica eliptica o circular
& %0 ' n & b
Y@ ‘51
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% i  Ejorplo 1

= x2+y2+22 = 16 cormespon s oo .

g i y radio 4){ p de a una superf:c:e esfénca con centro en el origen
&

I Ejemplo 2

x2+y2+zz—6x+4y—82 =7. Tamblen corres, |

ponde a una superficie esférica,
Pero su centro no es-el origen. Una forma sencilla de efectuar la traslacién es utilizar
el método conocido de “completar el cuadrado” (Calculo 1 -cap. 3).

2 ﬂ-’:bf&?ay T.;-;:‘La

A

N (x2—6x+9)+(y2+4y+4)+(z2—82+16) 7+9+4+16

8 ; (x= )2+(y+2)2+(z —-4)2 = 36.

’:3: La esfera»;-tiene-s:radio;6~.'y;'~suz'eentrd-:"es,*‘:el':“bunt'o?(3§'i2;4)1‘"

& Ejempio 3

E 2x2+3y2+zz—8x+6y 4z-3=0; ‘Corresponde: elipsoide o

§ ponde:-a un.elipsoide. cuyo - de-- -
il termmamosoompletando los:-cyadradogs=:- v 70 e yo centro-de

o
&

2(5(2'—4x+4)+3(y2+2y+1)+‘(za+'4‘z+-4) = 3+84344
2(x—22+3(y+1)2+(z—2)? = 18
_0y2 2
o) e
. 9 6 18

Elipsoide con“semiejes a=3 b=v6 c=3/2 y centro (2,—1;2).
Ejemplo 4
- - Corv_r‘equnde;a un parabolbidé ‘hiperbdlico.

=z
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~3) Représentar los siguientes planos hallando las intersecciones con los ejes y las

! : B

Buscamos mterseccnones con algunos planos: : - : L ‘:
_ ¥ @ W
z —,1 5 —4 =1 . hlpérbolg . - g
|
x=0 zZ= T parabola de concavidad positiva e
y=0 z=— x2 parébola de concavidad negativa . @q.
Ejemplo 5

y2+z2 = 4x. Paraboloide circular con eje x.

La mterseccuon con el plano de ecuacion x=4 es la cnrcunferencna de ecuacion

y2+22 =

EJERCICIOS

1). Para cada una de las siguientes i:ircunférenbias elipses o hipérbolas, ubicar el :
centro completando el cuadrado. idem para hallar el vértice de cada parabola.
Hacer el grafico en R? indicando radio, ejes, etcétera.

a) X*~3x-y+5=0. ~ b) x-3P-6y=0.
o) +y?—Bx+10y—12=0..  ° d) 2C+2P-x=0.
) OC+16y2—~36x+96y+36=0. . f) 4x2+0y?—48x+72y+144 = 0.

g) 9x2—16y2—18x—64y—199 = 0.

2) Grdaficar las siguientes superf cies cilindricas en R3, ublcando pnmero 1a curva -
directriz en el plano correspondiente. - :

a) x2+z—4 = 0. b) z+3y2—sy—1 =0. ¢ y=4x - dxy=9.

trazas en los planos coordenados. )
a) 3x+2y= 12, b) z=-2." c) 2x—4z=1. * d) x+Ty+2z=9.

53 .
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4) Hallar el vértice del paraboloide de _ec‘ua"gién:, s - ’ fz

24z 4x—2dz-y+36 =0. . S B
- 5) Indicar el tipo de cada una de las siguientes superficies: ' - ::\\‘\\\ P = (rt2)
a) X*-8y?-222 = 1. b) x2+3y2-222=1. ¢ X+y2+22 =9, : z E
d) 5x2+y?+222-3x+y—8z = 17. e) 22 +4z22~y2 = 0. ) {
f) X2+3x+y2+72-22 = 15, g) 9x%+y? = 36z.  h) 22-5z-2y = 1. d i Y -
. t Q o
Vil. Sistemas de coordenadas _ : . - e
1. Coordenadas: polares- (en R?)-. - - - e S . v
; o y o ) S ) . : je-son: -
_ Pa[a'.'ubica;,untpuntd:enﬁ"el.:plano:se.:elige?uri:punto-o llamado-polo, y:un eje’po- -+ Las formulas de-pasaj _ .
Iar.'.quézészlazsemirrécta-coihcidente. con-el semigjé positivo de ‘abscisas-del. sistema - .’ X =rcost r=vVxt+y? _
cartesianc ortogonal:-: - - - - S E S _ : y y
“A-cada:punto P-del-plano-se: le -asignari-coordenadas r'y t, la primera:ilamada . y=rsent ‘t=arctg .?‘(X#O) A t=arcsen ————.\,/;2_’__2 .
rad,iq_y'ector,y,vla:‘segundax-a_rg,umen&;{‘_ L ’ - ' ] xry
L ' PA ) o z=2 Z=2z N
r - En coordenadas cilindricas, el gréfico correspondiente a la ecuacién r =k (k
constante) es una superficie cilindrica-recta.de radio k y eje z.
o t
resla Iongﬁud del segmento OP y t es el dngulo que forma el eje polar con el
segmento OP, medido en radianes.
Obsérvese que el par de coordenadas polares que se asigna a un punto P no es
tnico, pues le corresponden también los infinitos pares (r;t+2kar) con keZ.
Para que exista una biyeccion entre los puntos del plano y los pares correspon- y
dientes a'sus coordenadas polares, pueden darse distintas convenciones. Es usual 7 i
hacer correspander al origen exclusivamente el par (0;0) y a cualquier otro punto del : = N a T
plano el par (r;t) con r>0y Ot<2z. - T o ' v X /
. Las férmulas de pasaje entre el sistema polar y el cartesiano ortogonal son las
siguientes: - .
x=rcost = |r=+Vx%+y?
y=rsent: . [t= arc-.tg%' (X%O)f:/\»'f-ﬁ arc sen — l — -

Vi
2. Coordenadas:cilindricas-(en-R3) = .« - - . -

Las coordenadas: cih’ndricas:-.se;obtiejnen:frqediantef un-sistema-de coordenadas. -
polares.en. uni:plang.y-un eje ‘perpendicular.al mismo-en el polo: El plaiic: polar coin-
cide con el cartesiano z = 0 y el eje vertical con el eje z. - o
Cualquier punto P del espacio se ubica mediante una terna de numeros reales
(rit:z) donde r y t son las coordenadas polares de la proyeccion de P sobre el plano
-Xy. z es la coordenada cartesiana. - TrooTrTTmEm T
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Finalmente, el grafico dez=kes un.plano. paralelo al xy. . B

x

3. Coorderfadas esféricas .(en R?)

(P11§0)

pes la longitud del segmento OP, t es el-angulo polar con-espondlente a la pro-
yeccion de P sabre el plano z = 0y ¢ es la medida en radianes del angulo que forma

€l semieje positivo z.con OP. Al- origen le asignamds exclusivamente la tema-(0;0;0). -

Para cualquier.otro ‘punto de R es >0, 0=t<27 y 0=p=w (p = O para puntos'
ubicados en el semieje positivo z y ¢ = ar para los puntos del semieje negativo z).

Las formulas de pasaje pueden hallarse faciimente teniendo en cuenta que
r=pseny, x=rcost, y-—rsent

Resulta: -
X o ———— S
x=psenpcost . | p= '\'/ x2+y2+'»zz’--“' -
Yy = psengsent “{.t=-are.cos ——e——— t =-arc sen—-—L——— ’
. T 1 VXA +y2 V2+y?
e Vi+y? -

Z=peoSg - - . - ¢~arc cos—— o= arcsen—-——_—__——

- - V+yR+zR _ Vxe+y?+22

En coordenadas -esféricas, el grafico para la ecuacion p k {k constante) es
una superhcxe esférica centrada’ en el origen'y radio k.

Un punto cualquiera:P:de. H"‘ se: ublca medlante una:terna:de"nimeros. reales -

2 172+
1 U=—=7+—j—=-= .
)} (—4:0;0), (0;- BO)y(OO4) ] 3|+3] 3k

- 5) 2x~y-z=0. 6) v=-7i+11j+5k.  7) = =

e R ‘\‘W “\\E\mmvmmm\mm

El gréflco para t=k (0<k<21'r) es.un semiplano- hmxtado por el eje z.

Finalmente, el gréfico correspondlente ap=k (0<k<1r) es una superficie coni-_ a3

ca de abertura k; eje z y vértice en el ongen ' W =

. § |

q

RESPUESTAS A EJERCICIOS &8 |
CAPITULO 2 @

Seccion 1l 8!

D08 b E o (—13;0;1) )10 - e)v26 . £ 30
g) -3i-16]-2k  h) 37. :

2) Ja-bl=44  Ja[b| = 6v/62 ~47,22. .
3) Vx-5F+(y-22+@=-3)F - 4) V= “’%;*f 3:6_“3; %\/Ek

5 - 5 - 1 - -

2) 29x+21y+10z = 86.  3) 2x+4y+5z =19, 4) 2x—3y+4z = 1.
. x—5 Cy+H1 z-7

5 >t —2j-—_k . & .'.b—_-.B-.‘.:'.‘."‘:‘o_.
; VB VB VB ) @ C>Ca.-
Seccidén IV 7
32 ' 2 ' -8
5 9 9' 9 g -
1 .3 -5 x 2w - g |
3 2 4 go—4 .
)(\/§§ V35 \/35) ),.303 &
-~ ‘ v
Seccnénv €
8§
8
@

2 4 - ~-1
Seccion VI

1} a) pardbola eje x== V %—) - b)-parab. eje y=—-1V ='(—3;—-1).

e

(

c) circ. centro (4;-5) r =\/53

n e

e {1 .1
d) circ. centro (-Z;O) r=-z.-
- e) elipse centro-(2;,~8)'a=4, b=23. f) élipse centro {6;—4) a=86,.b = 4.
.@) hipérbola centro (1;~2) a=4 b=3. -~ =~ )
2) a) directriz z = 4—x2 parabola enplanoy = 0.
b) z=-3(y-1)2+4 parabola en plano x = 0.

c) -parabola en planoz = 0. ~d). hlperbola equnlatera en’ plano z=0.
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3) a) (400). (060). - b) (00-2). O (5:00), OO~ )

e

o 9 009
d) (3;0;0)1 (Or—-’-’o)' (010- 2)-

4) (1,—-23).

5) a) hiperboloide dos hojas eje x.
) paraboloide circular eje x.  d) elipsoide. _ )
e) sup. conica ejey.  f) sup. esférica.  ‘g) paraboloide eliptico eje z.
h) sup. cilindrica parabdlica. o X

b} hiperboloide una hoja eje z.
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3. CAMPOS ESCALARES

Recordemos, en primer lugar, la definicién general de relacion funcional o fun-
cién de A en B (Calculo 1 - cap. 2). .
R CAXB es funcién =D, = A A Yx¥yva:((xy)eR » (x;2)€R = y = a).
Es decir, todo elemento del primer conjunto debe tener imagen Unica.
Nos interesa ahora, especialmente, el caso en que ACR"'y BCR.
Si n =1, se frata del caso ya estudiado de funciones escalares.
Sin =2, o sea, si ACR?, entonces F:A— R es una-funcion de dos.variables.:
Su dominio, ‘por estar incluido-en.R?, puede represéntarse eén el plano. El grafico de -

la funcion serepresenta en el espacio de tres dimensiones..Usamos la notacién. .
-z = F(x;y) para designar al ntimero real z como-imagen del parordenado (x;y). -

"Resulta, grafico de F ={(x;y:z)/z= Fix;y)}. ‘
Sin =3, 0 sea, si ACR?, entonces F:A— R es funcion de tres:variables y-su- -

dominio puede representarseenel espacio-tridimensional: El graficode la fun- .

cion. no puede interpretarse geométricamente:.- .
En.todos los casos, para n = 2, 1a funcion de n variables se denomina funcién
de vector o campo escalar: : A o S
Igual que sucede con las funciones escalares, es comun dar una o varias reglas
para determinar la funcién, en cuyo ¢aso, se le asigna el dominio mas conveniente.

l. Funcién de dos variables

) - X+5
1) Sea F:(xy) — 2 y2 . A su dominio no le puede pertenecer el origen.
, x2+y :
Es_decir, D = R2—{(0;0)}.
7y— N
2) SiFxy) — x_—:_y_s_' su dominio no puede incluir a la recta de ecuacion

y=x. . . : o

D, = R2— {{xyVy = x}.
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_:‘1 3) Fixy) — —I—LI 2) slintervienen raices de indice par, deben eliminarse los pares cuyas compo-
?;3‘ ' . nix+y-3) : o7 nentes transforman al radicando en un.nmero negativo. ‘ ' :
5\' a) Para que la imagen de cada par ordenado sea un ntmero real, debe ser -
“} - X+y—-3>0... R o : - _ e para z=+/3-x?+y debe ser 3~x2+y=0,
\\} b) Para que el denominador no sea nulo, debe ser x+y—3#1 pues In 1 = 0, - _ . L ( _
Luego, por a) y>3-—x y por b) y #4-x.- 3) si aparece una expresion logaritmica, séio pueden pertenecer al dominio los
' ) - pares que transforman al argumento en un ndmero positivo. . ..
-%4_— B - A ) para z = In(x2+2y~5) debe ser x2+2y—5>0,
o .. 4) finalmente deben tenerse en cuenta valores adecuados para las funciones
- # trigonométricas. :
. para z = arc cos (2x—3y)  debe-ser. [2x-3y|<1. -
: Ejemplo 1 | =
/ermp @ |
, o 4 : : In(x+y) In(d—x=-y) - - ;
o Felov) ims. 20C sen:(y=x?) e S . S Sea Filxy) — (x+y) In(4—x _Y), --Hallar un dominio- adecuado y hacer un § i
- 4) .(x,y):*‘W e o v . : V16-x2—y2 :
: S L : S gréfico del mismo. 4
\ . . . En eéte caso, debemos tener en'i:uenta"losvalores de la funcion trigonométrica Debe cumplirse: . ) Egj
3 seno, ademas del denominador. . ' X+y>0 A 4-x-y>0 A 16-x2-y2>0 - e
§ a) [y-x¥=1 = —1sy—x2=<1 = y=x2-1 A y=x2+1. :
b) 2-x>0 < |x|<2 = —2<x<2, . - @
Por tratarse de un radicando, no puede ser negativo para que el resultado sea ; @
"un namero real. Como, ademas, es un denominador, tampoco puede ser cero. 7 @\ﬁ
D = {(xy)/x2—1<y=x2+1 A —2<x<2}. 5
- D= {xy)/y>-x ny<d—x A x2+y2<16}
g Ejempio 2 ' .
De los ejemploé.~p}esentadosa:surgeﬂ’qUéfifesz i'mbortante«.t‘ene'r'en-cuenta-’las*si—' : F ('x_ ) = 2x+2-y|
guientes condiciones:.~ - S : Bl 3y2+4x—12
1) deben-eliminarse del primer conjunto-todos los pares (x;y) cuyas componentes .
anulen al denominador.- . : . Para que el radicando sea positivo y €l denominador no nulo, debe cumplirse
7= exige [x#y] . una de las dos posibilidades siguientes: »
. . : x2—y2 o o R B @) 2x+2-|y[=0 A 3y2+4x—12>0 v b) 2x+2-ly|<0 A 3y?+4x—12<0
60 . o 4 . o A1
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a) (2x+2-ly|=0 & ly|=2x+2 = ~2x-2=<y=2x+2) . “ ' B | Z—y si (xiy)#(0;0)
A . B : ’ ! 6) Slendo F(Xy)—* S R
(3y2+4x—12>0 <= 4¥>12'3Y2 = X>3- —Zyz) | 4 si (xy) =‘(030) .
_ » _ ] ' hallar a) F(-3:4) b) F(-2:a) = ¢) F(0:0)  d) F(a;0).
b) (2x+2—|y|<0 < |y|=2x+2 & y=2x+2vy=—2x-2)
7) Hallar dominio adecuado para cada una de las siguientes funcnones y hacer un

A} )
(By2+4x—12<0 < 4x<12-3y? = x<3— —i—yz) gréfico del mismo en cada caso:

a) F:xyy) = Vx2+4y?—1 b). F(x,y)—eln[(x+3)(y—2)]

R i o 32— —y?

R o) Fixy)» 122 ) F:(x;y)—>——————-——|n(_2y X~y

8 In(5—x2+y) cos (my)

oo . - In{3x— . ’ 2x+y
. e} F-(X.Y)—’Tis_——xz_'—r—s-—);z—» f) Fi(xy)— arc sen ( = )

8) idem para:

- 2 y2_ —x2.
? o _ a) Fi(xy) > ——— YT by Ey) > mCXTHY)
. - ’ X +y2—-4 \/1 —‘x2—y :
) F'(X'y)—>ln[(X+2y—-4)'\ /1———2——"—2] d) Fifxy) — 1
S ' ‘ 16 Y cos (3x—2y+1)
EJERCICIOS : ’ : » ll. Curvas y superficies de nivel
1) Siendo F:RE~R/F(xy) = 3x’y~2xy hallar a) F(0:0)  b) F(-=1:3)  ¢) Flay) Curvas de nivel
d) F(x2) e) F( L ) La representacion grafica de funciones escalares resuilta casi siempre bastante
3’2 simple por tratarse de curvas planas. En cambio, representar las superficies asocia-

; i das a funciones de dos variables es, en la mayoria de los casos, excesivamente
‘ 2) Siendo F:R?— R/ F(X-Y) 3X2‘4Y2 hallar a) F(v2;- v3) b) Fla+hb+k) complicado. Por ello, es usual, para determinadas funciones, recurrir a curvas pla-
i - c) F(-a-y). - - : : nas, llamadas de nivel.
: 3) Siendo F:i(x;y) — 3xy—2* hallar a) dommlo adecuado. b) F(2 1) < ¢)F(0;—-1) - Si, por ejemplo, una furicion F de -dos variables esta-dada por la expresion

d) F(1;0). z = F(x;y) y se considera F(x;y) = c, esta ecuacién corresponde a los puntos de la
1 : L o superficie que se obtienen seccionandola con el plano de ecuacién z = ¢, paralelo al
: —3— - oxy<0-- . _plano coordenado z = 0, o sea, al determinado por los ejes x'e y. .
1 ' e . ] - Para diferentes. valores de’c se obtienen- distintas -curvas-planas que forman -
- 4) Siendo-F:(xyy)= |- . + - hallar - ay dominio'adecuado  b) F(-1:2) una familia de curvas de nivel. :
; '!“ 3, . Sxy Xy>0 ‘ . :
Oy & T Definicion
Y @y o) F——oim—)  d) F-V2VA) ' : : L
CoN W _ 37 4 Dado un campo escalar. de dos variables por fa-expresién z = F(x;y), curva de

nivel c es el conjunto de puntos-(x;y) del - dominio para los cuales es F(xy) = c.

: . In(x+y+2) si. Jyl=x - O sea, la curva de nivel c es el conjurito {(x;y)/F(x;y) = c}.
§ 5) Sea F:A— R tal que F(xy) = - o : . ' o
: : : 2+y  sixy>0Ax<0 - _ Ejemplo 1
" “a) hallar y graficar A b) F(=15 o ‘o) F(i;-1) . d) F-2-2). g Sea Fi(xy) = x+y2. _ 7
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DT,

paraboloide circular, con vértice en el origen.y . ejez . : ;

K

S

ferencias concéntricas.
Para ¢ = 1, la curva de nivel 1 es la cnrcunferencna de: ecuacion x2+y2 =1
Anélogamente, :

para ¢ = 4, la curva de nivel 4 es la circunferencia de ecuacion x2+y? =

para c = 7, la curva de nivel 7 es la circunferencia de ecuacion x2+y2 = 7 etcetera
Las tres circunferencias elegidas estan centradas enel ongen La primera tiene

radio 1, la segunda 2 y la tercera V7.
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Ejemplo 2
Sea Fixy)— 4x2—y2.
Dandole a F algunos valores positivos, obtenemos:

2 .
Z=CcAC=1:14x3—y2="1 m—xr —~yz=1

4
) o yz ;
C=414C-y? =4 =X~ 5= 1
2 2
=15 4x@—y2.=. 1 XY
c=15: 4x y 5= 15 15
4

Si-damos a: Fvalores nega’uvos, resulta: -
2
para ¢ = —1 -y =1 = VZ“T=1,

4

RN

R e

AR

- En este caso, la representac:on geométrica en el espacxo tndlmensmnal esun '

Las curvas de nivel, que se obtlenen dandole aF valores posmvos son circun--

‘2 .. 2
c= _9 4x2_ 2 _ ~9 &> Y P X =
y s !
. 2 2
=-17  4eoy= 7 e L X
y = 17 17 1
4

Para ¢ =0 es 4®-y? =0 e 4x% = y2 &= [2x|=|y|.

Para valores positivos de ¢, las curvas de nivel son hipérbolas con centro en el
origen y con eje en el de abscisas: Para-valores. negativos de-c resultan hipérbolas

con eje en el de ordenadas: Para ¢ = 0.corresponden-dos rectas; las de- ecuaciones

Yy =2x e y = —2x, es degir, las asintotas de las- hipérbolas halladas
 La superficie es un paraboloide hiperbdlico.

Superficie de nivel

SiF es una funcién de tres variabies, cuyos valores se obtienen mediante la
férmula u = F(x;y;2), la funcion no tiene representacion grafica usual, pero pueden
hallarse sus superficies de nivel.
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' Obien: _ .
_» _Vex>035>0V(x;y):((x;y)€eD A o<V (X—x,)2+(y—Yo)2<8 = [Fxyy)~¢|<e).

Gréficamente, elegido un entorno .Eualquiera de centro ¢ y radio €, es posible
hallar un entorno reducido de centro. a.y radio 8, tal que si (x;y)eD.NE'(a,3), enton-
ces F(xy)€E(£;€).

Definicion

Dado un campo escalar de tres variables por la expresion u = F(xy;z), super-
ficie de nivel ¢ es el conjunto de puntos (xiy;z), para los cuales es F(xy;z) =c.

O sea, la superficie de nivel ¢ es el conjunto {(xy:2)/F(Xy;z) = c}-

Ejemplo

Sea Fi(xyy;z) = x*+y2+22. 7
Las superficies de nivel son superficies esféricas centradas en el origen.

. EJERCICIOS

1) Hallarcurvas de:nivel-para cada una.de*las siguientes funcionés. En-cadacaso. .. -
T considerar;iéSegl’Jn;el:récorridd;; los: valores:que: pueden. asigharse a-z.... -

O . 1 i . y
R Fi{xy) — ———— - b) Fixiy)—> x2+3y?+1 c) F:x; _—
| © a_l)» =55 ) ‘( y) y ) Fay)— 3 N
] @} e » o - i En el espacio, la idea anterior significa.que-la porcién de superficie correspon: -
NoE -2) ldemparazs. - oL SR ' diente a I0$ valores de F-paralos puntos del-entorno reducido-hallado; se encuen-. .
; ® - a) Fixy) <> 4x+y—5- - b)-Fiuxy)=> A—x|—lyl~ ..c) Fixy)—=xF+y-2 tra ubicada entre los planos de ecuaciones z=¢—€y z = f+€
Loy ® 3) Hallar superdicies de nivel para: z
: © Fe(x:v: x2 e z b) Fi(xyz) — x2+y2—22 y
8 & a) -(x,y.Z)—*_-—,,;— 9 ) Fixy:z) — x*+Y Lpie
] x| : ”1——- ——
o Fixyy:z) = X2 —y?~22 d) Fixyz) — 1097+ ' e
} @ c) .(x,y,z)“ X z S ar ‘,y, 7 7 )
= P , ‘ / "?—Ex/
B ® lil: Limite funcional doble (simultaneo).. F ‘ : s .
1 . 3 A . ~ ) T
- S ‘Sea F:D < R una funcién de dos.variables (DER?) y & = (x,¥,) un punto de : xu//--- 24
3N acumulacion de su dominio. L : _ SO - » S
e £l concepto de limite doble para un campo escalar de dos variables es andlogo - , . ,/,'
R e al de limite simple para una funcién escalar de una variable. Tampoco aca interesa ' C »
L @ si el punto (xgy,) pertenece o no al dominio dé la funcién considerada, pero si exi- o ) «
5. %@ gimos que sea punto de _acumu_lacién del mismg. 7 . o
i ® Definicién. . Obsérvese que, igual que en una variable, el 5 encontrado no es 1inico, pues
; Ay El nimero'real ¢ es el limite:de la:funcién:F-en el punto &= (x,iy,) de acumula- . cualcg.uer otro nimero positivo menar que-3 también satisface la definicion. . .
; O cién-de-su-domiriio; si-y-s6lo si,:para:cualquier.nimero-positivo-€; existe:un nimero.-.. _ Debe entenderse que-el lnico método que permite asegurar la-existencia de li-
S - . positivo:s: (en':'.generaﬁdépé'hdiente:;de;_~€)—vta|‘._‘que,;pa_ra'.:tod_o_,pqhto. (x:y)..que-perte-. .. - . . mite finito para una funcxon, €es dgmostrar que se cumplg la definicién. Ello no es sim-
; i nece- simultaneamente-al: dominia:de-F-y ‘al-entorno.reducido de centro-a y radio ,. - - i le, salvo para funciones determinadas por reglas sencillas. Daremos-algunos ejem-
u el valor F(x:y) perteniece al entorno de centro ¢ y.radio € prefijado. . ' plos de este tipo. o . s
o rede esa - En general, usamos la notacion l(lin F(x;y) =¢. Si en la expresion aparecen:

Siendo X = (x;y) Y & = (X,3y,), la definicién dada puede esquematizarse asi: o _
: ~ otras letras, a fin de evitar confusiones sobre cusles son las variables, puede recu-

i Fixy)= £ o Ve>035(e)50VX: (xeD, A 0<[k-3|<8 = [F(R)-¢l<e). irse a li ¥) = ¢.
LF(x:y) = Ve 038(5)>0Vx (xeD, A 0<|X—2}<3 = IF(%)~ ¢|<é€) : rrirse a 'E,E‘Jonwo) Flxy)=¢
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3
g

: Ejgmp o 1 : : ) : En éfecto. Ve>0 sea o<as—€-:, ,

B " Probar lim (x+y) = & a A
B RN

-~ .. Para ello, debe verificarse: :

e 0<y (x~1)2+(y+2)2p§r6('1)'=y>(sz—1|<a--A-».1y.—;z|<a = 3lx—1]<35 A dly~2|<45-=
Ve>035>0V(x;y)eD,(0<V (x—3)7+(y—2)2<s = |x+y-5|<e).

= 3x-1+4ly~2<75 = 3|x—1|+4|y~2|<7§ = 3|x—1]+4ly—-2<e

Observamos primero que [x+y-5] = ]x—3+j1—2|s[5<—3|+|y—2| (1). ’

Ademas, siendo x e y nimeros reales, es: v
x=3l=Vx—3P+y-2F () A ly-2=VEx-3FFG-27 ().

Si V(x=3)2+(y—2)2<8, entonces. [x~3]+ly=2|<25 por (2) y (3).

Por la propiedad triangular: [3(x—1)+4(y-2)| =< 3]x—1[+4ly-2}: -

Luego, si 3|x—1|+4ly-2<e, entonces también [3(x—1)+4(y—~2)|<e.

Es decir, [3x+4y—11|<e si 0<vi(x~1)2+(y—2)2<s. :

Entiéndase que en los calculos auxiliares .colocamos sigrios de’ interrogacion
-pues las implicaciones que utilizamos-en.la demostracion son reciprocas.de las que -

- _ € - : ] carresponden.alli y;-por lo tanto, no tienen necesariamente el mismo. valor. de verdad:
Eligiendo:;.0<85'3;;»,.resu[t_a:,;-'f- ST . ' : '

o ;E}'érﬁp/o 3

Ve>038.= </0<y/ (k=3P +(y—2PP<s= V(&'—:3)2'+(y—2)2<'§ =

T e SR Siendo F:(x;y) — x2+xy, probar.que 'vll’rh:.:F(x-;y):S.. e
= V-3 y=2P e V-3 YT RPN KB (2P (S

Intentamos- previamente algunos: célculos- auxiliares que:nos-permitan- encoris

Por (2) y (3) es [x—3|+ly~2|<e y por (1) x+y—5l<e. X . trag‘ 6 para cada €. Estos.ca_lculos son sxmllarfas alos efec?uados en I(?s fajemplos an-
P . _ . teriores y dan un procedimiento general, aplicable a funciones polinémicas. : :
Queda asi. demostrado lim (x-+y) = 5. . . iy L = .
’ 32) Para ello, como el consecuente de la definicidon de limite -para este caso es i {

’ 4 _ Ix?+xy—6|<e, tratamos de acotar [x2+xy—6| utilizando [x~3| y ly+1l.

Ejemplo 2 : N Podemos anotar: ‘
Consideramos un caso analogo al anterior, probando que [x2+xy—6| = [(x—8)2+6x~9+(x—3)(y+1)+3y+3~x—6| =

. ¥ = |(—3)2+(x—3)(y+1)+5x+3y—12| =
: '{52)(3X+4y) =11 : = |(x~3)2+(x—-3)(y+1)+5(x—3)+3(y+1)|.
Debe verificarse: o ) Por consideraciones anteriores sabemos que - - . :
o N S —3l=V/(x—3Z+ [y +1)2<8  ly+1|=V(x=3)2+ (y+1)2<5 -
Ve>035>0:(0<n/Ix— 12+ (y—20P<5 = [x+dy—11]<e). " . , | =Sl=V3J+ y#17<8 a y+ = Vi FHy+IR<s

- ’ : - Exigimos, para simplificar, 0<&=1. i :
Luego, [x—3|<1 A |y+1|<1.. +

e

TN Y Y Y Y

Sabemos que |x—1|53/(x—1)2+(y+2)2' (A ly=2j=v/ (x—1)2f(y—2)2 {2).
: o .Obtenemos: - o i
Ix%+xy—6] = |(x—3)(x~3)+(x=3)(y+1)+5(x=3)£3(y+1)|=

=|x~3] - 1+{x—3} - 1+5|x—3|+3ly+1].

Calculos auxiliares:- -

)
[Bx+4y-11] < €~

. e I o ) )
|3x—3f4y—8| e . Por lo tanto, [x2+xy—6]<108s. - . )
Bx-1)+4ly-2)j<e . " Luego, basta ‘elegir 8ital-quee0<as—1% ‘A -8=<1; o.sea;:para-cada-€,5-es el -

2
3lx—~1]+4ly-2| < € menor entre los nimeros positivos 1 y- 1—%
‘Estos cdlculos indican que basta elegir 5 tal que 0<6§§-’ para que'se cumpla la

: Resulta entonces, Ve>038/0<s=—S- A 8=<1: 0<V(x—3)2+(y+1)°<s =
definicién. 10
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= VEryi<e = RBryl<e =

= 10V K= 3)7F (y+ 12<108 = [x=3lfx=3]+|x~3]ly+1|~5x~3=3ly+ 1]<e€ =

- ;(x—3)2+(x¥3)(y‘+1)+5(X—3)+3(Y+1)i<€ = [x+xy—Bl<e.

Ejemplo 4
Probar que li:'nz)(x2+2y) =5,
(;

En este caso procedemos de una manera ligeramente distinta; partiendo direc-
tamente del antecedente de la definicidon de limite. ' o .

0<V(x=1)2+(y=2)2<8 = [x—1|<8 A |y=2|<s =

= 1-3<x<1+3 A 2-8<y<2+§ Si 0 < & £ 1.de la expresién anterior: -
(1=82<@<(148)% A 2(2-8)<2y<2(2+5) = ' ‘

= 128+ 82 <XACTHR8H B A 4= 25Ky <A# D =,

sumando -
= 5-45+82<x? +2y<5+45+6% > — 45+ 52<xP+ 2y —5<d§+52: - -
Si-0<d=1:e5.8%<5 y. siempre: 3<% - L
- “:Luego,. para:0<§=1:—58<x2+2y=5X56 :{x?+2y~5[<55 =€ . .

Por: lo:tanto;para=todo~€>0 - es70<5'<" minimo : (1;%).‘ e

Ejemplo 5
x2y?
Probaremos lim —~— = 0.
Lo {0:0) ‘x2+y2 .
: . —_— 2,2 '

Debemos demostrar: ¥e>0356>0: (0<v'x2+y2<8 = -——:LZ—— -0 <e).
: A . xB+y?

Si x ey son numeros reales, es x*=x2+y? A y2=x2+y2.

. : - 2,2
Luego, x?y?=(x®+y?)(x2+y?) y también %s x2+y? (1) si x2+y?#0.

P e e

Como x2+y2 = [%]2, basta élegir 0<-6$_\/-E: . A
En efecto, Ve>038 = Ve tal que (xy)eD_ n 0<VxZ+y?3<s =
22 S
_5..y____.sx2+y2<€ por (1) —
x2+y? :

= |F(xy)-0l<€.. -

4 Ejemplo. 6 ,
Demostraremos: que -lim s=——"— = —
1 x24y2° 2 By
Efectuamos algunos calculos auxiliares previos a la demostracicn, considerando
el consecuente de la definicidn de limite para el ejemplo elegido.

. Xy 1 ?
| ‘ gt @

w2y 2

2xy Xs—y Ze
2(x2+y?)

—yw2__\2 2

12xy—x—y?| X7y l < €
-
[2x—1)y=1)+[~(x=12]+[-(y=1?2] < €
=)y l+x-1[2+ly-1 £ €
2x—1] - 1+p=1] - 14y=1]1 < € (1) -

Pensando en obtener una cadena de.implicaciones..que: partiendo de (1) lle:.
gue a. (2), exigimos.las siguientes-condiciones, que deben.cumplirse. simultanea-

mente:

0<BS£ A 2(x2+y3)=1. Acx—1l<t A ly—1i<t
4. : !

(a) © (b () (d)
- Consideremos primero las condjcipnes (c) y (d), que también significan x— 12~
+ly—1[2<2, o sea, que los puntos (x;y) deben ser interiores a un circulo centrado
en (1;1) y radio V2. '

Por lo tanto, de las condiciones a, ¢ y d, puede pensarse que 5'sea el minimo - -

- entre % y V2.

Veamos qué sucede si se cumple también la condicién b..
Obsérvese que la condicién .b: x2+y?z?-ex|ge-que los puntos’ (x:y/)_del do- -
minio no sean interiores al circuio centrado en el origen de radio < Para

: 2
que esto se verifique, basta elegir 0<65—\£—_.
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Luego, la conjuncion .de las proposmnones a, b ¢ Y d, nos. permxte elegir
8 = minimo: (E IZ_) e e
4’ 2. ) ) o »

Verifiguemos ahora que este 3, elegida para cada e>0, satisface-la definicion
de llmzte

€ V2

5 )/O<\/(x 1)2+(y——1)2<8=>

‘Y€>035 = min (

= 1 (x—1)2+(y—1)2<z =4 (x-’—1),2+(y'—1)2<e '=>

= 2\/(x—1)2+(y—-1)2+\/(x—-1)2+(y—1)2+'\/(x—1)2+(y—1 P<e=
= °|x—1|+|x—1|+]y—1|<e=> 2|x——1l 1+{x—1| 1+ly—1| - 1<e=
P°r= 21""‘1IIY—1|+Ix—1llx—1l+|y—1lly e = 211+ (=12 (= 1< =

= x=1lly—1]+|—(x= 13+ = (y=1)2|<e=>- I2(x Dy=1)=(x= 1)3—(y—1)al<€=

Iny—xa Vo|<eim: o=y it
e ()] 2

<E$

Pi'opiedades del limite doble finito = - .

Las propiedades demostradas para limite finito de funciones escalares (Célcu- - -

fo'1 - cap. 4) subsisten, con demostraciones andlogas, para limite finito de campos
escalares. La Unica diferencia esté en la interpretacién de la expresion [x—3).

1) Si l(ing)F(x;y) = £, entonces existe un entorno del punio (a;b) donde' la funcién F
a; - : : .
estd acotada. (Ver pag. 85.)
2) Si Ism F(x y) = ( Ilm G(x ,y) ¢' y D = Dy entonces
lim [F(x,y)+G(x,y)] = f4e. '

Propledades similares pueden probarse para la resta y el producto Tambnen para
el cociente si el limite-del leISOI‘ noes nulo: -

3) lim |F(x;y)| = |I|m»F xxy)-
(a:b) (a:b)

- 4) Si hm F(x,y) ¢ /\ £>O»entonces-existe un’entornoredﬁcidodel-punto (a;b)ydon--

- de Ios va!ores dela funcxon son posmvos para los puntos de ese entorno. Sucede
algo analogo si £<0. :

5) Si para todo (xy): F(x:y)>0, entoinceé l:’ntx’)F(x;y)zo.
a;

6) Toda funcion es igual a su limite mas un infinitésimo en el punto.
O sea, si Ilm F(x'y) ¢, entonces Flxyy) = &+ M{xy) con hm M(x-y)

Estas propnedades se extienden a funciones de n vanables con n>2.

lgual que para funciones de una variable, el célculo directo de- limite doble se
apoya en las propiedades ariteriores. Para el caso en que el limite resuite indetermi-
nado: cociente de infinitésimoes, cociente de infinitos, etc. {Calculo 1'- cap. 4), pue-
de recurrirse a simplificaciones o artificios previos. El calculo directo se apoya tam-
bién en la continuidad de la gran-mayoria de las-funciones que se utilizan. -

~ Ejemplos

x3 —y2
1) -|fm__§_ﬂ_ =37

@) 2x24y3 g

xX3+2y2—1 si (xy) # (—1;2)
2). Sea F:(xyy) — {

lim  Foxy) =

7 si(xy)=(-12)

(3+y2) sen x
(00)

3) i

= lim |(@+y2} 20X | < 3,
im (@422
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Generalizacion. del concepto de limite |

lim Foxy) = = = Ve>036>00ay){(xy)eD; n 0<Vix=xP+{y-ypP<s = | 9 lim _3senly) Se:. by g iim 2 - o) lim [y sen (%)]
3 : : : : - {02 - 0: - :
Andl o dorn . = [Fixy)|>€). o ) o). : : e x +y2 ©0:0)
o nalogamente pueden definirse: . : ' : : . ‘

' M . - : : P - e .
R im Flxiy) = +2 < Ve>035>0V(xy):((x:y)eDs A 0<V (XX 2+ (y—y,)P<s = IV. Limites sucesivos o reiterados

; Y0 ’ :
! ' ‘ = F(xy)>€). A veces conviene considerar intuitivamente la idea de limite doble y compararla
P ) im Elxv) = - e con la de limite simple. o . v
- lim = F(xy) = — = & Ve>038>0¥(xy):((x:y)eDe 1 0<V (X=X )2+ (y—y,)2<s = , o Al buscar un limite simple se observa a qué nimero se aproximan los valores -

{xpvo) s " o R s . L
) f(x) cuando x se “acerca”, por derecha y por izquierda, al punto de acumulacion ele- L

gido. La misma idea en.el plano sighifica aproximarse al punto por “cualguier camino

o = F(xy)<—€).
Ejemplo : . . : que se elija". Es decir, pueden elegirse rectas-paralelas a los ejes (limites sucesi-

| Probar que"' I|m L e, - 'vos), rectas cualesquiera que pasen por el punto (limites radiales), y.también curvas . .., '
T T ey 'XZJ_':.yz, ' : planas,-de cualquier tipo;-incluidas en el dominio;-a las cualés pertenezca el punto.--
X - : Por supuesto, la posibilidad de elegir un camino diferente no.se agota nunca. . _
Ye>0-sea: 5__1_. Esta idea es muy Gtil para.probar.que una funcién.carece de limite-doble; pues;.:
¢ a: 0<8 . v . " .
Ve : : . ' si una funcidn tiene, por ejemplo; limites radiales distintos, entonces no puede tener=: -
. . 1 _ o » limite doble. En efecto, |a unicidad del limite-asegura que los valores de.la funcion .
Og\/xz'_-x»_y?<5 = 0<V Xyl .x2+y2.<i~__-, 1 —€ -~ v tienen- que aproximarse al mismo nimero, a lo-largo de-cualquier curva:que pase -
S Ve € | xXPty? o . - .. porelpunto. o E : _ )
También-pueden darse-definiciones-adecuadas para las siguientes expresiones:: Calcular limites sucesivos significa fijar primero una de las variables y calcular.
o o limite simple para la otra. Este limite define; a su.vez, una nueva funcién para la pri-
lim F(xy)= ¢, lim F(xy) = =, lim F(xy) = = =, y lim F(xy) = - =. mera variable, cuyo limite simple se calcula finalmente.
=) (=) (=i=) (=) | Consideramos, en primer lugar, algunos ejemplos que aclaren esta idea de li-
El ditimo caso, por ejemplo, significa: mites sucesivos o reiterados.
L o Ejemplo 1
(lfzg)F(x,y)’— —x e Ve>038>0V(xy):((xy)eD A VX2+y2>8 = F(xyy)<—€). femp .
Es d : - ' ) Sea F:(x;y) — 4—x2—y? cuyo dominio es R? y calculamos limites sucesivos en
s decir, para cualquier nimero positivo prefijado €, es posible hallar un cir 3 ' ’
- " o e, culo 1-=).
ceptrado en el origen y radio 8, tal que todos los puntos (x;y) del dominio de F, ex- ol punto { '2)
teriores a dicho circulo, tienen su imagen F(xyy)<—-e. ’
EJERCICIOS e
1) Probar la existencia de los siguientes h‘r_nites hallando 8(€) en cada caso: :
a) IET_ 2)(7’("2)’) =1 b) lim (3x?-xy) =4 : i
: yema. - X -1 : : -
~-g) " o 2; 2y oA . . . X Lo a
) (5?_1).(5" 2yPxty =12 ) "?3;9_;-1',,("2“,3"”5) =15 |
. 2) Hallar §(€) para demostrar: - ' {
. 1 o o %
a) Him ————=-+x-- b)) lim-— L = .
- (0:0).-.7 >_\“/‘x?'+y? e ) 1:2) x2'+y?'—-2x; 4y+5 +x . 2
3) Calcular, sies posible: - - . ) . L o \
a) lim | —Y t(ﬁ_ g ysen(x=2)
(3:0)[ x—3 g \ = b) l:g%)* 24 . - .
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_ Fijamos -prirvneio:.vl_av Variable,y. Es'aé'cir.

- Mamos y,. En el plano de ecuacion y =Y,

X, dada por-la formula F(xyy,) = 4—x2 ~Y2'y buscamos su limiie en x = 1.
R P
O sea, lim. (4-x~y3) =3-y2 ;

En nuestro caso, kj

: : mismo sucede para cualqui i
queda definida una nuev quier otro v

Puede buscarse ahora el limite en y = -3,
Es lim g(y) = lim (3-y?) =3
= | 3Vg(y). Xt V_y) 1

y—— Y—"E

2

P

3/2fmmm -

11

:__top)amos'un__'valor‘ fijo.de y,-al cual lla~ '
consideramos la fincion de una variable

) ¢ alor fijo de y, es deci
a funcién g, de una variable y, siendo g(y)J = 3—yy2. e

Resumngndo;_los dos limites que hemos calculadg sﬁcesivarﬁenfe:

£, = lim | I —x2—y2) [= 3
12 'wg[hm (4-x2 yaJ-jr

xX—1
Y—'a ;

" En.forma-anale

ga; pbderhosi'mnsiderarrfpﬁheré’ vale i
enc ot NSk L valores fi
ada uno: de:los planos correspondientes; fuinciones: de una’sola variable y.

y— = !

3

@2y T p o
Es llm3(4 x yz)_.T._ X21= h(x)‘i"'

Lue o, i = im (7 3.
o0 ) =l (3 ) = 3.

" 76
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jjos‘'de x y determinar;
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‘Queda, finalmente; ¢,, = lim [Iim‘a(f##xf*'—'yé)}é
1
y

alw

hx) =L - x2
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Hemos encontrado, entonces, los dos limites sucesivos.

En el primer caso, la notacion ¢,, significa que la primer variable que actia en
el limite es la variable 1 o sea x, y en segundo término la variable 2, 0 sea y.

¢,, indica que se calcula primero el limite para y, luego para x.

Ejemplo 2 .
Sea F:(xiy) — 5x2y—xy2. Buscamos ambos limites sucesivos en (3.1).
= tim.[lim F(xy)] = lim (45y—3y?) = 42,
1 = lim flim F(xiy)] = lim (45y~3y?)
T P . - . 2; =42.
€y = lim, [IlyLn1F(x,y)] I;TS(SX X) = 42

En. general, consideremos F:A— R tal que z = Fix;y) con ACR? y (a;b).punto-
de acumulacién (superficial) de su dominio. o '

Tal como hicimos en los dos casos particulares; filamos .y ='y,-buscando el li-
mite ena de-la funcidn de variable x. Si este limite de una variable x existe, depende
del valor y, Siendo limaF(xyo) = gly,)- Obsérvese.que g(y,) es el limite en a de

F(x:y,)» ¥ no es necesariamente-igual:a F(a;y;). (En-los: ejemplos: dados -resulté -

gly,) = F(ay,) por ser F continua en ambos casos.) .
Si hacemos variar ahora y,, es decir, si consideramos distintos valores fijos de
y, queda definida'la funcién g, de una variable y, de la siguiente_ manera:

- gy —» lim - F(xy).
X—a
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CCnéideremos £, =Ilim Ii'm.l'zF(x;y)]. Para calcular lim 2F(x;y), observamos que
thall et y2 - i Nz 008

2, en el caso propuesto, no es punto de acumulacion para el dominio de ninguna
funcion de variable y (fig. 1). Por lo tanto, no se cumple la condicién de punto de
acumulacién que exige la definicion de. limite en una variable, y no es posible cal-

cularlo.
Lo mismo sucede en ¢, para calcular lim 1F(x;y) siy =2 {fig. 2).

Y Y

| ——
l l ] 1 P y =2
Ay V2 ==
. H:H I i
1 1
[ 1
P | ]
1 |
H 1
1 . X 1 ‘ X,
o o - , )
Buscamos-ahorasdim:a(v): Si-existe: resultalim:-[Fm- -Etxn = ¢ - o . Co ' -
B y_.bjg,_(y) "ex!Ste"r?s”'ta‘-l;r}b[i'ﬂ—f(x:)')] =&~ _ En realidad, para calcular £,,,.es necesario exigir que, en cualquier paralela-al-
. Encformaranalogarserpuede:con e T o ' eje y, existan infinitos-puntos del:dominio:y.que-la interseccion de cada paralela.con--
s naloga; 59 puede considerar-el‘otro-orden enlos’ limités sucesivos. ~ - e -la recta y = 2 sea punto de acumulacion del dominio. Para ¢,, debe suceder lo'mis--- .

mo con las paralelas al eje x:- . -
Para simpiificar, aungue la exigencia es mayor, pedimos, para calcular limites
sucesivos y, mas adelante, radiales, que el punto sea de acumnulacion “superficial”.
Esto significa que, en todo entorno reducido del punto, la interseccion de dos rec- .
tas cualesquiera es punto de acumulacion del dominio. Esto no se verifica para (1;2) -
en el caso presentado, pues es de acumulacién solo sobre una recta y no scbre una s

superficie.

Estudiaremos ahora la relacién que existe entre los limites sucesivos y el limite

doble. _
Si el limite doble existe en un punto, dicho limite es Gnico. Por lo tanto, para que

- pueda verificarse la definicion de limite doble ¢, si existen limites sucesivos, deben -

coincidir con el nimero ¢. Luego, si los limites sucesivos existen, pero no son iguales,
no existe limite doble.

Ymmm o mmmm oo

beeveceoe

I Ejemplo
@ | 30y SR :
' % Sea Fi(xy) —- y -y (0;0) punto de acumulacién (superficial) de.su- do-
Ml ' lim Him Fix;y)| = ¢ | | § Ky | A
} ) @ ~ x—-a[y——b 'y] __ 2‘ . - L minio.
{H &Pz , ' - : £, =lim (lim. Sxety? )— fim 1=1
: de.acu”P’alra‘,qa'ﬂcu'a‘_ﬁ"'m!te,s:"S‘J_cesw°s":'e"‘~"U"‘*Punto- (a;b);-no-basta: exigir-que sea - : 127y o\ x=o0. X2+y2 y—0
a ml.fl acion"del dominio. - Tampoco-basta'que' el conjunto sea denso‘en si. i '
n . . - :
limite doebela:t ply ﬁa'-le'A‘—?‘ R con ACR? A A = {(xy)/y = 2. Si se trata de-calcular o =im (im ) oim 3-3
. otra parte, t nb(”, ). por ejemplo, este punto es de acumulacion del dominio. Por : ' 21" \ho\ymo xe+y2 /a0
S parte, también A es denso ‘en si, pues todos sus puntos son de acumulacié : : e : :
o - cion. ) ¢, # ¢, asegura que no existe limite doble en el origen
IR 12 21 : - -

Sin embargo, no tiene sentido pensar en limites sucesivos.
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g e‘xistealfmite dqble‘. pero su igualdad no informa sobre la existencia del-limite doble;

. existe £, = lim (h’rn -;F(x,y)),y coincide con.4. ..

Téngase en cuénta que la desigualdad de: los I}miies sucesivos asegura que no

Teorema 1

o gf:x;g ;n RF(zc;r)! ig;?:e):( i(satznl;pugtcl)' de a?umulacién {superficial) de su démi—
.iguales. P 2= ;T. b( I:(rz aF(x;y)),A entonces» ambos son
Demostracion

Por definicién de Iimife dable ¢

Ve>035>0V(xy): ((%iy)eD, 7 0<v X2+ (y—bJe<s = |Fixy)—£l<e).

Olsea,s-é.—e<F(x;y)<6:+'e:?si:u"(x;y)‘eE"((a;b);&)‘;' SN
. Consnfjerando::exclusiVamente.'lIa'ivariablez‘»xl;z-'pon_’propiedades del-limitesimple, >
93 (’—es.linla‘F(x;y)sﬁJr'e-ya.que..por'hipétesis:exis"te.-limif:F(x;y)i' R '
: . - - - x—a
Foan). s

Como; también por-hipdtesiszexiste:lims: ;lirﬁ'i:

' Y=\ g
f-e=lm (ﬁm' F(x;y)) < tre
S y—b\ x—a .

Luego, Ye>0: f-e<¢ <¢+€ en E'((ab).5).
O sea, Ve>0: |¢,,—¢|=e. Por ser ¢,, y ¢ nimeros reales, resufta =€,
En forma anéloga, si.existe ¢ y. existe ¢5,. Puede probarse £ = ¢,
0 r . ) 1.
Puede darse el caso en que exista limite doble y no existan los limites sucesivos.
Ejemplos
1) »F:(x;y) — X sen % "»Puede~probérse' ¢= 6",2 =0. No e’xisie 4,

2) Fi(x;y)— ysen % ¢ = ¢, =0. Noexiste £,,,. .
3) F(xy)— (x: Z tsenZ).-
) P y)»—>().<+y)(sen‘ X sen y)
Puede- probarse?.=0:-No ‘existen- ni: & i (21 o

¢+ Teorema.2:-
domn i\:%azasli :A-'.T->_»RI‘:: cpn;sA‘g R%°y¥(a;b):un:puntode s'acu'mulééié;i i‘(suﬁérﬁcial)l‘de su
o fecta.d ex:ste_ ‘Imlte dobie ¢éen (a;b) y existe, en un entorno reducido de b (Sobre
e ecuacion x = a) la funcion g, tal que gly) = lim F{x;y), entonces también
X+ a

X—

y—b

TR 5 X .

N

R

WRIN .‘,\‘é\“}

\‘\"\\;\‘ _‘l'\ '.‘\"\’\\ """“v TS ;l\‘ BIRARIA TR R R q

A T T T L Ty au
SHETURATGEEHIRIR S R A R TR
EARBERIRH RN T

Demostracion ) . ‘
Por definicién de limite doble, Ye>038>0 tal que:

(xzy)eE'((a;b),S):; ‘lF(x;y)-»é’I<§-

O sea, ¢ - —%<F(x:y)<(’+—§— si (x;y)fE'((a;b),S).
Fijando y. buscamos lim ..
X3

Resulta:

‘- —Z—slim F(x,wj)s£’+—;-. si, (xy)€E'((a:b).8):
Xx—a PR e

También {—e<lim F(xy)<f+¢€, -0 sear £~ e<gly)<{+é€, relacion que se veri-
X—+3

fica si.y es la ordenada de -un. punto del dominio que pertenece a la recta de ecua-
cién x = a y al entormo reducido. ’ RS

Luego, Ve>035>0: (0<ly—bl<s = lgly)—¢I<e)-
QO sea, 3lim bg(y) ={. :
y—i

" Por lo tanto ¢,;=¢.

Consecuencia: A
Si F es infinitésimo en (a;b) y lim :(x;y) = 0, entonces existe .

fim (h’m--F(x;y)) =¢,,yes €,=0. "

~y—>b\ x—a

En algunos casos conviene considerar, para negar la-existencia del limite ’dpble,

limites radiales. Estos son limites simples para restricciones de la funcion sobre con-
juntos-unidimensionales. L
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1. . Ejemplo 1 ' _ |
Sea F:xyy)— . . y (0;0) punto de acumulacion (superﬁcial).
x2+y?

Podemos calcular €,, = £, = 0.
Consideremos ahora, en R?, las infinitas rectas que pasan por el origen, cual-

. quiera de ellas con ecuacion y = mx.
Los valores de F sobre una de esas rectas estan dados por

e - LS
F(x;y) = F(x;mx) = ——————-
P o xR mAé
Parax-# 0~es F{x;mx) = 2
) . o 14m?
Por- ejemplo; sobres _Ia:;-rec_:’ta-: de: ecuacion:y. =X - es: F(xy) = —;— }
sobre la recta de ecuacidn Ay.=__2x:e's F(x:y) =—§. ‘

sobre la recta de ecuacion y = 3x es F(xﬁy) =—1%—. etcétera.

Es decir, F es constante a lo largo de cualquier recta que pasa por el origen
y la'constante es distinta para rectas distintas. Por lo tanto, en ningin entorno redu-
ciqo‘ del origen los valores de F se acercan a un ndmero ¢y F no tiene limite en el
origen.
Cada una-de las constantes halladas es el lim OF(x;mx). es decir, de una res-
. X—

triccion de F 'éIAconjunto C, ={tyyy= mx}.-Cada uno de estos limites es un limite

-radial. :
y
ey
&5 4 +
E
¥ * - .
R )
AR
B y
& X

%
r{{

Si el punto donde se-calcuta el limite ‘es (a;b), los limites radiales correépondeh
a las rectas que pasan por dicho punto, cuyas ecuaciones son deltipoy = m(x—a}+b.

k7

AGEmERL
ARIHEHRHRUNER

. Ejemplo 2

3xy?

Consideremos Fi(xyy) — y busquemos limites sucesivos y radiales en

el origen. , ‘
Es ¢,, = €, = ¢, = 0. 0sea, todos coinciden, lo cual no informa sobre la exis-

tencia de limite doble. _
Sea A = {(x;y)/y? = x}. La restriccién de F sobre A esta dada por F(xiy) =
= F(y?;y). Calculemos su limite en el origen, que es punto de acumulacion de A.

i Flyzy) = im L =2
y—0 . y—-02y4 ‘ 2

Como este limite es distinto de los anteriores, afirmamos -que F no tiene limite - -
doble-en.el origen. BRI : S . !

Ejemplo- 3.
xy—1.
x3—y? . _
E! limite propuesto es indeterminado. Buscamos limites radiales y consideramos
la restriccion al conjunto A = {{(xy}/x = 1} que corresponde a la recta de ecuacion
= 1, que pasa por el punto (1;1). ‘ :

Calcular- lim
NLBY

Sobre B = {(xiy)/y =1} es [m —5— =T,

Por lo tanto, no existe limite doble en (1;1). -

Podriamos haber considerado la recta de ecuacion y = 3x—2, que también.pasa
~por el punto. O sea, la restriccién de F a C = {{xiy)/y = 3x-2}.

2_ox—
Es lim Fglxy) = lim __gx__2x_1___ = - —‘1, distinto de los anteriores.
X1 wox=1 x3-gx?4+12x—4 - 3

Para funciones.de n variables se. extiende la definicion de limite: doble a limite- -
mditiple utilizando-entornos n-dimensionales. - ’ ’

EJERCICIOS
1) Verificar que no existe limite doble-en el origen, medianté limites sucesivos

' Xy ' © Bx2-5y2
a) F:lxy)—=—— b) F:(xy)— .
) P =5y ) Py ==
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2
(=

a0
5 ; i - ) ’ R o
§ e 2) Sea Filx: . 2xy? ) : En R? la definicién puede precisarse asi:: & -
R ) ea .-(x,y) —-)7———-‘ - Calcular l|m|te en el origen para sus restncclones a los F continua en (a; b) = Ve>038>0V(X,y) ((X'Y)ED A V{x—af+{y-b)’<s = g
1 sugu:entes conjuntos: A = {(x,y)/y 3x}, B'={(xy)ry = xz} C= {(xy) Iy2 =x}. ‘ : = [F(xy)-F(ab)i<e). g
. e obtiene al ? - L _
¢ guna conclusion? Si existe limite doble pero la funcién no es continua, la discontinuidad se deno- @
) mina evitable. Si no existe limite doble, 1a discontinuidad es esencial.
3) id F: Sx+2y — Ly 5. &
em para F:(x;y) — ax—5y sobre A = {(x;y)/y = 4x}, B={xy)/y=— < x}. , : 5
- P Funcién de vector acotada S
i 2x— i ) . - « . s » . el
4) Idem paraF:(x;y) — y ‘,1 en (1;1) sobre - A = {(xy)/y = ~x2+2}, Una funcién de vector, igual que una funcién escalar, esta acotada si su reco- S {‘“
: Xe—y : i rrido es un conjunto acotado. Como el recorrido de una funcién de vector, 0 campo. ECRS I
B = {(xiy)/y = 2x-1} T ' : escalar, es un conjunto de nlimeros realés, al estar acotado y no ser vacio, tiene su- .

premo y tiene infimo. El supremo del recorrido es, por deﬂmcxon, el supremo de'la .
funcion. Lo mismo sucede para-el infimo.

. Tyl LT : LT L
5) ..ldem:paratF:(x:y)tea;x——-L en-(1:1)-sobres= A= {(cy)fy = x¥ . .o
Tox-yR () {oa)ry - x} ' Sea F:A— R con ACR2
B = {(xy)/ Y‘='2"x2}- ' . F estd acotada si y sélo si existe un niimero real y positivo- k tal-que
6) .Idem para E:(x;y)'a..,’%%enz(zg,):sob,e, A=)y =2x-3}, . V(xy): ((x;y)eD- = [Fxy)l=k).
B4y '
: v R : . Por ejemplo, FFA— R con -A = {(x; y)/xz-ry2<4} A F(x,y) 3+x2+y?  estad

B = {(xiy)/y-=x2~3}.
: : acotada pues V(xyy): ((x,y)eA = |F(xy)=10).

7) Investigar si existe limite doble en el origen para:
3x2
y b) Fi(xy) _)__xyz__

a) Fxy)—»——m— :
x*+2x2y+y? RN A -' I

2 2
) c) F(x'y)_,_L
R st

b e e
[
b oo s e e i b 2 o e

. B) Investigar si existe limite doble en (1;1) para .. .. .

b3
A
|

ny

/

\

‘\
SN A

L

L/

N

<t

SosiIxE#lyl : -

B TN e SR r°c2e
a) Fixy) » ———— b) F:(xy) » ———— ¢) F:(x: Xc—y
' xE-y? : ooy VR T e txt =1yl

Z)

ceceaea s

‘ Is
"

V. Cohti'nuidad e *" 3 es el infimo y 7 el supremo.-
En cambio, F:R2— R con F(xy) =3+x%+y? no esté.acotada:

. |0 . s“ am
SI solo s' S€ Vi ﬁ I l S ac( tac Ia I l'ell( ymente su Ill“lll() es 3 .

1) ?—JF(a) - S . , ‘ Extremos absolutos y locales
2) 3limFR®. El nimero real F(a;b) es el maximo absoluto deFenel conjunto A, incluido en
A 3) hm F(x) F(a) L ) R?, siy sdlo si:
Siel punto 3 es anslado Fes contmua en a si existe F(a) » . A - : Vixy): ((xy)eAv.:a F(x;y)<F(a;b)).
3 84 . . .' . . : . : . ) T ) . e L . . 85
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@» R2, si y sdlo si:
Vixy): ((xy)eA = Fixy)=F(ab)).
Pueden defipir;ée también extremos locales o relativos.
F(a;b) es maximo local de F si y solo si, en primer lugar, (a;b) es interior a su
dominio, y existe un entorno de (a;b) tal que R
Vay): ((y)eE(ab) = Flxy)=F(@b))-

Z,'

F(a;b) es méximo absoluto y local. F no tiene minimo absoluto ni local en A.

_Como puede observarse, las definiciones son andlogas a las conocidas para
funciones ge una variable y pueden extenderse a cualquier numero de variables.

También pueden probarse todas las propiedades de funciones continuas, ya de-
mostradas para funciones escalares. ' o

Por ejemplo:

“un entor_r_xo de 3 en el cual la funcién esta acotada. :
) 2) si F.es continua en el punto & de acumulacion de su dominio y F(a) es un
nimero posltivo,.entonces existe un entorno del punto a donde los valores-de la fun-

cion también son.positivos. (Lo mismo-sucede: para valores negativos.)
3) si F y G estan definidas-en el mismo conjunto y ambas son-continuas enel

F . A~
re si G(a) # 0, etcétera.

- Continuidad-en.. un,:.co‘njunto:;;r_

.r 3 ecto . - . - . .
sSus ‘)I"“()s . j '

Teoremas de Weiérétrass
Sea F:A— R con ACR2.
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- Analogamente, F(a;b) es el minimo absoluto deFenel c_:onjuntb A, inéluiéo en =

“1) si F es continua en el punto a de acumulacion de su dominio, entonces existe

punto: é;:entonce‘s-f-&ﬁ,éfF.—.,G}.yf-FG.-son continuas:en-dicho :punto:-T. ambién:lo.es - .

Primer teorema 7
- Si F es continua en un conjunto cerrado.y acotado (compacto), entonces F esta
acotada en dicho conjunto. e o »

Demostracion

Sea A un conjunto cerrado Y acotado. Por estar acotado, se jo puede incluir en
un circulo con centro en el origen y radio 8. Y éste a su vez puede incluirse en un
cuadrado cerrado B de lado 28. ' :

- Suponemos, para demostrarlo por el absurdo, que F no esta acotada en AY,
por lo tanto, no lo esta en su interseccion con el cuadrado. Es decir, F no esta aco-
tadaenANB. . . U ’ v o

Si subdividimos B en cuatro cuadrados, en la interseccion de A con uno de ellos,
por lo.menos; Ja funcion. no estd:-acotada. . . . '

En efecto, si estuviese acotada en cada una delas intersecciones-de-A con
cada uno.de los cuatro cuadrados, también lo estaria en el conjunto inicial A. Llama-
mos B, al segundo cuadrado cerrado, asi elegido. Subdividiendo B, elegimos de-la .
misma forma, B,, etcétera. : : . '

).
W [
NS

=

:"Definimos entonces: una sucesion (B,yde rectangulos cerrados; cada uno inclui-- .
do en el anterior, cuyas dimensiones: tienden. a cero: La interseccion.de esos infini-
tos rectangulos es un unico punto (a;b) (Pag. 17). U .

En cualquier entorno de (a;b)-puede incluirse.uno de los cuadrados B, de la su-
‘cesion y F no esté acotada enARB . _
Tal como ha sido haliado (a;b),--ueste\punto-no'puede_-ser’.’exterior.al- conjunto. A,
pues en todo entormo de (a;b) puede incluirse, como se ha visto, uno de los cuadra- -
~dosdela sucesion {B;). Por lo tanto, (a:b) debe ser interior a A o punto frontera del '
mismio. Si es interior, (ab)eA. Si es frontera y es aislado, también pertenece a A. Si
_es frontera y es punto de acumulacién, pertenece al ‘conjunto A porque ‘éste es ce-
rrado. o
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En todas Ias sntuacnones (a;b)€eA. Luego, F es contlnua en (a b), por. hupotes:s .
‘ .Ahora bien, por. prop:edad de las funciones continuas, existe un entorno de (a;b) -
donde F esta acotada. Por lo tanto, en la ifiterseccion de este entorno con ANB,, F -

esta acotada y no lo esta. Con esta contradiccion, el teorema queda probado

Segundo teorema

SiFes contlnua enun conjunto cerrado'y acotado entonces E alcanza maximo .

y minimo absolutos en dicho conjunto.
La demostracion es analoga a la del teorema para funcnones escalares. (Calcu-

lo1-cap.5.)

- Sea F:A~—:R con ACR2 Por el pnmer teorema F esta acotada en-A: Sea M su
supremo. .
- Por definicién:de:supremo-¥(x;y):= ((xy)eA’==‘ F(xy)<M)

El ndmero-real:M: puede 0.no pertenecer-al-recorrido de F: S| pertenece se trata-»-‘-"

del. maxnmo absoluto- Es:decir,-debe: probarse-que- 3(x0,y0)eA tal-que: F(xoyo) =M
Por el absurdo ‘SUPONemos: ‘que:no-existe: dIChO punto es dec;r

_ V) F(XW)1-<M .
Luego, Y(xyy): M—F‘(x;y)>0.

Consideremos -una funcién auxiliar G, definida en A de la siguiente manera:

. ; 1
G.(x,y)—a——————M_F(x;y) .

G es continua y todos, sus valores son positivos. Por el primer teorema,
.

0< —_—
3k>0 tal que M F(x,y)

Resulta V(xyy): F(xy)=M - l <M. Esto es absurdo pues M — % es una cota

superior menor que &l supremo.

. Este absurdo-provino. de suponer . \'I(X'y) F(x,y)<M Luego, . 3(x,y,)€A tal.

que F(x o Yo) = M- méximo-absoluto de F:
' Consnderando el:infimo;zen: lugar del: supremo, 'se. demuestra 1a- exnstencna de

minimo absoluto

También: se extienden a- campos: escalares las: defmlmones de. continuidad uni- -
forme y elteorema de. Heine-para:conjuntos:compactos:en-R":(Célculo. 1.~ - cap.5)..
Para.un campo: escalar F:dedos: vanables Ha. contmuudad uniforme.se define-asi:: .~

F unlformemente contmua en A

= Ve>035>0V(x, y,)V(xz,yg «x y,)eA A (xz,vz)eA ” \f(x - a)2+(v1—v?_)2<8 =
' = [F(x,3y,)= F(xzvz)l<€)

R

Xy \.\‘\u\‘\

El teorema de Heine, para dos variables, demuestra:

SiFFA> R {con ACR?) es continua y A -es-un conjunto: compacto entonces F
es unlformemente continua en A. :

EJERCICIOS

1) Estudiar continuidad en el origen para cada una de las siguientes funcnones Si
es discontinua, clasificarla.

2 2 e - et
ﬂ— si (x;y} # (0;0).
x2+y?
a) F:(xy)— :
0 si (xyy) = (0;0)
2 __y2
b) F:(xy)—» ——Y
X2 +y?
r 2.2 o . .
[ S st #00)
9 Fpy)—> § *7Y
L 0 s (xy)=(00)
¢ 1
) xsenv si y\#o
d) F:(xy)—
: 0 siy=0
r {'-)yx2 .
si (xy) # (0;0)
- x*+3y .
e) F:(xy)—
L 5 . si (x,y) (0;0)
N e et x—y*=1 -
2)" Estudiar continuidad en- (2;1): para. F: (x;y)—=——.
: . ] x2--4y
RESPUESTAS A EJERCICIOS -
CAPITULO 3.
Seccion ! _,
1) a) 0 b) -3 c) 3a’y—3ay d) Bx3~4x e) —7&}8_
2) a) -2 b) 3(a+h)2—-4(b+k)2 ¢} 3a2-4y2.- o -
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< 3aR b-10 o -1 d ~2,

& 4) a) Rz—'{(x;y)/><=v0vy=0} b= 9

ST e e LT
2 i

. oL s ,‘Z/'t e
A
7 -
d)- : iz/[;fﬁ o D = {{(xy)/x2+(y—1)2<1 A y# % ANY#F %}

R

b) no 3 c)In2 d) —6.

. T . E 2
1 X
e) - % o D = {(xy)/x>2.A ——=+y?<1}. .
) TR {(x:y) SEENETS }

D= {(y)/xe+ay=1) .

) D=o.

8) a) D = {(x;y)/2=x2+y2<4}.

D = {(x;y)/(x+3) (y=2)>0}. °

X .

.

b)

c): D ={(xy)/y= % 'g"z AYSREE A

Ay Ex2-4)
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c) B QXY{\XX‘[\. - D= {(x y)/y>2— Ex A -% -~ %<1}.
—=3 x |
y
f/v
! / WA
VA ,
= A
v/ /

d»_ // ARV /

3 1 (2n—=1)m . . :
D = Hx; — —_—— 1
Y)Yy # 2X+2 ] A NEZ|.

Seccion i
1) a) haz de rectas paralelas de pendiente - —1—'(2 = (),

- b) elipses concéntricas en el origen. 2=1 (el ongen es la.curva de nnvel 1).
¢). haz de parabolas de:eje y para. z = O Eje xparay=Q.

2). a)- haz.de rectas:paralelas:de: pendlente =4
b} z = 0: cuadrado: de-vértices:- (- 4;0).-(0: ~4),-(4:0) y (0 4)
z2.=3: cuadrado-de~vértices~(—1'0) ((0;=1), (1:0) y (0; 1) etcetera z=4:
) haz de: parabolas de eje y-com: concavndad negativa.-

3). a) ehpsmdes‘ concentncosen'el‘orlgen‘*u>0 _ _
b) hiperboloides.de una hoja si u>0, de dos ho;as sn U<
¢} hiperboioides de dos hojas si u>0, de una ho;a sn u<0f .
d) esferas concéntricas en el origen y radio \ log U u=1..

92 ’ : ~

Seccién I
. ) e' . ei . ;€
<d=— = ——1) <5< ——
1) a) 0<3 5 b) 0<8= min { 13 'f"“ ~ ¢) 0<d=-min { 5 1) ’
., €
<8< — 1).
d) 0<é= min ( 17,.1)
. 1 1
2) a) O<d=— b) 0<d=—zo
€ Ve

3)a)0 p) 0 c) 0 d).8 e) 0.

Seccion 1V

1) a) €,=~1 ¢

2) ¢,=0; £;=0; ¢,=0. Ningunaconclusion: -~ ..

- _ 11 - _ 4
3) £, = 5 £y 5 No existe limite doble.
2 . i
4) ¢, = 3 ¢g = 0. No existe limite doble.
1. 4 o

5) ¢, =~ = €y = 5 No existe limite dobie.
6) ¢, = 3. €, = L. No existe limite doble.

AT 4" BT 42 ,
7) a) noexiste ¢  b) no existe ¢ ¢) no existe ¢.

8).a) no existe ¢ b) no existe ¢ c) no existe £ pues £ 12 %(\ ¥4 y=

~ -Seccién V

1) a} discontinuidad esencial; . b) disc. esencial,- ¢). discont. esencial;.

d) .continua; - e) discont. esencial.

2) discontinuidad esencial..

T P

TR

x=1
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g
g
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|
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Recis

E! problema: de: la:derivacion-para;campos:escalares :no-cambia respecto.de:lo- -
ya visto.para-funciones-escalares::Es: decir;: siempre-se-efectiia-la derivacion- ‘segun ». - -
una:sola:de:las-variables:que: intervienen;dejandorfijas:las:demas: Por-ello: se:trata:
-de una derivacion parcial:-Subsisten; por-lo:tanto; todas: las reglas: para denvar fun-

ciones de una variable.

l. Derivadas parciales

Sea F:A— R (ACR?) y (a;b) un punto interior al dominio.
. Si fijamos una de las variables, por ejemplo y = b, F depende exclusivamente
de: la vanable X. Resulta F(x;b) = g(x). Si g es derivable en a, su derivada es, por

definicién, g'(a) = lim 2X=9@ .
x—a X—a

L:uego, definimos. “derlvada parc:al de F, respecto de x, en eI punto (a b)", al
siguiente limite simple, si existe: :

lim F(x;b) — F(a;b) -

x—a x—a. =F.(ab).

Se. utiliza :también :a. notacién —‘;% (ab); Fy(ab), F, (a;b) ‘oD, (ab): -

.

El-grafico:de-g.es.una curva-en-el:plano. de-ecuacion .

de la recta tangente.a esa curva en el punto (a;g(a)).
Por lo tanto, la-derivada parcial -F .(ab) 'es la pendiente de la recta tangente,

enel punto A= (a;b;F(a;b)), a la curva plana, interseccion de la superﬂcne corres-
pondiente a z = F(x;y) con el plano de ecuacion y = b.

94

_ ='b, interseccion-de la. -
_ superficieidéfinida: por:Fy:el; -plano:mencionado.: Por:definicién; g/ (a)es la pendiente - -

tga = F;(a;b)

. Analogamente puede definirse.e lnterpretarse geometrlcamente la denvada par~ :
_cial.de F respecto de y:

F(ay) — F(a;b)

Fyfa) =i OB

g 8 = Fi(aib)

También pueden utilizarse las siguientes definiciones, equivalentes a'las ante-
riores:

F(a+h;b) — F(a;b) oo b) = fim Flaib+k) - F(ab)
. h B k—0 : k o . e

F.(ab) = lerl .

‘:\\'.‘W"-“"\ ’.‘\\\\“\;\N'\W\%“

T R T T




Para un campo escalar de n vanables se defme

: : ' "F(a1;a2;. a) F(a,,az, a;.. .,a)
. F;i(al;az;...;ai; a ) = lim - “x-g -

Xj==3j

E/emplo 1

s

. R
L Ry
i{l,l

£

. Y B —1Y | z__._
P ot ok ) BN ok B
2

F;(z;“") = fim o |)|(—‘2‘ s} :=.|:(n_1.:»2.(x+2) =
’ F(Zﬁ/)»e* F(2;=1): - . 4+y-3:- -
-3 - b i =i i =1,
F@=1) l;n—..- -1 y+1 ’ 'Iyr?..q Cy+t )
Ejemploi2- g
Calcular, por definicion, F;(O.;O) ‘siendo  F(xy) = e* seny
Fj00) =lim _FOY) - FOO) _p seY _
y= y y—0 .
Ejemplo 3 '

Calcular, por definicion, F;(2;1) si. Fixyy) = x“-i?ef‘y

o RN -FE1) L X+e-8-¢
i ‘ Fx(2-,_1)v.— I:‘rz e w2 _—-__l)nm e T

Como se trata dé un cociente entre infinitésimos podémo‘é aplicar la regla de
L'Hopital (Calculo 1-cap.7).

F’(2 1)= um ;.-—3112——'5=:-12+e2;-

mo una’ constante:: °. : o
..Por"‘ejemplo;:paravF(x;y)“-—,_--xaal-*e‘y.fﬂ‘- S -

aop oz

3 Fixy) = 3@+ye¥ = Fy2:1) = 12+¢?
Fliy) =xev ~ = Fi21) =26
Y]
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Calcular, aphcando la defmlcnon las denvadas parcxales de F.en (2;—1) si

Cualquiera:de los resultados de-los-ejemplos. antenores pueden verificarse cal- -
culando-previamente: la: funcién.derivada -parcial;:utilizando. las: reglas .de-derivacién - .
. para; la: variable- respecto de Iacual :Se° derlva y considerando.a-la. otra variable cos -

P N

: Ejemplo 4

Consideramos una funcion de tres vanables mdependlentes y calculamos direc-
tamente sus tres derivadas parciales.: ;= -

Fixy;z) — I/ x2+y2+4-22,

Al derivar respecto de x, las otras dos variables permanecen constantes.

1 . 1 X

Luego, F!(x;y:z) = — —— - 2xX = F! (x,yz _—
. X VXE+y2+z2 2 R+y? +z2 x2+y?+22
. y z
Anédlogamente: F/(xy;z) = A F{xy2) = ———
ey X2+y2+22 4 X+y2Eze

Teorema del valor medlo (del.céleulo dlferencxal)

" Sea: FA—>R: (ACRZ) .una-funcién:con’ denvadas parCIales finitas-en’un-entor=- . -
no del punto- (a;b),. interior al ‘dominio.-Si- el punto-: (a+h;b+k) - pertenece a dlcho. =

entorno, entonces es
F(a+h;b+k)—F(a;b) = h F’(a+cvh‘b) +K F'(a+h=b+c k)

con 0<c <1 A 0<c <1. (Por lo tanto, a+¢, h esta entre a y a+h, y b+c k entre
byb+k.)

El teorema es una aplicacién reiterada del teorema del valor medio del calculo
diferencial de funciones escalares (Célculo 1 - cap. 7). Recordemos que el teo-
rema en una variable tiene como tesis para elintervalo{a; b] f(b)—f(a) ={b—a)f'(c)
concentreayb. '

También puede expresarse: f(b)—f(a) = (b— a)f’(a+c (b a)) con. 0<c,<1.
Si el mtervalo es [a;a+h] es: fla+h)—f(a) = hf'(a+c, h). :

Demostracién -
y
(a+h:b+k)
b+k —_ :
{a+h;b+c,k)
——— - ~g(a+hb). -~ ..
b (a;bﬂr {a+c,hib) I( ) L
1 i
a .- a+h X
97
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En el plano de ecuaciony = b, F depende exclusivaménte de x, y puede apli-
~carse el teorema de una variable: - ' co :

Flathib)-F(ab) = h Fjfa+c;hb) (1)  O<c <T:

En el pléno de ecuacién x = a+h, F depende exclusivamente de y.

Luego, F(a+hb+k)—F(a+hb) =k F;(a+h;b+czk) 2) - O<c,<1.
Sumando (1) y (2) queda la tesis.

Obsérvese que, si en lugar de elegir la poligonal de la figura anterior, se toma

la pplig'onal determinada por’los puntos.(a;b); (a;b+k) y {(a+h;b+k) se obtiene una:
tesis similar, con diferentes puntos intermedios. - .

P
£ .
[

(a;b+k)-. - (aa-dzh;b'.-&‘—k)ﬁ_ -
- T = llv'(a‘+h';b‘.+k T AT

o
=

PR AT

(a:bidk). <
bfb—— e .
(aib)

o

20820

I
a a+h X L

.. Latesis es:

wm  Flathib+k)—F(ab) = kF ab+d k) + hFa+td b+k)  0<d <1 A,0<d,<1.

5,
Z

@

El. valor F(a+h;b+k)—F(a;b) suele indicarse AF en (a;b) respecto de hy k, 0
B - mas Simplemente' Az. -~ " - - : coa e

S
= ® Aplicacién o
. @ : Hallar.los puntos.intermedios:del teorema anterior-para Fix:y) — 3x2+2y2 entre -+ -
B (2:1)y (2,01;1,02):. . . : ' : ‘
QD

F(2+hi1+K)—F(2;1) = 32+hR+2(1+K)2—14.=
‘= 12+12h+3h2+2+4k+2k2 =14 =
- =12n+3h244k+2k% - - (1) -
Fi(xy) = 6x = -F!(2+c,h;1) =6(2+c,h):=-12+6c,h.
Fixy) = 4y = Fi(2+h;1+c,K) = 4(1+c,k) = 4+4c,k
hF,(2++c, 1) +kF)(2+hi1+C,K) = 12+, h% +4k+4c, - (2)

" De (1)y (2), por el teorema: -

St T q2he3h2+dk+3K2 = 12h+6e,h Ak Aok
3h2+2k2 = B, h?+4c,K?

ro|—
m.la

Por lo tanto, 3=6c, A2=4C, = ¢, = AL, =
Luego, (a+c;hib) = (2,_005;1) ya que h = 0,01
(a+hb+c,k) = (2,01;1,01) ya que k = 0,02.

- Si bien el teorema asegura la existencia.de los. puntos intermedios, su cdlculo, .
en general, no es simple.

Conjunto conexo. (en R?)

Un conjunto es conexo-si-y solo si todo.par de puntos que pertenecen-al mismo - -
puede:ser unido por una poligonal inciuidaen.él: Puede demostrarse-que la union de .
dos conjuntos no vacios y disjuntos-no es-conexo.. También.que la poligonal, si exis-
te, puede elegirse con lados paralelos a los-ejes: coordenados. :

conjunto conexo conjunto no conexo

Conjunto simplemente conexo (en R?)
Un conjunto plano es simplemente conexo si y sélo si es conexo'y el poligono
determinado por cualquier poligonal cerrada estéa incluido en el conjunto.

. conjunto simplemente conexo . .
- no. simplemente- conexo-.
Propiedad
~ Si una funcién de dos variables tiene derivadas parciales nulas en todos los
puntos de un recinto conexo y abierto, entonces la funcion. es constante en dicho
recinto. o ' :
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EJERCICIOS

£
#

. Elegidos dos puntos cualesquiera del recinto. (x1iy1j.y.(x2;y2), siempre existe
una poligonal de lados paralelos a los ejes que une dichos puntos en el plano.

'1) Aplicando la definicién, calcular derivadas parciales en el origen para
Fixy)—ysenx —cosy + ev. ) T

2) Por definicién calcular -F;(3;—2) si F(xy) = xy=y*

W N N NN

Y(x,5y,) V(Y Fly,)mFlxgiy,) =0:06—%,)+0.y,~y;) =0

O sean Wi,y Vlxz¥y) s Focsy,) = Flxgys) y- F: es: constante:

‘ 3) Por definicion calcular Fi(-1:2)y F;(—2;—3) si- F(xy) =x%y.
’ ' 4) Derivadas parciales, por definicion, en el origen, si existen, para - \
X l F(xy) = VC+y2
- . 3
: : ; - ’ l 5) idem para Fixy) — Vx*+y°.
Por el teoremardel:valor.mediozs- .~ .- B i -
6) idem para Fi(xy) = Vx*+y2

33

. 2 si (xy).# (0:0) -
7) idem para F:{xy)—" B2
0 - si(xy)=(0:0)

Si los dos puntos'ipuede'h—uni_rse,»co-mo ven-lé-_:ﬁgufa,tmediante uné poligonal de
dos lados, basta. aplicar el teorema una sola vez. Sia poligonal tiene n lados, el . 2y2—x .
teorema se aplica reiteradas veces a vértices consecutivos. 8) Calcular, por definicion, Fi(—8:1) si Fixy)—— . Verificar el resultado g

: - - -y

Obsérvese que-si el dominio no es conexo, la propiedad no se verifica nece- utilizando férmulas de derivacion.

sariamente. } ; ' ’ o o
) ‘ 2 si 4<x®+y?<9 : 9) Calcular derivadas parciales de:
Por ejemplo, para F: (x;y) — . )
Pl pera P o, { 5 si 0<x?+y2<1 a) Fixy)— cos (*~3y*x) b) F:(xy) - In(x*~2seny) .

¢) Fixy)— arcig (xy) d) Fifxy)— 39-In(y)
e) Fi(xy)— sen [tg@dx—2y)1 ) ) F:(x;y‘) - m .
g) Filxy) — Cy+ewd—3=nta)  h) Fixy) —>ytgx —arc tg

_ En este caso, las derivadas parciales son ambas nulas en-el dominio y la fun-
cién no es constante pues el recinto no es conexo. , ’

XRhyR
10) Derivadas parciales de a) Fixy.z) = {y)* b) Fi(xy.2) — x*.

P

R Ta SIS

=]

s

T [ IR TS
e
~

11) Derivadas parciales de a) Fi(x.y.2) = X+y*+2%

§ .
A . Tz :
3 : — 1 o) Fy2) o> x¥ — -+ :
8 b) F:(xy,2) — oy Y220 ) Fix.y.2) " |
: : - ' X, +X,

X T ' 12) Hallar F, 'y F,, para FZ(X1;X2,-X3';X4) —>j3f§ tg_x:—_x_: 3

13) Hallar los puntos correspondientes. al teorema.del valor medio para
Fixy) — 22+5y? entre (3;1) ¥ (3,01;1,03).. . : .

14) idem para Fi(xy) — X2~y para (a:p) = (1:2), h = 0,02, k= 0,03.
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Il. Derivadas f‘parciales sucesivas

Pueden considerarse, a partir de una funcion mncual de das 0 méas variables,

- huevas funciones definidas mediante las derivadas parciales primeras. Estas funcio- .

nes pueden admitir, a su vez, nuevas derivadas parcxales definidas de la misma
manera.

Fi(xy)— F'(x;i')
F:(x;y) = F(xy)
Fl (x,y)—> F’(x.y)

F(xb)—~F(ab)

F(ab) = i X X si-existe; es-la” derlvada segunda de F respecto -

X+ a- X=a

. de x.dos.vecesi:

Fi(aiy)=Fy(ab)

Fyl@b)= l; L — si existe; ‘esla: derivada segunda de F respecto’
de:x.y luego: respecto:dery; etcétera. v . :
Analogamente R o
) F’(x,b)—F’(a;b) T Elay)—Fr(ab
CF@b) =lim —X YT Ry i _Flay)-Fiab)
S e x-a i y—b y—b

PF . FF
o M dyax

También puede utilizarse la notacién F!! =

- Obsérvese que en la tltima notacién, atribuida a Leibniz, el orden de derivacion
se mdlca de derecha a izquierda, contrariamente a lo que sucede con F" donde el
;. orden es de izquierda a derecha.’

;;_Analogamente F;; = -

W lngqca que pﬁrﬁero se deriva F .respéétq dey, vy

luego F; respecto de x.

‘ Pueden definir;e en fonna simitar F;’, F;,’(;, F;;;, etcétéra.

Ejernplo-1--"

Siendo ' F:(x;y)—x cos y+ y cosx; . hallar:las derivadas parciales de orden dos:
Previamente:. - ) » -

Fiixiy)=-cosy =y senx “Fi(xy) = cosx ~xseny

Falxy)=—vycosx,  FJ(xy)==seny—sen X,
Falxy) = —senx - seny, . F”(x,y) = — XcOs y

En este caso, V(x.y) es F(xy) = F"(X.Y)

-, etcétera. -

Ejemplo 2

F:(xiy) — x¥—e

Fixy) =yx'-ye¥ - F(ay) = Inx—xe¥
Fuixy) =y (y—1)x2-y%e?, Flxy) = x~" +yx¥~Hn x—e¥ —yxe?,
F;;(x';y) =y ¥~ nx+xY"1 —e¥ ~yxe", Frrxy) = in2x—x2e".

También resulta F;;(x;y) = F;;(x;y) en cualquier punto.
Sin embargo, la igualdad de las der_ivgqas mixtas F 'y Fix o se cumple r\e-
cesariamente si no se exigen ciertas condiciones.

Consideremos.la funcién definida en R?, asi:..

F 3
_x_y_x_f_ si (x;y) # (0;0)
Fix;y) — X2+y?
: 0 si(xy)=(0:0)"
N y calculemos ‘sus derivadas mixtas:en el origen: :

Primero buscamos F, en édalquié'r‘punto' (x;y) # (0;0) .utilizando las reglas de
derivacién.

(3xy— ya)(x2+y2> 2><(Y><a )i ) ©0.

Es Fxy) = Py
F'(0;y)~F(0;0) .
_Como F}(0;0) = li o Y)y o , hallamos F!(0yy) y F.(0:0)
" o F(x0)-F(0:0)
Fi(0y) = - —Z;— =-yy#0) - F(00) =lim ————=0

e -y :
-0 = —_— = -1 1.
Luego F,(0;0) l;rrl o Y (M

3P BIE R G+ (00
(Y2

Anélogamente . F;(xiy) =

‘ F'(X;O)—F;(O;O) . e
Como. Fy;(0;0) = lim ——.—y—-—x—-———-..buscamosFy(x,O).y F1(0:0)

o X w0 F00) =tm _FOW-FOO) _
Fy(X,O)—-—);f_—X(XrO) Fy(0,>0) .l;l”_l_‘.l.o____y_______o.




Luego FI:(0:0) = lim 0% =1 (2.

De (1) y (2) -F;}’,(O;O) =—1 A '_F;;(.o;O) =1.

Las condiciones para la igualdad de-las derivadas mixtas quedan fijadas por el
siguiente teorema:

N
g VTeOrema de Schwarz )
Si F:A— R {ACR?) tiene derivadas:parciales F;,F’F;;, .continuas.en un entor-

J .
g no del punto-(a;b);:interior: al dominio; ‘entonces:existe v].’,;(a;b)fy:esvigua'l--a:F;g(a;b).._ -
E‘s, . . -
& % Demostracion..+ -
Consideremos:un-punto. {a:3h;b+Kk);- interior:al:entorno:dela. hlpoteS|s :y-defi-- -
‘3] . namos:una: funcnon aux:har sgrde: varlable X, en.el |ntervalo [a a+h] -
§ . .
3 g{x).= F(x b+k) -F(x; b).

Por hipdtesis g es derivable y se le puede aplicar, en el intervalo [a;a+h], el
teorema del valor medio para funciones escalares.

Resulta g(a+h)-g(a) = g’(a+t,h)h con O<t,<1.
Reemplazando g y g', es:

F(a+h;b+k)~F(a+h;b)—F(a;b+k)+F(a;b) = [Fi(a+t,hb+k)~F.(a+t,h;b)] h .

Si dividimos- por k#0.y buscamos - lim o queda:
- N . - . ‘, k—' . R k

BT

fim [ F(a+thb+k)=F(a+hb) - F(ab+k)—F(a;b) ]
k _ K -

Fi(a+t,hib+k)~F(a+t,hb) - ;

SR G o K s

hipétesis. -
-Si- ahora leIdlmOS por h o y: buscamos Ilm o obtenemos

Flathb)—Fap) e
= Irl.T. o ny(a+t,h;b).

h—Q - h
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-~ Jll. Derivada direccional

Luego,. F(a+h b)=F(aib)=Fy (a+t, hib)-h,'ya que estas derivadas existen-por ~ por-el vector ¥ (o por el angulo «) al limite del siguiente cociente incremental:

T N TSS

Como F;; es continua por hlpotess el hmute en eI segundo migmbro existe y

es F"(a b).

| F.(a+hb) - (a b)

Luego, l;rﬁ . . =F (a b).

2

Perc el primer miembro es F"(a b).
Finalmente, entonces F;;(a b) F"(a b)

i

La conmutatividad eri el orden de derivacién se extiende a las derivadas par-
ciales superiores, siempre que se verifique la continuidad de las derivadas corres-
pondientes. Por ejemplo, para las denvadas terceras, ,resulta Foy = F"’ =F o et
cétera. . - :

EJERCICIOS

1) Calcular por definicién las cuatro derivadas parcxales segundas de
Fixyy) — 2x+y2 en’ (~1;2). o : o

2) Derivadas parciales segundas para F:(xy)—x¥ Gixy2z)— 22 +3%,
3) Siendo F:(x;y)‘—> arc tg (xy) hallar F;;;(ﬁ—ﬂ.

4). Calcular por definicién F;;(Oﬂ) si. F:(xyy) — e*y+e'x.

[ () # (09
5) Calcular F;;(O;O) y F;;(O;O) si F:(xy)—

0. s (x,y) (00)

Veremos ahora otro tipo de derivacion, que incluye a la derivacion parcnal como

-caso particular.
. Consideremos un punto {a; b) mtenor al dominio-de: una funcién.F de. dos va-

nables y un vectorv. de componentes hy k:: ¥-= hi-+Kj.
Sea o &l dngulo que forma el semieje. positivo-x con.el vector-v. .
Definimos como derivada de F-en (a;b), en la direccidn y el sentldo -dados

F(a+h;b+k)—-F(ab)
VR

cuando. el médulo del vector v tiende:a:cero.

Fla+h;b+k)—F(a; b)

Osea F!(ab) =lim

VvhZ—o \/h2+k2
105 .
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b+k

/Z{ O=sa<2n7
[ |

P i

! | -

a a+h X

- Obsérvese que VHZ+K2 — 0 implica*que-h-y k tiehden simultineamente a

cero;-:,Sin:ernbargo’;-’-fno::‘se:trata‘:zde'sun‘:'lfmite{doble:‘pues‘vk-. =hm;-ya-que’la direccién . - -
orlo tanto; las dérivadas -

oy el_ sgantido -son:fijos ‘enel ‘planoy: m-=tg- ¢ si-h*#0. P
d;recc:onales ‘se"calculan mediante: limites:simples. + -

Gemplo 1 -~ . S

. Utilizando-la-definicion; calculdr-la-derivada de Fe
tido dados por-un 4ngulo de 135° si F:(x;y) — x2—2y.

FL 2=l _FUh2H-F(12)
& vh21k2-0 0 Vha+kZ

— im (1+h)?-2R+0—(-8) _ he+2h—2k
Vh21kZ 0 Vh2+k2 Vil ~o Vhi+k2

k{l -
. { \135°

Para:la:direccién'y el: séntido:elegidds;f esk ==h
Por lo tanto:: ' : ' '

R /. h+k? > 0 = \V2h? 50 lhj=> 0 e h->0.

m , =
20 o |iVZ e JhvE

Luego, F}_ (1;2) = lim _h?+2h+2h - . h2+4h. . h(h+4)
E.a A =

Como h<0, es lh| = —h.

106
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n (1;2) en la direccion y sen--

—(h+4) 4

Finalmente, F,_(1;2) = I:"m o - B
o TR : :

Ejemnplo 2

Calcular por definicién F'(1;1) si a = —231 y Filxy) — 3x2—2y?

E 1) = tim F(+hit+k)=F(11)
—zé"— ' vhesk2 o Vh2+k?

1-+h)2—2(1 +k)2—1
g _B0HhR-201+R

\ ke 0 vh2+k?

i e +Eh—ak-2K¢
v oSSR

k= —~m/3 A h<0 A k>0

B (1) = i 3h2+6h-4(-m/3)-2-hV3)* _ ~3h?+6h+4m/3 .
2 (WD =0T, /i +3n? h—-0 2}h|
_im NSNtOHAVE) 5 oyE
h—0 —2h e

Luego, F, (1;1)=-3-2V3. ..

Férmula para el calculo de la derivada direccional .

Para relacionar |as derivadas direccionales en un.punto; con las derivadas par- .
ciales en el mismo, utilizamos-el-teorema del valor.medio; suponiendo.que la funcion:.
F tiene derivadas parciales continuas en un entorno-del punto (a;b), interior al do-
minio de F.

F (a+c hibh+ F;(a+h;b+c2k)k :

F!(a;b) = tim A 0<c, <1 A 0<c,<1.

Vh2+kZ =0 Vh2+k?2
F' (aib) = lim [F'(a+c hib) —ee -+ F(a+hib+C,k) — e }
= Eo—ol vhisz - VhE+k

n7 .’




5 g
& PEro — e = COS @ A ———— = e . . ' : ; —Aayx S I g
\ = e en o o F;(x:y) = peRv = Fl(22)=-—5. g
S | @
Luego, F. Wab)=im___ [F;(a+c1h:b) cos a+F!(a+h;b+c,k) sen a i
Vi@ : B A ¥ 1 2 g
T COSa =—= A SeNa =——. oo

V5 V5 8

i
it

' - Finalmente, F.(a;b) = Fy(a,b) cos a:+ Fi(a;b) sen . pues las derivadas parcia- . :
les son continuas. : - e - ’ VE ) . . -
| 1 2 1 5 ~

1. 1.2 =
2 5 2 5 25 10

i

F;(2;2) =

w

Sia = 0, la derivada en fa direccién y sentxdo del semleje X positivo es la-derivada

33'_: : ‘parcial F! (a b) Analogamente‘ para-a-= —é'" en-la: direccion y sentldo del semieje .. -
¥ y positivo, obtenemos-la derivada-parcial Biab): . - , Ejemplo-3 -
% : - Calcular la derlvada en (2;5) para F: (xy) - x2—5yx enla dlrecmon y el sentido:
e Ejemplo 1 ‘ | ‘ del vector v = 3i-3]. .
{ Calcular: Fy, (1:1)"si-Fi{xy) = BXZ;'2)'/-2"';5'apﬁt—:andovla’férrnule.i*’- - Fixy) = 2x-5y = F(28) = ~21 A Fyxy) = ~5x = F(@5) = -10,
Fy. (1;1) = F(1:1 cosﬁ-+F'1 _gl—'(__l)_’ VBN . o .
§ e (1) = F{1:1) cos 54+ Fy( 1) sen = 6(-3) -4(-%>) =-3-2v7 | ;
: Luego, E;L (1;1) = —-3—2\/5. resultado ya obtenido en la pagina anterior, apli- - ; e U
3 N ’
cando la definicién. 8-
Ejemplo 2 . .:
Derivad S . xz__yz o v;, : s B} @ :
erivada en (2;2) de F:(x:y)—->—2+y—2— en la direccion hacia el punto (3;4). X
z X T )
' Los cosenos directores del vector ¥ son:
vi :
COS@=—— ACOSB=sEna = -
R e 10 R R : ‘ 1 : 9 11 1
4 S F'(2;5) = 21 —= —10(_ )='— =— V2
e . ' : - V2 V2. V22
(22)T .
. l : .
:_ . 2 3 - X
§1 . B Variacién de la denvada direccional .
§ CoL 1 = . R Recordemos la formula para derivada d|recc10nal en Re:
y F(xv) S PEy=L. T
§ - ( X2+ yz)2 A =7 : S F'(ab) = Fi{aib) cos a+F;(a;b) sen .
il : : :
g 108 109
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Conocido el punto (a;b g e L : :
la expresion ante?'ior déﬁ'he) ﬂn": lffrﬁ?oans clza; ?irgﬁgisvﬁﬁfé‘?‘ffe‘i?f 22 ZZZ?UELO =  Luego, la derivada direccional de F en (1;1) es maxima en la direccion y sentido
funcién escalar g, dada por - ) », 9. H8CIn, Una . " dados por un &ngulo de 315°, a partir del semieje positivo de abscisas.
' El'valor de la méxima derivada direccional en (1;1) para F es, entonces -

gla) = F)(ab) cos a+F!(ab) sen a -
v .
T 7 T V2 ( \/E)
. ) ITN=F (11) = A dm _aN¥Z2 _af Y= )
o )F’og eJemplo,3S| F:(x;y)—»xa—(Sy A (ab) = (1;1), la funcién g esta dada por g( 4 ) Flf—( 1) =308 - =SSNy 3 7~ ° 2 e
gla) =3cosa—3sena pues F, 1;1) =3 A F'(1;1) = -3. . :
. Y : Anélogamente, el valor de la minima derivada direccional en (1:1) es

Calculemos algunos valores (aproximados) para esta funcion.

. 3 , . 3 3w - .
Resulta: g(0) =3, g (.;l) =1,10, g(%) =~ —1,10, g(__‘[) = -3 g (T) = F_3_1r_ (1;,1)=3 cos-——: -3 sen———-‘:r =-3v/2.
g(—) = 4,24, g(-rr)i=-r—3;'g‘(—-1)‘= 0; (E’I_ =410 ' y 8wy - Z)=-3
4 S 4 9\ 4,10, . < ﬂ Q(T)—“‘iz_‘*tg(z) 3 @)-0
| »96) P
114\ ~ N | s a(£)=1.10
. - o 1 N
. N\, | 2~
_ Entre los valores calculados para la derivada direccional de F en (1;1), en fun-- ) ! o =3 _;b/ :l_———__(o) =3
cion _del angulo «, hemos encontrado un valor méximo y un valor minimo ,Ql‘.teremos ' 7/ 7S \\\\ i
averiguar si, entre todos los valores-existentes, hay un maxi : ini / ] ~
mo absoluto. y aximo absoluto y un mini- . , / | \\ \\\'\
Para ello, buscamos brimero si existen, los extrem l 5
F : ' ' os locales d 75 ) =410
funcidn escalar derivable. . s e 9. que es una o 5(-541) =o | g —71’-) :\423( ® )
Hailamos, previamente, los puntos criticos donde se anula su derivada prime.ra ! ' ! '
g'(e) = —3sena —~3cos a ! >

g'(e) =0 §i iga= -1 _ ‘
Hemos verificado, entonces, que una vez dados Fy (a;b), los valores de las de- =

o 3m 7o o

Luego, @ ==Y 0 ==, son los puntos criticos buscados.- rivadas varian sequn la direccion y el sentido: del-vector elegido. En R?, dicha va-

. ' SR riacion depende exclusivamente del angulo c. Para hallar los extremos utilizamos

Para saber:si corresponden i o rE ‘ la condicion necesaria para existencia de extremos locales en una funcion escalar
: : a maximo o mi oca ; . . - - ; ) s ;
- en dichos purtos:.. P minimo local, buscamos el signo de g’ derivable, calculando fa derivada primera respecto de a'y luego igualéandola a cero .

: ' B ) para hallar los puntos criticos. - '
' . . . . . . " - . R . N
_ ’(a) = —3'cos'a+3 o T Gig (& "
g"(e) 3sena Siendo- gla) = Fi(aib) cos a+ F;(aib) sen a

e ~

B (31 VZY). 3VZ . () = —Fj(a; ;(ab) cos

j \ STN e N, = —F!(a;b + F/(a;b) cos.

; @ g (4 ) 3(' 2, + "D >°”Q(3—I-)~mmlmo local g'le) dab)sena y(~)‘ * :
| T o o _— _ g'le) = 0 si —F.(ab) sen & + Fi(aib) cosa = 0.
g"(i)f":..-_.giz_;;,,g VN 75\ . ‘ ) Y

=2 S Fr(ab) # 0.
O sea iga Frab) si F (ab)

&

F:(ab)

; ) @3\‘) Ademas puede verificarse que g (%) es ml'nirhc')"ab'solvmd yg (7_”') es mé- - N S F'(a:b) o Frab)\ :
; N ximo absoluto. 4 '~ Sean @, =arcig ( Y ) A a,=arctg (?f-(—a—g) cona, = a,+ .
! : . BRI 4 ¥

SR




.~ 8i- g"’(e,)<0-entonces- g(a,) es maximo local de g. -
Si g'"(a,)>0 entonces;g(dz) es minimo localdeg. -
{o bien g'"{a,)>0 A g"'(a,)<0)...

Puede verificarse, haciendo un gréfico de g en su dominio D =[O0 27r) que,
ademas, son extremos absolutos

El método aplicado sélo puede utilizarse para funciones de dos variables, pues
para tres variables no puede expresarse la denvada dnreccxonal como funcién de un
solo angulo.

Presentamos ahora un metodo mas general ¥ mas simple, que sirveendosyen .

tres dimensiones::

Derivada.direccional:como:productosescalar:

Recordemos nuevamente:la formula: P v
F’(a b):=:F (a;b): COSa e F'(a b) sema..

Si consideramos un’ Véctor cualquiera v enla dlreccmn y sentido dados por el
anguio a, « es su primer angulo director y, si llamamos g al segundo angulo direc-
tor, en cualquier cuadrante es sen a = cos 8.

Luego Fv(a,b) =‘F;(a,b) cosa + Fy(_a,b,) cosg (1)

En particular, para V= cos a1+ cos 8 ], ‘este-vector tiene la misma direccién

iy sentido elegidos y su'médulo es-1 pues [V| =/ cos?a + cos® 8 = 1.

-Por lo-tanto,- la.expresion.(1) es.el-producto: escalar.de-dos vectores,y.resulta-.

#:‘(a;b)v.:[F'(a;b)r:ﬂu-' F',(é;'b)j].{gﬁ[éos ‘a-i.’:+; cos Bil- ¢

El prifher:vector: tiene. por componentes las denvadas parc:ales y recxbe el'nom---

bre de gradiente:de:F:en:(a;b).:

O sea, grad F(a:b) = Fi(aib)i+F; (asb)j

Por lo tanto, si v es-un vector unitario, €s F’(a b) grad F(a;b) « ¥, y la derivada
_direccional puede:hallarse, en todos los. .casos, como el producto escalar del vector -
gradlente en el punto por un versor en la direccién y sentide elegidos.

B
b2

Ejemplo -1 _ SR .
2 = 1 l/_.é—",
Calcular F(- 31) si F(x,y)—->3x y— y3x, =51~ 73 (N

Y- N

Fi(-3i1) = -19 A F(-3;1) =36 = grad F(—3;1) = —19i+36}.
X

DR

3-
Luego, F( 31)=(~ 19i+36)) - (—ll—-—z\/::)

£

Verificamos que [V} =

55 o

19
1) = — —— — 183/3..

Ejemplo 2
| 1 & _ 3i-3
Calcular F/(2,-2) s Filxy) =+ v v.=23i

-

. - ‘ 71. e
Fl(2-2) = -Z— AFy2i-2) =1 = grad F(2i-2) = 7]

Sy

I
|
cooaceas

Como el vector dado no es unitario, lo dividimos por su médulo, para obtener

un versor en la misma direccién y sentido

v

v
V10 . /10
Fr(2;-2) = (-7—i+i)-(—:i—¥i¥—l——])
Luego o i /0 |
- 17+/10 $§ |
FV(Z»—Z) 40 ! :
Ejemplo - 3 o ‘ . .

Aphcando producto escalar, haltar -F'_ (1'—1)"5i F:(xy) — 3x°y—2y

angulo
Buscamos un vector unitario en la direccion y sentido dados por el angu

a = —7"

6
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Obsérvese nuevamente que, para poder calcular la derivada direccional median-
te un producto escalar, el vector en la direccién y sentido elegidos debe ser unitario.

Recordemos ahora la propiedad geométrica-del producto escalar:
%y =5} cos,
dondeemc.es~:eI-t.-énguIo:-comprendidoftentr.eslos:-.vector.est»)‘(f:e:r.y;z,.‘ T -
- Resulta’-F}(a;b)*=:|grad-F(a;b)|- [\7|\-.cos":w,-_=»=-donde. wes-el -dngulo que: forma-el
vector gradiente-con. el versor: e L
Como: :|\'/| =-1,” queda:: El(a:b).=|grad-F(a;b)| cos w.. -~

depende=del:angulorque.formasel:-versor:con el. gradiente.

, ‘Si w'= 0, entonces cos w:= 1"y el producto indicado alcanza su-valor maxi-
mo. Es decir, la derivada direccional es méaxima en la direccién y sentido del vector
gradiente. Ademas, el valor de la maxima derivada direccional en un punto es el
mddulo del vector gradiente en dicho punto.

La minima derivada direccional se obtiene para cos w = —1, es decir, para
o = 7. Corresponde a la direccién del gradiente y al sentido opuesto. Su valor es
el nimero opuesto al mddulo del gradiente. .

Por otra parte, la derivada direccional es nula en la direccién perpendicular a

la del gradiente, pues cosw =0 para w = % o bien @ = ——-—3277 .

%

s

Si analizamos' nuevamente el ejercicio resuelto e_ri la pag. 111, obtenemos:
grad F(1;1) = 3i-3]. Luego, [3i-3] =V18=3V2 " -
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_En: esta:ultima: expresion: observamos:que:el-valor:de-la"derivada..direccional. - - -.- -~ -

es la derivada direccional maxima.. El nimero.opuesto’ ~3v/2 es la derivada minima.

Aplicacién

Calcular derivada direccional méxima y:minima en (—2;3)
para E: (x;y) —> x3—3xy?
F/(-2;3) = 15 /{'F;(——2;3) =36 = grad F(—2;3) = —15(+36]
|—15i+36]| = /1521 = 39. "

Luego, la derivada méaxima es 39 y la minima —39. .

Derivada segun una curva orientada

. Enproblemas deaplicacion, por. ejemplo.en fisica, interesa a veces la variacion
de-los valores de una funcién a lo largo de-una curva plana orientada::Para:ello,.se
define. como derivada de.una funcién en un‘punto,-segun.una. curva-orientada que -
hasa por el mismo; a la derivada en-a direccion 'y sentido-del-versor. tangente a‘la -

misma en-dicho punto. (Ver pag. 305.)

y

Derivada direccional en R?

Para una funcion F de tres variables y un versor en el espacio, podemos‘ dgfi-
nir derivada en la direccion y sentido dados por dicho.versor en'un punto (a;bic} in-
terior al dominio, donde F admite derivadas parciales continuas.

Por un camino totalmente analogo al aplicado en R?; se demuestra que:

Fi{aibic) = Fi(abic)cos @ + F,(aibic) cos B + F:{aibic) cosy
siendo ¥ =cos ai+cosB]+cosyk

También, Fi(abic) = grad F(a;bic) -V, ¥ subsisten las "propieda@es demostra-
~das en R2. .

Ejemplo- -
Fi(xiy:z) = x2y—xz3+y?z

a) calcular F)(1;2;-1) si V= 3i—4j+5k

b) halilar la derivada direccional maxima y minima en dicho punto
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3-b) lgrad F(1;2;=1)[=+/35

a)

CR2-1) =5 A Fy(12-1) = =8 A Fy(12i=1) = 1 = grad F(i 2:-1) = Bi-3+k

v ; E Iy -
= VBT = 5vE =y oo SVZ, 2V V2
a5 N -

Fy(12i-1) =—ﬁ\/2T !

- Derivadaidi reccxonal mamma' A/ 35::
Derivada- diteccional: minimazz~~/35.=

EJERCICIOS::.

1) Caleular por definiéféﬁéfF;(a;—1)- si o= 577.’",\ Fi(x;y) = x+3y2.
2} Calcular por definicion F!(3;~2) si o = % A Filxy) — xy+3y2. .

3) Calcular por definicion F.{(—1;4) si o = —3;5— A F:(x;y)-—> X2—2x+y.

4) Calculara) F (- 2 1) si a —i— A F(x,y)—»-—y—— In(xy)
b) F(3;=1):si v—Z 31 N F(x,y)—>5y3x—x2

5) Calcular F;(3;4) si v esta dado en‘la dlreccxon y sentido de (3 4) hacxa ( -2:1) A
V2

A Fixy)— x“y+—-— -1.

© 8)-Fixy)— x2-—3xy.~t:Ob§ervar;. iaiﬁaria'ciéﬁ.;dé.:.Eg(z;e—f);pa;a los siguientesvalores: =

a0 X m o m Br o Sr Sro Mmoo
R T

Hallar a:derivada- maxima:y-la:minima: =

3r 7 3

L
2

a7 Te 2

. 7r"

7) idem para’ Fi(xy) — x3—3y?»"r'en*-.(2:i) @

‘ 8) Denvada maxrma y mmlma en (O 1) para F (xy) - e"

9) Derivada dlreccxonal minima en (1;1) para F (x,y)—> x3—3y

10) Sea F: (X'y)—->\/4 X2-y2, ~Hallar:-a) . denvada en (1; -—1) hacia (4;-3),
--b) denvada méxima y minima en (1;-

11) Derivada direccional méxima por dos métodos para F:x;y) 5 i(z—Sy"’ en (3;1). °

12) ¢En qué direccion es nula F/(~1;-1) para Fi(xy)— *x2y—x?

13) De_rivada direccional minima en (1;0) para Fi{xy)- — 2x2 + yYH .. Calcularla

por dos métodos.

: . .. ] o X+y .
14) idem para la derivada méxima en (3;4) si. Fi(x}y) = ———==
o 4 2y

15)- Derivada direccional méxima y minima-en {(1,;1)»siv.F:(x;y)v—.—> 2—,1_.-'In(7x)‘— 7

16) Siendo Fi(xiyzz)— x*+yx®~2x%z+2%, hallar F(1:2~2) iV = 4123k

17) F:(xy;z)—>i- SZZ —-y?z. Calcular-laderivada en {0;1;—3) hacia-(s;—2;4).

18) Hallar la derivada en la direccion que foma angulos |guales con los tres ejes
". coordenados para F:(x;y;z) — Xyz en (1 125 3)

V. Funcnon dlferenmable

AI considerar funciones escalares o de una variable real, se demuestra que si
una funcion tiene derivada finita en un punto, entonces es -continua en dicho punto.
O sea que, en una variable, derivabilidad implica continuidad, aungue el reciproco

es falso.
En dos o més variables, el concepto de derivada parcial es mucho mas débil.

-1 a existencia de derivadas parciales-finitas en un punto -no asegura la continuidad
en dicho punto, como tampoco la asegura la existencia-de denvada en cualquier di- -

reccion y sentido.

E/emplo 1
- Consideremos la funcion deflmda por la regla sngu:ente
2 & (xy) # 00)
F: (xy)— x2+y?
0 - si(xy)=1(00)




= %

Por otra parte, es logico esperar, pensando en forma intuitiva, que el concepio

limite doble en el mismo. Por lo tanto, ~ de derivada parcial e incluso el de derivada en cualquier direccion, sea menos fuer-
te que el de derivada en una variable que €s una derivada “total”. Sucede algo si- .
ble en un punto, con limite: simple.... , ‘
scalares, un concepto mas fuerte que el de

‘ ivalente a una derivacion

F esté definida en el origen pero no tiene
presenta una discontinuidad esencial en el origen.
i \ i rivad jale -0). . o

Sin embargo, F admite derivadas parciales en (0;0) A . milar cuando se compara fimite do
Por ello, se busca, para campos €

En efecto, » _
: _ derivada direccional, que asegure {a continuidad y sea equ

' . F(x0)—F(00 ' FOy)-F(0:0) wotal”. Ese concepto es el de funcion diferenciable.

F.(0;0) = lim __(_’f_l__(_.)— =0 A F'(0;0) = lim __(_L)__F(O_o)_ = 0. ) .
x—0 X ¥ © y—0 Yy .
- Definicién .

_Sea F una funcion de dos variables ¥
diferenciable en (a;b), respecto de los numeros reales h y k, si

(a;b) un punto interior a su dominio. F es
existen dos numeros

Ejemplo- 2 - . ,
i"y; " sin(xy)# (00). . reales A y B tales que:
X2ty ~ .
‘ F(a+h;b+k) — F(aib) = Ah+BK+G(h;k)V h2+k? A lm) (oo) G(hk) = 0:

Eleéimoéiahora.»-F-z (xy)—

0 si (xy)=(0:0)

os numeros: reales cualesquiera, con.la tnica con--

Obsérvese: que h y k son d
)-pertenezca: al entorno-de:(a;b) en que ia funcién:

&

X W ' F;(d;{j)»'-:-' fim- w= 0 A FHO0)= |,mw =0, o ; dicién:de:que el punto. (a+h;b+k})-]
! R x—0- X R y o = ‘esta definida, por ser (a;b) interior. al dominio: ~..- - . - .
Es decir, que F es funcién.de Jas dos variables x.e ¥, ¥ ademds existen dtras_, dos

e

variables independientes h y k.

Si buscamos. derivadas direccionales en el origen, es:
' Para comprender mejor esta definicion recordaremos diferencial para funcion de

F;(O';O) = li'ry_____ - FO+n0+k) - F(0:0) ' k = mh (m # 0). una variable.
. - Vh2ik? o VhE K : . Si f es funcion escalar, derivable en a, por propiedad def limite finito, es
= + — '
~ Queda, . lim [M - f'(a)]= 0.
Lot . . L h—0 h
oo 3hem?h? , - 3hm? " : '
F'(0;0) = lim — o= [im: = - .
" h—0 (h2+m*h) h2rm2n?Z  h—o0 (1+m*h?)|h}x T+me . , Si hacemos g(h) = fla+h) — fa) = T (a)h.
. . - / h k4

Este limite existe para cualquier direccion'y éentido, pues: : es im g(h) =0 osea ges infinitésimo en O.
oo . ‘ L ) . .. o . h—0 ) " : .

~3m?_. - Por lo tanto, fa+h) — fa) =-F(a) h +g(n) hia im g(h) =0.-

- .

N : . B 3m2 - .

T sih > 0 entonces. F’ (0;0)/=- _A.si h<0.entonces-F.{0;0) = — -

1 D . o _ La definicion. dada para: funcion diferenciable en f_dos, variables generafiza esta .
- - (h>0c=>0<a<— LIPS P (h<0: o Tincmy m<as By Gltima expresién, pues probaremos que-los nameros A y B son las derivadas par-
LR A T 2 SAST T e ciales-en (ab)-. : L
& Luego, F tiene derivada en cualquier direccién y sentido, y sin embargo, no es Teorema 1
- continua en (0;0) pues no tiene limite 'doble en el punto (pag. 83). . s - . .

& . Obsérvese LSe en este ejemplo no es pbsit?le hal(lgr gF, rrzediante la formula Si F es diferenciable en (a;b), interior a SU dominio, entonces F tiene derivadas
F!(0:0) cos a + F(0:0) sen & pues F y F, noson continuas er- el origen. parciales en (a:0). A
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o _ L e .. Cancelando_convenientemente: h2+2hk = G(tik/FE1KE.
‘Demostracion . ' L o S - 3 R

B

Por definicién existen niimeros Ay B, tales.que: T/?hk_'j para Vh2+k? £ 0. .
+

G| =

_‘f‘a‘*‘ I gf.{,'(ff'&-_’:&‘;—"—'@

W N

F(a+h;b+k) — Fla;b) = Ah+Bk+G(hk)Vh2+k? A '(m)-‘-(o;o)e(h;k) =0.

|

: Por la propiedad triangular:
Probaremos que A =F (ab) A B= F;(a;b).

Si consideramos k = 0 y dividimos por h #-0, resulta:

&

F(a'+h';b)a¥ F(a;b)

] Il
G(h:k)|=<lh + 2k :
: : : (Glti= Ve M vhtie
vh2 : :
S ih' < Glhik)l<

W =1, es |G(h:k)|=<|h|+2]K|.

= A + G(h;0)
' Como -

Buscamos:limite:para:h=».0::

. Luego, l(im) (M)G(h;k) =0 y quedd -i)robado: que -F es-diferenciable en |2
oo Flathb)—Fab) _, [G(h;o)L]_ L .
heo - h. . h—o | h N Diferencial total: _
P'or--lard‘eﬁnidéﬁ-:de~-—funcién-:difézenciable;;egeszinﬁnitésimo,siuh;y ktiendensi- - - - : Es comun llamar AF o Az a ladiferencia Fla-+hib+k)=F(ab).- Ademas, se de:

fine como “diferencial total” de F en (a;b), respecto de h y k, a la suma de los dos -

multineamente a cero. Ademésl—hl es una funcién acotada.” primeros términos del segundo miembro, o sea, la parte Ilngal del incremento.

, | L dF{(@b),{h:k) = Fy(aib)h+F (@ib)k.

i TOPLLN eda Fi(aib) = A _
Luego, lim . G(h;0) ol e Oyaqu X\ g En notacién vectorial, el diferencial total puede definirse como el producto es-
" | : o calar del vector gradiente por el vector de componentes hy k.
Anédlogamente se demuestra que F;(a;b) =B, _

a F diferenciable O sea, dF((ab),(hik)) = (Fy(@ib)i+F;(a:b)) - (hi+Kj).
Entonces, para F diferenciable: : ‘ .

Igual que en una variable, es usual llamar Ax al ndmero h y llamar Ay al nime-

- (1) Fla+hb+k)~F(ab) = F;(a;b)h+F;(a:b)k-rG(h:K)\/Etkz AI:m G(h;k): = 0 fo k.

hk)— (0:0)... . ] .
T También puede demostrarse que Ax =dx y Ay = dy.
A I_V i6 En efecto, para F(x;y) = x, F es diferenciable siéndo dx = 1Ax+0Ay.
plicacion _ B _ fere = 18x
Utilizando la definicién probar que -F:(xy) ~ x2+2}(y.es diferenciable en cual- ’ ' O sea, Ax=gdx.

quier punto *(a;b)eR?. Anélogémeﬁte,’fﬁara F(xy) =y se' demuestra que Ay =dy.

: R T T ey -~ Obtenemos, entonces, la siguiente -expresionpara.el diferencial totat:.
- (Filxy)=2x+2y- =" F(ab) = 2a+2b).x: (Fj{xiy)-=2x:=5 -F}(aib) = 2a). - R . | A
) . L . . e L ) dF(a;b)=-F;(a;b)dx+Fj’,(a;b)dy. o
- Reemplazando:valores en:la-férmula:(1):anterior;queda: ; - . - : : . i}
‘ e : : . ' La notacidn usual para el calculo del diferencial total de una funcién.en-un punto
. - e - sleYv- /2 2:. ER ) . B .
Fla+hb+k)~F(ab) = (2a+2b)h+2ak+GlhKkpvhe k. - ' ' '

- cualquiera.es:

oS pro dimo G(hik)y=0. . ,
Debemos: probar que lﬂ)-.(o;o) (k) 4z = 21 dxrz) dy

- Reemnplazando los valores del primer,-miembro, queda: ... . .

o bien, dz = —Z gy + 92 gy
. ax N

(a+h)2+2(a+h){b-+k)—(a?+2ab) = 2ah+2bh+2ak-+G(hkVhE+KE. - R o
190 : o : i . - g o o ‘
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1,1;‘ ﬁ\x) e
\2§ - Al admitir esta notacién, debeé tenerse claro que dx y dy son dos valores arbi-
& ia trarios, independientes ambos de las respectivas variables x e y. Ademas, se en- Teorema 3 .
N S tiende que el diferencial de la funcién dada por la expresion z = F(x;y). se calcula Si . ; S - . -
N SF RS : . . , i F es diferenciable en (a;h), interior a su dominio, entonces F ti :
. 5 E * en un punto cualquiera (xy), las derivadas parciales se calculan en el mismo punto en cualquier direccignb es :nﬁ é o' 'c)a'n diche ourto. y es F tiene derivada
; (\f} {x1y) y la formula tiene sentido solamente si la funcidn es diferenciable: - y AN P :

‘%“‘1\: El diferencial de una funcién en un punto da una aproximacion conveniente para
MY

el incremento de la funcién al pasar del punto (a;b) al punto (a+h;b-+k).

Al definir plano tangente a una superficie, veremos la interpretacion geométrica
del diferencial- total.

Demostracion

Consideramos, en el plano, el vector (h;k), que forma un angulo a con el semieje - .
positivo de abscisas. . ' : . T

Por ser F diferenciable sabemos que:
Aplicacién : : :

Fi(x;y) — 3xy—x?' Hallar Az y-dz en el punto’ (1;2) respecto’ de los’ valores

~ Fa+h;b+k)—F(a;b) = F;(a;b)h+F;(a;b)k+,G(h;k)\/H"-+k2‘/\
- dx=001 dy=002. -

YYYY Y

" l(lrr!rl]c) (omG(h;k) =0
Az F(1;01;2,02)-F(1:2) = 5;10055"=0,1005">~ ~* S : oo
%gj% dz: dF(1’2) =F;(1,2)dx+F)’,(1,2)dy\ . Dividiendo por \/h2+k2‘#= 0, es
@@ dF(1;2) = 4 0;01+3- 0,02 = 0,1000: - _ Fa+h b%k) Fab) ) ,
1 = —_— : a+h; —F(ab): . : : ok
& i e e T o _ . EE , =F}(a;b) ———= + F(ajb) ——— + G(h:k
@3 S T e I : : ' - ViR T VhEee i Vh4k2 (_ ) .
8 Teorema 2 . ' a b A _
| & ) i - » S o . F(a+h;b+k)—F(a;b)- , ,
g Si F es diferenciable en (a;b), interior a su dominio, entonces F es continua en O bien, ( %237( > _ F.(a:b) cos o + F,(a:b) sen & + G(h;k).
(asb). o _
: @ Para demostrarlo, debemos probar: l:’m) ( F(x;y) = F(a;b). Si calculamos el limite para vh2+k2— 0, resulta:
., @ ‘ S IX.Y — (a;b)
[ @&% Haciendo h =x-a, k = y-b, en ia expresién de una funcién diferenciable, ob- F’(a;b) = F'(a;b) cos a + F’(a;b) sen .
W WY - tenemos: : : o a x 4
g _Fx;y)-F(a;b) ="‘F;(a;b)(x—a)+F;(a;b)‘(y—b)+G(x—a;y—-b) ( —a)2+-(y—b)2 .!-UZQ?} Va:ElF;d(al;b) '_y seel:je_x vuelto a obtener fa férmula ya conocida por apii- -
: a . o v 1 . .cacién del teorema del valor medio. : R ’
' siendo lim G(x-a;y—b) = 0. . .
) —tap)

Sabemos ahora que una funcidn diferenciable es continua y admite derivada en

: . ' ’ . ’ cualquier direccidn y sentido. Las propiedades reciprocas son falsas. Es decir, una

+ Ademés, .como: [x~al=V/(x—af2+(y=b)?, resulta: S B . funcion puede tener derivada en cualquier direccién y sentido y no ser diferenciable, .
. : : ' s ' Cx -~ nisiquieracontinua (ver pag. 118).-~~ .- o oor o

e - S Buscamos, entonces, una:condicién. mas-fuerte-que-la-existencia de: derivadas
#Fy=bPLs =-x-aj<el - T - ~ parciales o direccionales, que asegure. la diferenciabilidad ‘en’ el punto. Esta con--
dicion consiste en exigir que la funcién tenga derivadas parciales continuas .en un. -

iy

@

o Ve}_OE.ls, f’=‘-‘-e-';talsr. que :0<\/(x=-a)?

r Por o fanto, im "~ (x-a)=0." . S entorno del punto elegido.
| ® {xy) — (@p) :
@ Anélbgamenté;::e's»,;-h’miz.-r'» “(y=b):=-0."" ' : 3 -

R . (xy)—-(ab).™ T !

@5? . : » ' Teorema 4

£

Luego, lim F ,' —-Flaib)] = 0,y Ly
9 ) — (am[ (x;y)—F(a;b)] = 0, y el teorema queda prgbgdo

Si F tiene derivadas parciales continuas en un entorno del punto (ab), interior
- al dominio, entonces F es diferenciable en (a;b). . ' : <
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. Demostracién

Por el teorema del valor medio ‘(pég. 97): SR o
F(a+hb+k)—-F(a;b) = F;(a+t,h;b)h-i-F;'(ab-kh;bJ.—tzk)k A 0{t1<1-A o<t,<1.
Como F; y F; son continuas en el entorno c0ﬂsideradb. es

Fi(a+t,hb) = Fi(a;b)+M(hk) A h’m - .M(h'k) = ey
F’ (a+hb+tk) = F'(a b)+N(h;k) A Ilm A(o N(hk)

*. pues toda funcién contlnua es lgual a.su hmlte mas un mflmtesmo en €l punto -

(pag. 73). v . 7
Luego,. -F(a+h;b-+k)—F(ab)=F)(aib)h+F:{a;b)k+M(hk)h+N(hk)k. .

Para-\/h2+k2 # 0.es:

M{R;K)h+N(h; k k
F(a+h b+K)—F(a;b):=F(a; b)h+F'(a b)k-i-( ( ) ( ) . \/h2-¥-k2

\/h2 K?

M(h K- NsR)K = y-debemos probar que

vhE+iE

Por lo -tanto, G(h;k)- =

lim G(h k) =
{hik)

Ahora bien, IhIS\/h2+k2 A IKIS\/h2+k2 =

i K
=<1 =1
Ve | e

@

2 -

~| Rl

R N

L
T

{0:0)

- Sabemmos que lim:. Kk _:= im. - [M hik). - n(h‘k‘ ] :
R R

Pero,- Iim», [ ) T LA \/__ ]«— 0- por tratarse del producto de un. mf £

(k) — {0:0)
nitésimo por: una-funcién:acotada;-segiin:(1):y-(2)::

. ;)—%};‘7

s Luegb, lim G(h k) -0 yFes drferenc:able en (a b)
e (k) — (00 _

Analogamente hm [N(h K
(Oﬂ)
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El reciproco de este teorema es falso, pues exusten funcnones dxferencnables Cu-
- yas derivadas parc:al&s no son contlnuas

_Por ejemplo, -

2 2 A ) & .
(x +y?) sen (—————x2+y2 ) si (xy) # (0;0)
Fi(x:y) —

0 si (xy)=(0;0)

Puede probarse que F es dl\‘erencxable en (0;0), pero sus derivadas-parciales

son discontinuas-en (0;0). -

Generalizacién

La definicion de diferencial total y la de funcién dlferenmable pueden extenderse -

a cualquier dimension.

Si F:-D— R (DCR?) es diferenciable; entonces su dlferenmal-total. en (ab;c),
interior al dominio, es: ’ :

dF (abic) = F"(a-b'c)di’-t-F’(é‘b'c)dy+F'-(a;b;c)dz
Anélogamente, para una funcnon de n variables: x XgrenX , €5

dF(a;a,;...a,) = F, (81i855-.a,)dx, +F; (a1 1818, )d%, + . +F (358,158, )dx,

O sea, dF(a;:a,;...a ) = Z G T )dx

Diferenciales sucesivos

Sifa funcién F:-D— R con DCR?, tiene derivadas parc:ales contmuas de or-
den superior, considerando h y k constantes; puede obtenerse:el diferencial segun-
do de la siguiente manera:

' dF(xy) = d(dFlxy) ‘='—;;e(F;(xw-)n+F;(xw>k)h+~—§—'(F;(xmh+F;<x;y>’k)k'
a?F(xy) = [Fa(xy)h+Fixy)kIh+[F (xy)h+F; (x.v)k]k

Como:.las derivadas parciales son continuas, queda: -

dPF(xy) = F3(ay)h?+2F, (xy)hk-+F (y)k2.

Este diferencial segundo puede anotarse simbdlicamente: .

d*Ficy) = (h———+k )(Z)F(x,y),

&

-
0

g




exprésidh que se intefpreté asi: ée desarrolla el paréntesis seguin la férmula del cua-
drado de un binomio y luego se considera que el .exponente, aplicado a una deri-

vada, indica el orden de la derivacion. Las derivadas: se-calculan para la funcién F
en el punto (x;y).

d 3 \@ F 32 ) az) ‘
2 k) Fixyy) =( h2—=+2hk +Re——F(xy) =
0 sea,(h = K % F(x:y) ( P ax3y 7 ( y)
- .b ) 2 B zF X;
—p28 FOSY) - opge 8 Fy) 2@ (xy) _
ax? - axay ey

- 1)+ ZhKEY (xy )+ KRE (Xay).
T =hPF(xy)+2hkE(xy)+K Fry(Y)-

Si cohsidéramds-:él'operadgir;vectprial*ﬁ nabla:-V. = (—;—(—,—aa;-) -

&

2e0eB9d

(hik) (—5‘3)(——;9—) = (hK)* V. .

Luegb, d?F = ((hk) V)@F(x:y).
Haciendo h = dx, k = dy, suele indicarse:

. o rrann -
- d?F = Fn(dx)2+2nydX dy+Fw(GY) .

® - e * |
Dé la misma forma se demuestra que:
® R

. ‘ » o T 1 " u‘: . — a : a (3)
dBF = F;;;(dx)a+3F;;;(dx)'°-dy_-_|-3Fmdx(dy)?+F m(dy)?—(dx—a—x— +dy-3-y—) .F.

YeY

Analogamente, por induccidn, resuita: .

© B 2 )%,
. o v QF ’dx'ax y'ayv '

La férmula del diferencial primero:es igualmente:vélida cuando x-e y.no son va-
riables: independientes:: No.pasa:lo-mismo. con:los.diferenciales. de:orden.superior.

€000

@

* En general, un op;erador es solamente un simbolo para indicar que deben efecﬁ:ars_e clertas opera-
ciones. El operador vectorial V indica que debe derivarse. Por ejemplo, aplicadd a la funcién F en el punto
(aib) da como resuitado ef vector gradiente en dicho pumto. - "L ae

'Yy

0 sea: VF(ab) =(%:—§;)F(a;b) = (Filab)Fj{ab) = grad Flab).

=74

77
-
N
N

el’binomio,:(h".-;—".—hk_—ai—);pu_edeszéscrjbirse,-:comofels_pr,oducto; escalar: ...l
A"&.;»x.v,,.,;yv.;._v . .

EJERCICIOS

1) Probar que F es diferenciable en (2;1) si F:(xy)— Sxy—y2

2) Probar que F es diferenciable en (a:b)eR? si F:(y) 5 ¥Y2—xy.
3) idem para F:(x;y) — 3x%y+x-—y. '

4) ‘Hallar diferencial total para cada una de las siguientes funciones:

. y . X x—y
Fxy)—»—+—= G:(x;y) — arc tg ———
Y) <ty (xy) 09—, ¥
H:(x;y) =y tg x — 3*2Y . M:(x;y) —>xXV— arc tg %
5) Hallar dz si z = sen (5x2—1) + In1

6) Hallar dF(2i—1) si Fifxy)—>xy—2xy2+y% ©

. \x+y
7) Hallar dz en (3;4) si z = ———.
( 2 /,X2+y2
8) Calcular Az y dz siendo z = F(x;y) con F(x:y) =x2y+2xyz+3 en (—1;1) para

dx=dy=10"2" "~

9) idem para F(xy) = x"-y—S% en (1:-2), Ax = 10-3, Ay = 10-2,
10) idem pa.ra F(x;y) = x2y—3y? en (2;—1), Ax = 1072, Ay = 1073,

- 11) Hallar d?F en (1;2) si F:(x;y):—» X3y2—5x2y3, - 7
12) Hallar d?z si z = (3x2—y°)2.

13) Hallar d%, si z = y*x2+dy?.

V. Plano tangente y recta normal a.una superficie. -

. Recordemos, en primer lugar. que el grafico de una funcién.continura Fde:
dos.variables es el conjunto {(x:y:z)/z = F(xiy)}. que determina.una superfi- - -
cieen R, ' : S

Si P, = (x,¥4:2,) €S un punto-que pertenece a dicha superficie.y F.tiene deri-.-

_vadas parciales continuas en (x;;y,). queremos definir planc tangente a la superficie .

en P,. Para ello, nos apoyamos en la idea geométrica de que el plano tangente a
unia superficie en un punto de la misma, es el lugar geométrico de las rectas tangen- -
tes a todas las curvas que pasan por el punto y estan en la superficie. h ’
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Sabemos que F tlene derlvadas parc:ales en (xo,yo) Por Io tanto, F (xa,yo) es
- la pendiente de la recta tangente en P, ala curva interseccion de la superficie con el
. plano de ecuacion y = yo, ylo mlsmo sucede para. F’(x Yo ). en el plano x = X,
{pag. 94).
Llamaremos plano tangente al determinado por esas dos rectas.
Para encontrar su ecuacion, podemos considerar, en’ primer lugar, el vector
(1 OF (xo,yc)) Dicho-vector tiene la-direccién-de la recta tangente mencxonada,

" enel plano Y=Yy

N ' s
Anélogamente, v, = (0'1'F;(x0;y0)) tiene la direccion de la recta-tangente, en
el plano de ecuacion X = X,. '

Por lo tanto, la ecuacitn del plano tangente puede.obtenerse como la de un pla-

no que pasa por P y es paralelo a los vectores v, y ¥,, no paralelos.
‘Su ecuacion es (pag. 42):

A

2

§

k‘s X=X, Y=Yo 2~ F(%o¥o)
1. 0 FElxY) | =0
0 R Fy(Xoi¥o)

O bien, z, F(xu,yo) =F, (xoyo)(x Xo)+Fy (xo,yo)(y Yo
(En esta ecuacién z, = T(xyy) es la aftura para un punto ublcado en el plano

tangente.)

Observacion.

presiones. vectoriales:que: hemos:usado.: .
Para-ello;: recordemos. que la ecuacion:
(xo,yo, Z,). es. del t:po - .

a(x X; )+b(y yo)+c(z— 0) =ﬁo,ﬁ;

Sit c#=0 es: z- z*f——(x XD)——(Y Yo)

O sea z—zd"——- AX=Xg)+B(y~Yy)-

* La ecuacion:del: plano tangente: puede -obtenerse:. tamtnen sin.recurrir.aclas. ex--

«d ,‘Lin.',,plé_hd;:ai' que pertenece el-punto. . -

Sl se trata del plano tangente buscamos el valor de Ias constantes A y B ;
" La-recta interseccion-del planoc tangente con.el.plano ¢ de ecuamon y = y0 tiene
zZ—-Z
t <0 e . :
ecuacion ——Fx—— = F{%g:¥g)-
Luego, para y =y, s -2z = F’ (XY (x—X5) Y, por lo tanto, resulta:

A =Fx,,) | “.

Analogamente para x = X, se obtiene B = F( o,yo)
Entonces, la ecuacién del plano tangente a Ia superﬂcxe dada por z = F{x:y)
en el punto (x;1¥,.z,) es :

2,—2y = F{Xq¥o X =Xg) +F (X0:¥6) (Y = ¥o)-
4 Ahora bien, asi como se.dio una i'nt_erpretai:ién-vgeométrica»ra:cada derivada .
parcial, también puede darse una. interpretacién similar para derivada direccional:
Para ello, ‘consideremos un plano perpendicular al plano-xy, cuya traza, orien-.
tada positivamente, forme-un-angulo « con el semle;e posmvo de abscisas: y cuya

interseccién.con la- superﬂcue -eslacurva’c:

Definimos como: recta tangente a.a curva C en el punto. P .a la recta, incluida

e

en dicho plano, cuya pendiente es - F/ (x;:y,)- JO
Demostraremos qué esta recta esta incluida en el plano tangente a la superficie
en Py = (X5¥giZ,)- , :
Para ello, observemos en- primer-lugar, que el vector"

= (cos o; sen o; F, ! (Xo¥o))s

con origen en PO, esta mclmdo en la recta tangente a la-curva C.enP,.

En efecto, V = (c0s ; sena) es un vector unitario. Silo pensamos con ongen
en P,y punto final Q, la pendiente de la recta tangente mencionada es 1a distancia
vertlcal entre el punto Q y dicha recta, o sea, F’ (x Vo)

@ 2
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. . 7 ‘ Luego, en un entorno del punto (xoyo) si se: aprox;ma eI mcremento dela fun~
o, o SR o . o cion mediante el diferencial, se considera la altura hasta el plano tangente ‘en lugar
B . . : L de hacerlo hasta la supen‘ncne -

cos agf == T CE Y
(%gsYa):

:-@s. coplanar: con-v; y.¥, que...

Necesitambs‘-’probar;‘-;enton_ces;;.gu&.;e ’ay_ec;gra
determinaron.dicho:plano..~ .-
Ello se venflca si-el producto. mixto v . (v A vz) =0 (pag:42).

La interpretacién geométrica es dnaloga a la vista para funciones de una varia-

cos a sen a F (xo;yo) » ) ble, donde el diferencial indica el mcremento hasta la recta tangente en lugar de
S ' " Ay hacerlo hasta la curva.
Ve @av)=| 1 0 FuXei¥o) Por definicion de funcion dlferenCIable, la diferencia Az—dz es infinitésimo para
0 1 Folxg¥o) | (?t;y) (Xo3¥o)- : P . x
= F(x,i¥) — FilXgi¥o) €08 @ = Fy(X5iy,) sen a. Aplicacién
Como las derivadas parciales son continuas, queda: . ’ - Hallar la ecuacién del plano tangente a la superficie dada por - - F
anhﬂmwtﬂwm~ . FWM*WQW%C%WP%»"jf-w
. . o F(xy) = 6x—2y = F|(—2;3) = —18 ‘
Por Io tanto, el plano tangente, de ecuacion | f( y) y (~2;3)
TOxy)~Fiégi¥) = Frlko¥o)(X—%g) +Fy (%Yol =¥o) A | Fy(xw = -2 = F(-23)=4

* - contiene a todas las rectas tangentes en P, a las-curvas.de la superficie que pasan. - Ademas, F(—=2:3) =
‘por-dicho:puntei:. ... - ’

"Luego, la ecuamon del plano tangente en (—2;3; 24) es

"Interpretacién.geométrica. del-diferenciala!o,taly.»;;_'.4-, e e - z- —24 = —18(x+2)+4(y—3)
Recordemos:la-definicién. dediferencial total:para-un. ca’mboescailar de dos va- * Osea 18x—dy+z, = —24. . -
riables: en:el:punto: (X5Yg): respecto: de-los: mcrementcs AX = X=X, AY =YY . ' 7 ’
dF(x(‘);yO) F'(XO.Y Jx=x ) +EL (xo.y )(y Yok - o Recta normal
- Vemos que su expresion coincide con el segundo miembro dela ecuacion ha- ' ~ Sila superﬂcne correspondiente a la funcién F admite plano tangente en Py, en-
_ S llada para-el plano tangente a la superfiie en .(Xg:YoiZo)- e a tonces definimos como recta normal a la superficie en P, a la recta perpendlcular
. Ej@ " Es decir, resuita - dF(x,1y) = T0xy) = Flkyio)- , al plano tangente en dicho punto.
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Podemos escribir de la s:gutente manera la ecuacion del plano tangente

F2 (XY o) (X = Xo)+ F (¥ (Y —Yo) + (= D{TCxy) - F(xo'yo)) 0.

expresion.que corresponde al producto escalar:

(Falxoi¥o): Fy%p¥h = 1) = (x=xgi ¥=¥oi Th3y)= F(xo.yo)) =0.

Pero si el producto escalar de dos vectores es nulo, ambos vectores tienen di-

recciones perpendtculares entre si. Ahora bien, el vector

V= (X XD,y yo. (vy) F(XQlYQ))

es un.vector. cualquiera.incluido en el plano tangente Pér lo tanto, el vector

(Filxoi¥g)s Ey{%gi¥o)i =

es perpendicular: a.dicho: plano y:su:direccidn:es:la de Ja recta normal a la superficie-. -
en P,

Y0y —Fxgp)

': Po = (xo;yo;F(xuNo)),
/

Recordemos que-la.ecuacion de una recta en el espacio, que pasa por el punto
(Xo¥o: FlXgp)) es de la forma:

—— T e

donde a;, a oY @, Son nl.'lmeros; no-nulos~,tales -que Ia_recta,.es:pafa1ela.al»vector.v'

(@y:25i8)-

Luego;-la ecuacién.dela:recta-: normal ‘en-P;,-paralela al vector...
(F1(xgi¥o)i Filkgi¥ohi — 1), es:
X=Xy Y=Yo Z,~F(X5o)

Filoe) Rk 1

si-ambas derivadas parciales no se anulan en ,(xo;f/o)-‘

1N

Aplicacion

Hallar la ecuacién de la recta normal a la superﬂcne determlnada por F: (xy) —

y
— -~ 3x%2 en el punio (1,-2;22).

Verificamos primero si el punto pertenece a la superficie, o sea - F(1;,—2) =
Fi(1:-2) = 50 A F)(1;-2) = -35.

Luego, n: X=1. . _¥¥2 _ 2,722
50 -35 -1

EJERCICIOS

1) Ecuaciones del plano tan
gente y-de la recta-normal en- -
determmada por Fixyy) — x3y—2y%x. (3 . Pale SUpef‘flCle

2) idem para Fixy) — x3—3x%y+y? en (1;-2;F(1;-2)).
3) idem para F:(x;y) — e3cosy en Om1).

4) Idem para Fi(xiy)— x*~3x%y+y2 en (~1;2;—11).

RESPUESTAS A EJERCICIOS
CAPITULO 4 |
Seccion 1}

1) F40,0) =0 F’~(0;0) =0 ‘2). F/(3;-2) = -2
3) Fi(=1:2) =4 * Fi(=2=8)=4 ° - 4)F(0,0)=0
5) F1(0:0) = 1 F;A(OA,O) =1 6) no existe

8) F(~ 31)_—1;—-

9) a) Fixy)= [sen (-3y*x)](By*~3x%) - F;(xy) = 5x§sen~_(£3;sy?x) |

7) F(0:0)=3  F;(0:0) =

b) F(xy) = 2x rrown . 2C0SY
<) x2-2seny Fybay) = T 2seny-x
o) Fixy) =—L—  Frixy) = —2%
: 1+x2y? yree 1+x2y2
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o e S 9 e oy e
. .d)_.F‘(X.Y)'.f,_ y ln33v———; : Fy()g,y) = xIn3 3).’ —7

) Fi(xy) = 4 cosftg(4x—2y)] sec? (ax—2y)
Flixy) = —2cos [tg(4x—2y)] sec? (4x—2y)

N Fbay) = F(xy) = _J
(eryPinpE+y?) (@+y2)VinGe+y)

a) Filxy) = 3x2y+y2eN? —y3%en tNIn3 cos (xy)

. 'F;(x;y),=<x3+e"V22xy‘—x355“f"V)ln3 cos (xy) -

- ‘ Y2 X2+ 2xy

(e

h) Fyfxy)="y-sectx

xz—yz-f-2xyh ,

F'(x)y) =t x'+A - — - )
o) g. C Ry =y -

10" a): Fyl=zy()Erts - Fyayiz) =
b) F)’((x;y;z) =yzx* ! o F;'(x;y;z') =2 x*in'x F;(x;y;z) =y x*Fnx
11) a) ‘F;(x;y;z) =y xW-1+z¥nz F;(x;y;z) =xinx+zy*!
Fiixyi2) = yiny +x2
B Vax: B
(xy+yz+2zx)In?(xy+yz+2X)

| b) Fxyiz) =

—(x+2)
(xy+yz+zx)lh2(xy+yz+zx) . o

1

F;,(x;y;z) =

‘(Y*‘X)v'
(xy+yz+z§<)ln2(xy+yz+zx)

Fi(xiy;2) =

) Filxyz) =2y 3@ 4 -ty Z¥inz.

F;(X';'y:'z) ':'f'-j~v2'><?YlniX?+-x:z’$Yln=-z.-;l - Elxysz) =T -}5+-xyzxv"~ k

Xs")(4

12) F (XiXpXgiXs) = -
. x4 1 v2. 3 i_‘._-(xaf*xi)g'*(xi"{"xz)?-‘ A

: X1+X2,.

F! (X, %gXg0%,) = -
1Xg%aiXy :
a (X —X,)2+ (X, +%,)?

13) (3,005;1) y (3.01;1,015).  14) VAt1'=—12— cualquier: t,/0<t,<1 -

LBy o)t Fily) = Gypinbads -

Seccion I -

1) Fi(-12)=0  F(-12)=

2) F(xy) = yly—1x* 2 Fpy) = Fipfiy) =0 1=y TInx
o 2
Fyy(x.y) XY in2x

Gllxy) = yAn®3 39 Gl(xyz) = G(xiyiz) = 37In 3+yx 3VIn’3
Guxyz) = Glxyz) =0  Gplxyz) = Gy (xy:z) = 0
G;;(x;y;z) =x2n23 39 . Gl (xy:z) = 6z

3) F(ti-1) =~ —12- 4)-F(0;1) =0 5) F (00 ==2  FL{0:0)=3

XyX

Seccién n

1) 2+2(h = k<0) aéﬁgﬁimﬂwém.sy%@m=«Am@

2 —25—422\5 ) 1061\3{73- 5 - 2915;_
6 F-1)=7, F, @&-1)=306 F, @-1=-169
F, (@&-1)=-86 . Fy, (2-1)= —9,193, Fr(2i-1) = -7,
F__:L @;-1) = -0,71, ) Fy (2;41)=a,69,
F’:L1 (2;—1)=9,66 der. :néx.=V§§= 9,22, der. min.=—\/§_5—=“—9.22

6 . i R
7) By (@) =—V2 Fp @1)=-6 - F; @N= _5VE  F(@) = 4
4 : 2 . -

F (1) =3-2V3, Fj, (&1)=6
& =3

6
_8)\/§y—\/2— 9) ~3v2 ic'))a)_—'%\g—z—e—- by 1y -1  11) 6V2
12).?%’_3,—7;{- 13) -4 14)-%5— 15) V2 y ~V2 16) 44}/§§:
£9

221+/83 18) 11V3 _ 113
747 3 . 3

17) -
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. ‘Seccion IV.

Y ANl X Ve o
4) dF-—( x2+y)dx+(x Ayz)d_yr_‘

i RV i
Ty PR Ry

H = (y sec?x—3*2YIn 3) dx + ({g X — YN 2)dy-

M = (y X1+ —%—) dx + (xIn x — _)dy
2 2+y2,».
5) dz=10xcos (5x3—1)dx = dy~-. -
. y In?y:
6) dz =—20dx+27dy:7 7} dz:=A - dx'— - 25 dy'

8) Az = ~0,029897 dZ .=;'—'o,oaoooo _
'9) Az=—00539 -dz=-0,054 10) Az=-0030063  dz=—0,030000
11) —56(dx)2—216 dx dy ~ 56(dy)?
12)- (108x2—12y%)(dx)? = 72xy?dx dy + (~36yx® + 30y*)(dy)®
13)- 96y?x(dx)>+ (24y3 +288yx2)(dx)2dy_+ (72y?x+96x3)dx(dy)? +24yx3(dy)®

1) 20x-30y+2 =98 o=t

. ] _ ] x—T1 _ y+2 _ -11
2) 15x—7y—gt—18 57 —
T x .
3) 3x+z-1=0- ,—5—=z -1 Ay=T
: ~ el XHl  ym2 z+1t
4) 19x 7y_.zt+22-,-_0 e =TT T
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5. FUNCIONES 'COMPUESTAS_;:"

La idea de funcion en una o mas vanables puede generalizarse consuderando
funciones cuyo ‘recorrido es un conjunto de vectores n- dlmensmnales

L Generahzacmn del concepto de funcnﬁn

Recordermios, en primer. lugar, los tipos.de funciones que ya hemos utnhzado

1) funcién escalar

La funcion f es escalar, o de una variable, siy sélo si fA— R A ACR.

2) campo escalar

La funcién F es campo escalar; o funcién de vector, o funcidn de n variables, si
y sélo si FFA— R A ACR" A n=2. ’

Agregamos ahora la siguiente clasificacion:

3) funcién vectonal

La fUﬂCIOn f es funcion vectorial si y solo si- FA— R" A ACR A.n=2.

"Por o tanto una funcion vectorial es un-conjunto de-pares.ordenados; cuya pri- .
mera componente ‘es un numero real y cuya. .segunda componente es un vector
n-dimensional.
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Como la imagen de cada numero real t, pertéeneciente al dominio, es un vector,
dar la imagen significa dar las componentes de dicho vector. Cada componente del
vector imagen se obtiene mediante una funcién escalar de variable t y,~por Io tanto,
la funcién vectorial es una n-upla de funciones escalares.

f=(f,f,i...f,) significa x, = f,(t) A x, = f,(t) A
Estas Ultimas n ecuacionés son las ecuaciones paramétricas que puedén aso-
ciarse a la funcién vectarial. R :
Por ejemplo, ’
ft— (xyiz)/x =2—1 Ay =2t43 Az = 3-3t
define una-funcion:vectorial de-R-en R3: -
-Puedeindicarse:tambignziooo - 0

it = (E=T2t+318-3) 0 Ht)'= (2~ 1)i+ @43+ -3k

La variable: t:serdenomina-parametro y-es:usual -que:el dominio:sea un intervalo=:-
cerrado-;[a';b]:;zEé',idge_cirgﬁza,stsb;:‘donde;.[a-:b];'és;eliihtervalosparamét'ric'o:-‘~‘Si‘lé‘»fun(iién':?‘ N
es continua, segun definicidn.que veremos mas adelante, el recorrido se lamd curva. -

4) campo vectorial

La funcion F es campo vectorial, o funcién vectorial de vector si y solo si
F:A— RM A ACR" A m=2 A n=2.

En este caso, la funcién es un conjunto de pares ordenados cuya primera com-

ponente es un vector n-dimensional y cuya segunda componente es un vector m-di-
mensional. ' '

El campo vectorial se define, entonces, mediante una n-upla de campos.esca-

Por - ejemplo, _ IR .
Fi{x;y) — (5x2+y)7+3xyj+(4x-y)k - . :
s un campo vectorial de R2 en R3. Esta dado por tres funciones de dos variables:
F,(xy) = 5x2 +y A F(Gy) = 3xy A F,(xy) = 4x—y
Luego, F = (F;iF,F,).
vEn general: '

- F = (FiF i)

PRy =7 = 00%i9)
Hm

Yi = Fi X ) Ay, = Fal%yXyiiX) A o Ay, =F_(x, 3"2;;--9(',,):”
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Funciones compuestas

Las funciones generalizadas; o sus restricciones, sol‘ament{e pueden componer-
se si el recorrido de la primera funcién que se aplica esta Alnc.lu1do en el dc?mlmo de
la segunda. Condicién de existencia analoga a la que se exige para funciones es-

3 1 - cap. 3). :
Calargs égsa;c‘r‘:l(a?s simprl)e, l)uego de la composicion de dqs funcionzes escalares, se
presenta cuando se aplica primero una funcién vectorial de _F}Aen R? y luego un cam-
po escalar de R? en R. La funcién compuesta es una funcion escalar:

FR—R? FR2E-R FofR—R talque

VieR: h(t) = (F o Hi(t) = F[{{t)] si ft)eD,.

h=Fof

En forma similar, para FR — R y G:R™— R®, si se dan las condiciones
de existencia, es G o F:-R"— R® tal que

(6 o F_:)(x1 KpieeiX) = -G[E(x1 e S 8]

donde la funcion compuesta de dos campos vectoriales es también un campo vec-
torial. :

Efemplo 1
F:(cy) — x+y, gz— (z—1 ;22+5;7?—4). HallargoF
D.=R2AD,;=R

R2

g o F:R2— R? es un campo vectorial obtenido asi:
H= g o F:(x;y)— (uviw)/u = g,(2) AV= 9,(2) A W =g,(2) A z = F(xy)
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. C-Sea ﬁ(x;y) =§(z) = (x+y) (91(x+y)'ga(x+Y)-93(X+V)) =

e aem ety g gt b e e

= (xry—12(+y)+Bilx+y2~4) = (xty— 1)1+(2x+2y+5)]+(x2+2xy+y —4)k
Por ejemplo H(2 3) = —2|--31 =3k dond}e z_— F(?,—s) =—1na g(-1) =
= (-2:3;-3). o ‘ u = Glxy2) = Hviw)
La composiCién anterior suele presentarse sobre todo en apllcac:ones d’e la E ?
siguiente manera:
.u%z—1 Avv=22+51/\w=za—4/\z=x+y o o A = {(vw)/veR rweR"}  B=R’
iabl anizc:;g:d;n -este caso que X.ey. son las vana@les lndependlentes zeslava--. - o E (v;wj = (v—w;vw;_ % ) G (xy;z) = 3x—y+z_ - _
‘ s g St : — e VX TR R _V_
Eiemp/o P o T o S .. N E . g ‘ Luego H(V W) (G o F)(V W) G[F(V,W)] =l.G(v—-W,V\N_,.-W) = 3(V W) VVWA v+ W
Formalizar Ja: composxc:on de,funCIones dada’por-las: férmulas::- : Por ejemplo; H(—4;1) = —15 siendo-F(=4;1) = (_—5_';—4-;-4) A (_i(f5}ff’f§f4)‘?' ‘ 15
z—x2+2y/\x—5t/\y e+ :
: - L o ‘ i lo 4
Observamos que z = (x;y) A x = g({t) Ay = h{t) donde finalmente es z = (t). ' l Ejemp

Es bastante comun la situacion sngutente que se presenta, usualmente, con fun-
ciones definidas en forma implicita. - s

Sea u = x5+y3+2% donde z = 7x+y :

Puede considerarse u= Fixy:z) con z= M(x,y) .
Si se quiere formalizar la composicién de funciones correspondlente puede o
i servarse.que la. funcién compuesta permite obtener : :

u = Flxy;M(xzy)) = T(Gy)- '

Luego, es:

FR—R2, F:R2— R. Luego, FolR— R

‘ : v ' . (xw;z):

o B (B 41), Fi(ay) = X242y, - f = F ot (5242(B+1)..

Resulta’ fit).= 25t2+2t3+-2'

xy) .

o s B e
3 3. @ e Hf}g 2
i 2T ’Jfﬁﬁ;}uw e

e

La funcién compuesta’es.una: funcxon ‘escalar: En*la composncnon tes Ia variable < -
lndependlente x-ey las lntermedlas S _ E

o}

IS

25

—IV—P. BT
i

éesulta T=FoL dondeL es un campo vectorial cuyo dominio -esta incluido

Efemplo ,3‘ S . en R2 y cuyo recorrido esta incluido en R3.
Hallar dominios adecuados y formalizar la composicion dé funciones dada por: p(x y) = X
‘ LT . ’ Es L = (P;Q;M) siendo { Q(xy)=
'_U.=3X—y+ZAX=V—W/\y=vw/\'z=w,_'. | - ,M(XJY)=Z_
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' . Podemos hallar ia funcion compuesta'F o f: R — R, que es una funcion escalar
Obsérvese que P no depende de y. Q no depende de x. Suele decirse que la F

; s=Fof. R !
funcion compuesta tiene variables independientes x e Y. con variables intermedias : . Demostraremos que s es derivable.en t, y que
X.y,Z, donde x no depende dey, y no depende de x, pero z depende de x y dey. ’ ' - :

| $'(ty) = FX¥p)d )+ ¥ €' h):

S X=x
En el ejemplo dado, es: F(xyiz) = x*+y*+2% con { y=y . Como s es funcion escalar, aplicamos la definicién de derivada en t;:
o Z=T7x+y
’ S.(t)r—s(to)
: ' : j s'(ty) =lim ————
EJERCICIOS ) .

1=ty t—t,

BBODDRYE

(R

1) Siendo fit —>»'(—:-; ln.t), Fr{xy) — x+2y—-1.,,' hallar F o findicando*ei dominio.

IVCCODODC DY G

5 -+2Z) .F:(u;v)’"—,»‘uz'—av,v hallar F o F- indicando

2)’ 'Siéfndé' Filxyz) = (x2-zy; 7 X )
el dominio; - » : -

7 = F(xy) = s(t)

z, = F(x,,) = s(t,}
3) Formqliz_an-lé%§iggiénteztcomp‘qsieiéh%de%fﬂnciones::'~-"i L

X=U-tgt Ay =P+t A u=V2+W—Z A t = w +2v.

Fixy)—F(x, 3)’0")
t—t,

: . - o, s'(t)) =lim
-4) ldem parah = x2+y3+ —;— AX=U+VAY=uvaz=2u-3v. Indicar dominio Luego, s'(t,) It—oiu
adecuado para la funcién compuesta,

Utilizamos el teocrema del valor medio para una funcion de dos variables, con

* 5) [dem para u=x2+2y—z A x = y—t A y=5'az=2v+t la notacién x—x, = h, y-y, =k (pég. 97).

o . v)=F —X,)1¥o)(x— (x; ~Yo)Y—¥o)
S 3 1 FOcy)—FXYg) = Filxg+m, (x—=x0)iyo)(x=Xo)+F, (s +maly—¥o) )y —¥o
: = 1B = 2 - — N '
) 6) ldempara z =u v—1 Au=xXttyav: 2x+ v +1. _ © 0<m,<1 A O<m,<1
o : _ ' o : —x.): =g(t)]+ F! (ko +msly—y ) et~ £(t)]

e 7) idem'para u = x2438x A.x = y3+2724 —SL - ‘ ) ‘ Luegd, s'(t ) = fim Felxotm, (x—x5)iyo)lg(t) = g(to)]+ F (xiyo+ma(y—y, °
- B - y | 9. 5't) = fim 1,
- 8) idem para u = x2— 32 Av =3y — Ax=—St t__z =—2 Como g y ¢ son continuas por ser funciones escalares Qeriva§les, si t—1,, en-
+ y2 2 2~1 #+1 tonces x—> X,, Y- Y. Ademas,:como-F;-y-F/ son continuas:por-hipdtesis, re-.
B suita:
- L . - _ _ im F!(x.- —X,)y,p) = lim Fl(x,+m (x=x,)iy,) = FL{x,¥,)
g lL. Derivacién de funciones compuestas . . - . '!TtoFx(x°+f"‘(x o) = M, Pl m (cxgliv) = Fibxvy
[ . ' . 7 . il : 2 fy- - = i 4 -y.)) =F'{x.;
g Generalizaremos: ahora: lai'reg_léude-zflaacadena; e : - ) lxthoFy(’."y0+m2(y yO)) "T_. %Fy(xy0+m2(y y°)) V(x° Yol

e ‘ Y=Y :

W 1) Consideramos:primero el caso mas:simple: . ' a(t)-galt,) - | €t —£(ty)

- v : "(t,) = Fi{x,¥,) im  ————— + Fi{x,y,) lim ———

S Sea f£R— R? una funcién vectorial tal que = (g:¢). Luego, s'(ty) = F{X,i,) ','Tlo t—t, %o¥o) =g t-t
LB Es x = gty Ay =¢€(t) con g y ¢ derivables en t g
; i , S'(t) = Fr(x,uy,)a (t)+F1(x,y,) ¢ (L)
! 0 Sea FF-R2— R un campo escalar con derivadas parcigles continuas en (%57¥,)- Finalmente, s'(t;) oYl (o yreto °
) 142 |
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.Si considéramog que” grad if(x'(,;yg) = F;(x;;ya)ﬂ Fr(%o¥oll Y como veremos

l mas adelante, f(t)) = g'(ti+€'(t )i, es- s'(ty) = (Fo f)'(to)= grad F(xyyg) F(t,), -

":'que expresa la derivada de la funcién compuesta como producto escalar.
La formula hallada puede indicarse también de la siguiente manera, haciendo
z=F(xy). x=gft), y= £(1): '

dz. v _6F o odx,. . aF . dy.
-d—t (to) = ? (xg ryo) _d-'t—(to)+ W (xo 'yo) T (to)'
Para calcuiar la funcion deriva'da',":resulta'lé expresion tradicional

Gz _ oz dx .9z ody
d . x dt . ay PR

. donde.las letras x,y, z; representan-los, valores-de-las-fiincionies correspondientes.

. S ' . : X
Esta férmula es simple para-recordar si se usa-el esquema: - z<y>t

# 2) Consideramos-ahora un-caso mé's?’?g‘ene[al en-que-la funcion compuesta
. ©S un campo escalar. ' - :

Sea T'R2—'R? un campo vectorial, tal que T = (G;H), teniendo G y H deriva-
das parciales continuas en (ugivy). . ' o

Sea F:IR2— R un campo escalar con derivadas parciales continuas. en
(Xo;yo) = T(uo;vo)- . - . ) o

La funcion compuesta M = Fo T es un campo escalar, para el cual demostrare-
mos que tiene derivadas parciales en {ugsvy): :

Mi(ugivg) = Flve) Gilugve) + Filxg¥e) Hilugivy)
A .

M) = Filt) Gilugvg) + i) Hifugv,

> 2 = Fxy)="M(uy)

-» F(x,,) = M(uw,) - ,

Fligygh=Mugvy)

Obsérvese que T(uvg) =(x,iy,) puesx experimenta una variacion correspon-

.. diente al incremento "Au = U—u, - pero también y experimenta variacion relativa-a . -

~ dicho incremento. Es decir, ?(u;vo) = (x;3¥,) con x, = G(uv,) Ay, = H(uv,). -
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parciales, es:
w1 dz _ 6z . 3X . 9z .-ay
/ v du ax au ay ' au
z . .
\ _—u 6z .9z ax | 6z 3y
o R v ax av  dy av
i : En forma vectorial, para T= (G;H) podemos indicar:
':I: v a;F ' » "7
A GT+HjA—= i+Hj
¢ au av
aT oT
——— T @ — —_—= Fe.
; Luego, grad F P d P

M(Uv,) - M(ugiv,)- S &
ug )':-_-,u_uP’ ' 8
M(u;vp) = F(G(uiv,); H(uwv,)) = F(x,;y,) con X, =Guyv,) y, = Huyv,) ‘ ‘ ®
M(ugive) = F(Gugivp) Hlugivg)) = Flxove)  con x, =Glugvg) v, = Hlugvy) 7 :"\‘@

, D Ry =Flxgy) . e
e Ml =in e

-~ Por definicién de derivada parcial, es - Mi(ugv,) = fim

o

7

T
S

Aplicando el teorema del valor medio, resulta:

F(x3¥1) —Fxg¥o) = Fylxg+m, (x, =xohiy )%, ~x,) + Fy (X% +m, (¥, =o)Xy, =Ye)

O<m1<‘1./\ 0<m2<1 e

Ademas  u—uU; = X, =X, A Y, =Y,
Como F; y F, son'continuas, queda: '~ -~ - s

G(u;vo)-G(uo;vl;)‘_ Y e i H{uvg)—Hlugiv,)
=, R%Y,) lim 0 U=, ,

M (ugive) = Fi(Xg3y,) lim "

* Finalmente,
M (ugivo) = Filxiyo) Gl(Ugivg) + Fy(xg1vg) Hy (Ugive)

Analogamente se obtiene M (u,;v,)- , _ . »
Esquematizando, para calcular las funciones correspondientes a las _derivadas, .
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Para todas las situaciones en que la funcién compuesta es un campo escalar,

. Se obtienen férmulas analogas.

Por ejempld, si

GRS RYG = (G,;G,:G,) con x = G,(uvw) Ay = G (uviw) Az = G, (uviw)
F:R® — R/h = F(xy;z). Si se dan las condiciones de existencia, es H = F, E tal

que H(uv,w) = (Foé)(u;v;w)-, resultando la siguiente derivada parcial, si existe,
para la funcién compuesta H: : ’

U ax - au

aH- aF  ax oF dy . F oz

dy au a8z au

S | aG - 3G 0G,. 3G, . aG
0. bien, ~—— = grad F+=—, - donde- .22 = 215, TF2: s Y3 -
_au g - au u 6U» .I+ au J—+ au k

Anélogafnénte;fz' _a, H: =grad:F-- 3G ,.,\.' oH
R VR ToavE T Bw

En general, sean

G:R"— R™/G = (GT:Gz;"';Gm) con x, = Git, ot} para i=1,2,..m

F:R™— R/z = F(x, KyiewniX ) ,
Osea, G:(t;it,;...t) = (G, );(tf;,_..:tn); G,(t, ,:«(i;...xn);... G (t, );(ta;...nn))
A .
F: (%4:%,

Si se dan las condiciones de existencia:

;..'.;xm) — F{x, KoseeiXp)

FoG: (t it = F(GMt,,0..,)) =¥t et )

G = (G,:6,;-iG,)

Si las funciones que intervienen son derivables con contintiidad, resultan las

Siguientes derivadas parciales para la funcion compuesta, que es un campo esca- -

lar en n variables:
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—— > _9F > raj=1, 2..n
= E,——— a =1, 2,..
: ax. - at] 3 P l . N

. tub,.t, son las variables independientes
X, X,,.... X SON las variables intermedias

También puede indicarse cada derivada como un producto escalar:

aH aG
. grad F - at,

Hemos considerado’ la generalizacion de la regla.de la cadena:solamente -para
los casos en que la funcién compuesta es funcién.escalar-o campo .escalar. Los
graficos y las demostraciones fueron hechos para campos escalares- 0 vecloriales .

_con dominio R® o R™ para clarificar: las ideas. Nada cambia si-se:consideran res-.

tricciones:a- conjuntos. abiertos incluidos’en'R". 0- R™ respectivamente.: - -
La regla de la cadena puede extenderse también si la funcién compuesta es un
campo vectorial, preferentemente usando matrices.

Ejermplo 1

Hallar—gdl:— si u=x3—2xy/\x=—?~/\y=t2—1

du _ _au dx . ou dy

dt ox dt gy dt

du o, 3\ Lo
ot = (x ZY)( t?-) 22

X2
du _  9x 2 Caxt
dt {2 2

Utilizamos la siguiente notacién:

au . .
o =u, para derivada parcial

para derivada total
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E/emplo 2

Slendo u—x2+5y +322/\x—psen(pcost/\y pSEFI(psent/\Z—pCOS(p

Ahgallar up u yu

u x . éu ay+au‘az“ .
P ax  dp dy o8p 9z dp I o~

Luego, u) =2xsenpcost+ 10y senpsent + 6z cos o.

] Analogamente, e .
o ) u —2xnc05¢pcost+ 10ypcos:psent ~6zpseng-

ut: = =2x:p-sen:g:sen‘t:+. 10y:p-sen: pcosto - v

E/emplo 3

Sea u= xs-i-y“+z2 conzZ=TX+Y ¢ (ver ‘pag:141):~

Hallar derivadas parciales de u:respecto’de las: vanables*mdependlentes x ey.

Si reemplazamos z en la primera expresion, obtenemos
U = X5+y3+(7x+y)2

Luego, % = 5x‘."+98x+14y, g—; = ’3y2+14i+2y. ,

Si queremos derivar mediante la regla de la cadena, debemos considerar la si-
guiente composicion de funciones:

. - X=X
F(xiyz) =x®+y3+z% con {-y=y = - ]
R e Rt

Osea,esT=Fo'L con E = (P;QM) siendo " -
Pixy) = x A Q(xy) = ¥ A M(xy) = 7x+y

= 7 (x:y;z). —a ..'_».

u
T=Fol h
—%I— =F P’+F’Q’+F’M’
aT

SVl 5x4 -"§'+3y2 + 04227 -
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HT

= 5x*+98x+1 4y
ax

‘aT

Andlogamente, =FP, e FiQ) + F M,

—aé-;;‘=5x4-0+3y2-1+2271 A

—ET——3y +2z= 3y2+14x+2y

oy

VOCE

ax ax  ax ay ax -8z X
— — . :

" @

au’  du X au ay Q,"’”.. az

(1) indica la derivada respecto de x de la funcion compuesta, desngnada antenor— )

mente T.
(2) en cambio, es la denvada respecto de X de la funcion extenor F

También suele anotarse asi:

au oz

- (X.y) (xv Z) +— (x.y 2) 22 T o YR
notacion ambigua pues u no representa la misma funcion, ya que
- au ? E " au Y L — ! 0y B
= Pon) = Toay) A - (ayiz) = Fx(x.y;)-_

EJERCICIOS

1) Hallar 22 siz=senla X = ey Ay =29V
v av U © St

2). Hallar gz si z=sen (Ini) AU =—1—'A v =3t+1.

a - v Vi

dx

3) Hallar-—Ft—SIX—arctg y+3 Ay oos»2t/\z 5

4) Hallar z; si z=arctg—:—/\u‘= e¥ Av=x"
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- Aqui, la notacion tradicional debe: sarse con cmdado pues puede resultar equi- . -
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5) Hailar A z=3%

1

z o
6) Hallar 2z si z = ImMVuP+y2 A u=arc tg——Z— AY =V

ax

7) Hallar —a{:— siu=e*Yax =% Ay =342v.
9z .

8) Hallar 0 siz= a_rctg—i— AX=U Ay =V »

dt

. 9): Calcuvlat_'r_:—,(,ji_:'_{-r;para:ss-t'_gv\:: 1 -siﬁfz,.z- x2y—3y2/\ ‘X',=:~'L:A~yf‘=: érc..tg t.

Vi

10) Hallar z;'y z-si :zr=_-arc.tg'—9v—'-/\ u=e¥av=y

11) Hallar. U] y u] si-u= e ¥*# Ax =3tay = TN z=v?-1

lll. Funciones definidas implicitamente

Ya -hemos considerado, en Calculo 1, algunas funciones escalares definidas en
forma implicita.

Recordemos que la funcién f, de una variable x, esté definida implicitamente por
Flx;y) = 0 siys6losi Vx: F(x;f(x)) = 0. Andlogamente, F(x;y) = 0 define implicita-
mente a la funcién g, de una variable y, siy sélo si Vy: F(g(y)y) = 0.

. En ocasiones, se-puede pasar a la expresion explicita de la funcién escalar.
Sin embargo, aunque ello no sea:posible; se logra calcular su derivada (Célculo 1.-
cap. 6). ¥ :

Por lo tanto, dada la ecuacion F{x;y) = 0O, interesan dops problemas. Uno, dar

condiciones para que esa expresion en dos variables.defina, en cierto conjunto, una -

funcién de una variable.-En segundo lugar, calcular su derivada sin llevarla a la for-

. ma‘explicita. Estos. dos problemas: los resuelve el importante teorema que demostra--
- mos.a continbacion.:Luego,:se:extenderan:sus:conclusiones:a: funciones- de:varias. - °

variables.: .

# Teorema:de existencia y derivabilidad:para:una..
funcion:definida-en:forma:implicita:z ... - -

Si F:D— R(DCR?) es una funcién continua:que cumple las siguientes condi-
ciones: 1) 3(a;b)" interior al dominio fal que F(ab) = 0; 2) F; y F’ existen y son
continuas en un entorno de (a;b); 3) F/(a;b) # 0, entonces, con centro en (a;b) exis-
te un rectangulo abierto A = {(x;y)/a—h<x<a+h A b—k<y<b+k} tal que, para car
da x€(a—h;a-+h), la ecuacién F(x;y) = 0 tiene solucién unica y =f(x) con
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ye(b—k;b+k). Ademas esta funcion-f es continua y derivable en el intervélo
(a—h;a+h). L .

Geométricamente, la existencia de 1a funcién f indica‘dﬁe. en un entorno de!
punto (a;b), existe la curva de nivel cero para la superticie correspondiente a

z = F(xiy). O sea, que el gréfico de f es la interseccién de dicha superficie con el
plano de ecuacién z = 0. :

Existencia

_ .Sin perder.generalidad. como F'(a;b) # 0, suponemos F’(a;b)<Q. Como F' es
continua, mantiene su signo en un entorno de (a:b). v Y

Si fijamos  x = a, la funcién escalar.g, dada por-g(y) = F(a;y) es decreciente en-
un entorno de b. Elegimos en dicho:entorno: el intervalo [b—k:b+k] incluido'también: -

en E(a;b).:
Lue_go. es F(aib—k)>0 A Fa;b+k)<0.

Como F es continua, existe un entorno del punto (a;b—k) donde F(x;y)>0, y
un entorno del punto (a;b+k) donde F(x;y)<O0. .

Sea (a‘—-h;a+h) un intervalo cuyos puntos tienen una abscisa que satisface
ambas condiciones. : .
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Por-ejemplo, . x,€(@a=h;a+h).an F(x1,b k)>0 A F(xl,b+k)<0 =Si aphcamos el -

teorema del valor mtermedlo para funciones continuas a F, con respecto a la. vana-

- ble y (Calculo 1 - cap. 5), resuita que existe y,e(b—k;b+k)-tal que F(x v, ) =
‘Esto sucede para cualquier x que pertenece al intervalo -(a—h;a+h). '

Por lo tanto, . Vxe{a—h;a+h)Jye(b—kib+k) tal que F(xy)=0. Para gue los pa- -

res (x;y), obtenidos de esta forma, determinen una “funcion f, debe verificarse- que y
es Unico para cada x. Para probario, suponemos que existe -y, #Y,/F{xy,) =
A F{xyy,) = 0. Por el teorema de Rolle, existe ¢ entre y, e Yo t tal que F'(x,c)

“-Esto es absurdo pues F’ no se anula-en el entorno elegido.

Luego, los pares obtenidos determinan una funcion f tal que
y = f(x) A F(xf(0)) = .0- con xe(@a—h;a+h) a ye(b=kib+k).

' t-Continuidéd"

Elegldo cualquier €>0,"enla demostracion-anterior. tomamos k/0<k<e Por'- :

el procedlmlento segundo, encontramos: h-tal.que:.*
' [x=aj<h == ;f(x)—f(a)|<e :

pues, para todo:x, si xe(a=h;a+h); -entonces: ye(b— kb+k)» C

Luego, f es continua: en‘a. La-misma demostracidn se verifica para- cualqu:er X -

del intervalo -(a=h;a-+h).

Derivabilidad

*  Para cualquier punto (xiy) del dominio de F, interior al rectangulo hallado, esv' :
_ F(xyy) = 0. Ademas es F(aib) =

Por el teorema del valor medlo para funcnones de dos variables, es:

F(x;y)—F(a;b)- F{a+t,(x—a)b)(x~ a)+F'(x b+t2(y—b))(y b)
' ' L0t <1 0<t,<1 F

Como F, y F)', son continuas,v resulta: -

" P(att (x—a)b) =F(ab)+M(xy) A.lim Mixy) =0
.X 1 . T (ab) S

A

_ F;(x;b+t-2(y—-b)‘)\ ;—j‘jF;(g;b)+N(x;y):.:A ’I:’EL ;N(x;)’)':

Luego, [F(aib)+M(xy)l(x—a)+[F;(@b):+Npcy)ly—b) =
Si tomamos:. x+a, - queda:

y=b = F:(a;b)+M(x;y) o . '
x=a  F(ab)tNGGy) ‘(Parabe(a,b)-i—.N(x.y),-VO)
O bien, fx)-fa) ... - F(aib)+M(xy) .
: X-=a- o F)’,(a;b)+N(x;y)
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Buscando limite para x— a, es.

- Fi(ab) -
Fyab) *

f(a) =

ya que, al ser f continua, si x— a entonces y— b, yes

Ilm M(x.y) 0A hm N(X'V)

La misma demostracion se adapta a cualquier punto del intervalo (a—h;a+h).

Para obtener Ia formula que-da la derivada, puede recurrirse también al diferen- -

. cial total de la funcién F, que se anula enlos puntos’ del recténgulo

dF = Fidx+Fidy = 0.

rFy #0, es ax = E , que comcude-con.Iaxexgresiénj_hallada;.
y s . : B
Ejemplo
Siendo x3—-2xy+5 = 0 hallar -2~ dy y Ly
dx2
dy _ R Fr(xy) —
dx Fixy) SI' y.(x,y)#o
dy _ __3*-2y . 3x-2
dx S -2 2%

Calculamos también ahora la derivada segunda:

gy (Bx-2y)ex-2(3e-2y)
dx? .- . 4x?

(Obsérvese en esta derivacion
que y depende de x)’

Reemplazando y’, resulta:

3x2~-2 -
@y (6x—2-——5—x—L)2x—6x2+4y

dx? 4x2

d?y 12x2 —6x2+4y—6x2+4y
dx? . 4x2
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> - . E
" Finalmente, i A v . : Para ver si existe G tal que z = G(x;y) comprobamos primero si F(2;0;~1) se
o de? x2 » anula. _

- S F(2,0;-1) = 1-2+1-3+3=0 -
El teorema de existencia y derivabilidad-se extiende a'campos escalares defi- ( ) v 3+3=0 -

nidos implicitamente. .
Por ejemplo, la ecuacion F(xyy;z) = 0 define implicitamente al campo escalar

de dos variables G tal que z = G(x;y). si se verifica:

sy 3.
F.(xy:z) =y ev+z+ 3N F;(xy;z) =xe¥-2cosy a F(xy;z) = x+2z+3.

S : Las tres derivadas son continuas , ademas, F'(2,0;~1)=3#
1) F(x;y;G(x;Y)-) =0 2) F, F/ F existen y son continuas 3) F, # 0. ¥ 1‘:15 [20:-1) =3#0. .
Fi2:0,-1) 1 Fi(2:0:-1) .

Puede demostrarse, por un teoremna analogo al anterior, que G es continua y tiene Luego, z'(2,0) = — —— 1 A zEo)=- _0 T
- derivadas parciales. La expresion. para el célculo de estas derivadas parciales puede X F.(2;0;—1) 6 y\< "__F;(Z;O;—ﬂ = w7

- hallarse: aplicando.el:teorema det.valor-medio para-tres-variables; o de manera mas -
. simple;;diferenciandoz=z . TR B
' - y . Ejemplo 2
dF = F;(x;y~;z)dx-+F;(x;y;z)dy'-!-"F-;(x;y;z)dz =0, -
_ o R ‘ : Si z%-2xys#zx+5 =0 define implicitamente-la- funcion G tal que .z = G(x;
S Ry FyE)l s : : calcular z''. o -q bey).

CITEIEEEEN YRR LYY Y

2 ey o X R F y:
T R T R , -
' . — . . . K —2y+2. 2y—z .
Como es. dz=z,(xyy) dx+z;(x;y) dy, con x e y variables independientes, re- : Z,=- S =
sulta: A , z 32%+x 32%+x
o F!(xy:z) . F)"(x;y;z) : Derivando el éociente anterior respecto de x, y recordando que z = G(xy), es
ZUXY) = — oo A XY = )
F (xy:z) v F(xy:z) :
- . o ., —Z(B224x)~(6zz,+1)(2y—2)
Andlogamente, F(x;y;z) =0 puede definir implicitamente H tal que y = H(x;z). z,=

. » RS o : (822+x)?
S c siciones simil e vie : ,
Aon con iciones similares, queda: Y, = ——&~ A= o L — 8727 —xz!—12y27+62%2. 2y +2
B | BoERL 7= 3
e | | £y e . | (@B2%+x)*

i@ : También, si x=M(yz) es: . X, = ———-AX = - ——
T d . y _F; 2 F; oy-z
@“3 o . . Reemplazando z, = -—=———, gueda:
D : En general, si ‘F(x,X,...:x)) =0 -define implicitamente al campo escalar F, tal 322_+x b
e QuesXy =F, (X, Xyi-iX;) | y-ademas:F ‘# 0;: ‘cumpliéndose:condiciones. adecuadas . ,
" de continuidady dérivabilidad; resultar--- -« .o - , g = DXy —24y*z+12y2%
- . xx -
x,  F, o, B, o, F (@2%4x)°
= — A == A A - = — "
aX'Z . Fx1 : axa S Fxr’ : an : Fx1
Ecuaciones del plano tangente y de la recta.normal -: -
© Ejemplo 1.~ , ' o . o ] ) .
A Si una superficie esta dada implicitamente por la ecuacién’ F(x;y;z) = 0, ade-

Siendo e¥-2 seny+xz+22+3z+ 3 x = 0, verificar condiciones de existencia mas F(aibic) = 0, y las tres derivadas parciales de F no se anuldn en el punto

. 7 ‘ 2 ' - > (a;b;c), entonces la ecuacion del plano tangente a la superficie en dicho punto es:
para una funcién de dos variables, definida implicitamente,-en un entorno delf punto o
(2;0;—1). . : F;(a;b;c)(x—a)+F;(a;b;c)(y—b)+F;(a;b;c)(zl_c) = Q.
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Para jushflcar esta expresmn recordamos la ecuacion del plano tangente ‘en el

punto (a:b;c) a la superficie asoc:ada a la funcnon defmlda explicitamente por
z = G{xy)- (pag.- 128) ’ }

- z,—G(a; b)—z(a b)(x— a)+z (a; b)(y b).

- Fi(abic) . F’(abc)
Fi(abc) " ¥ “Fi(abic)

ecuacion propuesta.

.- Andlogamente; para larecta:normal a'la superficie-en-(a;bic) es: . ..

x=a. y-b: - L

Fi(abiey. - F’(a bic): - F'(a b; c)

, }%.T . E]emplo

Ecuacién: del plano tangente y de la recta normal ala superf cie def nida por
x2yz—2y2x-+2z5—4=0 enel puntq (-=2;1;0)

FL(ayiz) = 2xyz—2y2 A F (Xlyiz) = x22—4yX A Fi(xy:z) = x2y+5z¢
F=21:0) = =2 A F/(-21,0) = 8 A Fi(-2,1,0) =

Plano tangente: —2(x+2)+8(y%1)+4z' =0
‘x—4y—2z +6 = 0.

,Recta pormal. by i S o -
" EJERCICIOS
' dy L :
1 llar ——- x-34y-=0, .
) Hallar ~dx st yx=3+y =0
S 2) Hallar ___dy y d?: '—'en-:xro4—Q»1‘fsi‘n2Xy422¥y5+:x~¥‘.0:

3) Ecuacnones del plano tangente y recta normal ala superflcne def mda por
x2yz3— 2xz+4zy 7 -0 en (1 ) S

.4) idem para’ 3x3y 2xyz+22x -2=0 en (1 1; 1)

‘B) x3y-—z3y2—zx—3 = 0. Condiciones de existencia en (1;—2;—1) para las funcio-

Heemplazandb’ z)(ab) = - ——=——— z!(ab)=— ~ YU e obtiene la .

' s;stema de dos.ecuaciones.

- ciones de la restante.

-diante el teorema de Cauchy-Dini. También pueden calcularse las derivadas de fy g;

nes que define implicitamente y hallar las derivadas.

6) Hallar z" si z8—xy2+7 =0 deflne implicitamente - z—G(x'y)

AT r
gt I R A

AR

¢ IV. Funciones definidas implicitamente - .. .-~ S
por sistemas de ecuaciones ' . e

Asi como una superficie puede estar definida en forma implicita por una ecua- .
cion, también. una curva en el espacio puéde estar deﬁmda mphcdamente por un -

Por ejemplo, si dos superficies estan definidas respectlvamente por las:ecua-
ciones. F(x;y:z) =0 A G(x;y;z) =0, si existe: un. punto- P (xoy 4 ) que:perte =
nece a ambas, entonces puede-existir, si se cumplen c|ertas condlcxones, ‘una-curva’
comun a ambas superficies, definida en.un entorno de P, por dos funciones fy'g - .
tales que y = f(x)-A z = g(x) a F(x;f(x);g(x)) = 0. En: esta ‘'situacién decimos-que-el -
sisterna de dos ecuaciones: define lmphmtamente as dos de: las vanables como: fun-

O sea, y ={(x), z=g{x), estan definidas implicitamente por el sistema:. =

: { Fixyiz) =0
G(xy:z) =

Las condiciones de existencia son similares a las que exige el teorema para
definicion implicita de una sola funcién y las enunciaremos, en forma general, me-

P00

%

si existen, utilizando un determinante funcional llamado jacobiano.

Para ello, en el caso considerado, si F(x;y;z) =0 ~ G(x;y;z) = 0 definen impli-
citamente f y g,.tales que 'y = f(x) ~ z= g(x); entonces si-F'y-G son diferencia- -
bles, es:

dF=F Jdx+F! dy+F dz = 0
dG = G dx+G/ dy+G dz =

{ F’dy+F dz = ~F' dx o
' Luego
G'dy+G'dz = —G'dx
y z X
’ ,dZ_, IY ~.-‘.
: dex Fde—'Fx’ R
-Siendo dx # 0,.queda: :
) - r dz —_ r
Gydx‘Gde—Gx
[El determinante del sistema se llama jacobxano de F y G respecto de las varia- 'i;ﬁ) ls‘i'{‘i
blesy, z. , Qu i
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Se lo designa: ————=
- ly:z) s ol
-y z

Si este jacobiano no se anula, el sistema tiene solucién Gnica para las incognitas

A (x), gz = g'(x), que pueden hallarse éplicando la regja de Cramer.

dx ax

FF F Fx|

s ' N t GI
dy N Gx‘ Gz dz ' Gy x1-

Resulta:. - = — - T == A
dx »Fy Fz dx Fy F

G e G, ¢

' aFG) v 3(F:G)

dy k@ .4z o)

CTax . aFG) - dxe ¢ a(FG)
aly:z) - alys2)

Aplicacion
S - L . dy dz
. Suponiendo que se verifican condiciones de existencia, calcular “ax y O
para las funciones definidas implicitamente por el sisterna
| - xX3+2y3-5z+1 =0
o X—y+2z3-4 =10

El jacobiano que figura énel denominador; para-las variables elegidas, es:

-—

*
: FooF| |eyr -5
_a_(l_:_’g_)_ = | 7Y 2 = Y =18y2z2-5#0 ,
a(y:z) ST
o G G -1 322
. 4 A
PR 3z -5
X z )
- dy G, G 1 3z2|. 9x2z2+5°
dx  1gyz2-5.  18y%z2—5 -  5-18y2z%
FoF By2 3x? o
dz G, G -1 1 By2-+3x2
dx 18y2z2-5 N 18y2z2—5 5—18y2z2
158

Si.usamos una:notacion-analoga-a la:ya vista;para.cada jacobiano, obtenemos: « -

También, bajo ciertas condiciones, las dos ecuaciones
Fixiyuv) =0 A Gixy;uv) = 0

pyeden definir implicitamente dos funciones de dos van‘ébléé independientes, por
ejemplo, las correspondientes a u = Hxy) A v = M(xy).

Podemos hallar las derivadas parciales de H y M mediante las derivadas par-
ciales de Fy G.

Diferenciando F y G, obtenemos:

{ dF = F,dx+F/dy+F/du+Fidv = 0
dG = G;dx+G;dy+Gl"du¥G\',dv =0

{ F'du+F'dv = —F'dx—F'dy
v x y
Gl"du+G",dv = -G;dx——G;dy

aFe) - |R R

El jacobiano del sistema es — = #0
a(U,V) GI 'Gr
u v
F;dx+F;dy 4 F"I F; F", F; F;
G/dx+G'd G’ G’ [ ' R
Luego, du = — X ad vi_ _17x G, dx — Gy G, dy.
’ FL’J F’ F F F F'
v u v u v
CAcY G G G G
- 8(F.G) - {F:G)
a(x:v) a(y;v)
O sea, du = - dx — :
: a(F;G) a(F;G) ‘d
a(u;v) o a(u)
Como, ademas,
du = _au ou . .
u= ax dx + 3y dy, resulta, para x. e y variables independientes:
a(F,G) 3(F:G)
QUL ek au o a)
ox ~_(FG) ay 3(F;G)
a(u;v) a(u;v)

SRR TH BT = A e

AR T TR BT art 2223

IR

e

7




R
- | T | R o(F i) @
.7 Analogamente, al calcular dv, se obtienen . o ‘ ©oH buboiib) x, W(P") &3
. . : e L : —(b,b..b)=——"—(b b . b)=—~ hT2rE )
2o oy, v o = a(F F iniF ) S
a(F,G) . ' : a(F,G) : - .._._._1.__2 . n (P ) il
av o(ux) av Auy) : ' o C A X ) O &
T AN =T e Lo . . . L
ax aFG) " ay aFG).. .. . : Analogamente, ’ ' S
Auv) : 'a(U'v) S L : . =
- » a(F ;F . F ) @
- En general, entonces, dadas n ecuaciones en n+h variables, el snste"na puede de- . 3H2 . ’ X, - B(X ¥ 1me X ) (Po) (h
finir implicitamente n funciones de h.variables mdependlentes, ‘de: acuerdo con el S ey (b,b,i---by) "y {b,b,...b) = — F1~ S o
enunciado del teorema. sugu:ente R P ' : ! v AF FpiiFy) ’kP) .
| - : : . - HX X ieX ) O
Teorema de Cauchy-Dini. ‘ o R L - Finalmente; abreviando la notacion, es ‘ .
Consideremos-n-campos: escalares de A -en-R;:cons ACR""' es clecw, nfun- . = :
".cnones de-n+h. vanables con:: » #(F iF . iF)
A= {(x;;x~2 Xy .yz, y )/aF( ;*.;x.\;y1;y2~;.,v.yh),/\»neN ad=i=n} — = — _in_!'l__ _
' M _ 7 a, aF FaF )
Si se verifica: ' ' . , : (X XX )
- e n
1) 3P, = (a a2 b 5..ib )P €A A ViF(P) = _ : A Todas las formulas pueden deducirse diferenciando las 'n funciones F
. . i.
2) Vi F, tiene derivadas pér'ciales continuas en un entorno de P . -
. ' : Ejemplo 1
aF 1;F P
3) ‘el jacobiano T ) (P #0, entonces el snstema define implicitamen- _ _ Xo—uy+z—v+4 = 0
' . : ' . .Consideremos las i - &
te nfuncmnes dehvanables mdependlentes - o ecuaciones Xv+y—220241 = O Yy ‘supongamos que se -
: T S R venflcan las condiciones para que existal W
H(1<|<n)/F(H( 5 )H( ) H ( )' o ,y)' q nuyvcomofuncxonesdexyz g tw:ﬁ
Yo ,y Yy y1, yh A 8 &
e pide deducir Ia_férmula pdra hallar —— y calcularla B §
ax & A
Estas funcmnes son continuas, tienen. denvadas parciales en eI punto corres- ] o @:
pondlente aP,y las defivadas. parciales: estan dadas por-las.formulas: . Sea: F(X;Y:Z:U:V) =0 A G(x;y;z;u,v) =0
Si F y.G son diferénciables, es

aH ax : Ay xx) O =F ,y+F dz+F du+F'dv =0
1(b.b..b) . 1 (b-"b"b)'—— _ 12 —e daG = &' ' ' M
dy, - "R gy AT AFFED) o = G dx+Gldy+ G dz+Gidu+Gidv = 0
e Taxx) {F’du¥l—F'dv=—F’dx—F’d “F o -
[ u v X Y y— de' - 4 N
S E) Gudu+Gvdv= —G;dx—G;dy—G;dz
A PR L .
o 1) - S . ' ’
'?“* (b.b.;.b) S bbb )=—~ X T S si 2EG) _ R #£0; e
ay, v | B -Vayz (00D I T( e o '(P ).’ » . ’ a(uyv) & & ,.es
i _————B(X'1;X2;~_--an) o . . u v
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FF FF, S
' ' ! LI G’ G’
du= - Gx v dx - Gy G" dy — 'z Yl.dz -
v= #(F:G) 3(F:G) 3(F:G)
a(uv) a(uv) a{uiv)
#(F.G)
L Cau (k)
Ue80 Tox _4(FG)
a(uv)
. < _r'.'._” 2 . _1
SRR .- I S ot [l (P
nn “easo; oy - o 1% . v
. "X
CHEG): e v T = —xy—-4uz
RCHY) G G —4zu x
u v ° :
gu . 3x3+y
Por io tanto, X xy+duz
Ejemplo 2.
P xyv—yu2+x3-2 =0
Siendo { B
oL 4v2+ut—xy+1=0"
au av S 72
a) calcular —— Yy b) calcular —-y e K

a):Eh»es_te ca's:o,fpéra-.- Fiayuv) =0:-a Gxyiuv) =0 es u =Hiy) av= M(xsy) o

o(FG):
ou ___axv) o WRG) g
ox. JFEG)y. T aluy)
o a(u;v):
yv+3‘x2 xy
au -y Bv| _ ByvE+24x?vixy?
Luego, x| —2yu xy | . - —16yuv—2uxy
2u 8v

162

s Byv2+4-24x2v4xy?
ox - 1Byuv+2uxy om0

o(F:G) —2yu  xv—u?
. av T aluy) 2u -x
Anéalogamente, = — =1 =
halog ay - a(FG) —168yuv—2uxy
a(u;v)

v 2xyu—2xuv+2u3-

ay " 16yuv+2uxy

b) Ahora-es x=L(uv) Ay =N(uv)

a(F:G) . ~2yu:  xv-u?

x a(uy) __ 12 —x 2yux—2uxv+2us

ou JHEG) yv+3x2 xv—u? 3x3+uzy
axzy) —y —x

) 4(F;G) yw+3x2  xy

oy _ __ ekkv) -y Bv|  BvZy+24x?v+xy?

i AEG) —3x3-u?y  3xd+ury
a(x:y)

EJERCICIOS

XU—XzZviy—3 =0
1) Siendo { , deducir las férmulas para calcular-
' yZ+Xxu—5xv+v =0 '

: Ul U gu v av v . )
- — —— Y —, ——,-—— ¥ hallarlas: "
ax = ay ' oz ax ' ey’ oz
2) Si xy,zt estan relacionadas por las ecuaciones
"" xty-zt3+2x—1= 0 A 2x2+y3z~122+4 = 0, hallar
x 9 X 9 9z oz t at
a) ' y ’ ’ y b) ¥ ) a ’ 4
az o9z = ot at a9y ax oy
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3) Anahzar condiciones de exastencna enun entorno deP oparau A como funcnones -

‘de variables mdependlentes Xy, relacionadas por las ecuacrones .
u3+v3+x3—3y 0A u5—v5+4x+ux—-y2—2 0, siendo
) = (—1;0:1;0). _ T X

= (U VXY

4) Las superficies deﬂmdas por las ecuamones L
“x3—2y4—5z5—-1=0 A x2—y2+32—6 0,
* tienen en comun el punto (2,—1; 1) Ver si tienen alguna curva comun. -

V. Funciones -homogéneas:: -

Deﬂmc:én

El campo: escaIar F: A—+ R -con.-ACR" es: una: funcnon homogénea de grado;. ,

. msnysolosu

B ):="i"ﬁF(i KgpeieX, ); '

- VteR: F(b(

1! 2! At )
Los casos mas s:mples de funcnones homogéneas los constituyen Ios polinomios

“homogéneos™.
Por_ejempio, F:{xy; z)—>x4+x2y2+zy3 es homogenea de grado 4, pues,

VieR, es:
: F(tx*ty’tz) =‘t4x4+t2x2t2y2+tz13y3 = t4(x“+x"-y2+zy3) = tF(xy:2).

X
, pues resulta

- También es homogenea la funcion G: (x:y) — arctg

G(tx*ty) = arc tg ——i—w—— t°G(x.y) El grado. de homogeneldad es cero.

- Una funcién es posmvamente homogenea si la’ defumc:on se venﬁca para t nd-
mero real positivo. .

pues sit>0, entonces F(b(,ty'tz) VIFXy:2).

Teorema de “Euler:: (di'rectb) 3

Si FrA— R(AGR"):. es: homogenea de- grado my:es: dﬁerencuable en el.con---

junto abierto A entonces:se:verificaz:.

xF’(x 'x)—mF(x Kgrin X))

X gies X )+x F (x oK JEetX F' r(x e S .

La igualdad anterior se conoce como la :dentldad de Euler
Para facilitar .la notacuon lo demostramos ‘pard una funcnon de tres-variables.

Sea F:A— R con ACH3/Vt F(tx1y12) = tMF(xy; z)(1) Ademas Aes un con-

junto ablerto yFes dlferenmable en él.

' 1
Por ejemplo,: F: (xy:2)— Vx+y+z. es posmvamente homogenea de grado E )

Consideramos a F como funcién compuesta con vanables mtermed«as u=tx, ‘
“v=1y, w=1{z y variable lndependlentet ; :

Si derivamos (1) respecto de t, cbteriemos: T ,_

, du & dw. _
Fbxtyitz) - + F{bctytz) ~g- + F foctytz) g = m ™ Flxy).

du dv dw -
. Pero, =X, = =z
o T e T a8

" Luego, xF’ (b(1y1z)+yF’(b<'ty1z)+zF’ (b;tytz) =-m tm-1 F(x.y,z)
Como esta expresion se verifi ica para cualqwer ‘valor: de t; eleg|mos t=1.En
ese caso, U= X, V=Y, W=z, y porlo tanto, .
XF (xyiz)+YF, (xyz)+2F (xyz) = mE(xyiz),

que es la identidad' de Euler para una funcién homogénea‘de tres variables:

Para n variables la demostracion es completamente andloga. -

Aplicacion
Verificar la identidad de Euler para F: (x;y) — 3x2+5xy—y2.
F{tcty) = teF(x;y) = F es homogenea de grado 2.
Fx(xy) 6x+5y A F' (x,y) 5x—2y
- XF1(0y)+YF(y) = X(6x+5y) +y(5x-2y) = Bx2-+ 10xy—2y2.
. Luego, xF(xy)+yF(xy) = 2(3x2+5xy—y?) = 2F(xy). T

“Si-la funcion’ es. positivamente homogenea, la.identidad de Euler es condlcs:m
necesaria y suficienté de homogeneidad: . :

4 Teorema de Euler (reciproco)

Si un campo escalar diferenciable verifica la identidad de:Euler, entonces es.una.

funcién positivamente homogénea.
Lo demostramos también para tres variables, para simplificar notaciones.
Si F: A— R(ACR3) es diferenciable en el conjunto abierto A, y se verifica:

xF(xiy:z)+YF (xyz)+2F (xy;z) = mF(xy:2),
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[_.7 . N : IRST

. e . . - 1J ¥ nd
_ @; entonces F es positivamente homogénea de grado m, o sea: » | , y Sxtay—dz
V>0 Flttyitz) = t"F(xiy:2) si (xtyitz)eA. | ’ ~ 2) Verificar que las siguientes funciones son positivaments homogéneas:
Demastracion ' '
' v F: (x;y;z) — M G: (x: Inx-iny
Consideramos f(t) = F(tx:tyitz) donde f es funcion compuesta de variable inde- : ‘ 3% xy) — -\/‘xT-y—

pendiente t y variables intermedias u =1tx, v =1y, w=1{z.

3) Para cada una de las funciones homogéneas anteriores, verificar la identidad de

2OB20 0@

F(t) = Fyoctystzx+F (btystzly +F, (tyiz)z. L Euler.
Mumpllcamos ambos: mlembros de’la |gualdad -anterior' por- t>0. - L : 4) Demostrar que el cociente de dos fu
) : A n

: “3‘3 Queda: - - funcién homogénea de gradocero. elones homogéneas de igual grado es una

B : tf:’(t)‘fi=rb<F;;;(b,<mz)Hng(-bt:ty;tzsz;;(txnynz).-.-r:- -

‘& . o bien, S T

; t (1) = uF! (u;v;w) +vF (uvw)-+wE (U viw).

@ u v '» w

B . Aplicando:a: hipg'trelsvi'g.eal:_s_egyndd;m_iembrd-.-:es.?.:i'*-.L S 7 - RESPUESTAS A EJERCICIOS

@ uFl'](’u;v;w)+vFv(u;v;w)'+wF;l(u;v;w) =mF(u;v;w). A _ CAPITULO 5

B : Luego, tf(t) = m F(txty;tz). Seccién | E
B También t{'(t) = mf(t), ' o v : k
' o bien, tf{t)—mi(t)=0 1). . ' . 1

B ® ® M 1) Fi] = — +2Int - 1 D.; = {t/teR A t>0}.
. °\§3) Segun esta ultima’ expres:on la funcion g tal que g(t) —t m{(t) esta definida

n para t>0 ytiene denvada constantemente nuia. )

Eixvoorl] — v 3x .
2) FF(xyz)] = xé—2x2zy+22y2 ~ y—2 "3 Dz ={(xy)y #2.

E

En efecto, g'(t) = t=mf'(t) — m t-m-* f(t)

Cgo=terg-me) g - A FRRSR GRS, GoF:Ri- Ry
M=0 or (1).- : ) = . C -
v por (- i : Flviwiz) = (v24 t‘JN-‘Z'thV) A Guit) = (u~tg tu2+3t).

Luego, existe una constante k tal due git) = k...’

- Por lo tanto, t-mf(t) = k o- bien.-»f(t).,= ktm (2. - . T 4) E(u-v)-— (xy:z) e . :
v . V)= (Xyz) A:G(Xy2) =h A D_ —-= R2— {{- =3
Para t=1 es (1) =k. Pero-f(1).=F(xy;2) =k i ) " Pog = RE={(uv)/u 2 vk

Reemplazando' en-(2), queda: - f(t) = tmF(xyiz)= - ' ‘ 5) F(vit) = (6y:2) A G(xy;z) = u A Der = R?
-Finalmente:" F(ix;ty;tz) =tmF(xy;z): s )

»

6) Flxy) = (V) A Gluv) =z A D - —{(x,y)/y#OAy;é;_}

e

EJERCICIOS :
. o 7) F(y;Z,’t) =X A f(x) =Ua DfoF — {(y.Z,T)/y * 0}
1} Verificar si las siguientes funciones son homogéneas:

o

| ; oy oo - 8) F(t2) = () n Bxy) = () A D= {2/t £ 1 nt £ —1 n 280 nz s
Fiixy) 6%y Gilxy) > — " z ' | # —212-2), .
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Secclén n

1) 7_ ..__!_eucos—y——-——ln22 cosl-.
ux? L :
oy ge—ss e (St 2)
v o/t VY

Ty XM= 2 sen2t £33 32z
1+y2 R

Y
u2+v2

R A (ven—uxy.

3. 6y_.|n3:.'-.32* i
zx'In2x: z2

5) u'(x)=—

6) z/ = L («y.vx»ln-.v,——:ﬂ——t):
. X 'u2+y2 v . x2~+v2, .

7) u'=—e&Y (_gv_ +3tin 3).
t 12 :

8) z' = 1 (3xInvvd —yvu-T).
U x24y2 .

9) zjh) = % S

u2+v2 . S 2+V2

- : 7 o - - A
411) u’t = gx-y+2z (3v tv-1 4+ %’2. —2)' u; = gx-y+2z (3tv Int— _t— + 4v).

.'Seccién. -

P
3) 4x—sy—9zl= 187 » —’%—1—='_y—_t;-—=%15.
4) Bx+y =19 X3t =y-1az =1 &

168

’H1.“0) zi N (vey —uy<tiny), -z;=— =X oa(yew.—u yxel)e

f___5 o _3 -
NE="my NTTE AT
z’:—--——s-— x':—-—1?— "=_‘-.._1iv
Y i3 z ) 5 yz 3
Byz3—4xys
6) 2" =2 i z#0.
¥ 9z5
Seccion IV
— Byt —7V+ . 249 . Bx2v—xXv+X
) u = u-Sxu-zviuxz =_"Z__+_1_§‘._ T =______yz_
_ 5x2—x—x2Z Y Bx2-x—x2z z Bx2—X—X?Z .
. Zvx=5vx. , XZ—X A = Xy+X2v:
¥ Bx2—x-—X2Z : Y Bx2-x-x2z % Bx2—x—x%Z

-~ 3y?t3z+ By2zx—yixt+ 212 3xy3z-Ot2y2z2+xtz? -
2) a) x! = y y2zx—y Xz x= xy3z-0t?y?z

4x2t—3y3tz—3y2z2 U 4xet-3y3z—3y?z

—tyz2—z3—4x2y+12t2xz

y“t+zy3‘—2t2yz—2122+4t3x—4x2 y
! 4x2t—"¥3y312—3y222

Y -
-2 4x2t—-3y3tz—3y2z2

—~tyz2-23+12z12x - 4x2y - - - xt22+ 91222y2—3xy3z

Z =
X xy4+xz2-3t2zy3-2tzxy+5t322 v xy4+xz2—3t2zy3— 2tzxy-t-5t312

_ 2tPyz+2tz2+4x2—4tix—zyS-y4t - ve. 'l3y2t3z+3y22x—y3xt+2tzxz :
X xy4—xz2-3t2zy3-2tzxy+79z2 - Y Xy —xz2—3t2zy3— 2taxy+ 71522

3) _aa’(fu—%)_ (PO) =0. Luego, no se puede aplicar el teorema de Cauchy-Dini.
3(F;G)

_—2@7;)— =74 # 0. Luego, las superficies tienen una curva comun.

4)
Secciéon V

1) F grado cero G no es homogénea  H grado cuatro

1 1
2) F grado — G grado — 5
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6. MAXIMOS Y MINIMOS: -

l. Formula:de- Taylor-

Sea- F:.D'->R: con- DER2: uha:funcion con:derivadas parciales:.continuas has- - -
ta- el. orden:.enésimoiy+(a;b):un; punto: interior: al:conjuntosD; - con ‘E(a;b)CD. . -Siv
{a+h;b+k) es un punto: que pertenece:al- entorno, entonces la formuta’ de Taylor -

para dos variables. permite hallar valores-aproximados para .. F(a+h;b+k), conoci-
dos los valores de F y de sus derivadas parciales sucesivas en el punto. (a;b).
La férmula que demostraremos es:

. — ' r{ o F TP ] e Thf e 18 f o]
Fa+h:b+k) = F(a,b)+}hFx(a,b)+lb<Fy(a,b)+T(h2Fn(a,b)+2hka(a,b)+k2Fw(a,b))+

+-—1—_«(h_3i="'(a;b)+3h2.ki='"(a;b)+3hk2|="'(a;b)+k3F"'(a;b))+ ...... +T .

T es el terrnlno complementano o resto, donde las derivadas parcnales enési-
mas. se calculan en.un punto del entorno, ubicado entre = (a:b) y (a+h b+k)

Para sintetizar la formula recordamos las deﬁnncnones de dlferénc:lales sucesi-
vos y la forma de anotarlos (pag. 126):

dF((aib)i(hik)) = hF(aib)+KF;(aib) =(%+k—a%)l=(a;b.) .

. . ; ) 9 Jd \@
2] By i)Y = T1faa 100 e 2t 11 e} = S ¢ s hHy- -
d2F((a:b);(hik)) thxx(a,b)+_2hkf_?*y(a,b)+k2Fyy(a,b) _ (h-————ax +k Y ) F(ab)

dnF((ab);(hik) = (h—i—g(—+k-,-aiy-)_@F’(a;b).

Luego, {a férmula puede anotarse:

n—1
Fa+hb+k) = 2

i=0

(h—-+k ) F(a;b)+— (h-—+k-7) )F(a'+ch;b+ck)
. cdn O<c<1.
170

‘ d 8 @
£ —_—+k ) F(a;b F(a:b
.Se entlendg que (h ax 3 (a ) ( )

Para demostrar la formula, recordamos la de Mac Laurin para una fupcio'n es-
calar (Célculo 1 - cap. 8), con variable independiente t:

‘ 2 . St
(1) = 1)+ (O)t+"(0) ‘2!‘ +£/'7(0) ;' +.H0) () o A O<Ot:

Para el segmento determinado por (a;b) y (a+h;b+k), cualquier punto del mis-
mo tiene coordenadas. dadas por:las.ecuaciones sxguxentes

X = a+th AY= b+tk A Ost=10

{a+h;b+k)

Por lo tanto, la funcién F de dos Vvariables puede considerarse como funcién
compuesta de variables intermedias x e y, con variable independiente t, es decir:

F(x;y) = Fla+th;b+tk) = f(t) con te[0;1]).

Si aplicamos la formula de-Mac Laurin para t = 1, obtenemos:.

(*ycon 0<c<1.

. f'(0 fr’(0 f (c)
() = OO LD

En primer lugar, es f(1) = Fa+hjb+k) y (0) = F(ab).

Calcularemos .aﬁora las derivadas sucesivas-de {, mediante la regla de la ca-
dena, siendo :
f(t)-=F(x;y) con x= alt) A y = s(t)-
Es f(t) = F,(xy) g'()+F (xy) s'(t

con g'(t)'=_gt— (a+th)_ has'(t)= _S—t (b+tk) =

Luego, () =hF/(xy)+k Floay) (1)
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A

Recordando que F'y F' también son funciones compuestas de vanables in-

“ termedias x e y, con var?able {ndependlente t. resulta: -

. f”(t) - h.__c_j_ (F'(x;y)) + k— (F'(X;Y))

frt) = h(F" ,y)h+F"(x,y)k)+k(F"(x,y)h-rF"(x,y)k)

) = th"(X,y)+2F"(x Y)hk+k2F”(xY) (2) ya. que al ser continuas las.deri-
: vadas parciales, es F“ = F"

- Analogamente

V Luego, .

. I 7] — Ll oYt 1 PR a"‘ a Netay oo
de (1) F(0) = hF*(a,b)ﬂkoy(a,b);.—,(t\-_?fk——. : )F(aib)_ A
de (2): #(0) = eF(asb)+ 2hKF (e b)+k2F“(a b) = (h—a—+k-—‘1- )(2)F(a'b)
ax ay / ’

de (3):1"(0) = (h-a—+k 9 )(3)F(a'b)
’ x ey /.
Finaimente, - - _
‘ ;] ' g \ )
fin(c) = (h—+k—) F(a+ch;b+ck) con O<c<1.
: \oaxoey /e .
Reerhplazaﬁdo en (*), obtenemos Ia.Aférmu'Ig propuesta. ... .. ...
-Haciendo h = k~a;~ k = y‘—b-,. se obtiene la nbtabiéh més usual:

- F{xy) = F(a b)+(x a)F’ (a; b)+(y b)F (a b)+ — [(x a)zF“(a b)+

+2(x a)(y b)F"(ab)+(y b)ZF"(ab)]+ +T

n=1

- o bien, Flxy)= 2%(0(— )———+(y b)——) F(ab)+T
: =0 e o

Aplicaciones

La férmula de Tayfér para dos variables;‘:permite igual que la de una variable, -

.- .. aproximar funciones mediante polinomios. El error.que se comete en dlcha aproxl-
-~ macion esta dado por el término complementario.

172

f"'(t)—h3F”'(x,y)+3h2kF"'(x,y)+3hk2F'”(x y)+k3F"’(x.y) (@), etcétera;

S —

et et et 1 2 1men

o) =

CF(xy) =0

Ejemplo 1

Desarrollar  F: (x;y) — x2 segun formula de Taylor para (a b) = (1 ;1) con
T T .

F(1:1) ; 1
F;(x;y) = 2y x&y- = F;(1;1) =2
. F;(x’y) = 2x2¥In x =- F;(111) =0
Frixy) = 2y(@y—1p-2 . = F(1;1)=2
Fr(cy) = 2x-1+4p-tnx = F (1) =2
F(x:y) = 4x@¥in? x = Fr(11)=0.

Luego,
XoY = 1+2(x—1)+0(y=1)+ & (2x=1)2+4x=1)(y-1)+0y~1))+T,
X3 = 142(x= 1)+ (- 2200 1)y—1)+T,

Para hallar T, se buscan las derivadas parciales de orden tres y su valor debe-

calcularse en un punto ubicado entre (1;1).y (x;y). Elegido el punto (x.y) se puede
acotar el valor del.término complementario. ,

Ejemplo 2

Si se aplica la férmula de Taylor a una tuncion-polindmica de-grado n, se la
puede expresar segin potencuas de (x—a) e (y=b). EIl ténnmo complementano T
es nulo. ,

Queremos desarrollar F: (x;y) — x3—-3x2y+1 " seglin 'p‘otenci,as‘ de (x+2) e -
(y—1). Para elio, aplicamos la férmula de Taylor en el punto (-2;1).

+1

F(-2;1) = -19
 F(-21)=24
> FFi(-21) = -12
Fricy) =6x -6y ‘= FI(-21)=-18
Faty) = —6x Fr(-2i1) = 12

F'(x,y) 3x<-6xy =
=
=
=
F ) =0 = F(-21)=0
=
=
=
=

F{xy) = —3x

Fir(-2;1) = 6
Fl(-2;1) = -6
Fr(-2;1)=0
Fr(-2;1) =0

Firi(cy) = ~6

FLrxy) =
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i ! 3) Idempara F:(x; e cos'y en un entorno de (0;0). Indicar T,.
8 XO—BxPyd1 = —19+24(x+2)— 12y~ 1) ~O(x+2)2+12(x+2)y- 1+ =, ) 1dem ps bay) = yent > (0:0) .
@ T+ (x+2)3-3(x+2)2(y—1). | 4) idempara F:(x;y)— y2Inx en un entorno de (1 0. T =T,
) : : : i -
B Si en la formula de Taylor hacemos (a;b) = (0;0), obtenemos la formula de 5) idem para F: (xiy)—cos (xy) en un entorno de ©0). T, =T,
E@ Mac Laurin: - : ) 6) Desarrollar F: (x;y) — x3-2y3+3xy segin potencias de (x—1) e (y—2).
@ ) g S a \O 1 3 a (n)F . ' .
| B Flxy) = F00 ET (X x Y ay ) FOO) + - g Y oy / (exicy) 7) Desarrollar F: (x;y) — x3—3xy+y2x—7 en potencias de (x—1) e (y+2).
. =1 A )
o 8) Desarrollar F: {x; en x sen in Mac Lauri a T=T.
&\} con 0<c<1. . ) (x;y)— s seny segun Mac Laurinpara T =T,
@ . ST . NS " L i 9) idem para F:(xy)—exseny con- T =T,
S Ambas:férmuilas;:de-Taylor:y-Mac:Laurin;: pueden:-,generahzarse: a.n.variables.. .. : - ) : n 4
Ly ’ . » K - 2 2.
& S : 10) Aproximar F(0.9:1.1) si F: (xy)— In—— + In . . 3
A Ejemplo: 3. - o y X %
: 3
& Apliéa'ndoz-lé;férmulaadea Mag Laurin; desarrollars. F: (xy) — e¥-con T =T, 11) Utilizar Ia formula de-Mac Laurin para aproximar F(—é% _:;%) sl i
m R0 =T L _ F: (x;y)—> cos'x cos y. ' 2::
B rpe-m o re0-2 | | .
S Frixy) = ey = F(0;0)=1 o ] R
¥ Ry Ty : ) ll. Extremos de un campo escalar \
B Fxy =exy = Fi00)=4 - H 3 | -
B Er(xy) = 202y = FU(0,0) =2 ‘ - | Ya se han definido extremos locales y extremos absolutos para funciones dé Eé;‘
. » o _ A _ . i dos variables (pag. 85). Tratamos ahora de encontrarlos. Todas las consideraciones R
w : Frxy).=exy - = F'(00)=1 » - : hechas para funciones escalares pueden repetirse aqui, adaptando el problema del
B o = Rezxey =$'51F" 00 =8 ; plano al espacio.’ : :
e o XY) = Be ool 0:0) = ; En general, si la funcién es diferenciable, los extremos locales se encuentran LB
oy e} = de2xsy = - F"(0:0) = 4 ! buscando primero los puntos de ia superficie que admiten plano tangente horizontal. ; Al
R F'''(xyy)y = 4e _ o (0:0). i
= @ WO B S o E! punto correspondiente es un punto critico de la funcién, interior a su dominio, don-
& Py bxy) = 2ex+y ‘= 'F) (0,0) = 2 R ' S S de se anulan ambas derivadas parciales. :
s @ ) Frogcy) = ey = FU (0'.0) =1 ) . La anulacién de las derivadas no es suficiente para la existencia de extremos
S vy " ' o o i relativos o locales. Para ello, hay que recurrir a las derivadas parciales segundas.
~ L . ' El problema se complica bastante cuando es necesario detectar extremos ab-
I ) . 1 1 ' | solutos, por la imposibilidad, en.la mayoria de los casos de graficar las superficies
Ry 2%~y = - (4x2+4 2) o —— (8x3+12x2y +6xy2+y3)+T >1 : - s US :
ﬁ? ey = 1+2X+y+ Y (4x2+axy+y3)+ 3t @iy oxyTry T, . para-estudiar. su comportamiento: Es-conveniente, @ veces, ‘estudiar los valores-de .
: ﬁ? » . 3 1 la funcion:en la frontera-del dominio:y también-investigar-los puntos criticos en.que - -
&\% : e~y = 1+2x+y+gxz+gxy+_l_ +.i_x3+gxzy.+xy2+ A +T, fa funcién no tiene plano tangente: - S :
g ' . 2 3 I 6 i , i Definimos previamente “punto de ensilladura”-que es el correspondiente, en el ..
) &%& : ) k espacio, al punto de inflexién en el plano. : o :
®. EJERCICIOS "
B o : Definicién
1) Desarrollar segun formula de Taylor F:(xjy)— XY en un entorno de (1;2). o
D T,=T, o o L o El punto P = (a;b;F(a;b)) es de ensilladura en la superficie asociada a la fun-
® . . y . ; o e cion diferenciable F si y soio si el plano tangente atraviesa a la superficie en dicho
! 2) ldem para F:(x;y)— arctg ~ enun entorno de (1;1). T =T, _punto, siendo (a;b) un punto interior al dominio. -
fry . F .
B .
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_ Es decir, se verifica:en todo entorno de (a b) que- existe un punto (x y,) del. : : - ‘ B "

. dominio ara el cual es F(x y,}) > F(ab un. unto X, ; ara el cual e TR
- P E ,( ) ( ) Y P ( zyz) P s . . Veremos ahora que, anulandose 1a$ denvadas primeras, puede presentarse =
F(xz.yz) < (a'b)’, ' D - . : ' cualquier situacion. Es decir, no es una condlmon suficiente para ‘garantizar la exis- -

' ' ' tencia de valores extremos-como lo pmeba el ejemplo 3. i~ : @
S

£

i

e
TEEE

f’é‘t{;’t‘-’?ﬂ,;t..- Al arirat

.
e Y

Ejemplo 1 ‘ . : -
. . . S

i

Sea: F: (xiy) — 9—x2-y2.
F;(x;y) =-2x A F;(x;y) = —2y.

P puntb de ensil.ladura’f .

" "Condicién. ne'cesariafpara"-ex'ist'ehéié%de"-'exfremoszlocéles.:i:_' e

Si F:D—R; con DCF{2 tienederivadas: parcnales -en: (a; b) mtenor al do-«
minio, y- F(a b) ‘es:maximo: (0. mlmmo) local-de-Fen:D;; entonces e

fff S oAF@m_o

.F(a:b)~ ' . S ' .

s

&

,/
/I

1
1,

AR

(0;0) es e! tnico punto critico donde se anulan sumultaneamente ambas deri-
“vadas.

- -Estudiando los valores de F en R?, resulta 'V(x.y) F(x; y)<9 y F(O 0) 9 es m
iy - o maximo local (y absoluto) de Fen R2. ‘ @\) |
T L AxeL > S Ejenzpla 2 L
a o - -
a+5/ S . o o _ , Sea F:(xy)— 9+x2+y2
R LT R o _ - F1(00) = 0 A F/(0,0) =0.

Sea F(a b): run: maxumo Iocal y- consnderemos eLentomo de centro (a b) yra-
dio 8; para-el que se- verifica-la: def inicion:de:maximo:local:. S ' ;
) En el.plano-de ecuacién y.= b, obtenemos: una- funcnon escalar f de vanable ORI
taI que fix—> F(x:b). -
~Enel lntervalo (a=5;a+8), -a €s un punto| interior-al dommlo de’f, y-i(a). es ma-
ximo local para esa funcién de-una variable. Luego, por-la condicién necesaria para
existencia de extremo local en funciones de una variable, es fr (a) 0 con f'(a) = : : _
= Fi(ab).. - 3 . .
Analogamente en: el plano de ecuacnen X = a queda deflnlda la funcnon . i _ Y
_ g:y— F(ay) con ‘g(b)" maximo local y, por lo. tanto, .g'(b) = F' (a b) '
=+ Luego, queda probada la condicién necesaria. . - - -

X
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e Egzeste caso, V(xy): F(xy)=9 y F(0:0)=9 s mirimo local (y absoluto) de
en . : .

Ejemplo 3

Sea F:(xy)— 9—x2+y2

P POVDBDD

&
N

A\\

X

También (0;0) es el tnico punto critico. Sin embargo, en el plano de ecuacién
y= 0, F(0;0) es méximo local para la funcion de variable x, y en el plano de ecua-
cién x.=:0,. F(0;0) -es:minimo local para la funcién de variable y.

La superficie presenta en (0;0;9) un punto de ensilladura.’

2

%

Por lo tanto, deben completarse condiciones para. localizar los extremos rela-
tivos. . ) : B

En casos sencillos, como los tres ejemplos presentados, ello puede hacerse di-
rectamente estudiando e! comportamiento de los valores de la funcién en un entor-
no del punto critico.. En otras situaciones, recurrimos a las derivadas parciales se-
gundas, mediante aplicacién dela formula: de:T. aylor.~ - » ' '

L2 AR

iy
& Condicion suficiente: para:existencia de.extremos:locales..-
i ’ '
D _C_qma hemos :indicado;; daremos-una: condicién:suficiente con intervencion de.
e las derivadas:de segundo:orden:- - =+ .- '
| 9. _ Para e|lo.;-..definimosapreviamente=-:un.=.determi_r‘1anter.def:orden_vdos, formado:con - - -
: 5 - ellas, que recibe el nombre de-hessiano. = ‘
C 8
“‘l‘ N . e =
Definicién
™ )
" o Sl F es una funcion con derivadas continuas de segundo orden, llamamos
& hessiano de F en el punto (a;b) al siguiente determinante:
i 178

e e

. F''(a:b): F'(a;b)
Hat)= | =
| Fro(ab) -~ Flasb)
Si el hessiano es positivo en el punto "(a:b), puede asegurarse que F(ab) es
un extremo local, segln lo demostraremos en el teorema siguiente.

Teorema

Sea F-D— R, con DCR?, una funcién con derivadas parciales segundas
continuas y. (a:b)- un punto interior-al dominio, donde-se anulan las.derivadas par-
ciales primeras. O sea, F;(a;b) = F;(a;b) =0y consideramos que no se anulan en.

(a;b) todas-las derivadas segundas: P_& ejer‘n_plo; . F;((gi»;b)”:a&» 0.
1) Si H(a;b)>0 A F;(a;b)>0, _entonces.. F(a;b) - es minimo. local.
2) Si. H(aib)>0 A F!/(aib)<0, entonces F(a:b) - es maximo local.
3) Si H(a;b)<0, -entonces -(aib;F(a:b)) - es-punto.de ensilladura... -

Si H(a;b).= 0 no puede anticiparse el resultado.

4 Demostracion

Congideramos en p_rimér jugar H(a:b)>0.
Coriio las derivadas segundas son continua
hessiano, también es continua.

s, la funcion H, determinada por el

_ Froy)  Fobxy)
O sea, H:(xy)— . es continua en (a:b).
Frocy) Pty

6n continua en-un punto interior a un conjunto, mantiene su sig-
sucede con la funcién F en un en-
de ambos entornos, entonces, H'y

Corrio toda funci
noen un entorno del punto (pég. 86). Lo mismo
torno conveniente de (aib). Enla interseccion

F mantienen su signo. )
Sea “E(a;b)- dicho:entorno, donde - -(a+;b-+k) . representa _un<punto»cualquie—
ra del- mismo. S - L
Escribimos ahora la formula de Taylor con término ‘comiplementario-de orden -
dos, recordando que se anulan los términos: de: primer orden:

e

) F(a+h;b+k)-F(ab) = —12— [F,’c'((a+ch;b+ck)h2+2F;;(a-_,Lch;b+ck)hk+, .

+F;;(a+0h;b+ck)k2] con 0<c<1.

miembro, en el entomo  E(a;b)-

Nos interesa averiguar el signo del primer
drado. Para simplificar la notacion,

Para elio, el recurso es completar un cua
anotamos:
178




f 28z = F"h2+2F"hk+F"k2 donde cada denvada se consndera calculada enel.
- punto (a+ch b-+ck). s e S
' Como F # 0. en el entomo, podemos anotar:. . o

(X

28z = F; (h2+2hk _FL) +FTRR
~- Completamos el éuadradp dentro del paréntesis:

’ F ’ e "2 (Fn 2
C 2Az=F] [h2+2hk F’,“,’ +k2( F% ] +FrIR k- 52

F
x
. ‘ - (rj_ 2 FnFu‘anFn ’ )
2Az.=-F”'(h+k "Y) TS -3 k2 '
e L B R
. xx 00 N

_F”F" F"F"V es: el hessuano H en: el punto mten'nedlo,. Lo

, F;;_ k‘z“-“‘i
Entonqes, 2Az=F (h;l-k Fr ) +H— P (1.

-+ Ahora bien, el hessiano es positivo en eI entorno elegldo Y, por lo tanto,
H(a+ch;b+ck)>0.

Luego, en la exprésuon (1), el signo del segundo mlembro depende exclusiva-
mente de F (a+chib+ck).

Si F)'o’((a.b)>0 entonces F"(a%ch-b+ck)>o y resulta
'2Az=0 y-también F(a+h;b+k)=F(a; b)>0

. Por lo tanto, ex:ste un entomo donde .F(a; b)<F(a+h b+k) y F(a b) es mmumo
local.
' Analogamente si F”(a b)<0 -en-el entorno resulta F(a; b)>F(a+h b+k) y
F(a; b) es maximo Iocal :

Veremos ahora qué sucede si. H(a b)<0.

- Pademos verificar, en este ¢aso; si F, (ab) #:0; que- F no alcanza unextremo .

ren (a b) pues el mcremento Az: toma .signos, d:ferentes en. todo .entorno-de- (a b).:-
Por ejemplo,- para k O y-h'#0- (sobre’la. recta y ‘b):es: .
'2Az;=.rF)’d'(h2~~y- el-incremento:tiene: el:siggo*der‘F;;.,: S
Si, pbr‘otra pérté,'damos a hy k valores .c‘;ue'anu'lén.al paréntesis, resulta
2A; = F,k,z Como H<O, el incremento Az toma sugno contrano al de F.. sobre
la’ recta rorrespoﬁdlente

180

Luego, (a:b;F(a;b)) verifica la definicion de punto de ensilladura. Una demos-
tracion sxrmlar puede darse si F"(a b) # 0 Y, con algunas vanantes si F (a; b)
=F(ab) = : : .

" Veremos ahora, con distintos ejemplds, qué puede pasar’s'iiel hessiano se anu-
la en el punto critico.

a) Sea F:(x;y)— 3x3—xyz.
F(xy) = 9x2—y2 A F;(x;y) = —2xy
(O;Q) es punto critico donde se anulan ambas derivadas primeras.
Fralay) = 18x n F(y) = =2y Py = ~2x = H(00) =
En este caso, el hessiano es nulo'y Ia~sUperficie2'presenta'punto de ensilladura
en (0;0;0). En efecto, basta considerar la interseccion de la superficie con el plano

de ecuacion-y = 0, que es la curva de ecuacion-z = 3x3 para ver que hay puntos

de la superficie por encima del- plano tangente y puntos por debajo de-él, en cual-
quier entorno-del origen: :

b) Sea F: (x;y) — 5x2y2
' F’(x,y) =102 A Fxy) = 10x2y o
(0 0) es punto critico donde se anulan ambas derivadas primeras.

 Fixy) = 1072 n Frfxy) = 20xy & Frfcy) = 102 = H(0:0) = 0

En este caso, también el hessiano es nulo..Considerando los valores dela fun-
cién, se observa de mmedlato que F(0;0) es minimo local.

o) F:lxy)— —xeye.
En este caso, también (0;0) es puiito critico con derivadas' nulas, el hessiano

H(0;0) = 0 y F(0;0) es méximo loca! para la funcnon que toma valores negatnvos
.en cualquier punto dlstmto del origen.

Por.lo tanto, con el hessnano nulo puede presentarse cualquler posublhdad

Aplicacione,s.
Ejemplo 1 _
Hallar extremos locales para F: (x;y) — x2+xy—6x+y2—3y+1.

F;(k;y) = 2x+y—6 A F;(x;y) = x+2y-3.
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Al anular ambas derivadas parciales, resultd el siguiente sistema:

2

E! dominic de esta funcién es -DF = {(x;y)/x2+y? =< 4}. Consideramos, como ya

A 2x+y = 6 L 30 ; se ha visto, las derivadas parciales en puntos interiores al mismo, o sea, en
{x+2y —3 Y el Unico pgnto critico es (3; ).. ] D, = {(x;y)/x2+y2 < 4},
11 fpon — 11N, - :% 2
Falay) =2 = _F"X(S'O) , : 2 1 : : F.(xy) = yVé-x2-y2 - '—,—— e
F;;(x;y) =1 = F"(3-0) =1 Luego, H(3:0)= ’ ; ‘ 2 =3>0 P VA—x2—y
Fr/(xy) = 2 = F(30) = 2
% - Fcy) = VAR Y = e,
H(3;0)>0 A F"(3 0)>O = F(3;0) minimo. local H ) Y \/4_x2_yz _

000000

La anulacion simultdnea de ambas denvadas lleva al siguiente sistema de ecua- '

- Ejemplo-2. "

i
= { ciones:
o R Hallar-extremosslocales: parar: F(y) > 2x¥-Oxa1 2+ 2y3=3y2+1. . {V(““zxz‘yz) =0 para:xz+y2<4
8
Y | | X(4-2y2-x2) = 0
& F xy) = Bx2=-18x+12 - - x2—3x+2 =10 1
@ Er (x y) = 6y2-6y y2-y =0 Un primer punto critico es P_ = (0:0).
: g c _ T : En general, la dificultad de estos problemas:radica.en la resolucion del sistema;-
" E% Al reso[v'er:elfsiétema'éapareC'eh,fcu;trozpuntos:‘crl’ti'cos:'.r' = S i ya que no existen férmulas, si no son lineales, y es facil perder: solucuones si no ser
® e 7 . _ considera detalladamente cada posibilidad. :
: (1:0), (2:0), (1;1) y @) En el caso propuesto, para x # 0 A 'y # 0 debe ser
S Flr(ay) = 12x—18 A Ftxiy)-= 0 n F(xy) = 12y~ —6. 3 4-2x2-y2 =0 A 4-2y2-x2 =0,
'. @ : Calculamos el valor de cada hessiano: De la segunda ecuacion obtenemos x2 = 4-2y2 (1) que, al reemplazarla en
& - 6 o _ i la primera, nos da 4-2(4-2y?)-y2=0= 3y2=4= ly|= 2;/3
. B ‘5(1;0) = . 5{’= 36>0 A F/(1,0)<0 = F(1;0) méaximo local : CoE :
& : -6]. : - Reemplazando y2 en (1) obtenemos |x| = —5V resultan cuatro puntos
: ; 6 0 - criticos mas:
g h@ H(2:,0) = © | = =36<0 = (20;5) punto de ensilladura o _
B 0o -6 ) : o - 2v3 2V3 b 2v3 2vBy (2\/52\/5')
B : = ' z—(—é—-——s—) s _5—'"'_3_) )
-6 0
B H(1;1)=1| . '| = —86<0 = (1;1;5). punto. de-ensilladura - : R 23 23
e : 10 A ’ P5=(~ 3 3)
B
B & 0 L S |
W H(2:1) = =36>0:a F'(2;1)>0 = F(2;1) . minimo local - \ Como se ha indicado previamente, la obtencién de exiremos absolutos no es:
B 1o 6 : * X S ) sencilla en fa mayoria de los casos.
B ' ‘ Veremos dos ejemplos.
o Ejemplo 3 .
P ! Ejemplo 4
Para la siguiente funcion hallar los puntos en que se anulan las primeras’ deri-
vadas parciales: - v Hallar extremos absolutos, si existen, para F: (x;y) — x2+y2+1 definida en
F: (X:Y) — xyV/4~x2-y? _ D = {{x;y)/x2-+y2<4}.
™ 182 o _ 183
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F(O 0)=1 es mlmmo local:y-absoluto:: >

F esta acotada en el conjunto Dysi: supremo es 5.

No tiene méximo absoluto pues los puntos dela cnrcunferenma, frontera del do-
minio, no pertenecen al mismo. -

Si se considera la misma regla de definicién para una funcnon con dominio

A = {(x;y)/x2+y2=<4}, esa funcién tiene maximo absoluto 5 y lo alcanza en cual-
quier punto de la frontera. :
& EFjemplo 5
. Extremos absolutos de  F: (xjy) — 3x2+y2—x+1. déﬁnid‘a_ sobre
’ y2 - V
G ={(xy)xe+ ==} S e
F JAxy) = - 6x—1 A F'(x,y) 2y

: (—% 0) es punto crmco donde se anulan ambas denvadas

CFU(y) =
Xt " = le 0 3 .
ny(x;)’), =0¢= H(—G—,O) = 0 2 >0'n F (E )>O =

Fi(y) = 2

] 1\ 11 )
. —: 0} =-—— es minimo local.
| =’,F(e’ ) 12

‘La superficie ¢ofrespondiente a F ‘e&-un -paraboloidé eliptico con*vértice en -

( ;'0 :; ) y el minimo local es también absoluto

184
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- Para hallar el méximo absoluto que también existe por tratarse de funcidn con-
tinua en’ dominio compacto, estudiamos e! co*noortamlento de F sobre la frontera del

dominio, que ‘es !a elipse de ecuacn' - x

Si.consideramos las ecuacnones parametncas de esta 'ehpse
X=CostaAy=2sent A 0=t<2s,

resulta F(xy) = f(t) = 3 cos? t+4 sen? t— cos t+1

f(t) = sen2 t— cos t+4.

- . -

Estudiamos el comportamiento de esta funcnon escalar en el mtervalo [0; 211') o
. y-buscamos sus extremos locales. - '

y
E
.45‘ ______ D N !
. I . T
|
hol !
t B }
3 : T L
" 1 § i W
AR
[}
[ | H !
1 i i }
! ! ] e
! b ] 1
! I 1 :
! ! 1 1
27 T Am or X
3 3
f"(t) =sent(1+2cost)
F()=0 sit=0yt=myt=-2" vt=i;’—

. f(t).= cos t+2 cos 2t

En los puntos imeriores al intervalo, es:

f (2; )<0 = f(—23l) maximo local:

f'(m)>0 = f(a) minito local
o A \ 4 A. .‘
f (—3 )<O f( 3 ) méxamo local
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Resulta f(—gs'l-) = f(-‘—’gi-) maximo abaoluro.
Volviendo-ahora a la funcién F sobre el ‘conjunto C. obtenemos
i 27 \_F _.l.\/§ y f ."ﬂ_ ;F(__l;_.ﬁ>
3 \ 2 3. 2 .
Ambos valores coinciden, siendo

F(_ _1_"\/5)= F<—

— —-\/5) =—g-‘:—‘ el maximo abs'olrJto' de F en C.
El-valor:f(0): —~F(1 0) --3:: N0 correspondes.a-un:. extremo absoluto de F pues_

1 .
sabiamos:-que: —:—é— es:el: .minimo:-absoluto: yy,—z—— el: maxime . absoluto. El valor-:

f(mr) = F(—1;0) =5~ tampoco es.extremo: absoluto

EJERGICIOS 7

1) Extremos locales y puntos de ensilladura, si existen, para:

) 48
a) F:(xiy)— 8y3—.12xy+x3 b) F: (x;y)— x3+ e +y2+4y

c) F:(xy)—=>xy + —3— + —27— + d) F: (x;y) = x3+3x2+4xy+y?

e) F:(xy) — 2x3+16y°—9xy - g) F: (xiy) = x3+y?—3x

' h) F: (x;y) — 3ax§—)r3—y3 i) F:(xy) —> y3+3x2y—3x2—-3y2£2’
N F (x;'y) — y3+3yx2-15y—12x k) -F:'(x;y)'—'; X2+3y4—4y3—12y2 .
2) Puntos criticos para:

“b) F: (xy) = (Bx—x2)(2y—y?)
d) Fi(xy)y—xoy2+xe—xy?+5x—=7 -

a) F: (xv)%xy'(S—x—y) ,
o).k xy).— —xyV1 —x2—y2-

o) F: (xy) = xy3 . X2y2+4 xy2--

3) Dividir: el nimero-600-en:tres: °umandos posmvos Hales que:la-suma de sus.pro--
ductos: binarios:sea:maxima:... : .

4) Una caja.rectangular, con tapa, debe tener volumen 1000 Dar sus: dmensnones
para gue el gasto de material sea minimo.

5) Dividir el nﬂmero 1200 en tres sumandos positivos tales que su prgduc@o sea
maximo. ' I : - S
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6) Dimensiones de una caja rectangular sin tapa, para que su volumen sea 4000
y su superflcre total minima. :

7) Max:mo y minimo absolutos de F: (x,y) — 3x+2y sobre A = [2:51x[1:41

8) Hallar, para un paraleleplpedo rectangular de area total constante, el de maximo
volumen.

9) Paralelepipedo rectangular de maxrmo volumen, inscripto en una esfera de
radio a. ]

10) ¢Cudl es el cilindro recto- de-area total maxima, mscnpto en una esfera de ra-
dio 27

11) Méximo 'y minimo absolutos para F(x;y) — x2—-y? sobre A = {(x;y)/x2+y2=9}. -

1B Extremos condicionados:

En la seccién anterior se propuso la resolucién de algunos problemas de apli-
cacién, mediante el calculo de maximos y minimos para campos escalares. Lo mis-
mo se habia hecho, oportunamente, para. funciones escalares,

Un problema clasico, en una variable, es hallar un pollgono de area maxima,
con perimetro constante. Por ejemplo, hallar el rectangulo de mayor area, con peri-

‘metro 100 (Célculo 1 - cap. 7). Lo enfocamos ahora como un problema en dos

variables condicionadas.

Ejemplo 1

Si llamamos x e y a los lados de! rectangulo, su drea es F(xiy) = xy, siendo
x-+y = 50 la condicién que vincula ambas variables. En este caso. puede despe-
jarse una de las variables en la ecdacion de vinculo: Al reemplazar en la-expresion-
del area, queda una funcién -escalar, cuyo-maximo local, y absoluto, da la solucion
buscada. - '

" Sin'embargo, en muchos casos, las condiciones de vinculo no permiten despe-
jar unas variables en funcién de otras. Por ello, se busca' un método que pueda uti-

- lizarse-también. cuando Ias condiciones.de vinculo solamente defmen funcnones en-

forma implicita.

- En el ejemplo propuesto, tenemos una funcion F- de dos vanables y una.condi-.".-.
. cion de vinculo:

Fiy) = xy A-x+y—50=0.
O sea, z=F{xy) G(x;y) =
Esto significa que tratamos de hallar los extremos de una funcién F de dos va-
riables, condicionadas por la ecuacién G(x;y) = 0. O sea, buscamos los extrermos
de una restriccién de F al conjunto A = {(X,y)/G(x,y) 0}, es decir, los extremos
de la funcion F . '
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En nuestro e]emplo, de Ia ecuacion x+y—50 = 0;’ podemos despejar y= 50—x

'En un caso general, apllcamos el teorema de existencia de funcion implicita a'la” -

expresién G{xy) = 0. Para elio exigimos gue G_tenga derivadas parciales conti-

nuas, una de las cuales no se anule Por ejemplo, si- G' * 0 existe y= g(x) de-

finida implicitamente por. G(xiy) =
Resulta F(xy) = F(x;g(x) = F (x) y queremos encontrar los extremos de F .

- criticos de- F buscando los puntos criticos de una funcién aux:llar definida asf

H(xy: A) F(x.y)+AG(x.y)

En nuestro-caso,-est:
: H(xy X) = xy+)\(x+y—50)

- H es-derivable-por: serlo Fy:G:.Buscamos: Ios puntos crmcos -donde.se anulan .o §

i - Ias derivadas:parciales:::
H (x,y.x) y+x AH (x,y )\) =x+\'A H (xy,x) = x+y 50
Resolvemds el sistema: o
- yEA =0 AX+A =0 A x+y—-50=0. :
Resulia x =Yy A 2x=50. .

Luego, el punto. critico para F, con la’ réstriccion propuesta, tiene coordenadas
‘Xx=25ny=25. . .

Hallar tres nGmeros naturales cuyo producto sea mé.x1mo y st suma 90.

F(x,y z) xyz con x+y+z = 90

Buscamos Ios puntos cntucos de F a0 sea. de la restnccuon de:F al conjunto

A= {06y:2)/ x+y+2-80:=.0}. -
En este caso.también-es: posnble despeJaL una.de Ias vanables en la: ecuacton

* de vinculo. Por ejemplo;: z-=90=x—y.
Al-reemplazar; resulta:: F(xy Z2)i= xy(go—x—y) F (x,y) yse buscan los-purn- -
tos criticos de F;,'que.es:una. funcion de:dos. variables."

Si aplicamos ¢ el método de los multlpllcadores es:
HeGy:zA) =F(xy; z)+AG(x,y2) ;
HXy; ZA) = xyz+x(x+y+z~—90)

H;(xy,z,X) yZ+A
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El método utilizado por Lagrange asegura que se pueden encontrar los’ puntos S

Bl e

. donde A es un numero real qﬁe se designa‘ oorrio\:t“muftiplicador' dé'iLagl;ange",, PR

FCEN)

RPITPROESE L.

PR

vwhnu;

’H;(x;y;z;}\)' xz+x
- Hxyiz:A). = xy+)\
H’ (x,y Z:\) = X+y+z—90.

(Obsérvese que H, = 0 es siempre la ecuacin de vinculo.)
Debemos resolver el sistema:
YZ+A =0 A XZ+A = 0 A Xy+A = 0 A x+y+z—90 = 0. .

3x = 90.
Porlotanto, x=y=2z=30.

La ventaja de! método de Lagrange.es de caracter‘eminénteménte préctico y

resulta sencillo por-la simetria de las -expresiones que intervienen:: Sin embargo, es .
necesario insistir-en que-sélo: permite- hallar.-puntos- criticos. En cada caso-se debe -
- completar el estudio mediante discusiones basadas en la indole del problema. Re-

currir a derivadas sucesivas parciales suele ser demasiado complicado.

Ejemplo 3
En la pagina 184 se utilizd, para hallar los extremos absolutos de

F: (x;y) = 3x2+y2—x+1,

+ la restriccién a. la- frontera del dominio -que era la elipse de ecuacién

y2 _
\‘4 :_',- 1.

X2+

Si aplicamos el método de Lagrange, es

’ 2
H(x;y:h) = 3x2+y2—x+1+\(x2+ ); -1).
H;(x;y;h)=6x—i+2u o .

Hgrny — oy MY
Hy(xuyJ\)_“ 2y+'T .

, ) 2 . y2
H (xyiA) = x2+ 7 == 1.
. . } Ex—-14+2\x =0
El sistema para resciver es: 4y+ry =0

4x2+y2-4=0 -
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: . . , A H(x;y;z;X) = F(x;y;z)~AG(x;y:z) donde (a:bic) pertenece al dominio de F y
1-6x : . _ _
o si x#0. : de G. _ ,
X K O sea, probaremos que los puntos criticos de F o donde se anulan sus derivadas
parciales, son puntos criticos de H. o

De la primera ecuacion: A =

En la segunda ecuacion A = —4 si y-# 0.

Luego, —8x=1-8x = —2x=1 = x= __12__

nt rcera ecuacion y2 = 3. “tenemos asi los puntos criticos . .,
En la tercera ecuacion v Obtenemos puntos critico ¢ Demostracion

Siendo, en A, Gl(xiy;z) =0 con G + 0, porel teorema de existencia de fun-
cién implicita, existe, en un entorno de (a:b), una funcidn M tal que z = M(xy) y

N A | Ik
( 21\/5) ' ( z VS) - : G(x;y:M(x:y)) = O.

Para ¢ = M(ab), es

Veamos .ahora:qué .sucede.si: .x.;=0:v. y-=0..- - .
Para x = 0, . la‘primera ecuacion .ng-tiene solucion pues resulta - —1=0. Lue- 1 §
E G (abic)

go, es:x #:0:% v 1
Sty =0, es:x2=1. Obtenemos: los-puntos criticos(1;0)y (=3;0). - 1 M'(ab) = - ———
tanto. los L - G(asbic)

Por lo tanto.;f,los;.-:punto's-criticos;:.son (—— —22\/5) (— —12—:—\/5), (1:0) y
(—1;0).:Estos: puntos fueron-hallados:al- estudiar; los:valores:de F.sobre su frontera .

en pag-18ey s e o o

G;(a;b;c)
EEbe

(1) A Mi{aib) = -

segun la férmula para gerivar una funcion definida implicitamente. .

: A * Ademas; es” F(xiyiz) = F(xy:M(xy)) = F,(xy).~ o S

Para el caso de dos condiciones de vinculo, el método de Lagrange propone » arciz loershlpotesm F, tiene un punto critico en (aib) donde se anulan sus derivadas

dos multiplicadores. - : ' P Es decir. F' (ab) = 0 A F'_(ab) = 0

Para F(xy;z) =u con G (xy;z) =0 A G (xy:z) = 0, la funcion auxiliar H tiene T aeds - " Ay(a’ )=0.. )

cinco variables y se define asi: Pero F, puede considerarse como funcion compuesta de variabies independien-
v tes x e y, con variables intermedias x,y,z (ver pag. 148). ’

Si aplicamos la regla para derivar funciones compuestas, es:

H:_'(x;y;z;x A, = Fxy2)+A G (xyiz) +A,G,(xy:2).
El sistema que permite hallar los puntos criticos estd dado por la anulacion de F; (aib) = Fi(@ibic)+F(aibic) M (aib) =0~ (3)
las cinco derivadas parciales de H, o bien, por la anulacion de sus tres p_rimeras deri-

o e e o

vadas parciales y las dos ecuaciones de vinculo.. . '
ax ay az
: Flo=F —+F — + F ——
) S . ' g . (A" X ax Yax+Fz ax)
: En el caso general, para’ u'= F(x JXgiiaX ), con m condiciones de. vinculo R
| (m<n), se utilizan m parémetros y la funcion auxiliar segtin Lagrange, es: - 0
| ' DR : Analogament
SR PV o o - : nélogamente,
H(x1,xz,...,xn,x1,x2,...,xm) = F(x1,x2,.:.,xn)+ 2 )\iGi(xvxz,...,xn)‘ . _
: i . ] .
1 ‘ F;y(a;b) = F;(a;b;c)+F;(a;b;c) M;(a;b) =0 (4.

Como el método de los muiltiplicadores.es:eminentemente practico; lo. demostra- .

B COC VO U PVODITODVOROOOOODDPE

remos - solamenteren- un-caso: particular;-para:tres: variables-y. una. condicion-de .

vinculo..

Teorema-de: Lagrange - .

F y G son funciones.de tres variables, ambas con derivadas parciales continuas
y las derivadas de G no-son todas nulas, por ejemplo, G; #0. SeaF, la restric-
cion de F al conjunto A = {(x;y;z)/G(xy;z) = O} :

Si (a;b) es purnito critico de F K donde se anulan las derivadas parciales, enton-
ces existe un niimero real A tal que (aibicih) es punto critico de_:,lglfuncién H, de-

Si en (3) reemplazamos -M!(a;b) segtn (1), obtenéinos: "

G_;(a;b;c).

F'(asbic)~F!(abic) St - 0
zv !

Andlogamente, si en (4) reemplazamos M;(a;b) segun (2), resulta:

E (abc)—F G;(a;b;c)
(abic)-F (abic) ———7=
y( C) z(abc) G;(a;b;c) 0

o

e

i finidaasi: k
i 190 E 191

m.-.
&2



B ,‘F;(a':b:c) o
Haciendo }‘o = = (5) queda

G'(a;_b;c) 8) Producto maximo y minimo de tres nimeros posmvos x.y.z, tales que

 X+Y+z =5 A xy+yz+zx 8..

F'(abc)+)\ G! (abc) o A F(abc)-rx G’ (abc) 0.

Ademés, por ®) F;(a;b;c)+)\ G (abc) RESPUESTAS A EJERCICIOé

. ObsérAvese‘ ahora que:

‘CAPIT ‘
H(xyzX) = F 'y z)+AG (x,y,z) CA. ULO 6
A .
Hy(XN;Z.)\) = Fy(x,y,z)—!-‘xGy(x,y!z) Secclén i
A T o . |
H'(XY-M) B Fl(x;y;z)ﬂei(xw) 1) % = 142X -1+ x-1)2+x-T)y—-2)+ %(X—1)2(y'—2)'+T4‘.» PR

v H(xv,z:\) = G(xy;2):, : Yy _ =
. , 2) aTCfQ—,(:T‘—(X 1)+—(y 1)+—-(x— )2——(y— )2+T
Por lo: tanto, H(abcx)—F(abc)+AG(abc) . : L
También; H(abc)\)—-O/\H(abcA)—O/\H(abch)—O yquedade-aﬁ'-i"’ 3) excosy = 1+x+ x22 - y22'+— X xy2 T
6 2 T4

mostrado gue si (a b) es punto critico de F A ‘entonces (abiciA ) lo es de H.

Del teorema surge que los puntos criticos de la funcion con vanables condlcxo- 1 T, = 2 (x4cos cy —4x3y sen cy sxzyz cos cy + 4xy3 sency + y4 cos cy)
nadas pueden encontrarse ubicando los puntos -criticos de la funcion auxiliar pro-,

puesta por Lagranger con O<c<1

4) yein x = (x=1)y2 = — (x-1)2y2+T,,

EJERCICIOS ~ o 5) cos xy‘= 1 ~Aixzyzq_ ,

<. 1) Hesolver los problemas de la seccion aﬁterior apliéando el método de Lagrange. v
‘ ; 6) x3—2y3+3xy = = —9+9(x—1)-21(y— 2)+3(x 1)2+3(x—1)(y—2) 12(y-2)2+
2) -Hallar tres nimeros posmvos xy,z tales que x2y4zﬁ sea: maxlmo siendo i F(x—1)3-2(y-2)3..
L _ o x+y+z=1. ' '

7) x3—3xy+y2x—-7 = 4+13(x 1)~ 7(y+2)+3(x 1)2 7(x 1)(y+2)+(y+2)2+

3) Hallar. rnéxxmo absoluto de F (x,y,z)——»x 2y+22 sobre la superf cie

S {(xy,z)/x2+y2+22 = 9} t B +(x 1) +(x 1)()”*'2)2
4)- Hallar el-tridngulo-de: drea méxima.y- penmetro‘Zs SR o 8) senxseny = xy — iya_ _ Xy T
. 5
(Usar la- formula areaZ= s(s -x)}(s—=y){(s—2) :con: x+y+z = 25) & 6
. v .
5) Hallar tres’ numeros posmvos X.y,Z-tales: que xy2z3 :sea méx:mo si x+y+z = 18 R 3 9) exseny = y+xy+ —- x2y - _yé:‘__ +T,

6) Puntos criticos para .F: (xiy) — >(2+12xy+y2 sobre el cxrculo de ecuacron . ) y2 : . S ‘
X , .
x2Hy? = 10) In == +in == = (= 1)+{y=1)- —;—(x—1 )2— —;—(y—1)2+ %—(x—1)3+ :

ol<
T
—

. 7) ‘Minimo. de F:L"(x;y)'"—> x2+y? sujeté"a Iarrestr‘i'ccié,q —:-_"-i‘—b : : . ‘
L o 5 y=12+T,  F(09;1,1) ~ -0,01.
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2 y2 : X‘? : x2y2 + y4 + T

. B 2
11) cosxcosy—1—§- 5+ 54 T T4 24 5

w 7 )
: T cos —— = 0,9907374.
cos cos — & = ‘

30

Seccion It

1) a) F(2:1)

minimo. Iocal (0;0:0) punto de. ensilladura.

b) F(2;=2).. minimo: Iocal (m2i=2= 36) .punto. de.- ensmadura

24 < AS el e
c) F.(.2., 3) mlnlmoil.ocalv...,,» el

ar(z

o) F(i >

—%) minimo local . (0;0:0) '_-'pu'nto : de; ens.

—) minimo Iocal (OOO) punto de ens. .

g) ‘F(1;0) miinimo local (- 102) punto de ens.

h) F(a;a) max. local si a>0 o F(a;a)

minimo local si a<0. (0:0;0) punto de ens.

l) F(0;0) maximo local F(0;2) -mlnlmo tocal (1;1;0) y (—-1:1:0) puntos de ens.

) F(1;2) =-28 minimo local (2;1;—26) punto de ens.
F(—1;-2) = 28 maximo local (—2;~1:26) punto de ens.

k) F(0:2) = —32 minimo local F(0;—-1) =

2) a) (00). (08). GOy (1) - L
b) (0:0), (0:2). (3:1). (6:0) y (6:2). '

o o), (555

V3. \3) \/ré-,__v\/g)'
’ 3" 3

d) (——52- ) 0~/5). y 0:- \/_) _e)vx:(xo), (0; = 1), (-17;—-22)

3) x=y=2z=200.""

4) cubo de arista 10.

5) 400, 400 y 400.

6) x=20,,y=20,z= 1'0 (z es la altura).

194

—5m|mmo local (0:0: 0) pto. de ens.

7) F(1 2) 7 mlnlmo absoluto F(4 5) = 22 maximo absoluto.

/5

8) cubo 9) cubo
5

10) radio de la base \ /2+

11) F(0;3) = F(0;—3) = —9 minimo absoluto.
F(3;0) = F(—3;0) = 9 maximo absoluto.

Seccion Ml
1 1 .1

e T2

4). triangulo. equilétéro "5)3,6vy09.

6) (VZV), (-VEVE), (VZ VD) y (-VE V3.

7) F( . a®d )
a2+b2' az+b2 /’

4. 4.7 4.7, ‘ '
8) F(2 L) =F(%: ) o F(Lid L) - 2 gy
3°3'3 333 57 imo

F(2;2;1) = F(2;1:2) = F(1:2:2) = 4 minimo.

3) F(1;-2.2) =9
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7. _|NTEGRACIC')N5 MULTIPLE

, _ La integral defiida simple, es decir, aplicada a funciones escalares, es un con-
. cepto que puede axtenderse a carnpos escalares. Si el campo escalar es una fun-

_ cion de dos variables, la:integral definida recibe el nombre de integral doble. Se co-
mienza considerando la integral doble para funciones definidas y acotadas sobre
recténgulos::planos;-:'.d&_lado_s.:;pa[‘aleil,c)s;a los:ejes;.y, luego se .extiende’la-definicién

a recintos:planos: més: generales:;:El: planteo:inici

gral-definida simple;y:pueden‘utilizarse.extremos de;conjuntos de-sumas superiores™. -

o inferiores, o bien; de:sumas.intermedias:. .. L L L L
Si el-campo_ escalar.es .una:funcién-de-tres:variables;: \a integral.es friple.. -

El- calculo:préctica: sezreduce;; en- ambos:Casos,; 2 |- de-integrales simples. suce- ..

sivas. : v e
La generalizacién puede- hacerse ‘en forma similar para funciones de n va-

riables. : . .
Asf como el acercamiento intuitivo al concepto de integral simple se-puede efec-
tuar aproximando el 4rea de un recinto plano de ordenadas mediante sumas de
areas de rectangulos, inscriptos o circunscriptos en el mismo, la idea geométrica
gue lleva a la-integral doble aparece si se desea asignar un volumen al sélido S que,
en el espacio tridimensional, esta limitado por la superficie correspondiente a una
funcién no negativa F y los planos de ecuaciones z=0, x=8, X=Db, y=C ¥ = d,
donde la funcion F esta definida y acotada sobre el rectangulo - .
R={xy/as=x=ba c=y=dh . -

z - B - - o ‘“/.'.

et e e g et ety s R G

N

= s e e o et e o 2
(y]
[-¥

196 ..

al 'eSBtOIalmemé’_Similaﬁ7al;d.e’ inte<... -

Por ejemplo, si.se subdivide el rectdngulo R en cuatro rectangulos:
R, Hz'@a y R, :

N 4

.y se consideran cuatro paralelepipedos, cada uno de los cuales tiene a uno de los

recta - .
dectlsggct:jots como base y al infimo de F en dicho rectangulo. como altura, la.sum
atro volimenes es menor o igual que el volumen del sdlido. '

Z

e

. : 1
"N
i
. i
_ e
:Jé 45
i H A
:5 7% Ot
, o a1
R RSl
T R N
RSN
| . % i e o
a - A4 P y
! .
/ ! Rl 7t
b {/R‘l Rz'

Es decir, ; . | o |
Cir, V(P1)+V_(P2)+V(P3)+V(P4)sV(S),' donde P,»Pz-,Ps y P4-_son

los -paralelepipedos inscriptos en S.

_Andlogamente, considerando el supremo de F sobre cadé subrectangulo.y lla-

”mango Py P P, P, alos paralelep;‘pedds* correspondientes; es’

V(P;)+V(P;)+V(P;)+V(P;) =V(S).

- O sea, 'una definicion apropiada de volumen debe permitir:

- D V(P)=V(S)= i V(P),
i=1 =1 !

donde_ Pi son paralelepipedos inscriptos-eri el solido S-y-Pi':circjah'scriptds al mismo.

Si volvemos a subdividir cada uno de los cuatro recténgulos.»de forma anéloga;

la A .
la aproximacion por defecto y por exceso mejora, en general, con cada refinamiento

de la subdivisién. :

- En resumen, si.el volum i j
, Si- en existe (por ejemplo si F es continu
. - » a
c_:umpla propiedades similares a {as del édrea. ) 58 dessa que
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Y

Subdivisién

Asi:

S 1) Para todo sdlido S: V(S) = 0.

2) Si S es un recinto plano, entonces V(8)=0.

. 3) Si S .Y S2 son dos sdlidos congruentes, entonces V(S 1) = V(Sz).

! 4) Si 8,C8,, entonces V(S)) = V(S,). _

: 5) Si S=8,US,y S, N 8, tiene volumen nulo, entonces V(S) = V(S )+V(S,).
6) Si A es un paralelepipedo de base rectangular Ry alturac, entonces V(A) =

=abc donde a y b son \as longitudes de los lados de R.
La funcién volumen, que cumpla las condiciones pedidas, se puede obtener me- ' i = {xy)/x . =x=xny  =y=y}coni=12 .

diante la.integral doble de funciones no negativas continuas y se extiende a solidos sE : =1 L ] = heen j=12..8

- cuyas bases son: recintos-planos simples:no rectangulares.

o _Sea_ P.1 = [? = XX XX =Db] una subdivisién del intervalo [ab] vy
', = [c= yo,_y‘,yz,...,ys = d} - ‘una subdivision del intervalo [c;d], segun las defini-
cuoneEs conocidas en la recta real (Céleulo 1 - cap. 12) ‘ :
stas sendas subdivisiones.originan un ivisiG Angu
subroctingulos. g una subdivision del rectangulo R en n.s
:F El producto ca}nesmno P=P x F‘2 es una subdivision del rectangulo R.
Cada subrectangulo de la subdivisién P es :

) 'Lasfcorisideraeiones.-;efectuadas;.t;asta;.aqui .solo sirven para interpretar geome- .
tric_amente'.,las'-.-sumas.:_ihferibres;rsuperiores -que.se:veran-a.continuacion:y. justifican.-.. y
la’ definicion-que:se ‘dara-mas-adelante: para:volumen:de-un solido. que cumple cier-:"
tos requisitos. - » o c : ' _ d=y,-—- | .
Yifmme ""‘;‘ - —-I/./ /—,-—E--::—’ Rﬂ
I SR s B
. 3 1 D
l. Integral doble . : 1 ' 2 I IO S :
. _ . P T O N S S
. . . 3 0
Elegimos un-campo escalar F, de dos variables, definido y acotado en un rec- 1 ;o v 1
3<% X X X 7 x =b X

tangulo R={(xy)/asx=bac=y= d}.
" La funcion F..al estar acotada, admite supremo € infimo, segun el axioma de

continuidad del conjunto de los nimeros reales.
Norma de una subdivisién P es la longitud méxima entre las longitudes d;Ias'

: . diagc(;)nales de todos los rectangulos de dicha subdivisién.
. _ ; sea,

P = Vix—x,_)2+(y~y,_)?

. . si Rii_ es el subrecténgulo cuya diagonal tiene longitud maxima.
. ‘ Ademas 4 =A =(xX—
| s drea (R) = A= (x-x_ )Yy, )

AL LL LI EEE L LR L Y-

siP=P xP,y P =P/ xP,

ey
o)

entonces. P’ es mas fina que P si y solo si P! sc fi ; '
Olo si P! es mas fin P ' .
que P, 1 a que P, y P es-mas fina: »
Como F esta acotada en el : ian 1 .
. rectangulo R, también lo esta en cualqui =
tangulo de una subdivision. quier subrec-:_

.

Z @

i

F(a;c) suprerio y, en este ¢aso, maximo absoluto de F en R.
k infimo de F en R. No tiene minimo absoluto.

sy

7

| | ' . Suma inferior de la funcid

P . r G i n F ‘ v
Verelmos ahora algunas definiciones analogas.a las ya conocidas para funcio- ' sion P, es la suma de los productig Zlureezt: r;gbli::nl:hc;ﬁis;;pndfmela} I? o o F
. ' . A A Icango ei |

s escalares en cada subrectangulo por el area del mismo. P nime de ¥

@@

2
e

198 _— | ' '
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- - Es decir, si m, es.el infimo de Fen-el redéngulo R..': o T £ . ' ' . _ . b
SE=2 Em(x =X, 1)(yi Y, ) N B v\
) P _ =1 j=1 . A B . - k2R 4 s .
O bien, 1) P, =[03] P,=[04] P=PxP,
-8 (F) = m, (x, —X')(y =Ygt (X, =X )Y,y Y (X=X Y Y ) F i : - _ | '
P . 11 1 0 12V ,_0 ) 2 :1 i 13 »— 1 03 : 2 S . . ] ; § (F) = F(314) «12 = o . 12:—_ 0 -
.......... M X 1)(y ys 1) _ o T ' P ' _
& s . ‘ —3 - - S_(F)=F(0:0)-12=25-12 =300
i Analogamente. suma sugerlo .es la suma ) de- todos |os productos queseob- . - f _ o - P — . ;
tienen multiplicando el supremo -de F-en'cada subrecténgulo por el érea del mismo. ‘
s p n S
£ F) .21: ,Z-:M"(x iy )(y yj 1) donde M .es:el: supremo de F-enelrec-... - f 7 vi
’ tangulo -R,.. ' o ‘ ' i 4
" Ejemplo- - ; - : a4 ' o L TR t
' ' 2) P! = [01:3] | Py=T014] - PP =PI XP;
Siendo - F: (x,y)——>25—x2—y2 def nida sobre el rectangulo R=[0;3] x [0:4] - : 1 o , _
hallar suma inferior y superior para cada una de Ias subdivisiones S|gmentes o : 1 s ' ' ‘
1) P=P xP,si P,=[03]yP,= [04] 5 3 "

2 P = P; X P; si P; = [0;1;3] ¥ P; = [0;1;4}
3) P = P xP) si Py = [0:1:23]y P} = [0:1;2;3:4].

S (F) = F(1;1) - 1+F(3:1) - 2-F(1:4) - .3-F(3:4) -6 =

z - B | TP _03.1+15-2+8-3+0-6=23+30~24 =77
s (F) = F(0;0) - 1+F(1;0) - - 2+F(0:1)  3+F(11) 6=

=25-1+24-2+24 - 3+23 6= 25+48+72+138 283

L 2= 25Xy

2 g pr=[on2a Py =[op234] P =Py XP]

5_-7—-'.7.__—:—‘_—_
-

4
j@_j
. .

S (F) = F(1;1) - 1+F(1:2) - 1+F(1:3) - 14F(1:8) - 1+ F(2i1) - 14F(22) - 1+
P i F@B)-1+F(@d4) - 1+ FE1) - 14F(@2) - 1+F(33) - 1+FGA) 1 =

=154
© 200
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§P,,(F) = F(0;0) - 1+F(0:1) - 1+F(0;2) -1 +F(0;3) 1+ F(10) - 1+F(1;1) - 1+
+ F(1;2) - 1+F(1;3) - 1+ F(2;0) - 1+F(2;1) - 1+F(2:2) - 1+F(2;'3) . 1 =
= 238

Resulta S (F)<S (F) A8 S, s
8 R=8 P=8 OrS,F=5,=5,F.
Una suma intermedia para P es, por ejemplo,
,SP(F) =F(1;2)- 12 = 20 - 12.= 240.

R R e O (FY < S (B -
.esulta_b _S_P(F) '_'“SP(F)"'"SP(F)' :

fun ,C‘?m‘_?fPuedefobsefvarse:ze!zcélculo‘aesatotalmente?anélcjgo: al.correspondiente g = -
ciones ~e§ca|§reS.;oon.-‘Ias.»dlﬁcuhades‘légicas‘:alzpasar-.de’una:.a dos dimensiones:: - - -

De_mqstraremos—fahpr;;las;prqpiedz_ades_zsugeridas‘fpjaraesumas:inferiores,ylsupe._,;_y._}._ e BB

riores:: .

Lema 1

Si F esta definida'y acotadaen R =[ab] x [c;q], para cualquier, subdivision -

P, la suma inferior no supera a la suma superior.

O sea, VP:S (F)=S.(F).
- o P

Demostracién

-te}v' De :gcil{_er_c_!o ‘con’lag def.inic.iohe‘s:.c_ie suma inferior y superior, en-la primera in--
iene el infimo de F en cada subrectdngulo de la subdivisién P y enla segunda

el supremo. ,
Por.definicién de Infimo y de supremo, resulta . Vivji:m. <M

* Luego, o i

0 S n 'S -

2 Z-~mfi,(.xi_7xi'—5)‘(yi7yi—’1)v =2, ,E:Mﬁ(’.“.-'.,?_‘i_,)(yi—;yj_ﬁn

=1 j=1 por Barmr i

es. .decw, : §P(-F):-AS.SP(E)., :

Lema 2.

, Si F esté definida y acotadaen R = [a; A .
: = [a}p] x [cid], PyP’ dos ivisi
nes de R, siendo P’ més fina que P, entonces se verif:!ca yren s SPbd*V'SIO*

NEF=8 2) S,(F) =S, (F).

202
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Demostracion

SeaR, un subrectangulo cualquiera de la subdivision P. Puede suceder, para la
subdivision mas fina P', que haya permanecido invariable o que haya sido reempla-
zado por un numero finito de suprectéhgulos cuya suma de‘areas coincide con el
area de Ri]. A

En la primera situacién, su contribucién a la -suma inferior S_(F) es la mis-

o
)(yi——yH) serd reemplazado

ma. En la segunda situacion, el producto mii(xii—xi_1
arece el infimo de Fen el

por una suma de productos en cada uno de los cuales ap
subrectangulo parcial, que es mayor o igual que miil Por lo tanto,

‘1a suma de dichos productos,

si llamamos Til a

mi](xi_'-xl-;1)(y.i—y]—1) STi]. .
* Como esto sucede para cada recténgulo de:P, queda justificada la primera parte...
de la‘tesis. i . B .
Anélogamente se procede-con la segunda.
Lema 3 v

Si F esta definida y acotadaen R = [a;b] x [c:d], y Py H son dos sijbdivisi_o---
nes cualesquiera de R, entonces la suma inferior de una cualquiera de ellas no su-
pera a la superior de la otra. -

Demostracion

Sea T un refinamiento comin a Py a H.
Si P=P xP,y H=H xH, un refinamiento comun puede hallarse ha-

ciendo T=T, XT, con T,=P,UH Yy T,=P,U H,
Por el lema 2, es

- _S_P(F) =S (F) (primera parte) A 5,,(F) =S (F) (segunda parte)
T . . ’
~ Vinculando las relaciones anteriores mediante el lema 1, queda:

= §p(F) < §T(F) = §T(F) .<_§H(F).‘

3

Luego, por transitividad, es: S (F) _<_§H(F) donde P y H son dos subdivi-..r

siones cualesquiera de R.

" EJERCICIOS

1) Siendo F:(xyy)—6 — % X— —2— y, definida sobre el rectangulo

R = [0;2] x [0;3], hallar suma inferior y suma superior para cada una de las si-
guientes subdivisiones:




"'a) P=P, x P, siendo P, —[02] P, ‘[03]
b) P = P' X P, siendo P’ = [0;1:2] P, = [0:2.3]. -
) P =Py x Py siendo P” = [0:1:2] Py =[0;1 23]

- 2) En.el sjercicio anterior, hallar en cada caso. una suma intermedia.
3) Para el mismo. recténgulo y las mismas subdwnsnones del ejercicio 1, hallar sumas

- cumplen las propledades demostradas en los lemas. -

. lnteg,ral;;;.doble;;segan,;zaiemann:;;_;..:

.suma: supenor

Por el axioma de- contmuldad del-conjunto de los numeros reales, exnste elsu-

premo del conjunto A. Dicho supremo recibe el nombre:- de mtegral doble lnfenor deF
sobre el rectangulo R

Es decir, supremo de A= gF Suele indicarse gF (x';y)_ dx dy.
R ' : JJR N .

Anélogamente elinfi mo del-conjunto B de sumas supenores es la integral doble
. superior. .

© 270 sea, ‘infimo-de B = g F.. Tamblé ﬁ (x,y) dx’ dy

Puede demostrarse ahora queﬂF <§

1) Demostrac:dn

Comio BF es.el: [nf imo: de B;.VP::S: (F) ﬂ F. ‘donde- S (F) es.una: cota .

inferior cualquiera: del conjunto B:

- De la refacion anterior resulta vqueﬂ‘ F.es una cota superior para el conjunto
A de sumas inferiores. - ' ' e

'_ 204.

inferiores, superiores e intermedias-para’ F: (xy) — 2+x2+y2 Verificar que se -

* Si llamamos: A*al:conjunto:de-todas-las:sumas:inferiores-de:una funcion.F; defi--. = . - §
nida y acotada sobre.el:rectdngulo+R-= [a;b]-x:[c;d};::podemos: observar.que-el.. -~ .-
conjunto A -estéa-acotado:: Una:cota:inferior-es:el:preducto: m(b-a)(d—c), donde.m- ... .-k
esel-infimo-de:F-en:R: Una cota: supenor defacuerdohcon el:lema-3;:es:cualquier: ... . .. ..

' ~.~f-n1‘:41,1.—‘;_'_: -fl:"\‘. *-u’:"il.i»l‘ .Q.,“'
K

—

(i Mg

b ihonast | I et i deeak S e

e ey s e

Como ﬁ F es el supremo de A;:;g.; sea; la menor de sus cotas superiores, re-
R . MR ; ""-»'-."f o s L .
sulta _ - _ e

0.

‘¢ 2) Otra demostracion (Por el absurdo)

Suponemos g F> gSF
. MR R

De la suposicién anterior, resufta el siguiente: esquemai: =

Sea '1_= ﬂ: -ﬂ—ﬂ .

Comoﬁ F es el Infimo del conjunto B de sumas’ superiores, 3§F(F)eB
R g ) N

tal’que - S,(F) <j] F+—-(1) Si-rio: fuera aSl,SS F+—' serfa una cota inferior %

R

de B mayor que el Inﬁmo )

: Anélogénientef.como.ﬂ’-‘F-es él.supremo dél-conjunto;A de: sumas-inferiores, .

ag (F) tal que _s_,(F)>ﬂ'F—ﬂ @).
" TH He Je 3

Si a (2) le restamos (1), resutta:

2
cla)

7

S,
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Luego, S (F) - SP(F)>-§ = S (F)>S.P(F). absurdo segun el lema 3.
, M . o

Por lo tanto, se verifica la tesis.

Por consideraciones anteriores, es también:

m(b—a){d—c) = ﬂ'F SH F = M(b-a){d—c),
=R R

. donde m es el infimd y Mel supremo de F sobre el rectangulo:

Definicién:

Siendo: -R'=:[3; b] x:foid];

F |ntegrable ‘en: R e ﬂ J]‘

El valor comiin se lama integral doble de F en R, segtin Riemann:

ﬂfﬁfﬂs

La.notacién usual para ﬁ F es J:j.-F(x;y) dx dy.
oo T ' R R

Condicién de integrabilidad (segun Riemann) c e

F definida y acotada en R = [a;b] x [c;d] es integrable si y solo si para todo
nimero positivo € existe una. subdmswn P de R, tal que

SyF -SF<e
P
¢ Primera parte

Si F-es integrable‘en R, entonces:se cumple-la-condicion.

Demostracion

Como F es integrable, es g F =J] F, donde ﬂ- F eselsupremode!
JUR R ) /R

conjunto A de sumas inferiores.
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Por propiedad del supremo.

€
Ve>0 35S eAtalque S > ﬂF—E'. (1)
“H PR H JJR .

S S e f

Como g F es el infimo del conjunto B de sumas superiores, por propiedad
R .

et SR

del infimo,

N - S B R O o

— — €
— 2).
35_€B tal que ST<_[LF + > )

=j F, resulta el siguiente esquema:- .

Al ser (

»

s s ' 8,

H P
+ +

n
R
+ 0l
<

IR T 25

Si P es un refinamiento comtn a H y T, por el lema 2, es:

P H .

r €
De (2) y (4), por transitividad: S, <_ﬁRF+E

S>ﬂ' Pt

. Restando las:“d‘OS ﬁltimasr'desigualdades: : SP - §P <€ quees la o_prjd.l-i

y de My (3) por transitividad:

cion propuesta. . -

¢ Segunda parte - S

Si Ve>03P tal que S - S < €, -entonces F-es: mtegrable

Demostracion » _
Por propiedades anteriores, para cualquier subdivision P del rectangulo R, es:

207



_ Restando resulta:

o.éﬂ'F-ﬂFsg -5 <e
A )L

‘teorema anterior. -

Luego. Ve >0°5ﬂ‘ F_.ﬂl F<’e:. Como-ambas: integrales - son+nimeros ...

: Te'ales.-»severiﬁca’f‘- “y:la:fincién:es-integrabléz:-

Utilizando la condicion de Riemann; puede demostrarse que toda funcién conti-

nua sobre un recténgulo es integrable en él.

Teorema

Si F es continua en R = [ab] x [cid], entonces F es integrable én R.

€ Demostracion

. Sabemos queVP'_S-— - 2 z (M m‘)(x x‘ 1)(y -y, )donde aI ser

si=1 j=1
F continua en R, M es el méxnmo absoluto que alcanza F en R y m el mfmmo ab-
soluto. -
_ Por el teorema de Heine para funcxones de dos vanables Fes unlformemente
~-continua en R. Por lo tanto, la diferencia entre.dos valores de F puede hacerse, en

™ -valor absoluto, menor. que -cualquier-nimero positivo que. se: elua Para ello basta o
.~ tomar los puntos. en ek domlnlo de: F suf cientemente: proxumes -

O sea, Ve>035>0: (Vix —x2)2+(y1—y2)2<5 = |FGey,) - F(X v, )|<€)

. Eleglmos una:subdivision: P-del-rectangulo.cuya: norma sea. menor. que-5..En-
- cualquier subrectangulo=de:P; la.diférencia:entres dos‘valores de:F es:menor:que-€:
- -Estarelacion se-verifica-también para- el valor: méxnmo y el'minimo’ que alcanza F
en cada subrectangulo.

Luego, Ve>03P, tal que, en todo subrectingulo R de P, es

= M€ _
R I TR

. 208

'Propiedades dela integral doble " -

_les-simples, se-pueden. probar las:siguientes: propledades

Para esa subdivision P, e , & \:x\

<, 2( = c)(i—,_xy y,,)—

(b a)(d c) 4 2 (X X ,1) 2 (y Y,_ m (b—a)({d—c) =.€.u.i ‘

y se cumple ia condicion de integrabilidad.

Por los mismos métodos gue se uhhzaron en-las 'demostraciones para: lntegra-

1. Si F es |ntegrable en un recténgulo R, entonces tamblén es mtegrable en
cualquuer subrecténgulo de R _ 47 _

2. Si F es integrable en un rectanguio R (de lados paralelos alosejes)yR'y
R’’ son dos rectangulos que se obtienen dividiendo R 'mediante una paralela a uno
de los ejes coordenados, entonces

j] F =ﬂ F +.g F (proﬁieda_d aditiva).-
R R. TR h :

La propiedad se generaliza para cualquier nimero finito de éubreqténgulos. )

) 3. Si Fy G son integrables en R y ademas V(xy): F(x;y)_;s G(x;y), entonces

fie=lle

4. SiFy G son integrables en R, entonces también lo,.eé,;., F+Gyresulta: = -

g fe

5. Sices una constame y F es una funcuén |ntegrable sobre el recténgulo H
entonces ' _ J

el
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6. Sic, yc,son constantes y F_y F son mtegrables en el rectangulo R, en-

tonces
-g (ch1+c2F2) = c1ﬂ F,+ ézﬂ F, (propiedad lineal).
R R R

Esta propiedad generaliza las propiedades 4 y 5.

7. Si F es integrable en el rectangulo R, entonces ’
F .SJ Rl
WR

. Integralesﬁreite‘radasvt(SUcesiﬂs;zoeiteradas): e

Sea:F-una-funcién: deflnlda 'y-acotada: sobre:el rectangulo : R = [a;b].x [c;d]. -
Consideremos un’ valor: fijp-de:la. ‘variable x;. por: -ejernplo;-:x.=X ;- en. el cual; Ia fun=--.
cién'Fes: mtegrable ‘respectos g la Gnica:variablésy;-en-el-intervalo fe:d}-

d
Luego, existe el valor g(xo) =S F(xo;y) dy.

c

' d
/g(xo) [ Fem oy

2 -3<-_..._...-._.‘"_.

\

Si- F(x )= 0, entonces: g(x ) es-el -valor-del-drea del recinto de ordenadas

plano correspondlente
Si F es integrable respecto de la vanable y para cualqmer valor fijo de x, com-
d

prendido entre a 'y b, queda formada una funcnon g [a b] — R/g(x) S F(x;y) dy.

e
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Es conveniente la utilizacion adecuada de los diferenciales para precisar cudl es-
la variable de integracion, aunque ello puede desprenderse de la.observacion de los
extremos de cada integral.

Si, a su vez, la funcidn escalar:g és mtegrable respecto’de su Gnica variable x,

b b [pd.
puede calcularse A =S g(x) dx =S [S F(x.y) dy] dx.

. a a
Esta integral recibe el nombre de integral iterada y puede anotarse también

c

b d
S de F(x;y) dy, para simplificar la notacion.

a c

De forma.totaimente similar. puede definirse h(y) ='S~ F(xyy) dx, y si h es inte--
: a

grable respecto de y,

d ar(h ) 4 b
=S hy) dy = S [S Foxy) dx] dy =S 'dy,S Flxy) dx.

Ejemplo 1

Calcular integrales sucesivas para F: (x;y) — x2 — yx + 5 sobre
R={xy/1=x=4nr2=y=3}

4 y=3 4 yz y=3
1) S [S (x2—yx+5) dy | dx =S (xzy - x+5y) dx =
1LlJy=2 1 2 y=2
- (4 9 : 4 5
= S [(3)(2 - —2—X+15) - (2x2—2x+10)] dx =S (x2 - ——X+5) dx =
: S
A 1 ) ] . ‘1
g(x)
(- Seanx)| = (B 20v20) - (-2 45) -
3 4 W~ V3 3 4 4

Obsérvese que, en el primer paso, al integrar respecto de la variable y, la otra.
variable x se considera constante.

3 (x=4 B 3 x3 X2
2) SZ[SX=1(X2— yx +5) dx] dy —gz(-—é— ‘-‘ y——z—— +5X)

211 .
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2 2
- _h_(y)
15 y=3 135 69
= (_ —4—-y2+36y) =( +1oe) (—15+72) -

y=2

' _Ejemplo 2
“F: (x,y)—> x3y2=xy +1 sobre:R'= {(X'y)IO =x=tA~2=sy=<0}

1. ry=0 y3 y—-O
1) S de ; (x3y2-xy+1)dy S ( — X +y) X:==,
0 y=- 0 . B
1 8 ' -
=S [0;—(—3x3-2x 2)] S (—x3+2x+2)dx
.J O .
'~ : x=1
= (3x4+x2+2x) ='—1—1—.
3 3
) x=0 )
0 x=1 0 X‘ . x2 . x=1
2) S dyS (xBy2—xy+1) dx =s (—4y2— -E—y+x) dy =
= x=0 -2 co
0 y=0 . .
Ny ) Yy ) = _(__2__ _-)»=_11_
- S_a( G Tzt )WE (12 4 +,y y=-2 o 3. 12 3"

Trataremos ahora de relacionar las integrales iteradas con la integral doble. Pa-
‘ra ello, tanto las sumas superiores, como ias inferiores 0 mtermedlas. pueden tomar-
‘.se como sumas iteradas.. ‘

En efecto, para Ias_-sumas—inferior’es;;por-_ejemplo; £S.

24 20 m {6 )0, >—2<x—><. ,)Emu(yn Y=

i=1 . j=1

- ; (yi_yi“) Z’mi]()‘(i’;.xi--;)' -

Esto permite suponer que exigiendo cxertas condlc:lones. la mtegral doble podra _

calcularse mediante integrales lteradas 0 sucesivas.

212

=Ss[(_%‘1- —By;ZO)‘—(%‘_.%.-g-s)]j(‘jy‘: Sa (; ﬁy%és) ‘y"%ﬂ . .

P =P, xP, donde P, = [a=xX,x

- Teorema -

v-.-..

o Si exlste ,‘]‘ F(x.y) dxdy o sea. 8i F es- mtegfable sobre el recténgulo
“fd

R = [a;b] x [c;d]. y ademaés para todo xe{a;b] existe g(x) -_—-s' F(x;y) dy, entonces

¢

b
g es integrable en [ab] ys g(x) ‘dx'=—g Figy)dxdy. - - -
a R

brpd _
- Es decir. ﬂn F(x:y) dx dy =S [S F_(xw),dy]dx.

& Demostracién

Consideramos ‘una subdivisién. cualquiera: P delrectangulo: R; tal. qt}e

X, =Dbles _una::subdivisién-.de.[a;b]. y:

P,= [c=ygy,.-iy,=d] es subdivisién-de - [cd]. » : .
Probaremos en primer lugar que:

donde §P es suma inferior y §P suma superior de F en el rectangulo R para la.

subdivision P, y S y §P suma.inferior y superior respectivamente para la fun-
TP 1

1 R
] d.
cion de una variable g:{a;b]— R tal que g(x) = S F(x:y) dy,-que existe por hipé-
. L c i )
tesis, y corresponden a la subdivision P_de ’[a;b].
’ oz :
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Sea R = [x_,x]x [y ,yl] un subrectangulo de la subdlwsmn P. Sea m, el
infimo de F en Fi Y M su supremo

Observemos que m es el infimo de F en todo el rectangulo R Si fijamos x, el
infimo de F para ese. valor constante, en el intervalo [y 1y] esm > m,: Esto suce-
de para cualquier x en el intervalo [x 1,x]

Analogamente, si para x constante es M el supremo de F en [y ,y‘_], es
M = M

O seg; m, =< m M = Mij ‘donde m, y Mi se consideran para cualquier x
fijo entre X .Y x
Tambnen comq y~Y,_, >0 es

my-y, ) =m (y Y MY L) =My -y, ).

Estas relaciones: se:verifican:ens: cualquner subintervalo: [y ,yi] de la subdivi- ’

sién P,,.0-sea; valen para: j=1,2,::.8: -
Efectuando fa suma:es:: '

Em(y-y )<E m{y,~ y_,)<ZM(y -y, 1)—ZMy -y,

=1

p .
pero 2 m(y yj_,) = §P2 Y §Pass F(x;y) dy por definicion de integral simple

j=1 : c

aplicada a la variable y en [c:d], que existe por hipétesis.

‘ Andlogamente 2 M (y 7/ J= P, ZS F(x;y) dy.
L =1

[+

Por lo tanto, queda

=1

S
2 m, Y, ) =8 S Fixy) dy <8, = Smy, )
- j=1 . c’
y también' -

Zmij'(y];:yi_J S F(xy) dy< ZM =y

j=1 =1

O sea: .
Sm mly~y,_)=g(x) = ZM (y y ) donde x e[xI ;X1 .
=1 =1 ) ]
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Ahora bien, g depende de x y esta acotada en [x x] por lo tanto tiene infimo
y supremo en este intervalo y es m fg)= Mg, valores mflmo y supremo de g en
el intervalo [x xj

Por lo tanto de la expresién (1) que se verifica para cualquier valor de g en
[ i_4X}, se deduce:

2 m -y, )<m(g<Mg) ZM(Y -y, ‘

j=1 =1 “a

Multiplicando por x—x._. >0, resulta:

S

> MY, )05, ) = @) —x,_) = M{g)x —x._ )= M x—x. Y=y )
j=1 j=1

Estas relaciones se verifican de la misma forma para todos los submtervalos de
la SUblelSlOn P, de [ab]

Efectuando las sumas:

m{@x-x,_) = D M(ghx—x,_) =
i=1 .

Corﬁo existe ia integral doble ﬂ ‘F{x;y) dx dy, por la condicién necesaria y su-
ficiente, segiin Riemann: JJR

Ve>03P:S,-S <esiendo P=P xP,
25 1 2
De la relacion (2) surge: '§P1~§ =8,-S <e.
; P, P

Por o tanto, aplicando la condicion de integrabilidad a-la integral simple corres-- .

b
pondiente, se verifica que existe g g(x) dx.

~a

Ademas, por propiedades de las sumas lnfenores y superiores respecto de su
integral correspondiente, es:
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i "§.,, “ F(xy) dxdy<S @)

P,
a
N L _
También S =<8 sS_g(x) dszP1sSP por (2)
1 a .
o LI
coseatz. - _S;;5-5:1(-~9(X)%dx'-<s @
| P va.

Como:. .S_; éﬂ‘ﬂF(iy);;dx,..dy:s!fs’ﬁ_;_::(3);;.,,_.: e

A "

P
a

S, = S gxydx = §P 4).
Restando rhierpbrd a miembro (3) y (4), queda:

§_P,—'S-,; _sﬁ'F(x;y) dx dy —S gx)dx=8;-§

P
a

" o0 .bien - e SR

o B o
‘(§P'“§ ) Sﬂ F(x;y) dx dy _—S g dx=85,-8
P A _ Ja e N P

Finalmente:

. - -‘ A . G
S 5‘ j. F(xiy)-dxdy-~ ~S}’g(x);dx- =85
R ) a )

B : b . L e - -
Luego;-. Vex>0aR:|-{ |- E(xy) :_dx-dy:.—_-sf’g(-x)_'dx- =3 SP.—.§P~< E.
A

a

Como las dos integrales son 'nt’xmeros reales, resulfa

ﬂ Fxyy) dx dy=g abydx, . .
WR ~Ja i
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gLt

- . X i d b
es décirﬂ F(x;y) dx dy = S H F(x.y) dy_l dx, que es la tes:s
. aL-c . - .

Si en el teorema anterior intercambiamos x e y, se prueba
b
. Si existe. g F(x;y) dx dy y también exnste h{y) = S F(x;y) dx para todo y €[cid], en-

a

dreb .
tonces existe S h(y) dy siendo ﬂ F(x;y) dx dy =S [S F(x;y) dx }dy
. ¢ R :

c a

Aplicacién

Calcular ﬂ- (Vx+y-3x2y) dx dy siendo. R = [0;1] x[1;3]
R o .

a) ﬂ‘ (Vx+y—3x2y) dx dy ——‘S [S (\/_.;.y 3x2y) dy]dx_ s
R : . y=1

1, 2 - y2
=g(y\/;+_v.2._3xz al
0

_ 9 27 - 130 ._
_.jo [(3’\/;4‘-2——-3—)(2) (\/;—!"'—2—-"2_7(2)] dX—'
. 4 X ) . . ) ’ ._’
-_-s (2V/X+4 — 12x2) dx -4
0 - 3 A :

b) Podemos calcular también Ia mtegral doble camblando el orden en las inte-
grales sucesivas.:

' 3 fx=1 ‘ B = -
Resulta g (\/_ +y 3x2y)dx dy'= S [S (\/fvhy—szy)’-dx]dy=

1L x=0
3 3 x<1 3 A
= (—?- x2 +xy—x3y) dy = (3- +y—y) dy =2 =2
. 3 3 ' 3 3
R x=0 1
Segun el teorema anterior, si existe la integral doble y existe una de las inte- -
grales iteradas, entonces también existe 1a otra y las tres coinciden.

Sin embargo, la existencia de mtegrales sucesivas no permite asegurar la exis-.
tencia de la integral doble.
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Por ejemplo. consideremos la funcion F definida sobre el rectangulo
R = [0;1] x [0:1] de la siguiente manera:

(1 si x¢Q
F: (xy)—
4y3 si xeQ

JobJdo

1 1 .
.En este casqs U F(xy) dyi‘ dx=1.

En cambio,-_ﬁo existe la integral doble, pues SSF #* B-F Tampoco existe la otra

EJERGICIOS: .~

1) Calcular las siguientes integrales iteradas:

2 _ 5 4
- a) j dys (x2+2y) dx b) S de (xy—y2x?) dy.
0 -3 . .

0 -2

2) Calcularﬁf(x,y) dx dy siendo
o a

Ff={(xy)/1 =x=<4n —3__éy52}
"R={=20]x[03]

a) F:(xy)—x?—3y+5
b) F: (x;y) = 4xX—y+Xy.
2

: y
¢ F:(xy)—>——
) F:bc) S 1+x2

R = [-1;1] % [0;2]

1 siyeQ . o
R = [0;1] x [0;1], calcular, si existen,:inte-

3) Siendo " F: (x;y)— :
3x2 si yeQ:

grales sucesivas.:

IV. Integracion sobre regiones no rectangulares

Para definir integral doble sobre una region plana no réétapgu_lar, es r_lecesa-
rio considerar especialmente su frontera, pues, al efectuar subdivisiones, dicha re-
gidn puede no estar cubierta exactamentg por rectangulos.
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v Para la region Dgl_flz, los. rectangulos que no estén totalmente -inciuidos en D
son tales que la suma de sus areas puede hacerse arbitrariamente.pequefa si.se:

consideran subdivisiones suficientemente finas. del rectangulo-[a;b] x: [c;d]-- Cuan-: .
do esto sudede se indica que la frontéra de la region D es un conjunto de &rea nula, -
_ pues puede incluirse en la unién-de un nimero finito de rectangulos cuya area total

" tiende a cero.

Conjuntos de area nula.
Definicién

~ Un conjunto plano ACR? tiene 4rea nula si y solo si, para todo numero €>0,
existe una coleccién finita de rectangulos cuya unidn incluye a A y cuya area total
es menor que €. (Se entiende por area total de la unién de los rectangulos, la suma
de las &reas de todos los rectangulos que intervienen.)

. Los puntos aislados y los segmentos son conjuntos de érea nula.
~ Probaremos que toda curva plana, gréfico de funcién escalar continua, es tam-
bién un conjunto de area nula.

¢ Teorema

. Sea- f:[a;b]— R. una funcién escalar derivable. La curva asociada. C, de
ecuacién .-y = f(x) tiene drea nula en R2... ’

y
o)} ————— 75 E--—Ns

f(a) -

A = (af(a)) B = (bif(b))

[1T) SR

[ o e )
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Al estﬁdiar aplicaciones de la integral simple, se probo que la curvaC es recti- - -

° puy .

ficable y su longitud es s= S v 1+[f(X)]2 dx (Gélculo 1 -cap- 12)."
a

Eleglmos un nimero natural cualqu:era ny consnderamos sobre la curva G,

puntos P, P, PP, = B tales que la Iongnud entre cada uno de ellos y el punto

A es, respectlvamente ) -
s 2s (n-—‘l)S
n'- n'"™ - n

‘Construimos;’ con: centro ‘en-cada.uno- de dachos puntos sendos cuadrados, de.

s
Iados ‘paralelos: a.los: ejes«coordenados: y :cada: Iado con . Iongnud —

'y

. Teorema -

-gitud-de base es (x,—x;_,) y cuya longitud de altura es. (M m,)

) SR
[0 SRR e R kteakashy ———

W —————

Todo punto de la curva G se encuentra, respecto de-algun’ punto Pr auna dIS-
tanma menor o igual que —_— y, por lo tanto, es interior, al menos, auno de los n

cuadrados.

1 6s2
n2'

EI érea de cada cuadrado ‘es Vy—--sé'-han"oonstruido"fnz cqa’drg;!ds. El

: L 7 16s2..
érea total -es, .entonces,_.. -

Para cualqmer e>0 basta~ eleglr n. tal que -< €, 0-563,' N>

y el drea total correspondiente ‘es menor que:€. Se ha probado. entonces. que la-
curva C tiene drea nula en R2 .

La misma-'propiedad puede demostrarse para la curva asoclada a una funcién
escalar continua en intervalo cerrado baséndose en la continuidad unlfonne de- dl-
cha funcion. - :

'16v R -2 S

se verifica M-m <

la curva C tiene area nula. o o

Si [a b]— R. es una funcién escalar continua, entonoes la curva asociada c
tiene drea nula en R2 -

@@%

& Demostracion

i

o
=

Por el teorema de Heine para funciones contmuas en mtervalos cerrados, f es
uniformemente continua en [a;b].

Por lo tanto, para todo € > 0 existe 5 > 0;-tal que, para cualquier par de puntos
XX de! intervalo [a;b], si Ix, x| < & entonces lf(x) f(x)| < €.

- -Fijado €, elegimos.una subduwsnon P = [a;x XXy = b] cuya norma sea me- o
nor que §.

* Consideremos, por ejemplo,-el intervalo- [x,-,x ) Como:f es-continua en.dicho.” ~-
intervalo, alcanza. en él un méximo y-un mlmmo absolutos. M, ym,. La gréﬁca def;
correspondiente al subintervalo: [x, - ,;x] esté incluida en.un rectangulo R; cuya lon-

.

A

191 IR A\

5

x

El érea del recténgulo R, es (M m)(x -X,_,)

Si consideramos recténgulos del mlsmo hpo para cada uno de.los n subinter- - "
valos de P, eI drea total 0 suma de éreas. :

A= VE(M “m)x-x,_).

Por la continuidad. uniforme, como la:norma.de:la subdivision.es menor que €, .

€ s 4
. para i , 1,2,..n.

2 (xx, ) T_IJ‘%:(_I?”"‘-‘) =€y

v f

) n
lLuego 'A<2‘b€ (x‘—xl )=
Y b-a

€
b a
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Ya hemos visto que una funcion de dos variables, continua sobre un rectangulo,

es integrable en dicho rectangulo. .
El préximo teorema nos permitira calcular integrales dobles sobre recintos pla-

nos acotados, cuya frontera tiene area nula.

e : o

———— tipo 2
TN

\

Teorema - ‘ . E N
' ' A SN tipo 1

Sea F un campo escalar acotado y definido sobre un rectangulo R = [a;b] X
x [c:d]. Si el conjunto C. de puntos de discontinuidad de F tiene area nula, enton-
“ces F esvintegrable sobrerel rectangulo.~ - - - - - _ ‘ . £

obF-~---
»

YYTYYYY Y

@ Demostracionz - - . ’
Separamos los términos. de (1), segtin. los dos-tipos de rectangulos: .

Dado: €,;> 0;.sea-{R,, -R_'Z,".,.'..R.n} ,un-_conjuhto.-ﬁhitov.dé- recténgulos..due._cubre :

Cy cuya.érea.-total‘-es;'-menor;vqu’e.fe- 1';,(existe-.pdrque‘,C tiene. area.nula). -
COnsideramos;::par.a.;.cadaaunosdg; estos-rectanguios,-otro ,_recténgulo__-Ri' que .in-::

v .
=L

S.-8 = > (M~m)A+ > (M —m)A, |
oo 2 '

1

cluye a R, tiene el mismo centroy cada-uno.de:cuyos:lados tiene una longitud doble..

' Resulta: area de R/ =4 area.de R, - .
“A(R) = 4AR). |

siendo Aij =‘(xi‘xi-1)(V;“V,-;1)- : o N ,
{\hora bleq, todos los rectangulos del tipo 1 tienen,.por lo mengs, un punto en

comtn con a]gun Rr Como la subdivisién P tiene norma menor que € ;:ualquier rec-

tangulo del tipo 1 tiene, como {néximé' longitud de lado, un nimero I; menor que ¢

n L.
Como X AR) = AR )+AR,)+..+AR) < €, A 4
i=1 - =
| : 14

“es AR)+A(R)+..+AR)) < 4€,.

I PDOBBD D@

)
S

&

r longitud entre los lados de los rectangulos iniciales.

Llamamos 2¢ a la menol
riores a los rectangulos

Si del rectangulo total R excluimos los puntos inte
R'(i = 1,2,..;n), obtenemos un. conjunto R’, cerrado y acotado.
La funcion F es continua en R’ y también uniformemente continua en él. 3 B
Luego, paratodo € > 035(€) > 0 tal que, para cualquier par de puntos (xO:yO), '
{xy,) de R, si V (x1:-_x_0)2+(y1—yd)? < §, entonces lF(xi;y1)—F(xo;y0)| <e (1)
. Consideremos ahora una subdivision P.del rectangulo R, cuya norma sea menor
que & y también menor que 4 '

A7

S PN W
0
S T T e oL e A A T P ST T o

Luego, cada rectangulo de la subdivisid i 4 inclui
- . ision P, tipo'1, -
pondients R - p esta incluido en el corres
*.Como esto sucede para todos | : i
de os recténgulos del tipo 1 (estos rectangulos no -
: Ze supgrponen entre si por tratarse ‘de una:subdivision);. resuita que la éu?na total
e sus areas es menor o igual que la suma total de las areas de los rectéangulos R/, -
y. por lo tanto, menor que 4 €.. :

Es decir, ., A"'< de .
1 .

iy

P

Ve v

N

o

|
I
i
|

O sea ||P}|:< minimo (8, €).. -

Con esta subdivision P probaremos .quvease verifica la condicion de integrabilidad. -

P-T}=1j= -
Y(xy)eR: |Fixy)| = k.

_ . o .
Sabemos: que:S; —8: =- M =ma(x=x,_ )Y~y ) : !

» 5 2 21 M XY Ademas, como F estd acotada en R, existe un nimero real k>0, tal que
Po - -
or lo tanto, Mij m, < |Mii mijl = [Mij[+|—mij| = 2k.

Para evaluar el valor de esta diferencia de sumas, dividimos los rectangulos

R, dela subdivisién P, en dos tipos:
1) los que tienen por io menos un punto en comun con algin Hi;

2) todos los otros.

Entonces, Z (M)A, <2k D} A <2k- e, = Bke,.
: 1

223
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Para los rectangulos del tipo 2; porvcontinuidad"uniforrné. __ré:s'ﬁlta Sl

Vivi M ~m, <€,
si los puntos del dominic se han elegido suficientemente proximos.
Luego, 2 (M —-m, )A <€, 2 A =€ A(R) donde A(R) es el érea dei rec-.
. Yangulo total R ' -
Por lo tanto S S < Bke, *A(R)e

: = ———- € = :
Si. para> todo e>0 . hacemos:. = €; 16k "Y€ 2A(R) queda

SP_§P< 8k - Gk A(R) 2A(R) =€ si: ||P||<mm(5(’)

Se ha demostrado,kentonces, ques Ia funcnon F:es:
como- aphcacnon -deslos: teoremas demostrados, cal-,

lntegrable en: Fl .

Nuestro objenvo es-ahora;
“cular integrales ‘dobles-sobre- conjuntos: p
deramos previamente las reglones que utilizaremos ¢

Recintos simples '

. Las fronteras de estos recmtos estan dadas por curvas que son gréficos de fun-

- ciones escalares contmuas

_Tipo 1

A={xyasx=baf®=y=sfbs o
fyf, son funcnones escalares contmuas de vanable X.

Suele lndlcarse, en este caso, que el conjunto A es convexo en la dlreccmn

del ejey.

224

janos-no.rectangulares. Para ello, consi- -
omo- recmtos ‘de integracion.

" Tipo 2

B={xyVc=y=dnrg()=x=g,yh
g,y g, son funciones escaléres confinuas de variabley. .. - -

"Bl recmto €5 convexo- segun el eje de abscnsas

Las regiones que utilizaremos para mtegracnon seran de los dos tipos mencxo-
nados o también regiones que pueden subdividirse en un numero finito de las ante-

‘riores.

Todas ellas se llaman regiones o recintos simples.

Si un recinto es simultaneamente del tipo 1 y del tipo 2, lo llamamos “doble-
mente” simple.
E/emplos

n. _ ‘y'

A={xy/asxsbaf)=sy= g(x)}.
B={xy/bsx=mnxpx) =y=gx)
C={xyVm=x=n,p=y=<h®}

~ Recinto simple subdividido en tres regiones del tipo 1.
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v2)

y
—
A={xy/c=y=dnafly)=x=plylk
B.= {xy)yd=y=s pfy)sx= aly)}-
>Re'cinto simple- subdividido en dos~regiones--délvtipo 2.
3)

A={xy/c=sy= d'A’f(Y) =x =g(y)
B ={(xy)/a =x=bih{x)=y=rx}
C={xy)/b=x=mnh{x)=y =c}
. Recinto simple subdividido.en dos regithé del tipo 1 (B y C) y.una region del
tipo 2 (A)
Para integrar sobre cualquiera de los recintos “de los tipos propuestos, vemos
en primer lugar que dichos recintos son acotados. Por lo tanto, se puede incluir a

cualquiera de ellos en algln rectanguio de lados paralelos a fos ejes. -

1226

auid i babiadol

ok tslibnd b
PAYTVRNEP RN TY
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U,

P}
[= g g

Sea F un campo escalar de: dos variables, continuo. sobre:el-recinto simple-D.
Queremos calcular su integral doble sobre dicho recinto.-

Sea R un rectangulo que-incluye-a D.- - )

Consideramos la siguiente-funcién auxiliar, definida en el recténgulo:

Flxy) si (x;y}eD
Gxy)—4{ = ™
' -0 - si (x;y)e(R=D)

Definimos ahora ﬂ F(x;y)dxdy = ﬂ G(x;y) dx dy.
. JJR
Por un teorema anterior (pag. 222), G es integrable en el:rectangulo R pues es
continua sobre dicho rectangulo, salvo en la frontera del recinto D, que es un con-
junto de &rea nula.
Ademas, la definicién dada tiene sentudo pues no depende del rectangulo que
se elige para incluir al recinto.

R‘

~

En efecto, g G(x;y) dx dy =g G{xy)dxdy = ... = U G(x;y) dx dy =
o R AR . VR

2 n
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- =ﬁ F(xzy) dx dy; pues la funcién G se anula en (R.-D) . porlo tanto, también fa -+ ..

D
integral doble es nula en dicho conjunto.. ,
O sea, para hallar la integral doble de F sobre el recinto simple D, considera-
mos que dicha funcién se anula fuera del recinto D'y calculamos su integral doble
. sobre cualquier rectangulo, de lados paralelos a los ejes, que incluya a D. ’

v

Calculo de integrales dobles sobre recintos simples -

a)

vl

d

cE e =
S
1 1
t |
a X b X

F:D— R es una funcién continua. i . ‘

D es un recinto simple del tipo 1, limitado. por segmentos incluidos en las rectas

verticales de ecuaciones x=a y x =b, y por.las curvas -correspondientes a las

~ funciones.escalares qontinu_as_ﬁ y f, tales que 'y =f(x)ey= 1,(x). ’
. Sea R=[ab]x [cd] unrectangulo que incluyeaD. - .

Ficy) si-(xy)eD v,; S

Definimos G (xiy) — S

o -0 si (xy)eR=D) -

G es integrable sobre-Ry es-. 0 G =UF
. . e o

Para calcular - g (X;y) dxdy:la reducimos: é;.:integraleé .sucesivas . .
WA o ‘ C

- Y ¢ R T
, S [S'-G(x;y)'dy‘:‘ dx.

- ) .d N Co N L
Para cada valor fijo xelab] existe ‘G(xyy) dy = g(x) pues,Gvg[esenta sola-

L - e S .
mente dos discontinuidades en los puntos (xf, (X)) -y (ar, ).

o8 B S e

s

v orden. _Lq misr_np sucede para cualquier x fijo ubicado, entre 0 y1.

Ademas, G(xy)=0siy< f,(x) vy >(x) o | @ N
A o - h
G(xyy) = F(xy) si § 1(x) =y= fz(x).

20

Luego, Vxe[ab]:

2
G

Al

d ’ . y=f4(x} ‘ y=tn(x) ’ =d
S G(xy) dy=S Gxy) "“5 * G(xy) dy+§y Glxy) dy =

¢ y=c y=t(0) y=lalx)
y=f-2(x)

F(x;y) dy.

y=fa(x}
=°+S G(xzy)dy+o=g
y=hty -

y=ty{x)

Finalmente, entonces,

4 o F(xy) dx dy=$ B S F(xy) dy {dx.. - -
) b Jaldy=e o oo
Ejemplo -

Calcular ﬁ(y+3x) dxdy siendo D = {(x;y)/0=x=<1Ax2=sy=x+2).

Y.
N L3
I
_ | B
3
2

e xP;;?el;:rlTI‘aprmlos-extremos de las integrales sucesivas; ﬁjémos primero un valor B
, X Y-vernos como varfa la ordenad =
C o ada y, sobre la recta x = x
del recinto. ' w dentte
Los extremos del segm 3 estan y |
gmento AB estan dados por y = x2ey= X, +2, en ese
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Por o tanto,

1[(fy=x-2
j {y+3x) dx dy = g [S (y+3x) dy} dx
~Jo oldy=s?

También puede anotarse: .
1 y=x+2 1 y2
S dxs {y+3x)dy =S (———+3xy)
s 2
0 y=X - 0
1

(x+2) e _ 7
=So[—2_'+3 (x+2).- (»——2—+3X3.):]:$j-x.__.g: 5

y=x+é
. dx =
2

y=x

0

1
7 3 2__8_5_._1 4+2x)
(6x+4x "0 4x

05' '

b) Para un recinto del tipo 2, se procede en forma analoga:

b
[« | S,
1 2%
x=g,(y) D x = g,(y)
|
-

=galy)
Jj F(x;y) dx dy S [S F(X:V)’ dx] dy
x=g4(y)
Ejemplo

Calcular ﬁ (x2+8xy—1) dx dy siendo D = {(xy)/ 1 sSy=2ay=xs< 3}
D .

230

x4
(——X2-+8X—‘.—-—2— —3x3+-2:) dx.=

[ ] PR
[X) S,

Consideramos 'un valor fijo y= Y, ¥ vemos como-varia fa- abscisa paradeter--

minar el.segmento MN.
Los extremos de MN, en funcién de la ordenada, estan.dados por x = Yo ¥

x.= 3, en ese orden. Lo mismo sucede para cualquner otro valor fijo de y’ entre
y=1ey=2~ N

2 x=3 .- : -
Luego, ﬁ (x2+8xy—1) dx dy =jl dyj (x2+Bxy—=1) dx =
D

1 - Jx=y
~2 .3 . x=3 2 . '
= (—’5—+4x2y——x) dy = (37y——£—y3+6)dy=
1 3 x= 1 3
Yy
_ (BT e_ 18 ., )2 181
( CERAIET R A L Ta

Para resolver el célculo anterior, se ha fijado primero la.variable y, observando-
se luego como varia la abscisa x entre las dos curvas que limitan el recinto simple
del-tipo 2.

Si se desea fijar primero la vanable x, el célculo no puede resolverse mediante
un solo par de integrales sucesivas. Es necesario, para cambiar el orden de las in-
tegrales anteriores, considerar al recinto como unién de dos recintos simples del
tipo 1.

y
2 —————
//+
Ky .
=== ! ¥  '| 1
i t Vol 5
] { .
1 } v I
1 (. 1
! ] ! ! i
1 X 2 X 3 X
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S e R 27 ryex : o y=2 :
ﬁ- (x2+Bxy—1) dx dy =S _de (x2+8xy—1) dy + sjdxs (x2+8xy 1) dy =
D . . ) 1 y=1 : 2

y=1
2 y=x 3 - y=2- -
S (x2y+4xy2—y) dx + S (x2y+4xy2—y) dx =
1 y=1 2 L ‘y=1
2 3
=S (5x3—5x—-x2+1) dx + S (x2+12x—-1)dx =
-, e )y )
(5 a5 o X )2 (__X__ 'z_v)‘. 3: 181
(Fr-ge- ,;: = oxeox)) =

" Esta: ultxma parte del -gjercicio: resuelto sugiere: que las- propledades de laiinte=s:
gral doble para-funcienes-definidas.sobre ectangulos sl extlenden también.a-fun:»- - -

- .ciones definidas: sobre\recmtossmples

Si D es un recnnto sxmple pueden probarse entonces las s:guxentes propne-

dads: ﬂkp I
2 fleo=frfe

3) Si D= D1 §] Dz, donde D N D2 es un conjunto de &rea nula, entonces

4) La propiedad 3 sevextiende; por iriduccion:completa; a:n recintos en condi- .

ciones similares: .
Otros e}emplo‘s;»v ,
Eje?nplo 1 ,
Ubicar los extremos en las integrales sucesiva; due permiten calcular

=ﬁ F(x;-)‘() dxdy siendo D= {(x:y)/Osxs_ki_A O=sy=2- —g-}
D ‘ e e

232 -

‘(entre 0y 4) y vemos que la ordenada varia desde el eje de abscisas, de ecuacnon

.

£

BB D

DR,

R

&

Si consideramos al conjunto D como recinto simple del tipo 1, fijamos primero x

! Y
2

y =0, hasta la recta de ecuacion y =2 ——-é- 3

' 4 y=2 - —
Luego, I=S dxg tF(xy) dy. -
0 « y=0 )
Pero también el conjunto. D puede considerarse. como.recinto simple.deltipo 2.
Fijamos. pnmero y (entre-0y-2), observando que: x-varia entre ¢l.eje de.ordenadas,..
de ecuacion x = 0, y la misma. recta anterior, consnderandola ahora con ecuacion

X = 4-2y.

x = 4-2y
”:'///////7/»\

2 x= 4-—2y

dyS Flxy) dx '
0

x=0

~ Resulta | =S

En este ejemplo el recinto D es doblemente snmple.

Elemp/o 2
Calcular I=ﬂ xy dx dy para D = {(x y)/0 <.x <4 A —x<y<\/25 xz}»
a) -
5 y=\/25_—')(E
3 :.
3% 2
S o B
O X 45 X (@ 07%
®|
v R
&

gag 5

PR,




i

@" Si consideramos D ..omo recmto de txpo 1, fijamos primero x, entre 0 y 4, mien- -
Q‘m trasy vana entre Ia recta y el arco de circunferencia.
» 4 y=v/25-x2 . qa vz \ |~ 25-x2
Resulta 1 =S de . xydy =‘S (x 5 ) s dx =
' 0 y=—i-x [+ y=-a-x

4 4 o
~ (25-x3) exe]| (Box-2- 2 Yo -
‘j [x- 2 e | *T) e T )T

b) y
yé g T 9 4;-: .
i . Yol A :
k)
) 45 X

Si se cambia e! orden de integracion, es necesario dividir el recinto en dos re-
giones del tipo 2. '

Si fijamos y, entre O y 3, x vana desde el eje de ordenadas, de ecuacion x = 0,

_hasta la recta de ecuacion x = — y Al fijar una ordenada y, entre 3 y 5, la abs-

" cisa varia desde el. eje de ordenadas hasta el arco de circunferencia de ecuacion
X = \/25 y2 :
8 x=—;—y 5 [x=\/25-y2
Resulta | =§ -dyS dyS
0 x

PERIIIIIT RN RV S VN L VY

AEE

4

3
——S yody + L(zsy y3) dy =%(——V4—)

=18+32 = 50.
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Efemplo 3
Calcular | =ﬂ e(.x2> dx dy sieﬁéﬁ D= {(x;y)/o =x=3na 0 =y= l:;-} .

' D oo .o . *
Y
1 -

: /'3‘! g
Yo ’ /
///////// .

El recinto puede considerarse tanto-de tipo 1 como de tipo 2 pues es:doblemen-:
te simple y, en ambos casos, el célculo se reduce a-una sola integral. -
Sin embargo; si se lo considera-del tipo 2, fi 1ando pnmero una ordenada, resulta .

1 x=3 :
| = S dyS et dx, donde se tropleza con el problema de calcular una antideriva=-
4] x=3y

da, respecto de x, para et

En cambio, al invertir el.orden de integracion, la integral puede calcularse de
manera muy sencilla.
x

X
R G S RN L 1 1 2 1
1=\ dx et dy =\ (yek) dx=?3- xe(x)dx=—6-e(*)
0 y=0 0 y=0 0

Efemplo 4

-  Dibujar el recinto y cambiar el orden de integracion para

2 y=\/2x--x2
I—S S F(x;y) dy
1 y=2-x
y T
1-——'—-;;—
- i
S
/ !
: S
1] 1 X 2 X
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En la integral propuesta se ha considerado al recmto del tipo. 1 Al fij ljar primero xt '
entre 1y 2, la ordenada varia entre la recta de ecuacion” y 2—x y el arco de cirt -

cunferencia-de ecuacion y = \/2x—x2. :

- Al cambiar el orden de integracién; se fija primero una ordenada Y, entre Oyt~

La abscisa varfa entre la recta, considerada ahora con écuacién x.= 2-vy, y el arco
de circunferencia considerado como el grafico de una funcion f tal que x = f(y).
Para hallar la expresién de f, procedemos de la srgunente manera:

= V2x-x2 = y2 = 2x—x2 = x2—2x+y2- 0 = (x—1)2+y2 =1, .

O sea, completando el cuadrado vemos que fa curcunferencna tiene centro en -

el punto (1;0) y podemos despejar x.-

Como es. x:=1, queda: x = 1+V/1 —y2
1 x= 1-»\/1_-_)'E S
dyj F(x;y) dx:

0. x-2-y

, Lu,ego;s j

®_Ejemplos5:; i -

Calcular j + dx dy siendo D el recinto plano limitado superiormente por la cur-
- JJp

va de ecuacién y = 1+ cos x, inferiormente por -l arco de elipse de ecuacién

2 2
;(6 + —);— =1y lateralmente por las rectas de ecuaciones x = 0- y X =4,

Dibujar el recmto y cambiar-el orden de mtegracuon

Consnderando al-recintoz D como- recmto del- tipo:-1; el célculo se efectia me-
dlante un solo par de integrales sucesivas.

4 y=1+::osx . 4 - . T
I=J“dx§ wdy = y (1+ cosx+— 16 xz)dx= :
~Jo = 16~ x2 2
.2 . R 7;:, . -

0

236
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+(ay—(y- 1)arccos (y—1)+V2y—y?)|

o : - T
= (x+ sen x+ —3— x\/16—x2+4 arc sen %) -

= 4+ sen 4+4 arcsen 1 = 4+ sen 4+2r..

Para cambiar el orden de integracion es necesano subdwldlr a! con;unto D en
tres recintos del tipo 2.

0 §=\/1s-4y2 2 .
! =S dy S dx + s dy 5
2 .

- x=0 0

X=arc.tm(y—1)- 1+°°$.4' =4 )
dx +j dysj dx =

x=0- : 0 ' x= arc cos (y—1).

0 1+ cos d
= ZS _ Va-y2dy +Y arc cos (y—1) dy +§
-2 Jo : _

0

[4~ arc cos:(y—1)] dy=

+[{y~1)-arc cos (y-1)-V2y-y2]| +
Dare Dovayyl

[
= (y'\/, /4-ye+4 ar.c_._,se.n.%)
: -2

1+cos 4

0

= -4 arc sen (—1)+ arc cos 1+ arc cos (—1)+4(1+ cos 4)—
— ¢bs 4 arc cos (cos 4)+\/1- cos24 —.arccos (—1) =
= 27r+4+4 cos 4—4.cos 4+ sen 4 = 2x-+4+ sen 4.

EJERCICIOS

1) Calcular las siguientesintegrales iteradas:

3 x=5 v ' 2ur p=a “
a) dy\ - (x+2y) dx : b)g daS pdp
o -3 x=y2—4 ) JO. p=asena - -
2) Dibujar los recintos de. integracién que correspondenta cada-integral:. - . .
' 2 x=2-y ' 3 (y=vaB-x® :
a) S d'ys-- , Flxy)dx b) S dxl('  Fixy)dy
. -6 . x_—._y___..1 : [+} y=0 " _ B
2 =x+2 ) 3 y=2x )
c) j dxj Fxxy)dy d) S dxg KF(xw) dy -
-1 ’:xz . . 1 y=3
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mmmm;;

§ 5 (x=10-y - ;(;%\/m—yz . ' -_ o AN P
) e} | dy _F(x;y) dx+| dy F(xy) dx b3 y=x Ty N
T 0 Jxmy Jog Jxeo | b dx F(xy)dy + dx F(x;y) dy
@ A 2 3 y= -x 1 y=- 2—x2
3) Colocar los limites de lntegracxon para cada recinto y cambiar el orden de in- ' ¥
‘ @ tegracion: _ y=v16-x2 N
& a) rectangulo ABCD siendo A = (00), B = (2,0), C=(21), D= (o) i c) g d"S Flxy) dy ¥
b) triangulo ABC siendo A = (0;0), B-= (1 0), C=(1;1) : ' DY‘
\
: c) sector circular con centro en el orlgen yarcoABcon A= (-1;1) yB = (1.1). 0 Cy= —x=1 1 y= —x+1 B
& - d) S dxj F(x:y) dy +S dxg F(x;y) dy b}%
-2 y= —2x~1 0 y= —v1-x2 3

4) Caleular ﬂ’ F(x;y) dx dy:
: Di-o-

PCOV OO

T ARSIyt D=fian)ix =008y =3-xp ~ e) go dxs’ o F(xy) dy +S4 dey=2-2, Fixy) dy
b) F: (x;y)— x+y.. D =y x=0Ay=0 A x2+y2 < g} - ' =~2-x 0 =-2-x
o C) Fr(xy)—>x2+y2 D={xy)/l=y=xZax=< 2} g
d.) : Ef’_,(x;Y) —) f xy D.A=';{(xv‘;y)/y:bz'_~x2.',\- y,sx+2} 3 9) Calcular g {8%2+2y2) dx dy'siendo D el triangulo limitado por las rectas de’ &
e) -FI(xy) = 5xy—=x2y - D={xy)/0=y<xny=2,0=x=3} § ~/D : : @
f F:iy)— X2—yx D={xy/1=x=4nA0=y=3+x ecuaciones y =0, y =2x, y = x+1. tﬁ

3
RE
o

.

S

In5 x=iny
5) Calcular j . dyj ex*y dx. Graficar el recinto e invertir el orden de i - - : : ‘
1 x=0 - en de integra 10) Calcular ﬂ {xy2+yx?) dx dy siendo D el tridngulo limitado por los ejes coorde-
cion. . ,. D
nados y la recta de ecuacion x+y = 1.

6) Calcular ﬂ ydxdy siendo D ={(x;y)/y = 0 A x2+2y2 < 4}. Invertir el orden

CHOODVBDBO B

de lntegracuon - 11) Calcular ﬂ x2dx dy siendo D el recinto limitado por las rectas de ecuaciones
o , , . B D ’ - :
7) leU]ar el recinto y calcular: S ' - y=X y=0, x=28 y la curva de ecuacion xy = 16.
b gg 1 y=x o =1+ cos x , : L v ‘ :
. a) 'dx.g xy2dy - b) -s dxs‘v y sen x dy . : LT s - : .
R 0 Jy=-x _ o Jy=o F 12) Calcular: J. sen'y dx dy ~siendo D e! tridngulo limitado por las rectas de ecua-
w7 2 [y=ixy 5 x=3 cos y ciones 2y =x, 2x=Yy, x=1.
R‘l‘\ C) dx —x— dy d) j L dyj x2 sénz y dx
, 3@ 1 Jy=0 ~2 0 Jxeo S
s - . . ~ 13) Dibujar el recinto, calcular la integral doble y verificar el resultado cambiando
L 8) Dibtijar-ef recinto:y. cambiar-el-orden-de integracion:- - = - el orden de integracion:
Y '
L WV : ,
| : = y=x (3 y=v/8-x2 - 5
L @ a) j .dxj‘j:_.; Fxy) dy +5 dx- F(x;y) d ? fy=4cosx 4 y=V16-x 3 Bx
P 0 y=0 3%_2_ Jy=0 y . a) y3dy b) S de o? dy ¢ s dx xy2dy
iﬁf»’ L ) + o y=0 o 5 0 ~VBx

2.
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. i+ - -..V. Aplicaciones -geométricas de la integral doble: - . .. . ;
1) Volumen z = Fxy)
Si consideramos un campo escalar constante, definido sobre el rectangulo
D =[a;b] x [c;d], el volumen del paralelepipedo recto que queda determinado se
obtiene multiplicando el area de su base por F(x;y)  que comesponde a la altura. 1T 7
Sea, por ejemplo, F:(x;y)— 5 sobre D = [1 Ax[26). . 7 B : ,
Volumen=3-4-5=60. o ' ' .
Ejemplo 1 o :
‘Volumen ‘delsélido S ={(xy2)/0=y=6A0=z=4-x3}" -
N T
_ / ) - ;
: /// 20 :
L TR B 195" S
[N S B B s . Lo
t Lo 1- 1 B .
ot y2. 34 06 : -
o :
Y/ - ’
X
. - . . 2 y=6 . 2 7 .
' _ ATrE ' ' V(S) = S dxg (4—x2) dy =S (24—6x2) dx = 64.
. Por ofra parte, ﬂ. F(x;y) dx dy =ﬂ 5dx dy =S [S 5 dy]dx = -2 y=0 J-2
‘ D T D ) 1lJ2 : L . . ] -
ey pe e . Efemplo 2 Lo
= S (5y)" ax =S-20 de=60. - . v, R Volumen del cuerpo ubicado en el fpﬁmef=»ogtaﬁte,':limﬁad0-‘POT_ las ?uP?’ﬁC'es
Pl e e  cilindricas de ecuaciones x2+y? = 16, x2+22 = 16. |
Cdnsideraciones andlogas-a las efectuadasparé definir el drea de un recinto - B | '
de ordenadas mediante integral simple; nos:lievan-a. una-definicion- *légica” del vo- - ' . 12 :
- lumen de un:slido-limitado:superiormentepor-la‘superficie asociada:a-una-funcion i} - ' g2 ers
.. continua: no-negativa: e-inferiormente-por un'recinto-plano-simple: ubicado‘en.el pla::. =<~} - : / X2t =
no-xy.: h o o N 4 Y
 Definicien. e y
Si F:D— Res una funcién'coritinuaAno negativa y D es un recinto plano sim- L _ s
ple, entonces ‘ : o : _ . 4 : ' R LB
~ volumen de S = ﬂ’-t—f(x&) dxdy donde S = {(xyz)/(xy)€D A 0 <z < F(xy)}. : Recinto de integracion ‘ éﬁ‘
: D o " ' R A z x : 3
o /o o . 4 241 g
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Podemos considerar como recinto de integracion al conjunto D en el plano xy.
Resulta S ={(xy;z)/x2+y2=<16 Ax=0Ay=0A 0=z =+16-x3}.

4 / y=\/16-~x2 )
Luego, V(S)= ||V16—x2dxdy = S dx§ V16—x2dy =
. p] i y=0 '
~4 4
=\ (16-x2) dx = (16x— —"3—) - 128
0 3 o - 3

También puede considerarse el recinto de:integracién en el plano xz y. el sélido -

§={(xy2)/x2+z2 =<1 Sif/\':-xrz;oz--y\n:z-z 0'n 0=y =V16-x3):

e z=\/ﬂ54_x?7' - S 128 -
Es: V(S_)‘="S‘-- dxs.» ~ o V1B-x2dz = —5
z-_—-O' . - . )

[0

Ejemplo 3

Volumen de S= {xyz)/0=x=1-z-2y2 A z=0}.

(o
N

: Podemos.zconsiderar,.que:el,sélido"esté tlimiia"dosuperionnente por la superficie -

de ecuacion x-=:1=z=2y2: e inferiormente por.elplano x= 0. -
El recinto:de integracidniess D ={(y;z)/0<sz<1-2y?}. - -

1

w&=ﬂu~rwawa=’$
JJD . ¥

e
7 .

z=1-2y? : ’
dy S (1~z-2y9dz =

z=0

242

B N T 1)

1 .
—_— : z=1-2y2
_\Vz (z——%—zZ——zyzz) dy = ‘/51 (-%-+2y§_2y2)_dy=
_W z=0 -75.
. 1 v \/-_
= (1 2.5 2 3) vz = 4e
- (2 YIEYTEY)| T
V2

En general, si bien graficar el sélido en- el espacio suele presentar dificulta-

des, el célculo de voliimenes puede hacerse representando solamerte el recintode - -
_integracién: Para ello hay que. ubicar primero, con-cuidado,: la funcién integrando, -

eligiéndola-convenientemente para’ que la-proyeccioride la superficle asociada sea
un recinto plano simple.

En algunos casos es indistinto proyectar-la superficie sobre cualquiera:de los - .
* tres planos.coordenados. Ello sucede cuando-existen-funciones positivas:correspon- . -

dientes*a cada par de variables.
Por ejemplo, queremos calcular el volumen del sélido ubicado en el primer octan-

te debajo del plano de ecuacion z = 4 e interior a la superficie cilindrica x2+y2 = 16.
Por geometria elemental, dicho volumen es 16 7.

\

y
- : 4 '
X /
Si proyectamosgs_pbre el planoz=0, es
T pra ( .yb=:\/16-x2
v=ﬂzdxdy=s dxg 4dy = 16 7.
A 0 y=0 . .
Y
4
A
4 X

T
par e



. ) 'é\q‘n‘ \:‘
4 | ‘ el volu- L ogm B
Proyectando sobre el plano y=0, es- Para justificar esta defi mcnc'Jtn ba1sta p(tansir ;nuz'eélrzgrgzrgquaes :xiff:lsmo - - @@
| ‘ ' v n de un paralelepipedo de altura 1, es tambi : A s 7
i el L';%e para u?1 sélido, si la funcion que determina su “techo” esté dada por F{xyy) = 1 - -
é J’J-dedz ,‘ j Vi16—xE dz-167r - RO ] | | o o @0
. . en la expresién " F(x;y) dx dy. B _ _ b ;;
| P . P . B\ :"\:‘:‘
Por otra parte, consideremos un recinto simple D, segin el gréfico siguiente: ::
- o ' A
z ﬁ:
y » |
A/ / ) ) ‘
B4 .
/// o
4T T X

- Finalmente: si:proyectamos:sobrere: planic: s 0+ = *

' =fo(x} b
ﬂ’ dxdy = gb [Sy dy] dx =§ [fz(x)-f1(x)] dx.
D aldy=ty9 J a8 .

Por calculo de area de un recinto mediante integral simple, resuita también:

Q

4 ‘7

. b - . .
A(D) =S [F,x)—f, ()] dx.

Ejemplo 1-
Nota: si F toma: exclusnvamente valores negatlvos sobre un. recmto,

igual que ‘se hIZO .para 4reas‘en: una. vanable {a- sngulente def nicién: *

3

P‘I,ed? darse. : - Galcular, mediante integral doble, el area del tridngulo

‘ » T={(X;Y)'/05y54':‘-g-x/\OS'XS'3}..».,
V(S) = —ﬂ- F(x,y) dxdy si V(x-y) F(X'y) <O. y ‘

Si la funcién-toma: valores posmvos ¥ tambiénivaloresa'negamos;:‘ehtbﬁoeé"és"'
necesario subdividir:el recmto DT ) :

2) ‘Area

"‘&‘ﬁﬁwt\é?ﬁ'ﬂﬁﬂ:“ﬁwk}"‘r

Dado un recmto simple D se deflne

Mmgmw~»~~_ ﬂ

hidy

B

EdRY ml!ka{ ey
3
i
Y
. P>
Q
x
ey
T
ES
[}
)
Q.
<
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Ejemplo 2 ‘

Area del recinto D = {xy)/ x2<y =<1}

y
1
! /f? ey =x
]
1 .
-1 1» X

Por:razones de simetriazres«. . :

A(D)=ZS de d =2S"1—2d = ofx- X
i L 0( x2) dx 2( 3 )

y=x
Analogamente,
1 rx=\y ~1 _
A(D)=S dyS dx=52\/ dy = 2.
-Jo dx=any 0 L3
Ejemplo 3

Area del recinto " D = {(xiy)/4—4x <'y? s 4—x}.-

El recinto esta comprendido entre dos parabolas de eje x.
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EJERCICIOS

1) Calcular, mediante mtegrales dobles, las areas de los sngunentes recintos:

A= {(X;Y)/—z— =x=y}

B= {(x;y)/x2—12$(+31 =y < —x2+6x—5}
C={xyW1-y=x=1ay=x3+1}
D={xy/0=y=slhxax=4}

2) Calcular, m_ediante integral doble, el area del recinto limitado por las curvas

x2
2 = 9%, Y =——.
y Yy 6

3) idem si y<5-x2Ayz=4xax=0.

4) Dibujar-vel recinto, calcular el &rea.y:cambiar: el~orden'~'de-integracién:
A= {(x;Y)/y2+1 =x= 4 B={(xy//0=y=x2-6x+10 A 0 =x =5}

5) Dibujar el recinto, plantear un par de 'integrales $ucesivas y luego cambiar el
orden de integracién para léﬂ F(x:y) dx dy siendo
D

a) D = {(x;y)/x2—8x+y2—-2y+1 =0}
b) D = {(xy)/x2—6x+y2=0AXx=3 A y=<V2xh

G) Dibujar el recinto y calcular- el drea correspondiente, camblando prevnamente
el orden de integracion en las: mtegrales suceswas siguientes: < - .- :

2 x=2-y 5 y=v/Bx—x2
a) S,_dyg 2 & b S de_ o dy.
-6

x= —— -1 0 y=x2—6x
7) Volamenes de los "sig'uientes sélidos: mediante intégrales dbbleé:'
={{xy;z)/z=4-x2—4y2 Ax+y <=1 AXZ0 A y>0}
B ={(xyy;z)/Vxe+y2=z = 4}.
C ={(x yz)/0<z<2 X A 8x=y2.
—{( N2/ Xx=0Ay=0nz=0n x+y+z<1}
={(xy;z)/0< z<2y A x2+y2=36 A x = 3}
H={(xy;2)/0 = x = 1—z2—y?}.,
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- 8) -Calcular el volumen del cuerpo ubicado en-el primer octaiite; limitado" por la$
. sgperﬂcnes cilindricas Z2=x, x2=2z yporlos planos y=0 e y = z+x.

-9) idem, en el primer octante, limitado por x2 = Oy, y+3z=3. -

10) Volumen del sdlido

S ={(xyz)/0=y=9- %x? A X=0 A 20x+4y+5z < 100}. .

11) Caleular el volumen del cuerpo ubicado en el primer octante, limitado por Ia su- -
perficie cilindrica.y = 4-x2 y el plano z=6. . . o : .
Resolverlo de-tres. formas . diferentes,: proyectando-sobre_los tres planos.coor--

- denados.. ' S . . B

12) idem: para:- x:=:y+'z,’i~4z.25-9y2‘:;—'-_-3s;-i -

13) Calcular. el volumen:de cada uno-de los siguientes ‘sélidos: -
A ={(xy2)/ Oz x+2ynatryEa)s i
B ={(xy2)/0 =z =4~y p 4x+3y'= 12 x 20 Ay=0n
C={xy2)/0<z=9-y2n0<y=3-x2nx=0} -
D ='{(X:Y:Z)/xks dy24422 o 0 < x 4 SRS

VL. Integral triple

. Para definir integral triple puede seguirse un esquema totalmente analogo. al
utilizado para integral doble. Deben adaptarse las definiciones a campos escalares
de.tres variables y a recintos de. infegracion tridimensionales. .- -

- Puede-comenzarse-con una funcién- F;tde'_treswarial')!efsj' !ﬂéﬁnida- y.acotada en.

... un conjunto V = [aib] % [cid] x [e;h], osea,enel paralelepipedo recto-rectangulo - -

V.=,’{(x;y;z)/a =x=s=bnanc=y=sdnane=z=h} yllegara integral triple inferior y
superior. - i ' : : o
Si ambas coinciden, fa-funcién es:integrable, segtin Riemann, y resulta: -

..

[U Fixy:z). dx."d.y dz'= [U Fxy:zydxdy dz.= [ ﬂj_F()gy;z‘_)'dx. dy dz.

La condicién:necesaria y suficiente- deintegrabilidad:es:la: misma,".§a:Vi§ta€para~ ‘
- funciones:de una-o:dos-variables: . Co v o :

El célgulo- de una integral triple puede’ eféctuarse mediante'tres integrales sim-
ples sucesivas: ) . . .

| ﬂf vF(‘xmz) iy dz = s 'dxg ' “’.Vj‘f(xa/:z) dz.

o a 7
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La integral triple se extiende a solidos que no son paralelepipedos recto-rectan-
gulos, previa consideracién de conjuntos de volumen nuio en R3. : .

También aqui los cuerpos de integracion son solidos simples de distintos tipos. -

Consideramos, por ejemplo, un cuerpo S, fimitado superiormente por la super-
ficie de ecuacion z = F,(xiy) e inferiormente por z = F,(x:y) con F,y F, continuas.
& esta limitado lateralmente por las superficies cilindricas de ecuaciones y = f (x} e

y= fz(x) y por los planos de ecuaciones x. = a, x=b, Siendo f | y»f2 continuas. -

z =F,(xiy)

z=F,(ky)

ia/ )
yE1,00 M 4/
b/ A AT

S={xyz)/a=x=bn fx)=y=fxa Flxy)=z= Fz(x;y)}.
En este caso, el solido S se proyecta sobre el plano xy seguin el 'r_ecinto D, que
es un recinto simple det tipo 1. ’ S ‘
Para calcular la integral riple,-fijamos .primero.un punto cualquiera (x;y), en el
recinto D, y observamos !a variacion.de z-entre la frontera-inferior y la frontera supe-
rior de S. Luego, el célculo se reduce al de una integral doble sobre el recinto D.
_Sea F.una funcién integrable de tres variables, entonces:-

~ z=Fy(xy) ) 7
m Flx;y;z) dx-dy dz =ﬁ [S © F(xyiz) dZ] dxdy.’
s e D LJz=Fyixy)

~e

L.uego, : ' S - .

i b ry=ialx) z=Fy(xy)
m F{x;y;z) dx dy dz =5 de dy‘s- : F(x;y;z) dz.
s

. a y=14(x) z=F4(xzy) B

La misma situacion se presenta si el sdlido se proyecta en el plano xy segin . - &3 Fﬁ

~un recinto plano del tipo 2. : ' CTE F;
. . 33
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Sélidos similares son aquellos que pueden proyectarse sobre los otros planos

coordenados.

Se entiende que un sélido se proyecla sobre el plano xz. segtn el recinto sim-

ple D, del tipo 1 0 2, si las superficies que lo limitan inferior y superiormente quedan
definidas por y = G ,x2),. y=G 2(x;z), con (x;z)eD, siendo G WY G2 cbntinuas,
Un solido es proyectable sobre el plano yz si las supetficies que’lo limitan infe-
rior y superiormente estan dadas por x = H'1(y;z). X = Hz(y;z), con (y:z)eD, sien-
do D-un recinto simple y H Y H, funciones continuas. A )
El sélido es “triplemente” simple, si es proyectable sabre los tres planos coor-

denados, lo que sucede, por ejemplo, con una esfera.

En otros casos, sera necesario subdividir el sélido de integracion en sélidos de
los tipos indicados. '

_Ejemplo: .

Hallar-la: expresidn'-para-el:calcule “des I=J-0 F(x’;y';zj dxdy dz; 'siendo -

5 = {(xy:2)/3x+2y+62'=6:x X =0 AYZ0Az=0.
: (_Eﬂ%ihtegraljeSL.t_ribteS;%:='com0f'é$=:'obVid;» solamente  puede representarse: el sdlido
de integracion, ya-que una funcién de tres variables no ‘admite representacién geo-
métrica usual.)

El solido-S espkoyectable‘zsobre cuélQuiera"de;Ios.tres planos. coordenados.
Proyectando sobre el plano:xy; es: - L s

«

ny,= {(x;y)/o.s X=2a0=<y s%-}

Para hallar los extremos de las tres integrales sdcesivas, fijamos primero un
punto cualquiera del tridngulo D y observamos que la altura z varia, en el interior
de S, desde el plano z =0 hasta el plano- 3x+2y+6z = 6. A continuacién busca-
mos los extremos de la integral doble calculada sobre el recinto simple ny.
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6-3x x_Y

y= (-2 .
Es I= r dxj- 2 dys 2 Py dz.
0 y=0 z=0

Proyectando sobre el plano xz, resulta:

X

2 Zz=1~ <> y=3~ %x-—az
| =§ de dz‘g . F(x:y:z) dy.
0 z=0 y=0

Finalmente, si proyectamos sobre’el plano zy, obtenemos: -

y 2

3 z=1- 3 x=2— -51-72: :
= S- dyj dzg F(x;y;z) dx.

0 z=0 x=0

Aplicacién geométrica

Para un sélido simple S, se define su volumen de la siguiente manera:

V(S) = m dx dy dz,
S

S

expresion que puede justificarse recordando la interpretacion geométrica de la in-
tegral doble como volumen.

Ejemplo 1

Caicular el volumen de S = _{(x;y;z)/O_s Yy=6aA0=sz=4-x2.

zy - : S

/

y=6 2=4-x2
V(S) ='r de _dyj dz = 64,
-2 y¥D z=0 .

e
—

I
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Este volumen fue calculado, en pag: 241, mediante. uné 'integral doble.
Ejemplo 2 - -
Calcular el volumen.de S.= {(xy';z)/4x2+y2+1 =z=s io}. '

) .Se trata de una parte de paraboloide eliptico, con su interior, ubicado entre el
vértice y el plano de ecuacién z = 10. SRR '

] Por razones de simetria, en este caso, se puede calcular el volumen comrespon-
diente a la cuarta parte del sdlido, ubicada en el primer octante. '

3 px=2Vey? rzet0 . ‘
V(8) = 4S dyS dx g dz

[} x=0 z=4x2+y2+1

. 1 3 . s x=%_ g-yz. . . R | ,_.3 4 7» . - x=-i;_, 'g;yz, N
TV(S) =\ dy . (9-4x2—-y?3dx = (Qx:—é-xLy?x) o dy =

x=0 0

x=0

R & P - W I <
= .E Sa.[gw_-/_9f-—yz.-;,—~-3—(9,—_-y2)‘.,2_.'_;yzx,/g‘.._yz;]_;_-dyi T
9 (/a7Ervars sonL 3. JEEr
vy ( 9-y2+9-arc sen%@) pi— %—I:y(Q—ya). 2‘*T yVo=y2+
) 0 : . ‘ - ..

‘ —_‘2 arc S}eng 0—-—2— -—-Z(g-y2) 2+_,_<y-\ /9—y2+9:arc Sen—3~)

k<]
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8
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Luégo, V(S) = %—— aT.

Todas las definiciones y propiedades demostradas para integrales dobles se
extienden a integrales triples. También pueden extenderse a integrales miltiples de
funciones de n variables, integrables-sobre recintos n-dimensionales.

EJERCICIOS

1) Calcular, mediante integrales triples; los volumenes: sclicitados-en: los -ejercicios
7 a 13 de la seccibén anterior. :

2) Calcular, mediantevinte.gral triple, el volumen.de
S = {(x;y;z)/0 = y =< 16—x2-2%}. -

3) Calcular, mediante integral triple, proyectando sobre el plano z =0, el volumen
del solido S = {(x;y;2)/0=z=10-2x-5y Ay=0 A X= 0). Verificar e! resul-
tado proyectando sobre los otros planos coordenados.

4) idem para S={(xiy;z)/05x_<_2—%z—%y/\yzoAz_>.0}.

5) Volumen de S ={(xy:2)/0=x=<y+Z A z's y2ay=z2.

6) Volumen de S = {(x;y;z)/0 =z =9-x2-8y? x+2y=2Ax=0Ay=0L

RESPUESTAS A EJERCICIOS

CAPITULO 7
Seccion |

1) =162 S.=36 § =2085 5 =31,35 § =2205 5,,=3015"
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® 1) a).—134— b) —1168.
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2)a) 22 b) ~42 o) %n.

1 x=1 o T y=1
3) S dy'g F(xiy) dx.,=1 no BS dx—s. F(x;y) dy.

0 x=0 .. " 0.
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o 2 . =1 1 ‘ =2
Seccién V- 3) a) S dey Fix:y) dy=g dyg' Fix;y) dx
0 x=0 .
1) a) 3:_2_ b).ﬁ, , S e _
BT S Fixy)dy= S dySﬁ ~ Flay)dx

y=0 4] x=y

. . ' 3 Y y=\/2—x2 1 y=\[’z—_x§ 1 X=y
2) : . c) S de -F(x;y) dy +s. rdxj- F(xy) dy = g dyS Fix;y) dx +
’ 1 o 0 x= -y

y= -x y=x

‘ y .. 2 x=v/2-y2
o , 6l y=V36-¢ .' : 1 Ja=ovey?

1006 45 287 15
d)y = ¢ =L f -2
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6) a) v

Seccion .FV
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1) A) % B) 9 C) % D) 4In4-3 204 3

y

4)

10
y = x*-6X+10

5l--—= ' S : b)

e
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SV BT L

d e

~dyls - Feay)dx i
-3 J x=a-\fi5-y2-2y "

8 - y_=1-\/8x'x2 '
S »de“' w o Flay)dy =
y=1_—‘ Bx—x2 :

Ss . sx=4+\/15-y2‘2y .
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8. LA INTEGRAL COMO LIMITE ~

. En-Célculo 1, como ya se ha recordado; la integral definida:simple:fue conside:
rada-como supremo del conjunto de sumas inferiores o infimo-del- de sumas: supe
riores. o

La integral simple puede definirse también valiéndose de la idea de limite, ld
que puede exténderse.a integrales dobles y:tripies.-En algunos casos; en. espec
para aplicaciones fisicas, ello resulta mas intuitivo.

Puede considerarse, utilizando propiedades demostradas para sumas mfenores e
una sucesion creciente y acotada de sumas inferiores que converge a Su supremo,
o sea, a la integral inferior. O, andlogamente, una sucesion. decreciente de sumas
superiores que converge a su infimo, la integral supenor O también sucesiones de
sumas intermedias.

Pero en ningtin caso-se trata de un limite comun sino de una adaptacnon con-
venlente del concepto delimite finito. :

l. La integral sumple como limite

" -Demostraremos; para una funcién mtegrable quela |ntegral puede interpretarse
como limite de una sucesion de sumas cuando la normna de las subdivisiones co-
rrespondientes tiende a cero. (Ver Calculo 1- cap 12.)

€ Teorema

Si f esta acotada y es integrable-segln Riemann' en [ab], 'ehto,nces

SF;—S f <'€). :
) a

Ve > 035(€) > 0 tal que VP (||P|| <5=

Demostracion

b : !
Por ser f integrable, S es el infimo del conjunto de sumas superiores. Por
a B
lo tanto, por propiedad del infimo de un conjunto:
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Ve>03P.SP,<Sf+3 (1).

La expresion anterior suele considerarse como un limite convencional, es decir:

a

: ‘ e
im S = ¥ = Ve >035(¢)>0VP: ([|PH <8= S —-\fl< e).
Pimo P ). P).

PRTRR R RN

Sea P’ una subdivision con n submtervalos y h la menor entre las longitudes de

@@@ o @ D D B-D-

dichos subintervaios. v
Elegimos "ahora & menor que el minimo entre h y

6 :An , donde M es un
ndmero positivo tal que Vx: (xefab] = [f(x)] < M).

Siendo P una subdivisién cualquiera, cuya norma es menor que §, probaremos
con ella la tesis..

Si comparamos las subdxvusmnes PyP, los intervalos de P se pueden separar
en dos-tipos:.
1) tienen-en’su interior-un: punto-de:P* (no pueden tener.dos, porque incluirian
_un intervalo:de: pi: ‘cuya-longitud-es: mayor) R
"' 2)"no tienen-Ringun- punto.de:P':

Consideramos P’" como-refi namiento- comitn:a-Py P". Resulta- S = § T (2).

Queremos hallar. ‘ahora-:S. — S..:

En esta resta; los-términos: que. corresponden a intervalos del-tipo-2, se- cance- -

lan-: mutuamente?porque aparecenien<ambasisumas:-Ahora:: bien, en S y S
puede haber sumandos diferentes, que corresponden a subintervaios del tipo 1.

En S puede haber n sumandos que no se cancelan pues hay, a lo sumo, n in-
tervalos con puntos de P’. En S ., €s0s n términos han sido reemplazados, a lo
sumo cada uno -por dos. Luego, en S - SP,, quedan, a lo sumo, n+2n=3n
terrmnos que no se cancelaron.

Debe tenerse en cuenta, sin embargo, que de ninguna forma se trata de un Ii-
mite comun. La variable considerada en dicho limite es fa norma de cada subdivi--

sién, pero las sumas SP no son funciones de la norma puesto que, para cada nor-

ma ||P|| hay infinitas subdivisiones del intervalo [a:b] y, por lo tanto, infinitas sumas
que corresponden a cada una de ellas.

De forma analoga se puede demostrar, si f esta acotada.y-es integrable.en [a;b]: -

<e)

Ve > 035(€) > OVP: (HPII <s5=

b
_s_~Sf
P a

b
Esto se interpreta: lim S =S f.

Pp—0o P ],

Lo mismo sucede si, en lugar de’elegir sumas superiores a inferiores, se con-
sideran sumas intermedias. En estas sumas intermedias se reemplaza el supremo

-0 el infimo, segun el caso, por valores intermedios cualesquiera que alcanza la fun-

cion en cada intervalo de la subdivision P.

@ @

Lk
‘Cualquiera de ellos es del tipo M(x—x,_ ) donde M es el supremo de f en — &
[x;_ %] _ Resulta VP:§ <8,=§, E
S Para todos ellos se venflca M(x—x._)=Ms. _ 0
. 2\3 Luego l._ N S , < 3nM8 Habiendo demostrado: Eg
. g \\E
g ‘ R : N _ b - b 3
Como 5<'.__€__, _ - € “Ve>036>0: 0=<8S —Sf<e/\055f—§ < € st ||P|| <8,
s resulta E S , < 3nM 6nM > v : P a P
Como P" es mas fina que P, es _S_P;,s §'P, .
- L 0=<8§.-8§ =18 3 € ‘ . . re r=y >
i’) : uego, 0=S;-§,. = ISP - S’é"l <5 @)- o ; es - . 5 f-e<S =8, <S f+e
o ’ - P
Rt . b : a a
b -bien- - S .(c _& : € € . =
\ Ahora_:bien; S S (SP v SP,,) = SP, .+,(‘SP - SP,-,) <§ f+ 5 + > SR . ,
B por (1), (2) y (3). ' ' ) ' 1 I e = _(°
;:; ' . ) 7 X y también S f-—e<§PSSPSSp <]\ f+e.
(>‘. _ b _ b a a
S O sea, Sp<gf+e_=~ 0=S, ——Sf<e.
» -8 a b
— (r B O sea, Ve > 035> OVP (HP]|<6=>S-‘f<e)
Por Io tanto, Ve > 035 > 0: ([]P]] <&= Sp—s fi< e). "l
a
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Es

Py~ 0 .

subdivision P.

‘Puede probarse también, dada la definicién anterior de lim S, que la condi-

.- . y . . . : ) :EP“ ~0
cion necesaria y suficiente para. que una funcién definida y acotada-en [a;b] sea in-
tegrable, es que exista dicho limite, o sea: S v

lim SP=A donde A=\f -
1Pl — 0 R L

. La propiedad: anterior simplifica- notablemente’su.demostracion 'si en lugar.de - - Lo

- considerarse:una-funcidn-acotadar e integrable; sestrata:de: una funcich:contintia: = -+ °

Teorema.

- Si-f. es:continuaren:fa;b]; entoncess: Vie>/035(€)> 0% tal que; para toda sub=- + -

<¢).

dvision P: ([IP] < 5 -

— [
Spfs f
a

Por la continuidad uniforme de f en [ab], -

Demostracion

Ve > 035>0 tal que Vx,Vx, (|x1—x2| <8 = [fx)~fxy)i < be ' ) .

Sea P una subdivisién cuya norma es menor.que 8. - .- -
. - Por el teorema del valor medio del célculo integral (Calculo 1 - cap. 12), en

.. .«cada subintervalo: [x;z%.]- de'la subdivision P.existerce(x. %) tal‘quer .-

Xj-1 . |

' j I fle)x—x ) (2.

. L SH - S B
Por otra: parte,. segtin:la: propiedad: aditiva;- Sf=2 S‘ L

a i=",~"i 1

y -también; segtin=(2): ESI 'ff=-=i‘f(c-i)(x«i“—x§ o
, . N B

) i=1 ) 7
Luego,
— (b n n . , |
SP‘S! B -EMs‘?fi-xi~1‘->iv-_'§f(cixxi—xisﬁ';=j R
264 ‘ ' '

-y por lo_:tanto [ S,;:S f, donde SP-es-una suma cualquiera-asociada a-la + .

et

24

c57
7
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@

(xi—xM). )

= ‘ En:[Mi—f(ci)](xi—)_(id)\s 21
T ' A=

Gomo M, méximo de'f en [x,
uniforme, segun (1), es

M~fe)

x], esun valordela funcion, poria gontinuidad. - @
1 d - h kS ‘ ‘

Y

L

W
2 » 2" ’ R
n. R E . 3
—X.. = ,E \:“:‘;
Mi—f(ci)\(xi—xi-—1) < ba “ 0=%,.,) " \\

=1 : ,

R

y se verifica la tesis.

T

s i - Maximo: minimo m. ,0- por. un valor -
-‘Obsérvese -que si-se-sustituye eImaxnmo.Mi pqn,el mufumoﬁ;I v ;é ﬁua]quier-
“cualquiera fla). 12 demostracién es-la misma.y;Iapropled,ad—_se;,v‘e_r _1caP a.cuBiaul
tipo de suma. i ‘ o .

P " Queda demostrado, entonces, si f-es continua - .

: . b
. - - SN oy . f. -
im S_=lm S =lm. S, S o
Pieo P pl—o -0 ),
) . Ty s . .“:“' .y en_
Segun ya se ha indicado, ia integral detinida como hmlt.;a sepr:)l:l;z; agre;?;lrr;\les
icaci isi jmétricas. Esa idea permite a| “integrales,
te para aplicaciones fisicas y geo 2 ; ot v
i i inuas, mediante un numero Tini aC
en particular las de funciones contlnu' o ero fi ficact-
nespy adiciones. La aproximacion sera mejor para una subc_jlwspn de norma s

temente pequefa.
£n la practica es conve

lares”. ) - _ s
En toda sucesion de subdivisiones regulares”, si el ndmero dte_e ﬁirv;g :e _
subdivisiones tiende a infinito, entonces la norma de las mismas tiende .

" ; por. €] , de la
.- Sucesiones de subdivisiones “regulares ‘pueden obtenerse; por ejemplo
siguiente manera: . .

: . . TP . _
niente- considerar sucesiones de subdivisiones “regu

A —%b I O - .‘
a(b;a . Pa—[a'a+ 2 ' g
a7 7, b : n. — : :,-.»_‘_ 8
at b4al a+3 4a P ={a‘a+ b-a a+2 b—a ;a+3--b ’b} e |
v s ; o .

P =|aa+ a+(2"“—1)—"‘b— ' J !
g N on-1 @ :
265 &
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(P)=(P;P 2P 4P ..) es una sucesidn de subdivisiones “regulares™ cuya norma
tiende a cero.

b—é b-a b-a
En efecto, [IP || = b-ajlP || = APl = = IIP =

2 o
Si n—s =, entonces [P || — 0 pues lim IP ]l = tim b-a =0.
) n . n—x ﬂ. n—= 2n-1 .
Lo b
Por lo tanto, puede calcularses. f=lim (SP )
. N x n
a

_ Obsérvese'r"que’«no‘ siempre” n-»>.x :--||P‘n” 0.

o Por{ejgmplcn;’dpnsideremos‘-*‘eli-; inteirvéIOﬁ-‘[a';b]é“yrf_unz punto-a - interior-al mismmio: - -
" [ab] ='[a-;a~1]—.U‘[ai;b].-* B ”

S a a, b

EFndmero‘de ‘subintervalos-en‘subdivisiones: sucesivas puede tender a infinito,
manteniéndose fijo el intervalo [aja 1] y considerandose Una sucesién de subdivisio- -
nes “regulares” de [a ,bl . .

En este caso, n — = no implica que la norma de las subdivisiones de [a:b] tien-
da a cero. S .

Por eso, si se desea utilizar este tipo de limites para calcular una integral defi-
nida, conviene elegir;;:como ya se ha dicho, sucesiones de subdivisiones “regulares”,
es decir, aquellas en.que si n— = entonces ”Pn” -0

Ejemplo 1
Cak_:ular‘, ppr_limite‘,'s X.

Consideremos una sucesién (P,) de subdivisiones “regulares” del intervalo [0;3]
con.P = [O; 2; 2—3—;» 32;..-.;3]. :
" n n'“n'%n
- " Comofes estrictamente créciente, para-fas sumas superiores utilizamos el-valor
de f.en el.extremo:final:de cada subintervalo: =~

y
=
B !
21 :
I 4

1 oy

1 ) '

] ] L
0 1 2 3 X
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.Por ejemplo, para P, = [0;1:2:3]

S =1{(1)-1+H2) - 1+(3) - 1.
P3

En general,

-g if(ﬁa).§.= < _i-3 ._.3_= 9 S i= 8 n(n;-ﬂ pues
Pl‘l - P v n n =1 n 113 nZ 11 nZv
. n{n+1)
i=1 2
= 9 7n2+n
Luego, S, =—— 3

o tanto, | x=lim —¥en__ 9
- nto, X = ——= .
Por lo ta X T e 3

Verificando, segtin regla de Barrow, es:

Ejemplo 2

, LRI S n(n+1)(2n+1)

- Calcular por limite, sz sabiendo que '2| =%
. . o} 3 1=

Utilizamos también eﬁ este caso, por éimplicidad. sumas superiores, ya que.la

funcidn es estrictamente creciente en-[0;1].

n -

OB EMORS

1.2 . s
Para Pn—[o,—ﬁ—,;n ....,1] es Sg.

«

1 S 1 nnnen) _ 2nd+3n2+4n
=3 — 3 = - = .
T 4 7 pz N nd & n3 8 6n3
-
1 2 i 2n3+3n2+n 1
LA x2=lm ——— =
Luego ; N — 3
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En efecto; ‘(‘x"‘ =X
0 ]

EJERCICIOS

1) Calcular por limite, S—"L A

o

- n2(n+1)2 o
2) Sabiendo::que =-—~—,(——4—,)—:halla'r.~.:pon:f-lifnité
* 3) Sabiendo que:Y. it= 6riS+15n4+10n2—n-. . I
3 S do- 4 — 50 ,I._ca!cular;_:fporvlimite; j- x4
. 0

3

-4) Calcular, por limite, S' (x+x2).

1]

5) Expresar-la integral como limite. de una suma para F\/X—

o .

IL -Integral doble y triple como limite
Tanto la integral doble como ia triple phede‘ri"déﬁhiiéé'taﬁibiéﬁ"fﬁéd’ié&éﬁl'aiita;ea o

?n?télfggre;l]l:mstlmos,. igual que para la integral simple, que en ningtin caso es un |- -
» pues, si bien puede hablarse de uri limite cuando la norma de las subdi-

-visiones tiende a cero;-el resultad i hdi 2 fol
vl ) 0-es indepen ' - : -
- .las subdivisiones. . C o P .dl_en e de Ia fqrmg ©n que se efectian

sea giﬁ;éﬂgzii\f;ggfﬂfdedpsiinriab_les»;a-.'definida'yi?acotédae:eri:unr rectangulo:R'y.

Sk -cualquiera-debrecténgulo: En cadarsubrectangulo R -eleginios

un valor cualquiera-que:toma:F-en 8l:x:F(a;8)- con:(a;B)eR:: EI- ngulo'R; elegimos - -

de ser el. maximo=o-el-minimo;. si-exis i )= con: (er;B)eR: Elvalor-F(a;B): pue- -
- imo:0-el-minimo;- si-exister;-de-F-en el's NSRRI L

el supremo, o un.valor intermedio cualquiera:* . _Aubrectangmo, 0 el infimo o
Formamos la suma: o e

:SP(F): 2 2 F(ai;Bi)(x‘.l—xi_ 1)(y,—y]_1)

i=1" j=1

tangulo sino un recinto: con frontera de drea nula. . -

£

2,

Z]
AELIEL
i

3
&
27
g2

&
s

Definimos: I:m1 SP(F) = A siy solo si para todo € >0 existe 5 > 0 tal que
. - S Pl—0 . , ST A
VP: (Pl <8= |ASP(F)—A| < €).

El numero real A es independiente de las subdivisiones y de los valores elegi- T
dos para la funcién F. Por ello, afirmamos una vez mas, que no se trata de un limite B
comun. El nimero A coincide con la integral doble definida como extremo del con-
junto de sumas inferiores, o superiores, 0 intermedias: L.a demostracion es analoga
a la efectuada para la integral simple como limite, su: tituyendo intervalos en la recta
por rectangulos en el plano, funcion escalar por campo escalar-de dos variables, et~

cétera.
O sea, lim = S,(F) ~=E;F(x;y)-dxdy-.
- “P""’o R B ) .

La definicién se extiende al caso-en que el recinto de integracion .no es un rec-" .. . ’
gral-doble .como limite, puede fr:
ores-o'superiores 0 intermedias;=. .
alquier red de curvas de érea -

Para generalizar-ain mas la.definicion.de: integr
tarse en forma similar toda la teoria para sumas inferi
subdividiendo el recinto de integracion mediante cu

nula o bien, asociadas a funciones continuas. o
Por ejemplo, el conjunto de “superficies elementales”, indicado en el gréfico si-+

guiente, es una “subdivision curvilinea” del recinto simple D, en n recintos
D, (= 1,2,3,...n). ' k

T

)

i

St

ey
AR

7
ENDR
A

Norma de esta subdivision curvilinea P es-el namero Pl méximo.entre_los-djé; L

metros de los conjuntos acotados D, » : L
Por propiedades elementales de area, es , :

area D= 2 area Di.

i=1
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Por similitud con definiciones anteriores:

- drea D=1im = (drea D) =g dx dy.
D

IPlt—o0 =5
También, si F es un campo escalar integrable sobre D, es
- - . - n .
‘ j Foxy)dxdy =1im > Fla:8) area D,
- b Pl—o i U !
- donde ("‘.‘;Bi)' es un-punte cualquiera.perteneciente:al.stbrecinto D-i..- :
Un esquema similar puede_.jesbdzarse:-'tambié‘n:}para--imegrales trip_leé;»“cons'idef-u -
rando: “subdivision curvilinea!-una:subdivision dé un ‘s0lido-simple:mediante super- .
ficies:cilindricas:de-volumen-nulo. SRR ' o R

8i:P es-cualquiersubdivisio curvilinea:del-sdlido: sifnpleé-Sfy"F esiuna funcién=
de tres:variablésyintegrable:en-Sjentonces. ™.~ :

m F(x;y:z) dx dy dz = lim EF(di;B;;yi)-volumen S,
JUv :

P~ 0 127

+  Esta generalizacion de las definiciones de integral doble vy triple como limite
para subdivisiones.curvilineas de recintos y sélidos, permite aplicaciones inmediatas,
tanto geométricas como fisicas, y también permite efectuar cambios convenientes
de variables en el célculo de algunas integrales.

.III. ,"_Canibio de variables

En ocasiones, el célculo de integrales se simplifica, como ya se ha visto en
Célculo 1, mediante un cambio de variables..

En integracidn-simple se utilizé la f6rmula .

b d=g(b) - : o
S. f(x).dx =§, flg(]g’ (t) dt para: la sustitucion: x = g(t).

a c=g(a)

La férmula. no es tan:sencilla si.se efectian sustituciones en-integrales dobles o
triples pues, al tratarse defunciones de dos o tres variables, respectivamente, inter-
vienen las derivadas parciales, que son varias. - :

En lugar de introducir en el integrando la nueva variable y multiplicar por su de-
rivada, en los casos que veremos, ademas de Ja sustitucion, debe introducirse como .
factor el valor absoluto del jacobiano de la transformacion elegida, que es el deter-

minante de las derivadas parciales respecto de las nuevas variables que intervienen.

270

O sea, dada | =ﬁ “F{x;y) dx dy si x= H{u:v) A Y = M(uv),
{ . o |

e IH H
I = G(uv) M| du dv donde J = i
° .go | Moo

y D es el recinto ny en las nuevas coordenadas.
uv

La demostracion de esta formula no es simple porque exigf la teoria de trans-
formaciones fineales. Aqui consideraremos solamente casos par” 4ol toorema de
tracion para dos variables se vera mas adelante como aplicacion del te

Green (pag. 341).

1) Integral doble en coordenadas’ polares

-Séa F una funcién de dos variables, integrable sobre un trapecio cwcudlar !?;So;;
sideramos una subdivision del.recinto-mediante semirrectas: trazadas desde e! orig

. . . . . . . _' . N 44 ra : 13 B
y arcos de circunferencias concentricas‘en ‘el origen; como ‘se presenta en la figu

siguiente.

. Esta subdivisién corresponde a-un sistema de 'coordenadas pola.xres.,—-'
Buscamos, en primer lugar, el area del subrecinto D.. .

n

¥
S
3
2
i
f\}
o



B L e :\\‘:
=1 Toeew = E9 ubuapeCi) CIFCLISAr GUe: puede qonsiderérse diferencia entre -
sectores circulares: ' : ' S e

oy
(St N

. ‘ - Tipo 1
drea ABCD = drea ODC — drea OAB. _ - g0

Si consideramos  dt = At = t-t,dr=Ar= L pbr férmulas de georﬁetﬁé
elemental, es: : - : ST

. i 1 1 : '
area ABCD = > rg At — ? rZAt= E,(rg. - rf)At =

r2+r1.

S o
= > (r2+r1)(r2—r1)At'-“=

: r,+r . ) T
Tomando: — .=, resulta drea- ABCD'='4fea D, = rdrdt. -

. .. SR n © = (- =t AgM=T=g®
Luego, segun'la seccion anterior; es* - - - En este.caso, es D ={rt)/t, st<t? A 91()1 t tz | extremo. del radio
: : - S Al fijar un éngulo cualquiera t =1, ubicado entre }123,?}-=9‘(t),~-f'?'9 ® -
- e ' T vector correspondiente varia entre las curvas.de-ecuaciones = g,(t) 2
area: D= |} - dxdy =1} seordedtocc oL - : ’ ' : :

N 4 oMb o , Resulta

. v t :

donde D, es el recinto D, dado en coordenadas-cartesianas, considerado ‘ahora en
coordenadas polares. ’

Andlogamente, resulta : . go

' 'g F(xy) dxdy =ﬁ G(r;t) rdr dt, donde Tipo 2
D, . D, _ »

G'(r.it) = F(rcostr sen't), ya que las férmulas de pasaje a coordenadas polares son
X=rcostay=rsent = L : .

r=gs(t)

. N S 12 ‘ ’
Flxy) dx dy = ﬁ G(ri) r dr dt =S dt-\' G(rit) rdr.

’ D vy Jr=gq) :
xy n

+ = Para verificar la fd,r,m,ula»pbtenida-.geom‘étricarﬁénte, Apoder;nos:cal(:ﬂla'r_élyjaco-: B
- biano de la transformacion. : ; :

X x| |cost  -rsent
J = 3 =1 - =.T c052t+ l’.Senzt =7 - o
y; yt’ : ‘sen:t." -}l"C’OSt» e 7 )

© Es decir, tal como -:habl'amos‘-‘éhticipado;:é‘n:'él ‘integrando-aparece; como factor,
el.valor absoluto del jacobiano. de- la’ transformacion:elegida; .~ - -

El pasaje:a :.coordeha_das:polaress-es:i-parﬁcuIarmente‘ conveniente si lo§ récintos:
« de integracién-’-son‘z‘cir‘culos-’centradds;-‘eh‘ el-origen:: . - :

D ={{rt/r, =r= r, A (0 =t=< fz(r)}.

Recintos simples encoordenadas polares

' : o esp ndiente W
Al fifar un radio vector cualquiera 1= r entrer, yr, el angulo cprrespo . @ N

Ty O
& R

También en coordenadas: polares utilizamos recintos simples de dos tipos dife- i ’ t=1(n): . oo
rentes. : - ' ) . varia entre las curvas de ecuaciones t=1 t= [ o A
S ' 213 @8
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Luego,

} . ot L pr=fal)
g F(x;y) dx dy =ﬁ G(rf)rdrdt= S r drS 2_ G(rit) dt.
D . Dp : ry t=t4(r)

xy

Ejemplo 1

Calcul.ar en coordenadas polares el drea de un circulo de radio 3.

Ejemplo 2

Calcular en coordenadas polares el volumen de una esfera de radio 5.

o =0 o .

R 5 {=T . ) - ,.- X .

. 5 2 R -

V.= BS ‘r drg A/25—r2dt =4 ,H_S_ - 25"_1;2 'dr - 500 .
) a4 . 3 "

Ejemplo 3

Calcular en coordenadas polares el érea del recinto
D = {(xy)/0=y=xn Bx=x2+y?= 12}

274

x2-12x+y? =0

3 6 12 X

Se trata de un recinto del tipo 1 y debemos hallar las ecuaciones de su frontera

en coordenadas polares. .
Para la circunferencia de ecuacion:

‘lo tanto, r=12cost ,
Andlogamente; para la otra ecuacion, - .
r2—6r cost=0 = r=6c¢cost

x2+y2—12x = 0 es r2—12rcost =-0-y. por

x2+y2—6x =0 =

kol

. - % r=12cost _} "'2 r=12cost - 3
Luego, A=) dt rdr= (_r__)\ gt =27\ (1+ cos2t)dt=
0 r=6cost o 2 r=6cost 1]
at\[* '
sen 4 kL 27
=27(t+——-) =27 X + =
_ 2 /|, 472
Ejemplo 4

Calcular en coordenadas polares el area del rectangulo -

R={xy)/0=x=3ar-1=Yy= 1}
este ejercicio solamente interesa como prac- .
de la frontera de un recinto en coordenadas

El resultado, como es obvio, es 6y
tica para el célculo de las ecuaciones

polares.

Por razones de simetria, el area del triangulo sombreado es la cuarta parte del
area del rectangulo. :

Para cubrir este triangulo, e ecuacion

el -angulo t varia entre el eje de abscisas d
275

AN T

S (BT A Ptebe e ] S0 5

AT Ty ot et d 3

P S P It

AT AR

2
v 3

N




120y Ia ipotonusa, de ecuacion t = arctg ’:_17 El radio vector varia desde &,

origen hasta la recta x = 3, cuya ecuacion en polares es rcos t=3, o sea,
- . o R _ )

arc(g-a— r=3 sect
Luego, A= 4S dt& rdr=6.
o -

2) Integral triple en:coordenadas..cill’nqricasﬁe'f-v e Sl

 Para calcular una integral triple: sot e».L_jnicilindro'.s'e': uede consid s
divisiéh‘f‘dél;-tmismo'-z'me'di‘a'nte:sceordenédég:~¢i|rnaﬁ§as-;(pég:»-5-4);..,: .

Siendo:. x-='r.cos tiny =Tsent'n z=z; eljacobiano de latransformacion es:

e cost.. —rsemt 0

,r t Sz : ;
J= y; Yo Yyl=|sent - rcost 0)=r.
Z .7z 0 0o 1
4 t 2 .

Luego, ﬂ} . F(xy:z) dx dy dz =j.ﬂ G(rit;z) rdrdt dz.
-, ‘Para justificar la férmula anterior, consideramos el volumen del sélido elemental
para cualquier subdivisién de.un cilindro S;segﬁnsé_lidosﬁS; dados en coordenadas

. cilindricas. ‘ D : cosen nadas

- volumen S, =4rea D.Az.

276

~ Ejemplo

» icas o volu s radio a
" Calcular en coordenadas cilindricas el volumen de una esfera de

ks

= =/a2-r2 i r=a ) a4 '3

- r= z ! . 2 — _4 .
rdrdtdz =8\ dt ardrS_. _ 'dz=BS dtS n/a2—r2dr 3 7@

Y ='8 js 0 r=0: z=0 ’ ] r=0 ‘

3) Integral triple en coordenadas esféricas . 3 u

Las formulas de pasaje son: . S
X=psengcostay=psenpsent A z=pcCoSy (pag. 56).

- Luego, .

|senpcost: pcospcost —psenpsent

[ L4 . e, @
— |y ' y | =|sengsent pcosesent -p-senecost p2sene
J=1y Yy W|” ' )
z' z z | cos ¢ —-pseny
[ ® t i

Por lo tanto, J| = p? sen g pues 0 < ¢ =< m.

{ F(x;y;z) dxdy dz = m G(p,p.t) p? sen ¢ dpdp dt.
S Js .
R ] . pot . | .
3 ivisio la esfera S.
Para justificar la formula anterior, consideramos du:sa :SL;Z?II(\:I;SSIOH dela _
" mediante sdlidos elementales S, dados en coordenadas. . B
| o ‘ 277

" 'S =rdrdtdz. - : o
Como ya se vio, area D, = rdr dt. Luego, volumen 'S, _ | - @ )
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El volumen:del sélido elemérital:puede darse ‘aproximadamente como eI produc- v
RN (s K de las-longitudes de:las: anstas-curwllneas AD: AC y:la‘atista-AB. - -

Geometncamente es:
‘ongitud AB = Ap = dp A longitud AD = pAyp = pde A
A longitud AC = p sen ¢ At = p sen o dt.
Luego, volumen S, = p2sen ¢ dp dpdt.

Ejefr’zplo :

Calcular en coordenadas esféricas el volumen de una esfera de radio a.

EJERCICIOS

4 y=v/16-x%
da 2 2
1) Dibujar el recinto y caleular en coordenadas polares S de , \/x +y2 dy.
o ; 0 o
6 y= 6x-x2 2' » ‘
2) idem para S dxg (x2+y?) dy.
o y=0

3) Calcular en coordenadas v-polaresg‘ {3—x2—2y?) dx dy - siendo
' D

D = {{xyy/x2+y2 = 1}
4) idem para S-g Vx2+y2 dx ciy siendo T el triangulo de vértices (0;0, (1:0)y (1;1).
‘ T . -
5) Calcular en coordenadas polares el area de D={xyVX=2nalyl=3}k

6) Calcular en coordenadas polares ﬁ'ydx dy siendo
v D
D= {xy)/0=y=+vVax—x2. -

5 x=v/25-y2 ” 2
7) Calcular en coordenadas polares S dyS ex?+y? dx.
-5

x= —\/2.‘3—y2

8) idem para ﬂ ex®+? dxdy siendo D ={(xy)/1 = x2+y2 =8}
D -

9) idefn para gg (2x+y) dx dy siendo D= {(xy)y/x2+y2=4ax=0n y.; o}
D

10) Calcular en coordenadas cilindricas q.g x2y2 dx dy dz siendo
S = {(xyz)/x2+y2 =1 A 0=z = x2+y?h
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11) Calcular en coordenadas cilindricas el volumende S =V{(x;y;2)1x2-lr-'y2_s z=<ah:

12)" Calcular en coordenadas cilindricas ef volumen del sélido lirhitadq superiormente

por el paraboloide z = 4—-x2-y2 - g inferiormente por el plano z = 0.

2 y=V2x-x2 pz=3
dxg S dyS ZVx23y2 gz,
. T ,

13) Calcular en coordenadas cilindricas S
. b4

0 .y

~14) Calcular en coordenadas esféricas el volumen de un cono de altura 10 y ampli-

- .
tud 5

15) .idem paraiel.sélidp-%li'rnitadd‘superiorménteipc;r la superficie esférica X2+y2422 =
=-4- e+ inferiormente:- por-:%el»r“c'onov:dev*amplitud@:Z ; vértice en-el origen-y ejerz.

) c 2. y= _4‘—-7:2 7 z=\/4_—:2—'7
16)- Calcular ‘en 1coordenadas‘r;-~esfér‘ic'as:f:gf‘- *dx‘.-S=.. qu (x2+y?) dz..

o y=’~—\/4-x2 .

z=0

IV. Area de una superficie en R3

Por una extension de las ideas aplicadas en la secci6n anterior, puede calcutar-
se el drea de la superficie S asociada a un campo escalar F de dos variables, dife-
renciable, donde la superficie se [proyecta segiin un recinto plano simple.D.

Para_ello, consideramos una subdivision de la superficie mediante una red cur-
vilinea de coordenadas y-aproximamos el érea decada superficie S; con el area de
la’parte del plano tangente en un punto cualquiera de la misma, limitada por las al-
turas trazadas en los puntos de la frontera deS. " ' ' »

X

'El &rea de cada.una.de las supérﬁ_cies planas, sobre los 'pléhdstahg’eh’tes,’puede

calcularse mediante la siguiente férmula de geometria elemental: :
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Si proyectamos. sobre el plano xy, .el;éngz.’glo;y es eI sne. >
mal a la superficie S, en el punto de tangencia, con &! €|e z.. E

1 angulo riz que forma la nor-

area D,

 con 1 drea T, = —
Si cos riz #0, entonces area T, lcos riz|

iante: ma de las
- Aproximamos, entonces, el area.de la superficie S m;adsuante la su 1a de Iz
areas de los recintos considerados sobre los planos-tangentes. v

A n area D, _ﬂ 1 dx dy.”
Luego, area S = l:Pnl‘l',"’ < lcosrizl . Jp leosnzl .

Podemos relacionar: cos niz con las 'Qerlvad -
recordemos la ecuacion de la rect:a .normal- a.-una Supe o )
Si F esta dada en forma explicita. por fa expresion - (ay)

normal en P = (xo;yo;zo) es:

X% _ Yo % (ag.132).
FlXYo) FlxgYo) -1
- Luego, lo§ cosenos directores de la normél son p
Fi(Xg¥o) Fyxg¥g) ¥ —1-
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as 'del campo- escalar-F. Para ellio, -
rficie en un punto-de{a misma...
la ecuacion de la :

roporcionales a los nimeros;

B

T
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-0 sea,
cosrix _ _ ©os ny _ _cos n‘.zk
LA FlXYo) - -1
Elevando al cuadrado:
cos2rix  _ ‘ cos? iy .COS2 nz
Fiigy)?  [Fxgy? .

Por propiedades de:las:razones.numericas,:es:; .- -

OS2 riX + C0S? Y. +cos2 iz - cosZriz.: '
1y 2»‘ i 2. - ’ 1 e
[Filxgy ) _+‘[Fy,(x°wo)]. +1.

VERNIEF Ry P +17

Luego;:.. lco's:h“z'l;:':;—:-i: '

La férmulé, entonces, para calcular el area de una superficie S, definida, en las
condiciones indicadas, por la funcién F tal que z = F(xyy), es:

area S =Sj'_\/[7=;(xy)]2 + [F"!(i;y)]2 + 1dx 'dy, siendo D la proyeccién de
. 5. :

la superficie S sobr:.é el plano xy.

Analogamente, si la superficie S esta asociada a una funcién G de dos variables,
definida implicitamente por la expresién: F(xy;z) =0, la ecuacion de fa normal en
Py=(xg¥g2y) €s: o e T

X=Xg Y7V, 27%,
F(P) ~ FP)  FP)
Luego, ) , o '
“cos:rix = cosry. . . cos riz e
FPy)  FP) - FiPY

Por procedimientos:analogos: a;los':realizadds-paiai la exbres'iéh -explicita, queda-

) sOEE
VIFPJE + [FPJF + [FP)F

lcos niz|

. e VIFixy2)R + [F (xy2) ] + [Flxy2)P
Por lo tanto, &rea S =g L y dx dy
o D IFr(xy:z)]
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siendo z = G(x;y) y D la proyeccion de S sobre el plano xy.

Ejemplo 1

Calcular el area de una superficie esférica de radia a.
La superficie esférica puede asociarse a una funcion definida implicitamente por

la ecuacién x2+y2+z2-a2=0.

F.ixyz) = 2x A F;(x;y;z) =2y A Fi(xyz) =22

|2z]

N Ax2+Aye+az?2 . .
area S=8§S AxiidyPraz dxdy =8 %dx dy =
D D

1 -
- =gal| ————dxdy.
ﬂo Vai—xt-y?

En coordenadas polares:

area S SaS?rdrS&% LI 4.7ra Sa = dr = 4ma?
rea S = e al = ar = .
; ) s

Ejemplo 2

- Area del trapecio ubicado en el plano de ecuacién x+y+z =6, en el primer

octante, si_endo D=sz=<2
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ConsideramoszI‘a;-superﬁ'cieaaspciada a:f.'F(x';y)-v:':’sf_'-,g_—.y»,:.' e

rea: s=f ;VEF;(x:y)]?su(Fr(xm:]é»;',v.:.g;sjgy;,_ e

Flay) = =1 A Fi(xy) = _1

drea S ﬂ-\/_dxdy \/_ﬂdxdy

Para calcular la: inte_gfalédoblée sobré‘el recinto D;: detiemos subdividirio. - -

y=0

drea: S=\/§U4dx Sy=6_x’<1>'+s6 de.FG—x dayl=
. : L/ _Y=4-x" - Ja » )
L . 4 . [ . . -s .
=3 H dx~+S.«(s—x)-de =3 [a+ (Sx - _"2_) l ] 2
» °o e 2 /1,
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- =8V3+2V3=10V3

EJERCICIOS - T E o

1) Calcular el drea de S = {(xyy;z)/x2+y2+22 =36 A 0=x=3 Py x2+4y? < 36}

2) Area de la superficie reoortada en la superficie esférica x2+y2+z2=4 porla .
superficie cilindrica x2+y2 = ; .

3) Calcular en coordenadas polares el area del paraboloide de ecuacion z = x2+y2
conl< x<1AZ<L 1.

) 4) Area de la superficie c:hndnca x2+y2 = 4 en el pnmer octante entre’-z =0,

z+y = 3.

5) Areade S = {(x;y;z)/6x+4y+82 =24 A x=0.A0=y=2 220}

V. Aplicaciones fisicas

Las integrales dobles y triples tienen importantes aplicaciones fisicas. Permiten
determinar, por ejemplo, masa, momenito estatico o de inercia, coordenadas del cen-
tro de masa, etc., para laminas o sélidos, respectivamente.- '

Consideremos, en primer lugar, una ldmina plana delgada que tiene la forma
de un recinto simple D. Suponemos que la materia esta distribuida en la 1&mina con
una densidad superficial p.

--Si la densidad es constante, porque la lamiria esta “construida con matenal ho-
mogéneo, la masa de la lamina es proporcxonal al érea de su superf c:e y se define
como el producto de la densidad por el area, es decir,

Masa = pareaD = pJ‘J' dx dy.
D

Si, en cambio, la densidad es variable y viene dada por. una funcién no negati-

- va y continua de dos variables;.el valor: p(x;y) cambia:con-cadapunto (x;y) y repre-
.senta la masa por unidad de superficie. En este .caso, la masa-total de la lamina

puede aproximarse considerando una subdivision cualquiera del-recinto y. tomando, -
en cada-subrecinto de la misma; una densidad- constante, que. puede: ser- el-valor -
maximo o minimo. o un valor intermedio de la den5|dad en esa parte de:la super--
ficie. -

Luego, la'masa de una subregién cualquiera D; es M = -p(a ﬁ) area D, con:
(a B, e D O sea, estamos consuderando en el recmto D una densndad constante e
lgual a p(a /3)

Por lo. tanto la suma Ep(a ﬁ) drea D, es una aproxumac:on de la masa to-
i=1
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tal de la ldmina, y es también una suma de Riemann para la funcion continua p- Al

pasar al limite cuando las normas de las subdivisiones tienden a cero obtenemos la
masa total de la i&mina. ' : '

Es decir, se define ’
M ='ﬂ. p(xiy) dx dy.
D .

También se puede definir el primer momento o momento estatico respecto del

eje x, consideran_do fa suma de los momentos de los recintos de una subdivision y
el paso-al limite:

M, =—g plxy)y dxdy:. -
. D

Anélo‘gamehte‘,i'respecto:del:ejeay-;“e’s-;----.. SR
M =ﬁ p(xiy) x dx dy.
¥ Jo

El centro de :masgv de la ldmina es, por definicidn, el punto {(x a¥g con coorde-

M
: _g plxy) x dx dy g plxy)ydxdy
0 . JJp . 4o
-0 sea, - x; = ‘ R B -
ﬂ plxy) dx dy ' g_p(x:y) dx dy
. e ' _ 5
Para una Iénjina homogénea, ‘como Iavdenéida.d.e's constante, resulta: -
| ﬁ xdedy ﬂ,ydx'd“y o
G- G :
' g dx-dy
D

[

O sea, sila dehsidad- es constante, el centro de’r'nas,a_depende‘ éxglh_siva_rhente
de la forma de la lamina y no del material. En este caso, se lo suele llamar centroide.

~ El'segundo momento, 0 momento de inercia, respecto de cada eje coordenado,
es:- ‘ :
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I = ﬁ p(x;y) y2 dx dy ly =ﬂ. pxy)x2dx dy..
x D ~ D .. -

3y,

Ejemplo 1

KIS E LT AL T o8

Encontrar el centro de masa de la'lamina rectangular D = {(x;y')/O =x= 2 A o
A 0 =y = 3}, sila densidad en cada punto es el producto de sus distancias alos .-~

ejes coordenados. ’

Es p(xy) =xy, luego M =ﬁ

e ELF AT

B 2SS fuar

a2 : y-_—.3
'xydxdy=8 dxg xy dy = 9.

D o y=0

Ty

2 y=3 )
M =SS xyzdxdy=S dxs xy2dy = 18.
x .
D 0 y=0
2 y=é
M =B- xzydxdy=g de' X2y dy-=12
D 0 y=0_
)
4 ’ 4. | A
Por lo tanto, X, =-—=nYg =2=0G= -3—,2)- ) - ME
Ejemplo 2 B

inerci i ami tiene la -~ -
Calcular el momento de inercia, respecto del eje X, fde una I?mma que i
forma del recinto D = {(xy)/0 =x=1 A 0=y =+/x}, siladensidad en cada punto
es p(xyy) = x+y. :

1 y=Vx_
I =g (x+y)y2dx dy = S de (xy2+y3) dy =
X
D

0 y=0
1 3 4\ |y=VX Yr1 5 g2 5
_ y Y__) dx = (——x2+————)dx=~—--
_.S (x 3 + 4 3

4
0

y=0
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SI queremos definir. masa Y momentos de primero o segundo orden para cuer-

POS que tienen la forma de solidos simples, podemos efectuar consnderacnones ané-

logas a las hechas para superficies planas.

Si el sc')Iido es S, resulta M = m p(xy:z) dx dy dz donde p es la densidad.
s .

o

Los momentos estaticos, ﬂefinidt_js respecto de los planos coordenados, son:

~

.
= J plxyiz) z dx dy dz
. ,

M=t j?"lb(‘x;.y‘;z);)cdxf dy:dzio
s T T

'

M: =} -s plxyiz)yrdxdyidze v -
Xz: : s ) o -

%

‘Las coordenadas del centro de masa son:

Para los momentos de inercia, definimos:.

-l =j g plxyz)y?+z?) dxdydz
. IS - R :

L, =m playz)(x2+z8) dxdy dz.

&

ESY

l = m p{x;y; z)(x24-y2) -dx dy dz-

Ejemplo

Hallar el momento de inercia respecto del eje z, de una plrérmde tnangular ho-
mogenea congruente con el SOIIdO

» ~{(xyz)/x>0Ay>0A0<z<1 —X— y}

-

lz = J‘g p(x?+y?) dx dy dz
s

1 y=1-x z=1-x~y -
I pS» de .dyS (x2+y2) dz=-L_ .
z ) 30 -
Jo o Jdy=0 . Jz=0. T

EJERCICIOS

1') Masa de una placa homogénea con la forma del recinto D = {(x;y)/y2 = x < y+2}

2) idem si D = {(xy)/jx| =y =x2+ _}}‘

o ; : 1 3
- 3) Hallar My para la placa. homogénea D‘=>{(x;y)/—2— ~.—2—xszy$2—3x2}.

©4) Coordenadas del centro de gravedad del sector circular homogéneo

S = {(r1)/0 srs 3< A= —1—’5 t S—Z-}

5) Coordenadas del centro de masa de una lamina semicircular de radio 2, centrada -

-en el ongen (y=0)sila dens:dad esté-dada por: p(x.y) 3(x2+y2)
6) Masa del sdlido homogénéo S = {(x;y;2)/x2+y2 <9 A 0=z =<4}

7

" —

Momentos estéticos de un sohdo homogéneo 8, respecto de los planos coorde-
nados si S = {(xyy;z)/0 < z<4-x2-4y2 Ax+y =1 axz=0ay= 0}. -

8) -Calcular la masa de una semies’fera de radio 4 y centro en el (?liigel:1 si p(x;y;z) =
.= 3z para cada punto (x;y;z) de la misma. (En coordenadas cilindricas.)
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& RespUESTAS A EJERCICIOS i
. . CAPITULO 8
B |
l o Seccion |
i . /= n
: . 5 -
® 1s 4 3L oL 5) lim 3V
: @ : S 2 . n—ex 032 oy
‘® Seccion HI _
B or o 8m . 1. | 9. FUNCION VECTORIAL
& nE- 2 281 52T 4 L VEHN(+VE) - 5) 24 - o TR |
. (S ‘ : ' h :
’ 7.. 16 : ’s L . . L - L Al estudiar funcién compuestaAhemos-.definido:funciénv_vectorial:y hemos visto-- .
8 86— 7 a1 8 me =1). 98 10— = _ su representacion paramétrica (pag. 137). Como las funciones vectoriales tienenim-
N Lo v ’ -portantes aplicaciones, estudiaremos calcuio diferencial.e integral para las mismas. . .
Lo az , . 10007 8w ' :
g Mm— 128 138 14). —'5—77- - 15) ——31[(2—\/5) ' : Recordemos, en primer lugar, la definicion:
% » . la funcion : A— B es vectorial si y sélo si ACR A BCR" A n=2.
' 64 7 , - : : : S
® 16) 15 : . Ejemplos '
B . a) f:t— 8t21+2tj-5t3k es una funcién vectorial cuyo recorrido es un conjunto
' i e . o , de vectores tridimensionales. ’ . .
. @ Seccion IV o : ’ También puede indicarse,
® ’ - . 2061 ' ' Fto (xy2)/x=32ay=2tnz=-58
b 1) 12 2) 87—16 3y — (5v5-1 4) 3x—-4 =~ 5y —m. : . <
g NPT A P GV 4 3m A . | O bien, Tt = (312;2t;~5t%.
® SRR S | Y
@ Seccion V : - . : : _b);g.t—»-sentl——t-;A1sgs7r.
: & : . En este caso, el dominio es el intervalo paramétrico [1;7] y el recorrido es un
il 9 . .. 27 4HN/2 - . j idi i .
B 1) M= 5P 2) M== 1;02 S yM = = 4) x, = yo=0 conjunto de vectores bidimensionales. ;
: ‘a@ . ’ v o ’ N También g:t—>(x;y)/x=sentAy=———t—/\1st$m
B o5 20 - 16 - . 95 9 -
o x.=0 =22 6) 36pr - 7) M =——p- = : - : :
m ) % Y6 =75 T ), P ) v 36 P Ma 20 P c) hit— (x XX )X, = h,(t) A x, = hy®) A conx = htrasts b.
- _ El recorrido es un conjunto de vectores n-dimensionales, cuyas.componentes .-
® M = A p- B M=192m.. o ) ‘ ' estan dadas por las n funciones escalares h 1,hz,...,hﬁ. O sea, h=(h 1;hz;...;hn). Por
Pom v 20 lo tanto, a cada. nimero real 1 del intervalo paramétrico [a;b]--se:le asigna.como
. imagen-un vector del.espacio R™ '
oW Es h(t) = (h,@h,Mih (B) con x, =h(t) nieN A 1= i=n.
! g@ _ Sia 1,02,...,ﬂn son los vectores de la base canénica de Rn,-pless ~om-e
% o ‘ N h() = h, 3, +h,OU,+...+h OF . |
5 Las definiciones de limite, continuidad y derivabilidad se extienden en forma
® simple de las funciones escalares a las vectoriales. :
& oon ' : ' . oo
. . s » . . . 701
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I Limite de. una'-fu'nclon vectorlal

“El vector #eRn es el limite' de la funcidn vectonal f en ty punto de acumulamon

- ..deé su dominio, siy sélo si

Ve>038>0Vt (teD—A0<|t t|<a=|f(t) (’|<e)

- Ejemplo

Para-: t— (1;2t2), probar que.lim f(t) =(3;18). ’

- Para cualquner € >0, debemos encontrar 5(€) > 0 tal que se venf ique
f-(318) < € sn o< t-3] < &

- O_sea;-|(t; 212) = (318)|< €581 0 <=3l < 8

l(t—3;,2vt.2=«1 8)<cie - siv: O < t=3fi<- 8-

Fnalmente do: que deseamos probar es"que L

VAt 3)2+(2t2—1a)2< € si0: |t '3[ <
Obsérvese ahora lo'siguiente: - . - _
V{t—3)2+(2t2—18)2 < € se verifica si se exige simuitaneamente

=3 < —S= A [2t2-18] <

€
"z 7

En efecto,

: (]t—3| <-£ = (-3< ﬁ) A'(’|2t2—,18| <-£ 5 (2t2-18)2<-i).

“Luego, (t-3)2+(22—18)2 <'e? y-también /(=3)2+ (2t~ 18)2 <&
Pero, considerando las funciones escalares que forman ? .COMo: Ifrnat =3,

Ve>036 >0 tal que - 3[<—\/? si O<|t 3|<8
Analogamente a

. como- lim (218) = 18, Ve > 035, 0. tal que-[212:-48) <\7‘E si0o< |t 3|< 5,

. Luego, - tomando: 6 = minimo (6 6) , =
o 0i< =8 <8 = \/(t 3)2+(2t2—-18)2 <i€
Y queda probada:-la-existericia:d&:limite::

Para hallar los valores - ,yé,se procede como se hlZO en Célculo 1 - pag 96,
para probar la existencia del limite de funciones escalares: Por ejemplo puede ser

8 =— 2=t=4). Lu o & =.mil (1 __e__) noE
\F " Tevz2St=9), Lueg "\l
. .0<6251 R R

202

_ En el calculo realizado, el vector limite tiene como componentes los limites de

las respectivas componentes. Esta es una propiedad general que demostramos en

el teorema sxgunente

Teorema .

Sea f: A— Rr una funcién vectorial tal que f(t) = (f ®if, (t) (t)) yt, un pun-

- to de acumulacién de su dominio. Entonces, - K
llmtof(t) =f=VifeNal<i=n= lim, fi(t) =¢ siendo ?_= (£, 06))-
. - " 0’

Py

1) Si existe ¢, se verifica Ve > 035> 0: (0 < ]t—t j<é= |f(t) é < ).
Ahora bien, Vi: -~

f0-¢) = VEO-22 = V02,0 »(t)-'(2]2+ AT O-£F= |f(t) 7).

Luego, Ve > 035> 0/0< |t-—t < 5= > [f(t—¢] < [ft)-€ < e
y, por'lo tanto, hm f(t) = ’ ’

<2

V.

Ellglendo 8 = minimo (8,8,.-:8 o) Tesulta:

g[fi(t);’ijz <\ (L)z; €

ik

0< -t <5 = -7 =

y, por lo tanto, lim, ?(t) =¢.

(Observese que esta demostracuon coincide con la efectuada- en el ejemplo-an-

terior.al teorema para n=2)

Para calcular, entonces, el limite de una funcién vectorial, basta calcular los._li-

. mites simples.de las funmones escalares que la forman.

Por ejemplo, l|m1(5t—1;4t;—t-) =(4;4;1). -

O bien, Iirﬁ1((5t-1) i+4t}+ —:—R) = 41+4]+R,

Las propiedades y definiciones del limite para funcnones vectoriales se reducen :

entonces, a propiedades y definiciones para sus componentes, que son funciones
escalares. Ello sucede también, como consecuencia, para continuidad y derivabi-
lidad.

Veremos antes algunas operaciones entre funciones vectoriales y también entre
funciones escalares y vectoriales.

293

2) Si lim, £(t) = £, entonces Ve > 03, > 0/<o <l-t) <8 = f-¢l< ©
0 . . i
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EJERCICIOS

- . : e 1 ... 5
1) Sean f, vy f, las siguientes funciones escalares: f1.t—>t—_—2— frt— TS

Hallar un dominio: conveniente para f = (f ;f,} y encontrar #-5) y 1(2).

2) Sean f,f,f,y f, las siguientes.. funciones - escalares:

f:t—>—t-3—-ﬂ- - fit— 32t f:t——>——4—— fit— .
W e 4

Dar un: domlmo adecuado para f— (f1 2, a,f .)..y:-hallar- o). y. f(—)

3) Siendo. == (f it Btel ot 245 0=t=2, probar.la existencia
de: hm f(t)

: A o7 : N . tg.t. 2t.' t

o lim ( 8212 it t2—5t'+6—.)
2 t2_t_2'7 t+4 )

Il. Algebra de.funciones vectoriales

Sea.n’ f: A— R" y & B — R" dos funciones vectoriales, definimes:

1) Suma

- La funcién vectonal h es la suma de las funmones vectonales f y gsiy solo si -

vt ht) = (f+g)(t) =-f(t)4fg(t). Su dorninio es ANB.

2) Resta

La funcion: vectonal hr.es:la-resta:de la.funcion. vectonal i menos ta funcion.vec-
torial g si y solo .si- Vt= h(t) = (f— g)(t) =F{t)—g(t).. Su dominio es ANB.

3) Producto escalar

“La func;on escalar h-es-el: producto. escalar. de las funciones vectorlales f y gsi -

y sdlo si ¥t h(t) = (F-a)t) = (1) - 8(t). Su dominio es ANB..
O bien, si T(t)= (F (i, 051 1) vy a0 = (g, (t).g - .g (t)) entonces

h =690 - 3100
i=1
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Ndtese que, como el producto escalar de dos vectores en R es un ndmero real,

el producto escalar de dos funciohes vectoriales es una funcién escalar.

4) Producto vectorial

La funcion vectorial h es el producto vectorial de las funcones vectoriales Ty §
si y solo si Vt: h(t) = F A @)t) = f(t) A @(). Su’ dominio es ANB.

La funcién producto vectorial f A g solamente-se define para ty § con recorridos
incluidos en R3.

O sea, para f={f, fz f.) A8 =1(9,:0,:9,)

cestag= (fzgs,_fagznag1"f1gajxgz_fzgx)'

5) Si f es una funcién escalar y § una funcion vectorial, entonces-el productor:
fgesia funcién vectorial b si y sélo si -Vt ht) = (fg){t):= f(t)g(t) :

Ejemplo.
Siendo f:t— (3t2; sent ; t3+5)
g:t— (cost;t+1;9)
h:t— t* (funcion escalar), .
resulta: a
T+3:t— (3t2+ cost;sen t+t+1;13+14) ‘
F.§:t— 3t2cost + sen t{t+1)+(t3+5)9 (funcion escalar)
T A G t— (9 sen t—t4—5t—13—5; 13 cos t+5 cos t-- 2712; 3t3+3t2— sen t cos t)
h()i() = (3t6; 14 sen t ; t7-+5t4)
-h(t)g(t) = (12 cos t; t5+14; 9t4).

.Utilizando la definicién y el teorema probado para limite de una funcnon vectorial,
pueden demostrarse las siguientes propiedades:

Si-fygson funciones vectoriales de una variable real, que tienen,. cada una,
limite finito.en el punto't; de acumulacion de ambos dominios, entonces se verifica:

1) tim, (f()+a®)] = lim_ft)+tim_ a(t)
lp to to
2) lim, [f(ty—a(] = lim, T(t)—lfm‘t am.
0 0 0
3) lim, [f(0) - 5] = tim, it -lim, g(t)
0 ) 0 0
4) lim, [ft) ~ g(t)] = lim, fit) A lim, 3(t) FA->R3AGB—>RY
0 : 0 0

5) lim, [h(Ha(t)] = fiim, §(t) si existe lim, h(t) = ¢
0 0 0
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EJERCICIOS _
1) Siendo F:t— 5t21+tj-12k, §:t— senti - cost], hallar 1+3,7a §,7+1.

2) Siendo f:t— cos 5ti+ sen 5tj, §:t— —5 sen 5ti+5 cos 5t], ‘haltar F A 3.

3) Siendo h:it— 2t2+1,F:t— B1-4tj+7 k §: t— %Hé j+tk, hallar a) hf b) hf - g.

lll. Continuidad de una funcién vectorial .~ - -
Sea EA—R"My- t,-un-puito:de-acumulacion ~dé_:'A§(A<;RA)£i':.it';f S
Definicion .- ’
f continua en iy solossiz
1) existe‘-el:vector'v?(ta)--:. B
'2). existe fim; ).
3) lim, f(t) =1t).

En ofros términos, f es continua en t,siy solo si Ve> 038 >0 tal que
teA A 0 < |t—t I < & implica Jf(t)—ft J <€

Sit_esun punto aislado enel domlnlo de ¥, entonces.la funcron es continua en
t, si y solo si emste f(t ).

Teorema

- Siendo f= {tf £ F-es _continua en.ef punto’ t;-de: acumulacuon .dessu do-. . =

minio si y 8dlo si para todo nimero natural i, tal-que 1 < i< =, la func:on escalarf
es continua en t

Para probar?o basta utilizar el teorema: ‘andlogo para hmlte de una funcnon vec-

" torial (pag. 203).

. Tambien: puede demostrarse sn Fy g s6n- contlnuas en tr entorces:io-son
frg f-g, 1 +3.y F'A.§:Si h es una funcion. escalar contmua ent ‘entonces también ' :

loeshi

Finalmente;-una:funcién-vectorial- fes: contlnua sobre un’ conjunto c SI y: solo s~

lo es en.cada uno-de sus’ puntos (contmuxdad puntual)‘ R

.E/emplos

1) fit— ( e_tn t; t2 ) es dlscqntmua ent = 0. La discontinuidad es evitaole pues

lim f(t) = (1;0).
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(s_etrﬂ {2 ) sit*0 ,
2) ft— ' , es continua en R -
(1;0_)‘si‘t=0' o
3 * t——>( mant t ;t3—1 —f) es discontinua en Z. Todas las discontinuidades

son esenciales pues si a € Z, entonces no existe lim af(t). .

EJERCICIOS

1) Para-cada una de las sxgwentes funcvones encontrar Sus. puntos de dlscontlnm- R
" dades'y clasificarlos: :

. . 1
a)vf.t ( -

-:t3:2*t) " b) f:tr—"'»(lnt;tS)vA 0<t<5

c) bt— (signot;it).

2) Construir una furibién f: A— R? que presente-una discoﬁtinuidad evitable.- . -
3) Construir una funcién f: A— R3 que presente una discontinuidad esencial.

4) Construir una funcién f que presente infinitos puntos de discontinuidad.

IV. Curvas

Sea f:[a;b] — R". Si T es-una funcién vectorial-continua, su recorrido es una
curva en el espacio de puntos (o vectores) R", que se considera descripta por la fun-
cién y une los puntos f(a) y f(b). Estas curvas suelen llamarse “curvas puntuales”
y su esiudio es tema de geometria (analitica o diferencial). .

506060
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o
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5

Definiciones _
Sea f:[a;b] — R" una funcion vectorial continua y € la curva asociada.
1) C es cerrada < (a) = {(b). v
" 2).C es un arco = a)=ip)  (f(a) yf(b)'son los extremos del arco).
" 8) Ces simple’ & es inyectiva en (a;b). - I
O sea, VtVt (t, e(ab)/\te(ab)/\t #1, = f(t)aef(t))
4) C es una curva de Jordan < C cerrada ‘A C simple.

curva cerada ' arco _arco simple. curva de Jordan

297



2

Y

XL LY

=

4

Y2E

28 )

S

.
W
Esm“&x-@a\\mw

Como las funciones vectoriales son-de gran utilidad en fisica, las curvas asocia-
das a ellas, en R2'y R3, suelen utilizarse para movimiento de particulas.

Sin embargo, la curva puntual, o sea, el recorrido o conjunto de imégenes, no
alcanza para describir el movimiento de la particula, pues la misma curva puede ser
trazada de maneras diferentes, con distintas velocidades o sentidos opuestos, y ello
no depende solamente del conjunto de imagenes sino de la funcidn misma.

Por ejemplo, consideremos las siguientes funciones vectoriales de [0:27] en Ra2:

.ft—(cost;sent) A 0 =t=2x
g:t—(cost; —sent) nOst=2x
- R tes-(cos 2ty sen 2t) a0t = 27

Lacurva:puntual-es; en:los tres‘casos; la:circunferencia centrada-en el-origen-y - .

radio.1.:En-cambio;consideradas como:trayectorias; :son-diferentes: - -

En el primer caso; la.curva:es recorrida-en-el sentido positivo o antihorario, para -

" valores crecientes:del:parametro.t;,‘desde:0- hasta-2m Enel segundo-caso; en cam-- <
bio, la misma;circunfereneiaf:es:recorrida":-en:tel:sentido-:derlas.-aguj'a's;'del»reloj; osea, " -
opuesto-al anterior; para-los:mismos-valores.crecientes tel parametro.-En el tercer -
caso, finalmente, para. el mismo intervalo paramétrico, la circunferencia es recorrida

dos veces en sentido positivo. . :
Por ello, si bien para cuestiones geométricas puede alcanzar el ‘estudio de la
curva puntual, cuya ecuacién en el caso propuesto es x2+y2 = 1, en general se ne-
cesita la trayectoria, o sea, es necesario considerar la funcion vectorial asociada.
Todas las funciones vectoriales, cuyo recorrido es la misma curva, descripta en
igual direccién o sentido, se llaman equivalentes. .
- Por-ejempio, c"dijsideremos las funciones vectoriales

fit— (4cost;4sent) a o-st_s-g
Gt (VBB ) A0=<t=4

La curva puntual, para ambas, es la cuarta parte de fa circunferencia centrada
en el origen y radio 4, ubicada en el primer cuadrante y descripta desde el punto

- (40) hasta el-punto. (0;4). Luego;. y § son-funciones vetctoriales equivalentes.

aw

Para. h:t-— (4.sent;4cost) A0= tisﬁ;z-»,-*Ia--cu’ri)axpuntual: es ~Ia"misma;"bero R

- recorrida en la direccién: opuesta:- -

f y h-son opuestamente equivalenfes:‘-‘Tambivén10' son gy-h.- -

En general; si.f.y-g son: equivalentes-en.los:intervalos [a;b] y. [c;d] respectiva-
mente, con: A =f(a) =-§(c) y B'={b) = §(d), la trayectoria es AB, con punto ini-
cial A Y punto final B. ) . o

Sify g son opuestamente equivalentes en [a;b] y [c;d] con A =Fa) = g(d) y
B = f(b) = §(c), entonces la trayectoria de:la primera es AB y para la segunda es

BA con punto inicial B.
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Ejemplo 1

Consideremos una elipse, centrada en el origen: de ecuacion x2+4y? = 4. Bus-
camos dos funciones vectoriales equivalentes, asociadas a la curva.
Sean T:t— (2costsent) AO0=t=2m
§: t— (2 cos'(2nt); sen (27t)) A O =t =2m.

Ejemplo 2 _ |
Si elegimos solamente la cuarta parte de la elipse, en el primer cuadrante, las
funciones

fu— (2V1-u2u) A Osu=1
m
g:t— (2cost;sent) A Osts?
i ; " i nte. La- asociada es la par-
son equivalentes en LO,T] y [0,—5] respectivamente. La t?uwa

te de elipse AB con A =(20) y B=(0:1). -

vl

—

2 X

En este Gltimo caso. las funciones equivalentes se han obtenido mediante un

- cambio de parametro, haciendo ‘u ='sent:
) m™

' i 17 sier = = sen
g esta definida en {0; —g—] y T en [0;1] siendo 0 =sen 0 A 1=s 5

& Ahora, la equivalencia de funciones vectoriales, considerada hasta aqui des-

de un punto de vista mas bien.geométrico y hasta fisico, puede darse de manera mas

formal en su aspecto matematico.

Definicion ]
Dos funciones vectoriales? y @; continuas en [a;b]y [c:d] respectivamente;

1) equivalentes J ntinua y !
crecie)flte en [cd] con a =h(c) y b = h{d), tal que Vte[c:d] es a(t) = ffh);

2) opuestamente equivalentes siy s
nua y estrictamente decreciente en
a() = fh(®)].
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.son:
si y s6lo si existe una funcion escalar h, continua y estrictamente

6lo si existe una funcién escalar h, conti-
[c;d] con a = h(d) y b = h(c) tal que Vte[c;ﬁ] es.

P ——



. depara recorndos enR3yen R“

cA.gegempio 2,'es h(f) = - sen ty f[h(t)] =:g(t). La funcnon h =-sen es continua .
y estrictamente crecsente en j0; -E] Luego,fy g son equnvalentes._

. Ejemplo 3 '

fiu—s (2v;1-4v) AO=us2
gt— (21~ A 1<t=2

fygson equnvalentes en [0 2] vy [1:2] respectlvamente La curva asoc:ada a’

. ?mbas es un arco de la parabola de .ecuacion y = 1—x2 recorrida desde (1;0) hasta
4;-15),

El cambio de. parémetro estd dado poru=2. Iog t pues t2 =2u la func:on es--
- .'calar h/ h(t) = 2 Iog t es' estrictamente: creclente ‘en: [1 2]

Ejemplo'-.4‘- .
f u_)(u :.-_s;u)-/g-g—suss
- . 5 ‘
gt—->(t, )A25t54
t—1
"
5
53
X
TST O SEH0 I oon b= ahe) =

, -5 o -
h'(t) = TﬂT => h-estrictamente" decreciente: .*

“Luego;. f y: g:son: opuestﬂamenteé'equi\ia!enttas;m: e

La definicién de funmones equwalentes u opuestamente equ:valentes se extlen-

K

’3’00_ S | ' S

EJERCICIOS

.1) Demostrar que fy g, tales que fu) = 2sen u |+(1 2$en U)] y g(t) -t|+(1 )i
- son equivalentes en [ ] y [O 1] respectuvamente R

y = x2+3 . . . : -
2) Siendo C:{ hallar dos funciones asociadas equivalentes.

3) idem para _C:y= en [2;3]. -

1
x+3

4) Siendo C xy = 4 en [1;2], hallar-dos: funciones- vectonales asocuadas -Opues-

tamente equivalentes.

valentes

" 5) Ver si los siguientes pares de: funcnon&e son. equnvalentes u opuestameme equi-— .. .

a) fu—o (,14;3._") AO=us<i e

g:t—(logt;) A 1=t=3

gt (—Qt—t_*—f-;t) Ad=t=<7.

Dibujar las curvas asociadas en el plano xy.

V. Derivada de unéfuncién vectorial .

Sea £ED—R" una funcién vectorial y t, un punto mtenor a D
f tiene derivada en el punto t,siy solo si existe-

w-fe)

lim ———— = ().
1g t-t, fity

Anélog_amente pueden definirse derivada segunda; fercera, etcétera. -
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L . . -
b esa ?Joen;jlcxon necesang y suficiente para que una funcién vectorial sea deriv,
que lo sean las funciones escalares que Ia forman. Puede demostrarse qua .
‘ > que

?’ t )= (f Y . ' . -
(ty) = (F ()it )i/ (t ) siendo F = {f,ifi-f ) ¥ t, un punto interior a su dominio

Teorema.

Sea f=(ff; i) una funcid ; ’
NPT uncion ve interi v I
derivable en t_ si 2y s6lo si las funciones‘:t:;fall;rgjsp? nfto lnftenor @ ou dominio. T es
= o (g N LAYt son d ]
Ademas, t' = (f1:f,...f') con D, =D,ND,N..ND pfge--f, sON derivables en t .
: : 10y ;-

var el.teoremg de limite para-‘unq.fuﬁci@n.'vectorial’(pég.'293): :

? "*'-

f.0~f:(t) .
o tt, A () fz(_t) f.(t,) .

; - yHm:’
T =

I to ) t_to
Luego;: ?"(t'd)'-:'(f; (téj);f;(t-(’,)ﬁ-f-:,ﬁ('fb))f e .

Ejemplo
- Sea . R— R¥/Ht) = (2t2—1) T+ (t4—31) j + sen tk
' _ Py = 4tr+(4t3>-3)] + cos tk
Pty = 41+12t2] — sentk -
frr@t) = 24tj—costk
V() =24+ sentk
fY(t) = cos tk

Definicion -

( ;y ; ) » . o . _1>( A/\ o N 3( - o

recta.que: icha olinte: T T Y
_ recta.que:pasapor dicho-punto:y:es:paralela al-vector (f; (fb); P (td)‘f’(t' ) si7 e der
'3to =

vable. (F= (f;f if)).

.. X~X y=y: z—z .
Su. ecuacién: es: 0o 0 o
- N-€8: = = Vit ) #
f1(td)”' fz(to) fs(to) ( ! n(to) * 0)‘ :

X—X — ;o
o_y yo__'Zl z,

Suele anotarse = =
X(P,) y(P,) ;2:(P0) E
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A= X )

Ejemplo
Hallar la ecuacion de la recta tangenie a la curva dada por. - -
x=3t-1ry=tarz=2t+5ent =1

fi(t) = 6t, =6 a fift) =32 =3 rfft)=2

z‘—7

x—2 y—1
L . =
e —§ "3 5

En forma paramétrica: x = BA=2 Ay =3A+1 A Z= 2X+7.

Algebra de derivadas

Pugden'probarse propiedades analogas a las. de. funciones.escalares.

1) FA—=R" §g:B—R" :
- Se demuestra-que (fxg)'(t) = #()=g’'(t) donde t.es punto interior al conjunto A -
y al conjunto B.

2) Presenta particular interés la derivacion de los distintos productos que se ﬁan.
definido. : .

a) producto de funcion escalar_por funcion vectorial
Sean g:A—R, §-B— R" una funcién escalar y una vectorial, respectiva-

mente, ambas derivables. )
Demostraremos que  (gh)’ (1) = g' D) +a®f ().
Si t,es punto interior a ambos dominios, por definicion de derivada es:

@m-@ty) i) gt ) —glt i +at i

(gf)'(té) = limto ury "”.‘to y
T g-sty o\ fo-it) T
= Ilmto ( o f(t)) + llm‘0 (g(to) T, ) =g (to)f(to)+g(t°)f (to)-

Las justificaciones de.esta demostracion son analogas a las.ya vistas para de-
 rivacion dei producto.de funciones escalares.(Céalculo 1 - cap: 6).

b) producto. escalar de dos funciones vectoriales. .
f:A—R" gB—R" son funciones . vectorialés. derivables y t; es un punto

interior a-ambos dominios. o .
Probaremos - (f »g)'(f) = [F'(t) - a)1+[f() - &)
Lo haremos, én particular, para f=(f 1;f2,"f3), 9=1(g,9 2;ga), siendo .analoga la

demostracion general. ) i
Sabemos que el producto escalar es *§ =‘f1g1+fzgz+faga. siendo f*§ una

funcion escalar.
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Recordando Iajregla"p'ara défi;)aui_prbdﬁctbs' de’funcionéS‘eécalares; resulta: -
f-g) = (f,g,+ig +faga)' = f’g +1,g; +f'gz+fzgz+f'ga+f‘sg; =
= (fg,+fg -WQHﬁgﬁg%Hgg—«')+mgd'

c) producto vectorial de dos funciones vectonales
f:A— R3, §:B— R3 son dos funciones" vectoriales denvab!es
Demostraremos que, para cualquier punto t, interior ‘a-ambos dominios, es:

«AgHU—WmAgmHﬁmAgm)

f=(tif1).y 8=
ng (fzg3 392,739, f93, 195~ 2g)

o
P

= (9;:05:9;) " su- producto ,vectonal es

Recordando que:la“derivada’ de’una:funcion- vectonalvtlene por componentes
las derivadas:-de:las: respectlvas componentes;lresulta :

( A'Q_)"’"( 293+ g3 P »‘ag;. 9 xhgiTg s hesifg g g = g)=
. = (g —f'gz' agf—f'ga 'flgz 91)+(fag,a_—fagz Vfag; f95: f1g;¥-f2g;) N
=@ r9)+Erg) - |
Aplicacién

Sl fes una funcnon vectorial derivable, y para todo t: ]f(t)l es constante entonces
el producto escalar f(t) -f'(t) es constantemente nulo :

Demostrac:dn B

. Por propiedad de vectores: a2 = a+a. -
. -Luego, “Vt-si ff(t) =k, es (]2 =
- Entonces resutta: * f(t) - f(t) = k2., -. .
Derivando el producto escalar antenor, es:

A E “f’(t) f(t)+f(t) f’(t) *2f'(’f) f(t) =0. "

Porlo- tanto; f(t) f(t) =

Geométricamente;-esta: propledad indica:. que si-una: funcron vectorial- dérivable -
tiene ‘por imagenes vectores: de ‘modulo’ constante zentonces;- en-cada- ‘punto: de la

curva,:el-vector. denvado F(1);:si:n0- es ‘nulo; es: perpendlcular al: vector f(t)

EJERCICIOS :

1) -Derivar l'as,_‘sigui‘en,tes funciones vectoriales: -
- fto (t3- cos 2t ;€3 ;t2—Int)

304.

ST

git— (—1—2:3)
SEAN IS

hit—s (cosZt —tgtarctgt— %)

: 1
2) Sean f(t) = (513 ; 2t2+5 ; 3t), §(t) = (sen.3t rcost+ tgzt).
Ha“ar f:; g:' (f. g)l y (f' f):. . X

3) Hallar (f A )" si f(t) =e'i+2tj~3k, g{t) = Inti +et] +

l-.I-l
e

~4) Caleuldr.f-F A’ si fit— 5t'|+t2§ - cos 3tk. -

5) Siendo. i(t) = t27-3t] + _%. k, §(t) = ti—3t?_]+t2 k, ‘hallar. _(?...Q)f_ y Fra.

V1. Versores principales -

a) Versor tangente

Dada una curva G, asociada a una funcion vectonal f= (f 1,f,), con denvadas
no snmulténeamente nulas, definimos como vector tangente a la misma en P,

= (x,;y,2,) al vector f’(to) = f1{t )1+, )j+f'(t )k.
(Es xo—f(t)/\yo Lty Az, =f,(t)

Si lo normalizamos, obtenemos un vector unitario, llamado versor tangente en
el punto.

- ?'(td) .
‘Lo .designamos T(t) y es T(t,) TN
: _ .

b) Versor normal

. El vector T(t) tiene !ongitud constante e igual-a 1 para cualquier valor t. Poruna

propledad anterior (pag. 304), su vector denvado lees perpendlcular en cada punto
de ia curva.

O sea, —d-(—-;f:l LT,
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Si normalizamos al vector _Ldil)— obtenemos un vector unitario N(t), que

tiene la’ direccién y el sentido de —d—(-(—l;%l)— y se llama versor normal o versor
normal principal.

dt

=t

EnP_ es N(t ) = e———— T
0 ) 0 . ar . \ .

¢) Versor-binormal: ..

dicular-al. plano. que-ambos-determinan:-. - ..

Este vector: e_s;;v_qnit»ario;fpuesulT(_t)»i(x-t-,N(t)I',-é_:J._1..sen‘12r- = 1. Se o llama ver- -.

sor binormal B(t)-y-es:B{t;) =T(t.).a Nt - o

En cada.punto de la curva,-los versores definidos forman un conjunto de vec-
tores mutuamente ortogonales, llamado- triedro de .Frénet o triedro fundamental o
intrinseco de la curva en el punto. ' _

El sentido de T es el de_los arcos crecientes, o sea, de la trayectoria, el de N
hacia la concavidad y el de B tal que la terna T N B sea dextrogira, si lo es la ter-

na elegida en el plano coordenado.

Los versores principales, con origen en P, determinan. Ios siguientes planos:

1) plano osculador, determinado por Ty N. Es perpendicular a B.
2) plano normal, determinado por N y B. Es perpendicular a T
3) plano rectificante, determinado por Ty B. Es perpendicular a N.
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Si efectuamos ‘el producto-.ﬂvectvorial-:__.T’I‘:(t)_; AN, obtenemos.un vector perpen- )

1
- plano
re(lzt'rﬁcante

Para hallar las ecuaciones de cada uno de estos planos en un punto dela curva,

consideramos gue son perpendiculares, respectivamente, .a la recta binormal, tan-
gente o normal y procedemos como lo hicimos para.hallar la ecuacion de la recta
normal; conocida-1a. ecuacién del plano-tangente. (pag. 132).. -
Por .ejempio, el plano normal a la curva C en P, es perpe
tangente en dicho punto, cuyos coeficientes directores son -f;(to),f'z(t 0),f's(tc) si la cur-
va esta asociada a la funcion vectorial derivabie = (f St B
Si P es un punto cualquiera del plano normal, el vector P—P0 esta inclui-

ndicular-a la recta.

do en dicho plano y resulta: -T’-(P_-——PD)'= 0.
O sea, f;(to)(x—xc).+f’2(t0)(y—y0)+f;(to)(z—zo) =

0 es la ecuacion del plano

- pormal a C en PD.

En forma andloga, si encontramos previamente las componentes de cualquier
vector en la direccién de los versores N o B, podemos hallar ia ecuacion del plano
rectificaite o del plano osculador, respectivamente.

Aplicacion

Hallar los versores principales ¥ dar las ecuaciones de los planos normal, rec-

tificante y- osculador para: f(t) = ti+t2] +—§-t3 k cont =1

- 2. 4.2
Es x=t/\y=t2/\z=§’£3 en el punto P = (1.1,—3—).

Ty —reatjrark [T = VITAEGT = VT30 = 120
. ) - 2 3 *

1 T+ 2 j+ 2 k.

14212 14212 1+212

M =

k.

wlr

= 1., 2+
N 1 = — +.__ +
»Por lo tanto, T(1) 3‘| 3 i
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2-4t2 . 4

o) et

' T+ i+ 2 ko
A Tsame (22t (14292
of o _4, 2. 4. |dt. |=_2_
T M=-73 9,+9§‘<A a M1=3
—%i——g—}ﬁr%l}
N(1,)= 2
. 3 . »
e RNy e 2 g T E" ;
‘LUGQP! i N(‘l) : - 3.] +‘3 k |
B DR S
L T SR 2 2|
Flnalmente,:-B(1)=-‘|’(1)~A-N(1)v— —3- 3 3
o2 1 2y
3 3 3
2L 21

.+ Como. el..plano oscy,ladonf es’ p‘e_rp(en.dlcql,ari\g >,BJ(1)“_e-n-.n(rjﬂ;g)!‘_ su:

cion [esk% (x—1) - % (y=1)+ —;— (z - —g—)= 0 ’ " :
S 2:()("-'-‘1)',5;— 2(y-1) +(z ——g—) Zo

2x—2y+z =-

wln

El plano normal es perpendiculara T(1), IU?go-sh ecuacion es

A, 2 2 2y
_3(?("1) +-§(Vi1._);:*§ (Z“—:;) 7_9 .
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‘ecua- _

u
5

x—1+2(y—-1)+2(g - %):d

x-L2y+22 = ‘——1: X

~ Finalmente, el plano rectificante es perpendicular a N(1). Su ecuacién es
2 1. w2 2 ) e
—— X)) -—=(y-N+= —— )=
3 6=z 6-1 3,(z‘3 0

2(x—1)+(y—1)—2( ~ %) =0
- . 5
2X+y—27 = =
y » 3
Si‘la‘funcién vectorial 1 se asocia con &' movimiento-de una particula sobre a -+
curva C, el vector derivado f'(t) da la velocidad en cada instante t. "~ .- - . -
-Como ya hemos indicado, los versores tangente y normal, con origen en el punto
correspondiente de la curva, determinan el plano osculador. Si se eligen tres valo--
res del pardmetro t: t.tt, vy se considera el plano determinado por los tres pun-
tos que les corresponden en la curva, se puede demostrar que la posicién del plano

- tiende a la del plano osculador en P .= f(t Jsity t, tienden a t,. Por eso, se dice

que el plano osculador en un punto es el plano que “aproxima” la curva-en la ve-
cindad del punto. Si la curva es plana (no una recta) entonces el plano osculador

- coincide con el plano de la curva.

Se puede probar también que el vector aceleracion (1), con origen en el punto
P =1(t) est4 incluido en el plano osculador. ’ . :

) _d(f)
d.t .

d(Te) , o

En efecto, sabemos que = Nt) =

e
R O ) P

o bien, G l—d—t— N(t) (1):
Como T'(t) = T'(t) = F'()[T(t), es F'(t) = _:_t(;,(t))_=;;_[lf, oo
Lueg&, 0 ;—%fm + Pl d(Tdit)) 2
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“lador.

y también () = djf'(t)]

dt

a(T)
dt

Tty + [l \ R(t) - segun (1).
O sea, para adecuadas funciones escalares a y B, es
@) = aOTHO+BONQ.

Luego, f'*(t) es combinacién lineal de T(t) y N(t),. por lo cual es coplanar con ellos.

O sea, esta incluido en el plano osculador. _ A
Por Io tanto, dada la funcién vectorial f, si tiene derivadas primera y segunda,

los vectores f(ty y 7't} son coplanares ¥ ademéas estan incluidos en el plano oscu-

Puede utilizarse .esta propiedad: cuando- sé. desea: hallar.la ecuacion-del plano.

osculaddr.-.'-,Luege;;a-:,parti;.sde':ella;._p_ueden.;ha.llarse.,enffonna simple las ecuaciones -

"de los otros planos y-rectas: que:completan:el-iriedro: principal.. : .
Para ello; procedemos:de: Iaz»s_iguiente:maner.a:..dada:;f_. tal que.. v

_ 0) ,=-f1(t)~'1‘+f-é(t) k- y Py = (XY gz =ity
p_u_ede-;h'fa!Ia_rse;-_-eneprimer_:luganla::ecugcién;de:vla_;arecta tangente: - . -

XX YV T

f(t,) Tty TR

si las derivadas no'se anulan en el punto.
- La:ecuacién del plano normal es la del plano perpendicular a la recta tangen-

teen P . ,
A continugcionhallamos la ecuacion del plano osculador. Para ello, recordamos
que f’(t'b) y F'(t,) estan incluidos en el plano. Por io tanto, para un punto cualquiera
P = (x;y;z), que pertenece al plano, el producto mixto (P—-PD)-?'(tO) /\?”(to) es
nulo, por.tratarse de lres vectores coplanares. _
“* Luego, la ecuacion del plano osculador en Po es: .

X=X, Y-Y, Z7%

BRAC R

fr{ty): ) fy(ty)

fitty | =0

Ecuacién que:suele.indicarse:. - -

X y z
0 [ 0
=0
XO yO ZO
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Ahora puede hallarse la ecuacion de la recta binormal, que es perpendicular al

" plano osculador.

Si la ecuacién del plano osculador es ax+by+cz = d, la ecuacion de la recta
_ X—X y-y z~z '
binormal es ° - ° =
a b

. Si .reallzamos el producto vectorial de dos vectores, uno de ellos incluido en la
rggta binormal y otro en la recta tangente, obtenemos un vector que tiene la direc-
cién de la recta normal y. por lo tanto, podemos encontrar de inmediato la ecuacion
de la recta. : o

Finalmente podemos hallar la ecuacion del plano rectificante, perpendicular a la
recta normal en P, '

para a#=0ab#0Ac*0

Ejemplo
Siendo- {(t) = (B—5)i+ (42 —t+1)j+(3t2~t)k, dar las ecuaciones de.los planos
y las rectas que forman el triedro principal enel punto.correspondiente a: t = 2.

P0 = f(tq) = (3;15;10)

f;(t) = 3t2 A f’z(t) = 8t—1 A _f;(t) = 6t—1

f1(2) = 12 A fé(é)' =15 A £(2) = 11.

Recta tangente: x=3 _¥y~15 _ 2-10
- 12 15 11

-

Plano normal:

12(x—3)+15(y—15)+11(z~=10) = 0
(L a fa recta tangente) :

12x+15y+11z = 371

fry =6t At/ () =8 Af()=6"
@ =121 =81 f2)=6

Plano osculador: | 12 15

11 =0
12 8 6
x+30y—42z=33
Recta binormal: X—3 = y-15 _ 2-10
30 —42

(L al plano osculador)

Considerando en la recta tangente el vector incluido a = 12i+15j+11k yenla
recta binormal ef vector b = 1+30j-42k, resulta
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aab=| 12 15 - 11| = —960i+515]+345k
1. 30 -42 '
Luego recta normal: x-3 =‘ y—15 =: z—10
_g Vs - .060 515 - 345
-3 - y-15. . z-10
o bien: —X=8_ - _y=15. __ z-10

192 103 69

‘Plano: rectificante:.. - -
(L ala-recta=normal)s -

—192(x~3)4+103(y=15)+69(z~10). =0
'~192%-+103y#69z:=. 1659 - -

EJERCICIOS

1) Para f{t):= 4 costl i degen:t: ] + 3t K- a) -hallar: Ios Versores: prmmpales :b)..vers.-

-sores principales para: t = C). planos pnncnpales parat=

2) Hallar T a) en cualquier punto b) parat= - 2, snendo x=8-1Ary= 3t2+2“/\

Az =t-5¢2
3) Hallar Ty N para t=0 siendo (t) = 3tcost1+ 3tsent] + 4tR

4) Hallar las ecuaciones de los tres planos y las tres rectas que forman el triedro
fundamental para t=1 siendo f(t) =ti+ 2]+ 3 k.
© 5) idem para H{t) = (t3 —t2-5) i+(3t2+ 1) 1+(2t3—16) k para t=2.

6) idem para Ht) = t2i+(1- ) j+t3k en (1 01)
7) Plano osculador y recta binormal para t=1 siendo f(t) = et|+e-l 2k,

8): Planos osculador ‘normal-y- rectificante para»la\'curva dada por. x = 3t—1t3 A
A Y =312 Az= 3t cont—-1 . )

' 9) Velotidad y- aceleracion:de.una-particula’ que se-mueve sobre la curva dada por.:»-

x—Zsen3t/\y -2cos3t nz=8t .

VL. CUrvas;*reet'ifi_c_ables::-;

En Calculo 1 - cap. 12, se definié la longitud. de arco.para una curva plana aso-

ciada a.una funcién escalar; de la S|gwente manera: si f tiene derivada continua en

[a;b]; entonces el gréflco de f entre los’ puntos (a“f(a)) y (b*f(b)) tiene Iongnud
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F b

b . - b
= S V1+{'(x)]2dx o bien.s = S Vdx2+dy2? |

a a

1115)] S

\

[o ) PRS-

fa)l -~

-

La idea geométrica en que se apoy? esta definicion fue la de. inscribir poligonales -
en el arco.de curva consxderado y aphcar repetxdas veces, el teorema delvalor me+ -

dio del célculo diferencial.

Para fas curvas: asocxadas a funciones: vectonales, con’ recomdo en R3 (curvas
alabeadas), la idea es la misma y una-curva en R2 (Surva plana) puede considerarse
un caso particular del anterior, que comcxde con.la definicién que acabamos de re-
cordar para funciones escalares.

Definiremos, en primer lugar, arco de curva rectificable, luego veremos que las

_ curvas asociadas a funciones vectoriales con derivadas contmuas son rectrr cables.
y finalmente calcularemos su longitud. - '

Consideremos una trayectoria C. asociada a la funcion vectonal F=(f; oty ) de-
finida en [a;b] y una subdivisién P del intervalo pararnetnco en n subintervalos:

P=[a=tgtt.it =b]

oyt

X

‘A cada valor t. del parametro le corresponde un punto P, sobre la curva, cuyas
‘coordenadas son (f (FER(ARR(2)X
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O sea, ?(ti) =P.

Los puntos P son vértices de una poligonal inscripta en el arco de curva C. La
" longitud de la-poligonal es una aproximacion a la longitud del arco de curva, si ésta

cexiste: .- . : » o
: _ ]

—Eﬁ(@;}.?ﬂt‘i.—w) | y este nimero es me-

=1 .

- La- longitad: de-la::paligonalies-. Lz

- nor. o igual-que: eI‘:.btist:_édo;, o

. Puede-demostrarse que;.a subdivisiones:cadavez mas finas, las-aproximaciones

son{me’jp’res-;-p’o_r_.fIo.;(:ualg.pér_e.cez!égic’o,;:admit»invlaﬁsiguiente;definicién.vv ERR

Definicion _
Una curva es rectificable si y sélo si el conjunto de todas las longitudes de po-

ligonales inscriptas en ella esta acotado.
El supremo del conjunto es la longitud del arco de curva correspondiente alin-

tervalo pa_ramétrico,;[a;b]. ,
SiA={s/s=L AP subdivisién de [a:b]}, entonces longitud de C=L.=

= supremo de A.

En resumen: . , :
1) si existe un namero real k > 0 tal que, para toda subdivision P de! intervalo
paramétrico [ab]es L = k, entonces la curva es rectificable. ’
) 2) si’la curva-es rectificable, su longitud es el supremo del conjunto. cuyos ele-
mentos.son todos los nimeros LP..'(CaIbula'r‘ la longitud de! arco suele conocerse

como rectificar el arco.)

& Propiedad- aditiva:

Sea C una curva: rectiﬁcable;asociada-a;:_?:;'[a;b]e»-H?. ‘Siendo a.<c¢.<b, C,
_esla curva asociada-a f en{a;c] y.C, la-curva-asociada.a f en [c:b} '

Probaremos-que. Cyy C‘rzs-scin;-'re'ctiﬁc'ables y-que la longitud deCes la.suma de-.

las longitudes-de- €'y Gy - e

Demostracion -

SeanP yP, sendas subdivisiones de C ,YC, Su unién es una subdivision para
Cyresulia Ly +Lé =Llp=Ll Estose verifica para cualquier subdivision P de C,
- 1.2 I . L
y para cualquier subdivision P, de C, ’

También, _L}',1 slg— |_P2 .
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[c;b)

. Si de]am?s fija la subdivisién Pz, el numero LC, - LPz es.cota del conjunto de
todas las longitudes de las poligonales con vérticesen C, y C, resulta rectificable. Lo

mismo sucede con C,,. . T
Ahora bien, por (1) LC—LPZ es una cota superior para el conjunto de longitudes

de las poligonales inscriptas en C . Luego, siendo L el supremo del conjunto, se
. po 1 ) '
verifica: : '

Lc, = LC—LPz

También LPz = Lc—Lc1' que se cumple para-cualquier poligonal con vértices ‘
en C, e indica que el ndmero Lc_.;_-Lc-, es.cota sup}eriorr para el conjunto de sus lon-

gitudes. . . . -
Luego,.el supremo de este:ltimo: conjunto; Léz’.‘_.es menor o igual que:una cota... -

superior, y resulta LC2 = Lc”Lc;.

:Por lo tanto L + LCz =l @ »

Si elgg_ir:r}os una subdivisién cualquiiera :P"de'*"[é;b]“;,“rd’pu'edé:ser:un' punto'de-di- -
gha subdswspn. Sino lo es, se lo agrega, con lo cual la nueva subdivision P' es mas "
fina que P, siendo P’ = P UP, para P , subdivision de faicl yP, subdivision de
Es Lp=lp=Lp +Llp SLg +lc.

Luego, Lp= Lc, + I_.Cz relacion que indica que el nimero Lc, + ch esuna
cota superior para el conjunto de todas las longitudes L, de las poligonales inscrip-

tas en C cuyo supremo es L.
Por o tanto, L§3 = Lc1 + LC2 (3).

De (2) y (3), resulta Lo=1Lg +L.
“1

.l?rob_aremos ahora una condicién necesaria y suficiente para que una curva sea
rectificable. :

# Definicién’

Sea f una funcién escalar de [a;b] en R. Si existe un numero positivo k, tal que

“para toda subdivision P de'[a;b] (P =[a = tit it = b, se verifica
- n

o
D lft)-ft,_)| <k
i=1
entonces f tiene variacion acotada en [a;b].
-El supremo del conjunto de todas las sumas del tipo anterior es la variacion total
de f en [a;b]}. R
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© % Teorema -

Sea C la curva asomada a la funcién vectonal fen el intervalo {a; b] siendo
= (f:f ;) C es rectificable siy solo sn Ias componentes de f nenen vanacnon aco-

: tada en [a;b].

Demostracion

1) Sea C una curva rectificable asocnada aty Losu longrtud Probaremos que

las componentes de T tienen variacién acotada. S
Para una SUblelSlOﬂ P-cualquiera de [ab}, es:- ..~ - -

lf )~ 1)I<If(t) f("*)l

de sus:componentes: -

Luego, - Elf )= f(t, 1)|<2'fm it )|<Lc'

i=1 i=1

O sea, f, tiene variacion acotada en [a b]
Lo mxsmo sucede paraf,yf,

. 2) Silas componentes de tlenen vanacnon acotada, probaremos que Ces rec-
tifi cable

SeaV ,la variacién total de f,, V, ladef, y V,lade fy
Por propledad del médulo de un vector es

)Tt )l = I, )1, whmfmJHMvﬁmmv
- Efectuando la sumarpara una subdivision P-cualquiera, es -,
o E:ﬁ(ti)‘—f(ti_,')l =V #V Vg

oy, por definicién; la curva es recificable.

rectmcable

¢ Téorema'

Sifesuna funcnon de [a:b]enR¥ysu derlvada fr“es continua,’ entonces las:com-
ponentes de T tienen variacion acotada en [a;b].
Probaremos, si f= (f f;f.) que las tres funcxones escalares t;enen variacion
. acotada.
_ Paraf,, por ejemplo esf (t) -1 )= f’(c)(t =t ) por aphcacmn del teoremaﬂ
- - del valor medlo del calculo dlferenmal conc, pertenecxente al mtervalo (t 1,t)

123
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ya que el:moédulo: de un vector*no es superado por\el valor~absoluto de cualqunera.-;'; e

Probaremos ahora que si tna funcnon vectonal -tiene. denvada contlnua -enton- -. -
" .Ces sus: componentes tlenen variacion-acotada; y lazcurva: asocuada ‘esyporlotanto;. o

Luego, 2 It )~ (t._ ) = Zf'(c )(t —t._

Como £ es continua (por serio ), f] esté acotada en [a; b] Entonces existe un
nimero real y positivo k tal que |fi{c)] = k si c,elab).

n ° . n n
Luego, X, filc)t—t_) = D kit—t_)=k > (t—t )= kib-a).
i=1 i=1 i=1
_ Por Io tanto, para cualquier subdivision P:

2161, )l < b-2)

SR AP tiene variacion acotada en- [a b Lo-mismo sucede con f2 y i

Luego, la curva asociada a F=( 1'f 1) ‘es rectificable.
Demostraremos ahora gue la Iongltud de la curva C asoc:ada a f (oon ¥ conti-~

nua en [aibl y vt f"(t)#O) es L, =S |f’(t)_[dt.‘

: a U ;

Definimos la funcion s, longitud de arco, para la curva C, de la siguiente manera:
s(t) = L[a;t], es decir, s(1) es la longitud de curva entre los puntos’ correspondlentes a.
f(a) y ).

Resulta s(a) = 0 A s(b) =

Demostraremos qgie s es deriVable’»y?su'derivada ent, cona< < b,es

s'(ty) = VIR B )EHLEE - si e (F ).

12" 3

Dernostracion

sit,+h)=s{t,) = Lait, +h]- a: t,] ='Lit,it,+h] pora propiedad aditiva.
Sea P una subdwrsnon del intervalo [t ;t +h] con n- submtervalos La longitud
de la poligonal correspondlente es’ : - '

.,g = E[f(t_)—?(t )| sierido

=1

)T, )l = VIR P, OEAm=A <t) Tl ,)]2
-Por el teorema del valor medio del calculo diferencial, es:
fft)~¥e,_ ) =/ [f'(a.)]2+[f’(B )]2+[f;(7i)]2 (ti-ti:_',)
con ae(t _pth BE(_t), vEt_,it).

Como f;, f;, f; son continuas, en el intervalo cerrado [tyte+h] alcanza cada
una un maximo absoluto. Sea fi(c.) el maximo absoluto de f! en [t;t +h], f(c,) el

de f’2 y f;(ca) el de f., donde los tres puntos ¢ pCYCy pertgnecep al iptewalo

[t,it,+h].
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Por lo tanto, Vi: f'{a) = f(c,) A f(B) =f(c;) fly) =tcy-

LUGgO, 2 |f(t) f(t )‘ < z [f' C ]2+[f'(c )]2+[f' (C Gl (t ‘,_ )=

i=1

N T AR ACAIS 2 (ti—ti_& =VIfie, )F+[f;<cz)12+[f;<°a>lz h.

Entonc;,es. 2 |f(t) f(t )\ = Vifile, )]2+[f'(c )]2+[f’(0 )2 h.

r mlembro es.la longitud de.una poligonal cual-
diente-al:intervalo:: [to,t +h}.y,.por lo:tanto, el
i.conjunto-de dichas longitudes.’
conjunto,resuita

Enla: expresién anterior €l prime
quiera inscripta:en-el-arco:cormespon
segundo miembro’ es:una.cota. superior.para. el

Como la: Iongltud del-arco. es:. el.supremo: de -este

Ut = VE)EHE, CRIZEECA

0 sea, sit,+h)-sty) =V PTG T EPh: ().

Por lo tanto, segun el teorema fuﬁdamental del calculo y la regla de Barrow, re-
b . b
s'(tydt, o bien, L = S G

a

sulta Lc = s(b)—s(a) =S

a

Como s'(t) = dt , podemos usar diferenciales en una variable.

d
Siendo x=f() ~ y= L) A~ z=f[) es
dx =f{t) dt A dy = f3(t) dt A dz = f(t) dit

Luego, ds =\/(dx)2+(dy)2+(dz)2, que es el médulo det
vector ds = dx T+dy j+dz k llamado vector diferencial de-arco:

Por otra parte. como las derivadas no son simultaneamente nulas, es ‘v’te[a bl -

s'{t) = If’(t)l > 0. Luego, s es estrictamente creciente en [a;b].y, por lo tanto, -al -

Tesultar biyectiva, admite funcion inversa's-1, definida en [s(a);s(b)] = [O;L ]

Entonces, es (t) = fls-'(s(t))] = (fo s“)[s(t)] = gls(t)].

La expresion f(t) = g[s(t)] indica que la funcién . tiene como parametro.a fa:
longitud de arco. La longitud de arco.como parametro se’ utiliza -habitualmente.en -
geometria- diferencial ‘pues simplifica. los‘ calculos, en -particular: -los relativos -a.as -
farmulas de Frénet para el triedro fundamental.

Por ofra parte, si comparamos la Iongltud del arco entre f(t )y f(to+h) conla lon-
gitud de la cuerda- -correspondiente, es  Observacion

fitt,+h) =Tt )l = sttg+h)—stty)- “- En aplicaciones matematicds, si bien es necesario a veces el calculo de la lon- -
23T (LM —f ()12 gitud de un arco, no es imprescindible recurrir a las definiciones y teoremas dados
Siendo: lf(t +h)- f(t )| = VI R - () PP+ h) - A e en esta seccién.
da componente, obtenemos: Creo que es aconsejable definir directamente la longitud de un arco de curva
por la formula y justificar esta definicion mediante aproximaciones poligonales.
En efecto, dada la funcién vectorial f = (f,:f;f,) con derivada continua y no nula

en [a;b], podemos considerar la pollgonal asociada a una subdlwsxon P del intervalo:

si aphcamos el teorema del valor medio a.ca
ittty hy=fit)l = Ve N0 B+ y,) ]2 h, con
o, &ty 0N B, €t it othh 7, €ty +h).

TEETETETEE T

3 paramétrico.
i 7 , t 2,
o *Por lo-tanto, /e PGB E h = sltg+h)=sty). ‘,’ )
B De (1) y (2), i h>0: » | .
= . slty+h)- s(t,). = >
LR n 3 r ] + f' C 2 :
B VI ERI I = — = VG e P e
| &3 {Una expresion similar, cambiando. el- sentido de las deSIguaIdades se obtiene
. si h<O0. ,
8- Busc)ando imite:: para h—->0 .como f; .y f son contmuas y

s lim [f(e, )f=tim_[fc, )]2—[f’(t ]2

B x
éf@ y analogamente para f, y f,. Su longitud es:

: n n X .
B Luego. 'ty = VEFTJEFEIFETE)T v i odn s fone derada onca = D)) = X VIR P PO JF.
Do da punto del mtervalo parametnco {a;b] donde esta definida i=1 =1 ; .' '
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+ - Aplicando el te_oréma del valor medio de! 'bc'a"lculo,difenféncial, queda: . .. .-

O 3N 3 T e e

Osea. L,= 2_\"Tf;(a,)]zf[f;(Bl)]?“i‘[f;(Yi)]z =t

Como las derivadas son continuas resulta Ioglco admitir que existe limitg * para
una sucesion de estas sumas cuando-las normas delas subdivisiones tlenden acero
y aceptar como: defImCIon que la: longltud del arco: consuderado es -

LC=S T

También;puede:-anotarse:

siendo % = fi(t).y = fi(t). 2 = f(1).

E/emplo' 7

2 . 3

Siendo fit—ti+ ——0 j+——k calcular la longltud deI -arco de curva aso-

2

)]

ciada si 0<t=86.

-

LC:S {f.’.gt)!dt -

.

* La'demostracion de que-este:limite:existe-no:es'tansimple: puesla intégr'al'de :Riemann se'relaciona con

b
el limite de una sucesion de sumas para S fitydt = lim ; fle -t _,) cont conlmuay ¢, como
| HPI 1 1

a

+'un unico punto considerado en el mtervalo It, ot} ‘En las sumas obtenidas con Ias poligonales aparecen
-en general, tres pumos diferentes a;; 8;y 7| del mtewalo ft_¢ I] yes necesano transformarlas en sumas.de

Rlemann antes de pasar al limite. -

Ejemplo 2

a) Caleular la longitud de-arco para la curva asociada a.¥:t— 4 costi+4 sen ti‘ :

sio=st<=X
2

f(t) = -4 sen ti+4costj= [f'(t)}= v/16 seﬁ2t+1,6 cos?t=4.-

- Por lo tanto, L'c = S24_dt = 2.
0 . ,

b) idem para.la curva asociada.a- g:t—>~/16-€ T%t.}_.siA Osts4 o

-, . t. .o . {2 '
GO =~ ——==i+j= g =/ —E 1.
Vit =g )l} | oo T
: 4 ) - 4 - . - 4 o .
LC_—.S \/_L_.Hdt:S —-——4——-d =S_ 1 gt =
4] 16"‘t2 o m o tZ

. 4 .
= (4 arc sen —;—)] =4darcsen1=2q.
0

Obsérvese que la longltud es la misma en'ambos casos pues f y g son funcnones
vectoriales equivalentes en [ 0; E] y [0:4] respectivamente. -

EJERCICIOS

1) Longltud de. Ia Gurva asociada a f: [% —Z-]—»FP tal’ que
f(t) = In (sen f)l-r(t+1)] '

2) ldem para f: [O7] — Rz/f(t) = Ccost1+ cos?tj j

3) Siendo f(t) = tT+t2§+(4—tz)R* calcular 1a longitud de fa-curva ésoéiada en.[0;2].

4) Siendo T: [0;1]— Rs/?(t) =

{tcost;tsent;t) hallar la longitud de la curva aso-
Ciada. o

- 5) Para :[0;27] — R2/f = (F3f,) con f,(t) = cos t(1+ cos 1), f,(t) =.sen t(1+cos )

haliar la longltud de la curva asocnada

. 32%
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RESPUESTAS A 'EJERCICIOS o

CAPITULO 9
Seccion 1
i no 32

f(-5y=—

1) D,=R-{2-3} -;—

2) D=R-{12-2 T0)= (o;o;—,z;.—'—l—) |

(_1_)=(__1_9_% 5. 6. 4-),.-“}
2/ 28 5 A5/

f
3 0<s=g 4 2755 by (120 ©) '—%1.

Seccion i
1) (- §)(t) = St2sent —tcost A §)(t) = ~t3costi-t3sen tj—(5t2 cos t-+t sen )k
(f - T)(t) = 25t4-+12+t8. .
2) T A g:t—> 5k
3) a) (hi)(D) = (2t5+t3)| (B15+41) 1+(14t2+7)k
b) (hf a)) = 8t5+214+18t3+t2+7t

Seccién III \

1) a) dlscont ‘esencial para t=2  b)continua en (0;5)

c) discont. esencial para t=0.
Seccién IV

1) h(t) = arcseri:;—;-} ,

"2) ejemplo f:u— (senu;4 —cosu) AO=u 5127- :

t-»(t3t6+3)/\0<t<1

3) ejemplo: f:u—)(\/ﬁ_; )/\4$U$9

3+\/J
gt— (tz; 3—1H2 ) AVZ=1=/3.

322

4) ejemplo: f u— (uz

4
)A1<u<\/_,

- 4
95t—>(7_;\/t-)/\4sts16.

‘ 5) a) equivalentes

b) equivalentes

c) opuestamente equivalentes

Seccién V

1) 7)) = (3t2+2 sen 2t:3 e:2t ~ —:—) ') = (

! +_3~).
1+2 2

h(t) = (- sen 2t — sec?t;

~2t

2t

5
t2

50)
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by,

i

i

!
I

voi2)a) TE=

. Co 5) reCté ;tg.liz—— =

2) ) = (152:4t3) g = (3 cos 3t; —sent ~ ——; 2Sent. )
- a : t2  ‘cos?t
- (F + 8)'(t) = 15t2 sen 3t-+4t cos t-+4+3tg2t+ S
+15t3 gos 3t—212 sen t-5 sen t-2- —2_ 4 _Otsent
t2 cos3t

(F - %) () = 15015+ 1613+ 58t.

U 3) (A G) M) = —3eti +L‘::;_l€‘]"(2'ht+2)k

. 4) F+F A F)(t) = cos BH(45t210)~30tsen Btr . -

5). (f . g)'(t) =302+ ¥ (Fa. Q)-’(t)’:=“’.(3‘:‘—‘,9t?)‘|"‘-‘413]+‘(6t'-:»1 2tk

Seccién: Vi

nlw
-y
pd
=
[/
|
g
—
-
f
wn
@
3
3
s

< 4 LA o
1) a) T{t) = 5sent|+5costj+

b) Tim) == 2j+Sk Mm =1 8w =27+ 2k

c) pl. osc. 8y+4z = 127 _pl. rect. x = ~4.

pl. normal 4y-3z = —97
3Ri+6tj+(1-100K < 1212 . 19

— b) T(2) =- —| —
SOt 1361220t +1 ) S _\-"/649‘ \/549 A V649

3) T(0) = %7 + % kRO =]

4) recta tg:: ?‘.;‘1 e y‘;'; '2*3'1"’ pli-normals x:+2y+3z =6+

—1 —1 =
recta. nommal:~X 1 = Y71 _ vZ 1

-ph. rectif.: 111 x+8y—92 =10

recta'{bino.rm_: — - = - = pl bSC.: 3x-—3y+z; 1. '

+1 . y-13
3

=% pl. riormal.-2x+3y+6z =37 R

--324

=t

recta bi . X+1_y—-13__é I o
merm.: 18 6~ _g Plosc:Bx+2y-3z=20"

recta nomal: Xt1._ Y13 2z o :
norrai: 3 - 5 —% pl. rectlf.: SxfenyZ= —81.

L X=1 Yy z-1 ‘ :
6) recta tg.: 5 === pl. normal: 2x—~y+3z =5

..;1- 3

. .. Xx=1 vy z—1- )
_recta binorm.: —3=35° 3 pl. osc.: 3x+3y-z=2

z-1
-9

recta normal; -X=1___ ¥

8 _ -1 pl.. rectif.: '8);;—11yﬁ_'gz‘;= =y

7) pl. osc. V2 x—e?\/3 y — 2ez=—2e\/2_

recta binorm.; -XZ€__ __y e _z-Vv2
' -1 8 T _evZ

8) pl. osc.: y—z = —1 _pl. normal: y+z =7 pl. rectif.: x = 2.

9) ¥(t) = 6 cos 3ti— 6sen 3t_i+8,l'<‘_.'a(n = —18 sen 3th—18 cos 3]

Seccién Vi

V3 s ? o
4) —5+hn +V8 5) 8 (L=2 ]f'(t)ldt).
o o ' 7

E

1) ln(? V/3) | 2) V5 +E'“(2f\/§) | 3),\/53 +_‘/T2_,ln(4\/§+v?3)
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10, INTEGRAL CURVILINEA

La idea de.integral: simple:se-extendi¢:de-R-a RZ'y. R3 mediante. la definicion-
de .integral doble y.triple;»'Ta'mbién.<puede;.genera_lizarse;de. otra -forma si se.reem- .

© plaza.el intervalo.de- integracion, -incluide en: la-recta reak; por:curvas. planas.o ala-:. |

beadas. - :

Se-obtiene: asi:la integralcurvilinea-0:de; linea..que-aparece. naturalmente.en .. .

- problemas fisicos; enzespecial;rcu’and0'=se:-qui‘ere-;d'arrel;;conceptd.de trabajo.-. -

l. Integral sobre una curva plana

Antes de definir integral sobre una curva, recordaremos qué es una curvay las
clasificaremos segun las propiedades de las funciones vectoriales que las deter-
minan. . : :

Curva es €l recorrido de una funcion vectorial continua definida en un intervalo
cerrado. Si el recorrido esta incluido en R?, la curva es plana. Si esta incluido en R?,
la curva es alabeada. : . :

En esta seccion nos-referiremos exclusivamente a curvas planas. .

Una curva es regular si y sOlo si esta asociada a una funcion vectorial con deri-

- vada continua'y no nula‘en el intervalo.

Una curva es regular por partes si y solo si es regular en el intervalo paramé-

trico, con excepcion de un namero finito de puntos. Estos puntos determinan sobre

" la curva un namero finito de arcos'y en cada uno de ellos la tangente gira con con-
_- tinuidad, salvo en los extremos. ) .

'Aclaramos. aqui que los-nombres elegidos no son-comunes a todos los autores.

Es.bastante usual-llamar.lisa-o suave: ala curva que-hemos llamado regular.

" Daremos la definicion de integral de linea-para.una curva regular y-sera aplica-

ble de inmediato a una curva .regular.por.~panes’mediante‘Ia.propiedad-de aditividad..

La integral curvilinea:también puede definirse para curvas rectificables aun cuan-

do no-sean ZregulareS'.',pero‘para»'ello:esnecesario.,utilizarrecursos mas finos que la

integral de-Riemann.-

Consideremos una funcion vectorial -: [a;b] — R2/f = (£,;f,) con derivada con-
tinua y no nuia en el intervalo, siendo C la curva regular asociada. Elegimos un cam-
po escalar continuo F::A— R (con A C R?) tal que la curva C esta incluida en su
dominio. ' ' C ’ ’ v

Queremos definir integral curvilinea de F sobre C.

326

- métrico [ab], P=[a=1

) Siguiendo una vez mas el procedimiento efectuado repetidas veces para defi-
nir una integral como limite, elegimos una subdivision cualquiera del intervalo para-
it it =bl .
_ Esta subdivision dgtérn;i;a en la.curva C n + 1. puntos-correspondientes a -
f(a).f(t,),...f(t).... 1t ) = #(b)- ’
En cada subintervalo [t,_,:t.] consideramos un punto cualquiera . y efectuamos
el producto ' S

F(F, ()it o)) T, ()=, (0T = FIE, ()i o) 0=, _)
La suma de todos los productos del tipo indicado, para la subdivision P es - .

2F(fi(ai);fé(ai))(xi"xi-ﬁ' '
=1

Si existe un nimero real ‘A tal que Ve > 03§(e) > 0/VP: (HPH <8 =
n

2 F(f 1(ai);f2(ai))(xi—xi; J-A \ < e)',’ donde P es una subdivisién de [a;b];-enton-.

=

i=1

ces definimos

8 F(x;y) &x = A,
c

Recordando la definicion de integral como limite, es

n
A= I;'lgl]I ; 2 F(f,(e)if ()} (x~x,_,) yaquef yf, son continuas.
=Y =1 .

Teorema

Si C es la curva regular asociadaa f= (f1;f2) enfablyF:A=> R (con A C R2y
C C A) es continua, entonces existe

b .
S Flxiy) dx = S F(f,@:f, )M dt
- JC

a

Demostracion
Consideramos una suma aproximante de la integrai curvilinea: -
’ n
S, = 21 F(F (o) o)X=, )-
=

Como f_ es derivable, podemos aplicarle el teorema del valor medio en el inter-
valo [t_;t], resultando: '

X=X, = f1(ti)._f1(ti;1.) =fle)t-t_,) con celt,_sit)-
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. Lquo,_;-s -> F(f (@) <a))f'<c>(t Ttk g LA e - Ejemplo | o |
a Co e A Calculemos | = ( (x?y--3x) dx siendo C el arco de parabola de ecuacién .
Queremos transformar esta expresion en una suma’ de Riemann para la inte- a c . :

: gral del- segundo miembro de la tesis (ver nota. en pag 320) ‘es decur, enuna suma : ' y = x2=-2 entre los pu.ntos (1:3) y (4;18).

¥i

181 ———

del tlpo A —EF(f ()it (e )f'(a)(t ~t_ ). con cxe[t ,]'

~Para ello, anotamos S, —A + (S AP)'

0 'sea;-.S ~~EF(f (a)f(a))f’(a)(t t,_)+2F(f (a)f(a))[f’(c) f’(a)](t =t )

i=1

- si buscamos tim.. S observamos que A tiendei:'afl_a—'integral~%buScadaf-mi'en'-f=-
Py =0~ - i : .

tras (S,—A,)tiende-a ceroi-: - - , R A o
Demostraremos estor ultlmo ST et T e - ' ' ; : 3
En primer: lugar;:.como:F es contlnua en: C entonces esté acotada y exrste k- tal SRR

que: Vit lF(f QRAG)) '

N et

: o -
En: segundoiuga: sfies: contrr-ua en: mtervala cerrado Y por Io tanto umfonne- o
mente continua; Luego;: Ve>0 35>0 tal'que -~ ’
) . .6 ) ' : ‘ _ Podemos considerar la siguiente parametrizacion de la curva C:
|f(c) f(a)[<———— : , A _

k(b— o -
( 2 X=tay=12+2A1=t=<4.
si [|Pl<é ya que C,Y «; pertenecen al mismo submtervalo de P.

| O sea, M =taf()y=1242 A7) =1.
Luego, Ve>0 38>0 tal que o S : sea, es -L() A f(t) = _4’\ iy . S &
e | Luego, t=5 [t2(t2+2)-31] dt=S (t4+2t2-3t) dt = o K ;%2
.n . ae o 7:', 5 . 1 . .- 1 . : e el ’ @ ¥
Se=Ael =1 E'F(f‘(ai)’fz(%))[ﬁ(ci)_»fr(-":‘i’)l(ti‘tsq)' < ; B o 5 o3 3|4 o4 © e LAY R
) ké*t'—' .=__ " = =esi [P <s. 5
2 bt Z( L l.

s

Podriamos haber elegido directamente a x como parametro B
-O sea, Cy—x2+2/\1<x<4 ’

22,

" Es decir, - hm (S AP)_

Tamblen podnamos haber considerado” otra- parametnzacuon cualqmera de la

Por K ’ S o - o : S curva C. Es decir, dar otra funcion: vectonal g equivalente .a: la pnmera f donde
or lo tanto, . . . . . f(t) t2+2) en [1:4].
I . | |mos X = 2 U+2 A —=t=<4, la nueva funcion vectona! g
i S, =lim- EF(f (@)t (a))f'<a><t S0, o ~ Sieleg VEny=dti2n 4 ‘
Pl — 0 P —0727 : -
' ' : tal que. g(t) = (2\/- t;4t+2) en [%4] es equ:valente a i
O sea, l;g: S - g F(f;(t);fé(t’))f;(t) dt -y el teorema qué_da probado. ey . . - 8i calculamos nuevamente la integral propuesta, es ..
) Pl — 0~ : - LA . PN R . . . v
. ' : 4 A 3 ' .
. . | , : L 1=\ |at@t+2)-6vi|——dt=\ (1612 + 8v/i-6)dt ="
Elteorema anterior permite calcular la integral de linea como una integral simple. - = 1 Vi % -
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Como era de esperar, el resultado no depende de la parametrizacion elégida

para la curva.
En efecto, la demostracién dada para probar, utilizando el teorema del valor

b
medio, que SCF(X;V) dx =S F(t,(:1,(0)f,() dt, donde = (f:f)) eslafuncion vec- ‘

. : a )
. t_or_p;al .as:ocxa_da a C en _[a;p], puede repetirse para una funcion vectorial equivalente
g= (9,9, asoca.a‘dzvae-az.lafcurvaiC:.-en:ael--;intgrvalaparamétrit;o fedl. oo

"~ Luego;: "‘S;F_(’:‘;V)”‘d’c_*—“g-' Flgiig,(g;trdt .«

c -

O sea, si.Fe 5 ccmmtinge: = (FF-)v & :
i.F es un-campo-escalar:continuo;. T = (£ :f;)y 8.=(9,:9,) son-funcio--

nes vectonales.ﬂequivalentes:: asociadas:a lascurva-regutar-C-enTa;bly. [c:d] respec=-:-..

. tivamente;iesz -

d- :
F(g,(t:g,()g; ) dt.

, . _ ,
SCF(x;y) dx =S F(f, ©:F,(0)f; (1) dt =}S

Si f y § son opuestamente equivalentes en [a;b] y [c:d] respectivamente, en-
5 .

1 b -
tonces S F(F, (0:f, ) (1) ot = — S

<

Flg,(0:g,0)g; (0 dt.

En forma totaimente analoga se define

. n : ) .
S Fx;y) dy = lim . E F(, (a)if ey, -y, )
c o ol FremiEr o
- SiFescontinuay-f.= (f of,)-es derivable con continuidad en {a;b], se demuestra
b . : - -

que. SCF(W)' dy =S F(f (5,00 dt.

a

Ejen;lplo

Calculemos: .| =S F(xy) dy: siendo F(xy)=x—y2 y C la parte de recta:

c
y = 5x+2 comprendida entre los puntos (0;2) y (3;17).

Tomando x como parametro, y =5x+2 » 0 <x=377

- 3 3
= SC(X~y2) dy = S [x—(5x+2)2]15 dx = —5S (25x2+19x+4) dx =
. 0 : 0

330

= -s(Be )

3 ‘ -
= —1612,5.
0

18

neas no se calculan aisladamente sino de a pa-

En general, 1as integrales curvili
nsiderando.

res, para el caso de curvas planas que estamos co

Si P y Q son campos escalares continuos de dos variables y C es la curva re-
gular asociada a la funcion vectorial t= (ff,) en el intervalo parameétrico [a;b], en-

tonces llamarmos integral curvilinea completa a {a siguiente:

. b ’
S [P(cy) dx-+Q0cy) d] = S [P (065, 0)r ) 6t + QUL OO0 8
C a ’ - ’

os considerar un campo vectorial F tal que

En notacion vectorial, podem
dxi+dy]j es el vector diferencial de -arco -

Exy) = P(xy)i+QUxy)]. Ademés, ds =

* para-curvas planas (pag. 319).. - ‘
Luego, la'integral curvilinea completa tien

lar de los dos vectores mencionados:

S [Pecy) dx + QGcy) ] =S F-ds
o] C

Ejemplo .1

Sea Fxy) = (
gral curvilinea completa sobre la ¢

a inte-

x2—y)i+(y2+x)j A f(t) = ti+(E+Nja0=t=1 Calcular |
urva asociada a f. :

24 mm
C

-
b e

x|

l= S [P(i:y) dx + Q(x;y) dy] con
[

P(xy) = X2=y A Qixy) =y2Hx ax=ta y=t2+1a0=t=1

1 1
= S [2—(t2+1)] dt + S [(1+t2)2+t]2t dt
0 0 .

e como ihtegrando-al,producto esca- - -




TP

1 U ,.-1._‘: o |
! =§ (“dt)+S- (1+2t2+14+ )2t ot = S (215+413+ 212+ 21— 1) it = 2.
cdo o Joo : 0. . . SRS

E]"emplo 2
Calcular 1 = g [(x2y—3x) dx+(xy—2) dy] siendo C el arco de sinusoide entre

los puntos (O;O)Iy (%1) )

LI it
»

‘La ‘curva C‘puede considerarse asociada ax=ta y=senta Os<ts —’27- '

[E]

n

j‘ [(t2sent— 3t)+(tsent 2) cos t] dt

Nl-l

S (tzsent 3t+tsentcost ~2cost)dt -

. - 2 . o . : : . . - . :_ 1
R = 2tsent (t2 2) cost—— 3t +$La'-~i‘cosmf2fsent 2
2 8 - 4 T 0
- 897  3x2 .
8 8 *.
Propiédadésf:- -

Si se piensa.en’ Ia definicion.dada:para; mtegral de: hnea y-en su reduccién a.in- -

tegrall simple,: es Ioglco esperar que posea propiedades: anélogas alas'de mtegrales
simples... - -

Puede demostrarse :entonces; apelandorasla: deflmcuon S
1) Sikes'una constante entonces

S kP(x;y).dx = k’j" P(cy) dx J kQ(xy) dy = kJAQ(;@) dy.
c o LJE LJe s Je e
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2) Propiedad lineal: si k, y k , son constantes, entonces

;j (k,F+k,G)-ds = ki's F 7cE+kJ G-ds.
c S e C

3) Propiedad aditiva respecto de.la trayécvtoria:’si C=C U C,. entonces

j‘ﬁa‘s j F-d_s+j-’ Pl
C C1 C2 -

Esta propledad se generahza para n curvas.

Utlllzando la Ultima propiedad se puede calcular. mtegral de linea sobre una cur-+
va simple cerrada considerandola coma ‘unién de arcos. Puede tomarse como punto -
inicial un punto cualquiera-de la. misma,.y el valor de:la integral-resulta:independiente -+
del'punto de partida. También se la puede calcular como una:sola- integral para’los-

valores inicial y final del parametro, que corresponden-al: mismo-punto de Ja curva;

*8iCesunacurva simple: cerrada, podemos'indicar. . paralaintegral de linea;. -

c

donde la flecha indica el sentido-en que se recorre a trayectoria. El sentido sefialado

es el positivo ¢ antihorario. Suele elegirse-indicando que la curva es-recorrida en el

~ sentido que deja a la izquierda de la misma a la superfuc:e que encierra;

Y o i/

N

" - sentido negativo u_horario

sentido positivo o antihorario

versor. normal conncude con el del ejé x hacia’el-eje'y. Es- negatlvo en.caso:contrario
‘Puede demostrarse, recurriendo'a la.definicién que - - .

gﬁﬁ-a;=~ 95%‘-35
c - -

E’j"emplo 71

Calcular | = ¢ (xy dx—3y?dy) siendo C la circunferencia de radio 2y centro -
.Jc : :

en el origen.
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Las ecuaciones paramétricas de esta circunferencia sor:
x=2costay=2sentAO0=t=2m

T few
1= S [4 sentcos t(~2sent) dt—3(2 sen t)2 2 cos t dt]
0 : :

2T sen3 t. 2%
| = —32& sen2t cos tdt= ——32(—'-—‘——.—)\ =0.
0 ) 3 1]

- Ejemplo 2-

' Caicdlér.{ I'=: ' (y2dx-+:xy. dy):- siendo,C;Ié-f'ronteradel-triéngulo..co'n vértices.-

\

(0;0), (1;0) y-(1:1).

y
Pom————
C.hc,
c, | e
C=C,uC,uUC,
Cr0=x=1 o
C; S (y2dx + xy dy) =0
y=0 c,

(pardmetrox) -

1 .

o 1 .
ydy=—"
. 2

>C:

2

O=y=1" i
{ : S (y2dx +xy GY)A=S
Cotx=1 C,

(parametro. y)

_Como.C, tiene punto: inicial-para x =-1'y final para.-x.= 0, la variacién del paré-
metro:x es:de:1.a.0.:- ' .

0

1=x=0 S .
Caz{ . S (dex+xydy)=82’t2dX’=—-§
y=X Cqy e adle -
Resulta’ I=.—1——-g-=—_1-. -
2 3 - 6

nna

- Ejemplo 3

2
Calcular 1= ¢ ( x22y dx + x3 dy) siendo C la frontera del ‘recinto
c

D={xyyo=x=1 Ax2=y=xk

y
] IR -
Cz \
1
CH
i
0 1 X
. ‘ C=CA1UC2 v
: g=x=1 L 1
c.[° XY gy exady) =\ (8 33
1 - > h S 2xt)dr =
y =x2 c, o\ 2 : 70
i 1=zx=0 2 : 0/ x4
: _ CZ:{ : S ( x22y dx +x® dy) =S (—%— +'x3) dx = — —go—
i y=x C, !
33 7 17

Luego, |=—=5"~ 55 ~ 120

Ejemplo 4 »
o al mover una-particula, en un plano, a lo Iérgo del

Calcular el trabajo realizad
Ay=3(1—cost) A 0=st<2n siel

arco de cicloide dado por: X = 3(t—sent) .
" campo- de- fuerzas que actiia-estd. dado por Flxy) = (Sfiy)i'—(afy)'j.'
Trabajo = S’__F_a_é = S _[6-y dx =(3-y) dyl =

AB iB

27 . .. _ . .
= S [(6—3+3 cos t)3(1- cos 1) dt —(3—3+3 cos t)3 sen tdt] =

0
27
| =9\ [(1 - cos?t) - sentcos t]dt=
0 .
b v ot 9sen2t _ sen?t) o
=9 (senzt-—sentcost)dtr(—-—-—,——.———~——-———- =9
o 2 4 2 /|,
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. EJERCICIOS

1) Calcular ¢ (x2y dx — xy dy) siendo C la curva determinada por y = x; x = 3, .

y=0.

2) Calcular ( XYY dy) a lo largo de la circunferencia de
: x2+y2 x2+y2 Sl - S

-ecuacion ' x2+y?2 = 4.

3). Calcular: j [(2x-+y)-dx+ (x=—y)-dy] siendo-Cla-curva:aseciada a T/f(ty =:(t=1)i-+ - i

c.
+Hja0=st=2

“JC

- 4) Calcular.-»j F - agii',:sieﬁddf--_lr:(ét;y)~_,=,fy T+x‘} paraflafparébqyat-.yﬁ= x2.rentré‘(0:0) y -

(2:4).

5) Calcular gs (x2+y?)dy siendo C la frontera del recinto
c

{(x,y)/(0<x<1 A 0<y<x)v(1 <x<2/\0<y< 1)} recorrida en
sentido negativo. . . )

I Teorema de:Green .

Las integrales de linea y las mtegréleé dobles puédénvrelaéidnarse mediante un

importante teorema. El teorema lleva el nombre de su autor, el matematico inglés

George Green (1793- -1841).que lo. publlco en: 1828 en su tratado sobre teona ma-" -

. tematlca para. electncndad y- magnetismo.-

--En este teorema debemos- considerar- funmones son denvadas parCIaIes contl- s T
- fuas: en’ un: recinto: y..en-su- fronterazr Cormo-las- derivadas: ‘parciales-se-définen:en: =
puntos' interiores:. eleglmos un:recinto:mas; ampl-o ‘donde:las: denvadas parcxales“'«-». -

son: continuas, -que: lncluya al recmto dado y a 'su. frontera

‘Teorema -de-Green-
Sea D un recinto"plano “doblemente simple” y. C su frontéra Sean Py Q cam-

pos escalares con derivadas parcnales contlnuas en un recmto abierto que incluye a
D'y a sufrontera. Entonces S =

gﬁc[P(X:y) dx + Q(xiy) dy] = ﬁ Qxy) - f’;(x—:y)] dx dy.

i

H

'
-4
]
i
a
!

En notacion sintética: -

95 (P dx + Qdy) =J (Q,—P) dxdy
c ' D )

e -
[ 4 PRSUpURNSpp.

D={xylya=x=bafx)=sy=1{x)} ={xy)/csy=dn g,ly) =x é’gz(y)} »
La demostracion consiste en calcular separadamente las dos integrales dobles
en que puede subdividirse el segundo miembro de la tesis y transformarlas en inte-
grales simples, reducibles, a su vez,-a lntegrales de linea. -
Calculamos primero 1, =ﬂ Q:(xyy) dx dy," fijando la variable y, es decir,
. : D L A
considerando al recinto de tipo 2:

d  fx=ga)
L= S dyS Q,(x;y) dx
¢ Jx=gyly) .

x=gx(y)

x=g4(y)

Luego, |, =S' Q(_X:Y) =S [O(gz(y):y) - O(g,(y);y)] dy =

y .
= g Q(g,(y)ry) dy'+.§ Q(g,()iy) dy:
e ~d

Pero esta suma de integrales simples es la integral sobre la curva cerrada C,
calculada con parametro y, en el sentido positivo. :

Entonces resultaﬁ Q;(xy) dxdy = ¢ Q(x;y) dy .
A o D. ‘ c

2

ITTTYT Y YL

M

Como Qes contlnua y: por lo tanto; lntegrable .una dé sus: primitivas respecto... .
dexes Q
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Calculamos ahora | '=JI P;(x;y) dx dy, fijando primero la variable x, es de-
) D . : : e
cir, considerando al recinto del tipo 1.

. b y=1g(x)
| ; =S dxg P;(x;y) dy.

a y={4(x}

Una pﬁmitiv_a de P; respecto de y es P.

Luego,
G I L :
B =S ‘F.(x’;y_‘) i f,‘ )d; —_-V.S.-»[P(x;fz(x)) - P(Xif1(x)~)] dx=
-a.. y= 1(X RN o O N ) . .

a. i b ) a. . . b -
—-5 P(xf () dx — S P(x;fi(x))-'dx-:,:;[.g <,’P,(X:fj2(x){ dx + S P(x;f 1(x))dx:l
b . . Ja E Jb » \ a

. Estatiltimarsuma:dedos:integrales:simples:es-la:integral.de linea parala.curvaz- ... -

C, en el sentido positivo; calculada .con parametro.x: = -

Por lo tanto, | = ¢ P(x;y) dx, es decir,.
Jc

ﬂ P'(x;y) dx dy = — ¢ P(x;y) dx (2)..
Jo 7 c

Restando (1) menos (2), resulta:

ﬂ 'Q)’((x:y) dx dy ——ﬂ’ Pi(xy) dx dy = ¢ Q(xy) dy + 4-) VP(X;Y) dx
D - D c “c

que lleva a la tesis.

Aplicacion.

Calcularemos ' nuevamente: la-integrat .| =. ¢
c

como integral-de linea en la-pagina 335.

Siendo - P(x;y)' = X 2y ~Qey) =3, resulta’ Q,(xy) = 3x2 A P;(x;y)‘= x2y.

Aplicando el teorema de Green, obtenemos

I =g (3x2—x2y) dx dy, siendo D = {(xy)/0=x=1AxX2=y =x}
D

242 '
(-121— dx-+ x3 -dy), resuelta: - .

1 y=X 1 ) x2y2 y:x
=1 dx (3x2—x2y)dy = (3x2y - ) dx =
0 y=x2 i . 2 | y=x2
1 1 -
x6 7 » x7 3 7. 17
= + 3x3 — — 4) =(——+—- 4 — 5) =
So-( 2 2 )& =\q7 v 27X " ¥/|, T 0

resultado va obtenido anteriormente.

. La férmula de Green fue demostrada para un recinto doblemente simple. Si el
recinto es simple del tipo 1 o del tipo 2, la demostracién puede hacerse con proce-

dimientos similares. -
La formula es vélida también.para regiones que pueden descomponerse en un

numero finito de recintos simples de cualquier tipo.. - -

y«

Para la regién D de la figura anterior, ef teorema se aplica a cada uno de los re-
cintos simples D g Dz' D3 yD P ) 7
~ ~Las integrales -curvilineas a lo largo.de las:fronteras comunes se: simplifican de
a pares, pues son recorridas en sentidos opuestos, como se observa en.la figura.
Finalmente, la suma de todas las integrales a lo largo de. las cuatro fronteras
de las subregiones, es igual a la integral de linea a’lo'largo de-la frontera de-la re-

gion total-D.. :

La férmula se extiende de-igual manera a la unién de n recintos simples.y es
valida también para cualquier recinto.cuya frontera es.una curva. regular. por partes..

Aplicaciones del teorema de Green

A) Calculo de dreas de recintos planos

El area de un recinto plano puede calcularse, segun el teorema de Green, me-

diante integral de linea. )
En efecto, por aplicacion geométrica de la integral doble, sabemos que el area

.de un recinto simple D se obtiene con la formula

338




"{Osxs1

drea D;ﬂ Tdxdy. - - e
2 drea D =ﬁ (1+1) dx dy.
: D .

Por el teorema de Green es:

_ﬂ (1+1)dxdy— @ {= ydx\+ xdy)

También,

‘Luego; " drea Df': "'éj"¢;‘(v-)/sd>(4"'+rx-dy)';—: ‘,.siendo C.Ia:fr.ontera.del recinto B -

Ejemplojr »

Calcular; mediantesintegralcurvilineaselidrea:delirecintoDsi- - ST e e

Y
1——/—;-'—
&7, : . : )
Vi D={xy/® =y’ =x n'y=0}
|| 2+ . ' :
1
0 1 X

Ceen - drea D‘-=:—2—'\¢‘(;y dx + x dy).'siendé6 C=C_,UC.
v e ST T

Si elegimos parametro x para (f.1 es:

2

y=x

"n|

0.

Eligi'endo‘parémetroayfpa'reaC'é‘ es:

o .

{1 A S (—ydx~+.x-dy)_:S, (~y2y dy +y2dy) = S (<y9dy =L

Wr=x % L 3
Luegu, -drea’D =l (_1_ _1_)= 4 '. et

g =3 5+3- 35 i

340 -

S (—-ydx+ X: dy) ':S (;x 2. dxisF xsé. x,2::dx.>:-=.§_‘ s X2 s

¢ B) Cambio de variables en integrales dobles

Como aphcac:on del teorema de Green demostraremos Ia férmula ya utilizada

en el capltulo 7: ;
ﬂ‘ F(x;y) dx dy g G(u; v)IJ [du dv v »

Lo haremos en particular para

fl, e =§S N, ducy,

explicando previamente las condiciones de hlpoteS|s a exigir. -

- En primer lugar, sea G= {M;N)--un campo- vectorial: con. denvadas parmales::- .
" continuas-de segundo orden, que.define una aplicacién-biyectiva-del:conjunto’abier- . -

to B, incluido-en el plano uv, en el conjunto abierto A, incluido-en:el plano.xy."

Sea: S un conjunto cerrado con frontera vy, incluido en: B, y- D con-frontera C;. - .
su |magen mclwda en A A ambos conjuntos se les- puede aphcar el:teorema de- -

" Green.
.. y V
——— ,/’-"~~\
Ve =~ - ~
Vs s / \\
;A ™ ! Y
! \ \ ]
1 W i \ r
\ / / N /
\\\\ C’// \\\__./’
X . u
_ [ x=Muyv) : ' Mo M
G: Ademas, el jacobiano d, = # 0.
y=Nuv) NN,

- Sabemos que &rea D =ﬂ dx dy =¢ x.dy. (Peratveriﬁcarlobasta'eplicar -
D Cc -

el teorema-de Green a P(xy) =0 A Q(xy) = x)

Queremos llevar la integral gg a una integral de linea sobre y.
’ . (o] L R

Sea u = () A v=g(t) una representacion paramétrica para y en el plano uv;

con a<t=b. Entonces, x = M(f(t);a(t)) A y = N(f(t);g()) con a= t=b, lo es

parala curva C en el plano xy.
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Luego, |= ¢ x dy =S M(f(t);a(t)) —alt’— dt segun la expresion que reduce
o3 A S

a
una integral de linea a una integral simple.

dy = : -
Podemos calcular _d)t,— por la regla de la cadena para una funcion compuesta

de variables intermedids u v con variable independiente 1.

dy gy du‘»+ dy dv

dt  u dt oav

- dy N H Pt .
O sea, oy N:F (1) + Nvg LK

Abreviandor;=M(f(t)jg(t)) “con M,»zNi"'(f(t')-;g(t));:,con' N’; etc:, para clarificar los calcu- . . -

los, resulta:

[ A
! ~=”S'.Mma_f-'m:.+-Nse':<t->1fd*-' o

O bien, .

b .
du dv )
— f gt + N/ —— .
i S(M,N" p dt + M Vo dt

a
Pero esta integral, con parametro t, es integral de linea sobre la curva y. .

Luego, ==+ (f) (M N du -+ M N dv).
Y

El signo depende del sentido resuitante sobre la curva y. Es positivo si es el

mismo adoptado sobre C, o negativo si es el opuesto.
" - 8 aplicarnos nuevamente el teorema de Green con variables u v en:S con fron-

tera vy, resulta ) _
== |2y A (M N | dudv.
gl au v v v

| = :g (MAN + M N2~ MIN = MN?) du dv.
) S u v vu. v u UV - -

O sea,

Por la continuidad: de -las derivadas: es:*N."-=-N!'..

-

Cancelando, queda- { = :ﬂ (MIN: — MIN) du dv,-
MM
:B’ du dv.
s| N N! :
u v

Luego, ﬂ dx dy = 'tﬂd dudv.
. D . V s uv .

342
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Como el segundo miembro debe ser positivo, basta toraar el valor absoluto- del

jacobiano.
Finalmente, entonces, se obtiene

J] dx dy =ﬂ' M, ldudv.
D s

También puede probarse, en el caso general, que

ﬂ‘ F(xyy) dxdy = 0 G(u;v)le! du dv
D s

con condiciones similares de hipotesis.

EJERCICIOS
1) Verificar el teorema de Green; ¢ [(x3+2y?)dx +(y2+x?y) dy] C: y = x
' % . O0=sy=1

2) idem para ¢ [{xy2—x) dx +(x2—y3x) dy] siendo C la-frontera del recinto
c v .

D = {(xy)/x2 =y =<2+x}.
3) iqem para -g (2y—3xy2)dxdy con D ={(x;y}/0=y=1nx y=x=y}h
D

4) Calcular mediante integral curvilinea el area del recinto
D = {{xy)/2x2-8x+10 <= y = —x2+4x+1}.

5) idem para D.

Ill. Independencia de la trayectoria

En general, si se calcula la integral curvilinea de un campo vectorial sobre un
arco de curva AB, el resultado no depende exclusivamente de los extremos A 'y B
del arco, sino también de la trayectoria elegida entre ambos.
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Veamos un ejemplo.

Calculeémos [(x2+y) dx.~ (2x—'~y2') dy] . sobre- diferentes arcos de curvas
! = Lo . SR :

simples C, con extremos en (0:0) y (1:1).

Y.

=X2n 0= x =1 L o
R - S my . . .
[(x2+y) dx + (2x—y?) dy] =-S [2x2dx + (2x=x4)2x dx] =
c, : 0 '
1 Xs 1 5
2-0x5) dx = {2x3 — 2 _}| =2
(6x2~-2x5) dx (2x e ) ’ 3

) C’:' y
= j
1.
.
2) C2:y2=x/§05ys1 .
. i : .
I, = SC’[(XZ"-'Y) dx + (2x—y?) dy] = S [(y*+y)2y dy ~ y2 dy] =

3

o1 T roys
= S (2y5+3y?) dy = (—— * ya)
. o ) : 3 0
. 3) Cyiy =ix A 0-}5)(5 1
: - o :
-y :‘-S; [{(x2+y). d'x:"+'(2x"—.,y2,)"dy];_=;;5'::(x2"—.kxﬁ-:2x.—x2)=dx= o
C3 ! -Jo R

) E
S 3x dx- =—g—
0’ . -

En este caso; para:cada -aicd.dis’tintoventre. los ‘puntos (0:0) y‘-(1;1)"hemo§ ob-

tenido un resultado diferente. -~ - :

- Observemos, en cambio, el siguienté:f;ejemplq:"‘i et TR 2T -
5 [2xy3 dx + (3x2y2—2) dy] para CI ’entrek'(O;O) y (1),

244

.de de la curva.C sino-de sus extremos.:

 1) Ciiy=xan0=x<1

3 P i B . :
I =S (5x4—2) dx = (x5-2x) . S
o T o

1}
.

2) szy=x2/\0_sxs1

1 : 1 ' Nk
l,= S [2x7 dx + (3x6—2)2x dx] = S {8x7—4x) dx = (xB~2x?)| = —1.
0 o ' (]

-3
3) Cly=x2n0=x=<1

1 s ' 3 1. Toqg L1,
A=\ [2xx2.dx + (3x5-2) = x2 dx] = (———x,z —axz)dx=—*1.
0 27 N2 s

. En_este_ejemp_b; si bien el-:,arco;_eswdistinto:enfc'ada'Cafs:o;.el.resultadofes-»siem-A :
pre el mismo. O sea, el resultado no depende.dela trayectoria elegida entre (0:0) :

y (1;1). i e
Podemos verificar que, en esta dltima situacién, en el integrando interviene un

gradiente. En efecto, consideremos el campo escalar U, tal que U(x;y) = x2y3-2y -

0 cualquier otro campo escalar que difiera de U en una constante.
Es U (x;y) = 2xy3 A U;(x;y) = 3x2y2-2, :
Lueg_o, se ha calculado

I =S [U(xzy) dx + U;(x;y) dY] =:j grad U(x;y) -ds para diferentes curvas C,
i C: . C. :

I i

entre los puntos (0;0) y (1;1). , . ) T .
El resultado, como pudo observarse, es independiente de la trayectoria elegida
entre ambos puntos. T R
- Ademas, es [ =U(1;1) - U(0:0) = —1 pues -U(1;1) = —1 A U(0;0) = 0.
La funcién U es una funcién potencial del campo vectorial (U;;U;).‘ :

. (1) S
En este caso se utiliza la nota;ién g =S— ya que“el resultado .no depen- - -

c (0:0)

Puede demostrarse, entonces, que la integral de linea de un.gradiente, con.cier- - -

tas condiciones, depende exclusivamente de-los puntos elegidos como extremos y
no del arco de curva que los une. :

Antes de demostrar propiedades referentes.a este tema; recordaremos las de-
mos algunas definiciones'y -

finiciones ya vistas para conjuntos. conexos y agregare

propiedades de indole topolégica que pueden ser titiles.

Conjunto conexo: todo par de puntos del conjunto puede unirse mediante una

poligonal incluida en el mismo. Ya se ha visto también que esta “conexion” puede

hacerse mediante una poligonal de lados: paralelos a los ejes coordenados. Este

tipo de poligonal se denomina escalonada. La conexién puede hacerse mediante.”

una poligonal escalonada simple, es decir, que no se corta a si misma. _

sy % v —.) :&_;,
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Se demuestra que en-un conjunto abierto y conexo, cualquier par de puntos del
mismo puede conectarse mediante una curva regular por partes.

Recordemos también, ya que la utilizaremos en esta seccion, la definicion de

conjunto simplemente conexo. A
Conjunto simplemente conexo: el interior de toda curva simple cerrada estéa in--

ciuido en el conjunto (ver pag. 99).

Para demostrar que la integral de linea de-un gradiente no.depende del camino
elegido, necesitamos que el conjunto sea abierto y conexo. .

Veremos que si F es un campo vectorial continuo y D es un conjunto abierto
y conexo, entonces las tres proposiciones: siguientes: son equivalentes:

1) F es el.gradiente de:un campo.escalar.-:: .

- 2)+1a-integral-dezlinea:dexF:
puntos del conjunto:D:: -

3) la integral-de- h’héé:de.- E- d_'s?es:nulaéaeIo:-largo:}ie*-cualguier-curva cé‘rfadag; .

(egular.porpartes.-_. S 7

. (Qge :.unaivinteg;altde-é
- que: F sea:Un:gradiente:)> =7 -

Teorema .

Si un campo.escalar es derivable con continuidad en un conjunto abierto y co-
nexo, entonces la integral de linea de su gradiente es independiente de la trayectoria.
Demostracion

Sea U el campo escalary Ay B dos pu}\tos cualesquiera del conjunto.
Sea C una curva cualquiera, regular por partes, desde A hasta B, asociada a

la funcin: vectorial T="(f:f)) en el intervalo paramétrico [a:b]. Por lo tanto, es -

A= (i (@)f@) y B=(05,0).

// \\ i

.~ K\B N\

S/ R

. oo ,/ B
:\‘s ,//,

I=S gradU ~ds- -

il

g [U:(y) dx -+ U2 xzy) dy.
c

I

b .
I S [UL(F, @i, )@ dt + Uy (i, )04
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. »dsz no:depende:del:camino .elegido:entre-dos.. -

"y el valor de la.integral depende exclusivamente de los. extremos de-la curva C.

linea sea: nula:p}ara—,:inﬁn’it'as»zcurvas;icerradas no.garantiza..: .

siendo U(xy) = h(t) con x =f {t) » y = 1,). Sintetizando la notacién podemos
anotar:

b
| =S (U;x; + U;y() dt
a

Por la regla de la cadena, el integrando es —dstJ— para U funcidn compuesta
de variable independiente t con variables intermedias x e y.

® du
Luego, |=S ——at—dt = U(F, (:f, (1)

t=b
a 1=

a

I = U(f (b)if, (b)) = U(t, (@)1, (@) = UB) — U(A)

Hemos probado, entonces, que la- condicion . necesaria para:que una integral -
de-linea-no .dependa de la: trayectoria-es que-sea la-integral:del producto:escalar:
del gradiente de un campo escalar por ds... - S

* Podemos demostrar también que la condicién es suficiente, o sea que, si una in-
tegral de linea no depende. para cualquier par de puntos, del camino elegido entre
los mismos, entonces interviene el gradiente de un campo escalar llamado funcion
potencial. ’

4 Teorema o

:
E

=

Si F= (P;d) es un campo vectorial continuo en un conjunto abierto y conexo

TN

D, y la integral de linea j F El_é no depende del camino C-entre dos puntos
— ) C . - :
cualesquiera del conjunto, entonces F es el gradiente de un campo escalar.
Es_ decir, queremos probar que existe una funcion potencial U tal que U; =
=P A U; =Q.

R Y NTY

Demostracion

Como la integral. de- linea S F - ds no depende del camino, elegimos en D un
c
punto fijo (a;b) y definimos-
y)_ ___  rxy)
’U(x;y)=S F-ds=g
(ab)
sobre cualquier curva regular por partes entre (ab) y (x;y).

[P(x;y) dx + Q(x:y) dy] donde la integral se calcula
(ab) :
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* Demostraremos que U=

Por la: propledad admva de Ia lntegral curvnllnea ‘si. cons:deramos el punto
(x+h; y)en D,.con-h-# 0;es .

(x+hiy)is ooy ("*"W).'f_‘.‘z’f;'.;..t- F
S. . F ds—; F ds+S Frds..
() - @b) - ey
Como yes constante, resulta

) pehiy): (KHhiyy
S Fe. ds—S* [F'(x.y) dX+O(x,y) dy] =

= Pxy)-dx -
(xiy) xy). - T

" Por el teorema del valor medio del célculo mtegral‘ (Caiculé 1-cap. 12), es

x+h .
S P(x;y) dx = h P(x+ch;y) con 0<c< 1.

b 4
(x+hy)_ (xy)__ __ .
. Luego, S - Feds —g F -ds = h P(x+ch;y).
(acb) (ab)
Ux+hy) = U(xy) -
- -
Luego im U(X+h,y) U(xv)
“h—-0 h
Como P es continua, obtenemos:

Y (i) = Plxy)..

O bien, P(x+ch,y) AD<E< 1

: IimA P"(x‘-!-gh";y)'. S
h—0 o=

u! (X-Y) Qx:y)-

-Par: lortanto;: ‘el::campoz vectonal
lar U.

La funcién potencial no es* inicar pues la fiincién* obtenlda U depende del punto-- :

inicial (a;b). Si fijamos- otro punto inicial {c;d) # (a;b), entonces la funcién potencial
noesla’ m|<ma -pero difiere de U -eri und constante que por la propiedad aditiva, es

' {cid)__ S - B

(a:b)

. Andlogamente;:si conssderamos un‘incremente: de -Y,:C0N X constante, se'prueba:

F=:(RQ)= eSi*el'. gradi'ehvte’?de'lﬁcampoue'sca-v=' Ll

P IERRE

Los dos teoremas demostrados aseguran que la condicién necesaria y suficiente
para que una integral de linea no dependa del camino, en un conjunto abierto y co-- .

nexo,-es que sea la integral del producto escalar de un_gradiente por ds. .
Como consecuencia, observamos que ia integral de liried” del producto escalar

de un-gradiente por ds sobre cualquier curva cerrada es nula y reciprocamente.
B -
AN C,

Sea C = C,uC, y F=gradU.
Entonces por la prop:edad admva

- Fm-| Faa Fwm
S Je e e

Por ser independiente de la trayectoria, es:

B_ . A_ __-' B__ _ B___‘_'
l=S F-ds+S F-ds=5.F.-ds_—S F-+ds=0.
A

B A A '

En forma analoga se prueba el reciproco. O sea, unaintegral de linea es inde-
pendiente de la trayectoria, en-un. conjunto abierto y conexo, si y solo si es nula so-
bre cualquier curva cerrada. -

En fisica, un campo de fuerzas es conservatlvo si y s6lo si el. trabajo realizado
a lo largo de cualquier curva cetrada es nulo. Por las propledades demostradas un
campo es conservativo si y s6lo si es un gradlente ' i )

Nos interesa.ahora, dado un campo: vectorial F, reconocer, medlante algu- '

‘na condncron si se trata 0 no de un gradiente. -

O sea, dado F(xy) = P(x;y)i + Q(x;y)] tratamos de mvestlgar inspeccionando - .

_P y Q;=si existe una; funcnon potenmal U tal que U;=Px U' Q o bien, tal que.

F =grad U.

Suele indicarse, si esto se verifica, que. Ia expresmn P(x‘y) dx+ Q(xyy) dy es
una expresion diferencial total exacta.

En el ejercicio resuelto en-la pag. 345, es - -

- dU(xy) = 2xy3dx + (8x2y2—2) dy con P(x;y) = 2xy3 A Q(x,y) 3x2y2—

~ Calculemos P y Q.
P'(x;y) = Bxy2 A Q'(x;y) = 6xy2.

Por lo tanto, P’ = Q.. Esta igualdad se conoce como “condicion de simetria”

Yy se venflca si el campo vectonal que aparece en el integrando es un gradlente L
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& Teorema- : ici6 i '
) _ ] o : i Por lo tanto, para gue la condicion de simetria garantice la existencia de gra--
8 . - - . N . .- o2b. . diente debemos agregar alguna condicién de hipétesis. Esta condicion. es que el
! Si la integral de linea jC[P(xvy) dx + Q(xiy) dy] es independiente de la trayectoria - conjunto en que esta definido el campo vectorial sea abierto y simplemente coqnexo.
Es decir, que a la condicion de abierto y conexo se debe afiadir gue el conjunto inte-
rior a cualguier curva simple.cerrada esté incluido en el conjunto. '
En el contraejemplo anterior, el conjunto D es conexc pero no- es simplemente
conexo pues el interior de la circunferencia de ecuacion x2+y2=-1"no estd incluido e \,
en D ya que el origen no le pertenece.. -

y Py Qson derivables con continuidad en un conjunto abierto y conexo, entonces
en r naiquier punto es P;(x;y) = Q(xy).

Prcrse
(47262

X

Demostracion =~ . v
: I . . -Si el conjunto es simplemente conexo se puede aplicar libremente el teorema
-3 ~ Por_un teorema anterior, si la integral no depende del camino, existe un campo ~ de Green. En el ejemplo dado-se-observa que, aunque la circunferencia elegida es -
| escalar U tal que: - . _ L . ; una curva cerrada y simple; el teorema:de:Green no puede aplicarse.- .
3 du(x;y) = P(xy) dx +.Q(x;y):dy.-con x e y-variables:independientes: ; . 7 - )

e
R

Luego:.P(xy):.=Uy (»x':y);: A;Q‘(»x;-y)-,;=~.U§(-x;y);:..«C‘omo;vP' y:Q son derivables, es.
Pl = ny ~ Q= ny Por Ia:’continuidaddef~iasatderivadas=es*U;y’ =Up.

¥

Teorema

Si F = (P:Q) es un campo-vectorial-derivable-con.continuidad.en un conjunto .-

Por lotanto, Py = Qry queda-;probada;-;la-:tesisév::
S : D, abierto' y simplemer_ue conexo; y para-todo punto (xiy) del mismo-se.verifica.que .

8
 En realidad:-a-nosotros-nos:interesa:un:teorema:reciproco del-anterior que: su-:-. - F’;(X:Y) = Q/(xiy), entonces F es-el gradiente de-un campo escalar.
: @ ministre una condicion suficiente: para reconocer cuéndo un campo vectorial dado es ’ ' '
, el gradiente de algun campo escalar. ) '
B Sin embargo, el reciproco det teorema anterior no se verifica. Demostracion
Anotaremos un contraejemplo clasico, provisto por un campo vectorial que sa- L -
B tisface la condicion.de simetria y, sin embargo, no se trata de un gradiente en un Sabemos ahora, por hipétesis, que P; = Q; en todo el conjunto D. Queremos
o conjunto en el cual intervenga, en cierta forma, el origen.’ : - < . . . .
. : probar que P 1+ Q| es un gradiente, o bien que (P dx + Qdy) es independiente
=2 Sean’ P(cy) =——— A Qxy) = . . ©
- LT o X24y2 X2+y2 de la trayectoria. ’ .
, K\K@J . . o v2 . Como hemos visto, para ello basta probar que la integral a lo largo de toda curva
) Resulta P'(xyy) = YT Q'(xy) = _Y__’f_' _ cerrada simple y regular por partes es nula. 3
W LA (x2+y?)2 x (x2+y?)? , : - Sea C una curva cualquiera de ese tipo. Al ser el recinto simplemente conexo - }
= Por lo tanto, se verifica P; =Q. : aplicamos el teorema de Green..
SiF= (P;Q) fuera-el gradiente de un campo escalar, la integral de F - ds a o ‘ Resulta ¢ [Pdx + Qdy] = [. (Q'~P’)dx dy donde R es la union del interior
largo de cualquier curva regular cerrada debe ser nula. o c Mg ™ y )

de C con su frontera y esta incluido en D.

i

[Elegimos.-el. conjunto_abierto. y conexo D =;{(x:y)/714- < x2+y3 < 4},

Fes derivablezconz.continuidad:.en.D:-: Ademés; la:circunferencia:C, centrada.en:

el origen-y con radio 1 es una.curva regular.incluida en D: - Pero g (Q)’(—P;) dx dy =0 por ser Q =vp;,, .
R .

.

Kﬁ@? Calculamos S [Plxy) dx-+-Qxy)dyl- . ST T e _ ' _ ¢ o ] -

c Luego, para cualquier. curva. cerrada C es _F »ds = 0. -Segun. hemos
I Lasvecuacione‘s:zparamétribas:—.de.‘esta;circu_’nferencia-son: ! _ c -

o visto, F = grad U y la integral no depende de la trayectoria..

x=costAy=sentnA0=1=2m

: : “2m 2 ’ N e .
| B -y X b 2t 4 2 _ _ Sintetizando ahora lo expuesto Ultimamente observemos que,.en un recinto
g Luego. oL ey dx +— Ty dy | = . (sent-+ cos?) dt = . dt = abierto y simplemente conexo, las siguientes condiciones son equivalentes:
' =27 # 0, y no se trata de un gradiente =sto sucede porque el interior de C no ; 1 mc%epen(.jencna de .If'i trayectqna
% esta incluido en.D . ok 2) existencia de funcion potencial
= ) ' : .3) condicién de simetria.

-
2
2
n
N
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. Funcnon potenmal

Conocxdas entonces las condncuones para su. exxstencna nos lnteresa dado el -

gradlente encontrar. una funcion-potencial del mismo. -

Es decir, dado P(x y) dx + Q(x;y) dy, encontrar una fundon potenc:al U tal que :

U.-=Pa U' Q 5|endo Py Q derivables con contmwdad

Expllcamos a contmuacnon un metodo para hallarla

, Como U. = P- integramos:P respecto- de. la: variable x, conS|derando y cons--
tante. Obtenemos-asi:un-campo:escalar G cuya .derivada. respecto de X'es P perO'

nada: puede asegurar:que su:derivada-respecto-de-y.sea Q.

: Sin embargo;la:funcién: potencial.que: buscamos solamente puede d|fenr res- -

'pecto de.G,.en-unafuncion-que: depende:dezy:, <o

O sea;: U(xy)= G(xy) +f{y). siendo= Gli= P
- Si derivamos G-+t- respecto de x;la: denvada sigue: sxendo Py
Es. decir; . .

'-—@Mwmm uw~mw) )
F’or otra’ parte necesntamos tamblen que

2y (G(x,y) fy)) = Qixiy).

[0 sea, Gxy)+f(y)=Qlxy) ()
y también f'y) = Qxy) - Gyxzy).

Verificamos ahora que el segundo mlembro depende exclusxvamente de la va-
nable y. Para ellc lo denvamos respecto de X: » :

[O( .y) y‘ ,y] Q(xy) —»—a)(—-_(_._ay..-(G(x,y))),__,

~Qmw———(——mmm) Q) = (o) = Qo) = Py =0

Por o tanto, Q- G‘ es lndependlente de Ja: vanable‘x yaque'suderivada es nula W T

y obtenemos-f:integrando: esta:expresion:respectordeiia:inica: +Variable: y

Entonces,. el:campo:escalar:U:tal- ques Uixy):=G(xy)+f(y): es:la: funcxon po- S

tencial buscada, pues: U! (x,y) P(x:y) por: (1)=y- U’ (x,y) Q(x;y)por:.(2)-.

Cualqwer otra: funcxon potencxal puede-diferir de-U: solamente en.una-constante; . -

0 sea, en un:ntimero:real:: -

Tamblen puede hallarse la func:on potencnal |ntegrando primero Q respecto de

Y. yague U’ =Q. Obténemos-asi un campo escalar-H tal que H' =Q.

. Hacemos U(x,y) H(x.y)+g(x) donde:g se encuentra lntegrando Q H' res-
. pecto de x. . .

En »el célculo directo, hallar una funcicn potencial suele ser bastante simple.
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Ejemplo 1

Hallar una funcién potencial, venflcando pnmero que la sngu:ente expresmn es

. diferencial total exacta: .- - R e

P(x:y) dx + Q(x:y) dy = (2x+y) dx + (x— 2y) dy.
Siendo P(x;y) = 2x+y A Q(x;y) = x—2y vemos primero si se cumple la condi-
cion de simetria: : _
P’(x;y) =1nA Q’(x;y) = 1. 'Luego, existe funcic'm potencial en un

'recmto adecuado :

Para obtenerla, mtegramos P respecto de x, con y. constante
Resulta U(x,y) = x2+xy-+i(y).

- Derivando respecto de y, es Ui(xyy) = x+f'(y) Q(xy).y.
. Luego, x+f'(y) =x-2y =: f'(y) = —2y = f(y).= —y?ﬁ-C.

Fin’almente;' U(xy) = x2+xy—y2+C: -
. Verifiquemos que Pdx + Qdy = dU..
Es U!(xy) = 2x+y A Ujxiy) ='x— 2y.
Luego dU(x,y) (2x—:—y) dx + (x=2y) dy. -
Ejemplo 2

Hallar funcidn potencial, si existe, para el campo vectq_rial

- i \ 2 <
Py + Qx; '=(2xln2In - >7+( +1)j .
(x:y) x:y)i y oy Y
. ~ ) . —_—

Py . Q)

Verificamos primero la condicién de simetria: -

-2xIn2

pmw%?méiAQWM= v

lntegrando P respecto de x 'y-sumando-una constante de mtegracnon que de-
‘pende.de y, es U(x,y) 2xIny.— \/— +:f(y): - . v

Ui (xy) = T +F (y) Q(X,Y)

__2y +f(y)-—-—-—y +1=>f(y)—1=>f(y) y+C.

Luego, la funcién potencial es U tal que

Uxy) =2xIny ~Vx +y+C..
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" La definicion puede extenderse sin dificultades a campos escalares de n varia-

- bles y se completa mediante campos vectoriales de n componentes. Para ellos se
verifican propiedades analogas a las ya vistas.

Sin embargo, los casos que se utilizan en aphcacnones comunes son el ya visto
para n = 2 y el correspondiente a n = 3, cuyas propiedades enuncnamos a conti-
nuacion.

Si P, Qy.S son campos escalares continuos de tres variables y C es una curva
regular por partes asociada a la funcnon vectorial = (f,if,;f,) en elintervalo para-

métrico [a;b] para F= (P:Q;S) vy ds = (dx; dy; dz), es

5 Feds= S ' [F(x;y;z) dx+ Q(x’;y;z)'dy.,{ S:('X:?IV-:Z) dz] =
c . c ‘

a

b o b
=S P(f,(t)-:fz‘(t):f;(t))f;(t)'dms' O(f;,(t):fé(t);.fé(t))‘f;(t)"dt:fs- S(f, W, W) dt. -

La i‘ntegralS‘F" ds “suele Ilai'ria;se.:-circulacién:;de Falo largo de: C.

Puede demostrarse linealidad y aditividad. Se verifica también que, con ciertas

condiciones, la integral de linea del producto escalar de un gradiente por ds
es independiente de la‘trayectoria. .

En tres variables, la condicion de simetria para el campo vectorial F= (P;Q;S)
es: Pl =Qn O;=S;/\S;=P;. '

El célculo de la funcién potencial, cuando existe, sigue los lineamientos ya vis-
.tos para-dos variables,-fque esquematizamos a continuacién.-

Sea F( Y z) P(x,y 2)i + Qxyy;z)] + S(x,y z)k.

Suponemos que existe un campo escalar U de tres varlables, tal que
- grad U{x;y:z) = P(x;y2)1 +Q(xy:z)j + S(xy; z)k

Luego, es U'—PAU' QAU'~~S

Obtenemos asi un.campo-escalar G tal.que . ‘G = P, pero nada podemos afirmar

de z y de y exclusivamente:

Para un campo escalar H tal que H(x;y;z) = G(x;y;z) + M(y:z) también H; = P
pues M no depende de x. :

Por otra parte necesitamos que H; Q, .0 sea, Gy+M’ =Q.

Luego, My Q- G; -expresion que permite hallar M. Para ello podemos de-

mostrar primero que no depende de x y Iuego la mtegramos respecto dey dejando z.

constante.
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En primer lugar .integramos P respecto-de -x; considerando: z: e .y constantes:

sobre sus derivadas:respecto de: las ofras:dos: vanables -8in embargo, la- funmon
potencial quebuscamos:puede-diferir: de G: iinicamente‘en funciones: que dependan Be

Loadoe FRE v en
casmdlibotes it e,

Finalmente, razonando en forma analoga, hallamos U tal que
Ulxy:iz) = G(X.y 2) =M(yiz) +12) (1),
Ahora es .U’ =P, U' Qy nos falta conseguir que u; is.
Derivando ‘U respecto de z obtenemos:
Uxyiz) = G (xy:z) + M(y:z) + '(2) = S(xy:2).
Luego. f'(z) = S(xy:z) — G'(x;y'z)\ M:(y:2) .expresion que permite calcular f.
Puede comprobarse que.la expresion ‘anterior no depende de x ni de y y luego in-

tegrarla respecto de la Unica variable z.

Reemplazando en (1) obtenemos una funcidn potencial para F.
Ejemplo

Siendo F(x;y;z)- = (2xy+2)1 + (x2+22)j+ (2yz+x+22)f< hallar;. si- existe; una
Pixy;z) Qxy:2) S(x;y;z')
funcvon potencial. . -~ .
Veamos- primero si se verifica la- condncnon ‘de snmetna para tres vanables

Py(x,y,z) 2x A Q(xyz) 2x = P' »Q;
N

Qi(xyyiz) =2z A S;(x;y;z) =2z= Q= S;
N

Sxyz)=1-n Pxyz)=1 = S =P,

Integramos primero P-respecto de x.

Resulta
H(xy:z) = X%y + 2x + M(y;2)
Hy(xy:z) = x* + M{y:2) = Q(xy:2).
Luego, o
M;;(y;z) = x2+72-x2 = M;(y;z) =z2 Entre las primitivas elegimos M(yz) = z%y.
Finalmente,
U(xy;z) = xPy + zx + 2%y + 1(2)
i Unlxyiz) = X + 22y + F/(2) = S(xiy)
T f(2)=2z= f(z) = 22+C.
Luego, '

U(xyiz) = X%y + 2x + 2%y + 22 + C.

. El mismo ejercicio puede. resolverse de otra forma, tal vez mas simple. Para
ello, integramos P respecto de'x con z e y constantes, Q respecto. dey con x Z cons-
tantes, S respecto de z con x e y constantes.

Ita:
Resulta Ulxyiz) = X2y + 2x + Miy2)

U(x;y:z) = x2y + z2y + N(x;z)
U(x;y:z) = yz2 + xz + 22 + R(xyy)




LA CLNANL |

E/emplo 3 |
Hallar la funcién potenctal si 4) Siendo A=(05) y B= (2:1) calcular- Sﬁ(xz‘ dx + 3y dy) sobre
P(x:y) dx .+ Q(x,y) dy (3x2y2—12x3) dx + 2x3y dy - z ' o AB S
——t — a) y=
Piy) ©Qlxy) b

- Pixiy)y = 6x2y A Q)(xiy) = Bx?y. v
Esta vez integramos: prlmero ‘Q respecto dey;- mantenlendo x-constante...

 UGy)=x%2 + g(x). -
U (x,y) 3x2y2 + g'(x) = POy)-

i1 b) y= ~2x+5 ) C=C UG, Ciy=5 Cpx=2 .

5) Siendo A = (1;0) y B = (3;0) ‘calcular s‘ 2dx+ x2 dy sobre a) y=0
: ' - JAaB _

b) y = x2—4x+3 c) y= —2x2+8x~86.

6)- Hallar funcién potencial, vermcando primero- la condicxon de szmetna :

» - Luego,: 3x2y2+g (x) . 3x2y2- V12x3 =g’ (x) 7—-12x3 = g(x) = —3x4+C
. La-funcién-potencialies:U:tal:ques(xiy)=x : S ) a) Piqy).dx + Q(xy)dy = - 2x dx + 2ydy.-
R o - S . 3 b) —2xdx + (4y+1)dy ) (2xy—x?)dx + x?-—dy
ﬁi Ejemplo 4_ , _' v o . . L A _ - ' : d) (—eYsenx+3x?)dx + (ev-cos.x—2y) dy: -
Sea: grad.:U(xy):= e '
@ - eagrad x ¥ e) (e*-sen 3y --—12—) dx + (3ex cos 3y+2y) dy.-
' , P(x,y) Qo e : - _ : o T ,
i los puntos (0 1) y (2:3). R o . | B " f) (e sec?x—3x?) dx +(2e¥1g x+ 3y?) dy. @) (Iny=2x)dx + (—;— —Zy)dy.
® Integrando P respecto de x con y constante, resulta X o :
@ . g 7) Verificando primero independencia de la trayectoria, calcular
I o Ulxiy) = x3y+x3+1(y) B : 12 ‘
: , ’ o S 3x2y—y3+3) dx + (x3-3y2x~2) d

@ o . . ur (x,y) - X3"-f (y) Q(xzy): S(M)[( y—y3+3) : ( Yy ) dy]
\\\\ o N
O RHy) = xo=2y = () = 2y = 1) = -y*+C.
& . g ) (1)
w Luego, U(Gy) = x3y+x3—y2+C.. - - 8) idem para g [(1-e—xseny)dx + (e~ cos y—1) dy]
0 La lntegral buscada es I = U(2; 3) U(O 1) = 24 J oo : . .

o | P R PRI I . AR - " v (2;3) . - B

- EJERCICIOS 9) Idem paraS [(x+y) dx + (x=y) dy]
o . . . ) Jwon - .
oar 1) Siendo A= (1 2)y. B (3 6) eleglr dos curvas dlferentes entre Ay B y. calcular . 1. S . : -
’ - - fsen dx +-(x cosy +ycosy +seny)dy] :

S -.a) S (x2y: dx =y dy) ) S [(2x+3y) dx o+ 3x dY] 10) Idem paras(oﬂ) [seny ( yryeosy N
B AB B , ’ -
:;ﬁ) ] (35)
o 2) Slendo A= (O 0) y- B = (1 1) para. C nyExs C y = x2 Crx3=y? calcu-. : . 11) ldem para S " [ev(xy+1) dx + evx2dy]”
- R ©0) T
3 “lar. a) S [(x2-2y) dx ot (2xy -3%) dy] b) J- [(x2+y2) dx + (2xy+5x) dy]
W AB i e :
2 ©8) Siendo A = (o 0) y B = (1;1) calcular S [(x2+y2) dx iy 2xydy] para. : ¢ V. Integral sobre una curva alabeada
E} : &) Ciy=x b) G ) G s _AB o _ 1 ©Hasta ahora hemos visto la definicion de integral de linea exclusivamente para
B ok FY=X20) Ciy?=x. S _ : Lo campos escalares de dos variables, generahzada para campos vectoriales de dos
Eé;a - 354 - componentes . .
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Para-que las tres expresiones coincidan, debe ser:
M(y;z) = 2%y + 22 + C A N(x,2) = 2x +22 +Cna R(xy) = x3y + C.

Reemplazando en cualquiera de las tres expresiones para U, obtenemos, como
antes . o . .

U(xy:z) = X2y + zx + 22y + 22 + C.

Este Gitimo método también puede emplearse en el caso de dos variables.

.- Nota:: .obsérvese:que:en: todos:los:calculos. efe(:u‘xadoszbaraz‘hallar funcién potencial solamente:hemos:- -

colocado fa.constante:de. integracitn: como:niimero:real enla-ultima’integral resuelta..:

EJERCICIOS- ™

1) C'aIC’ul'ar.-; lax cir’cﬁIacié'ni-;:de’:zE(x;y;z);;@y:?é;—~x_z-j; +.yz?-k.a lo-largo- de:la curva- .

asociada a: {t) = (2+1) 1+ 22 .+ ¥k en el intervalo paramétrico [0;1F: + -

2) Hallar el valor de j F -ds para E(x;y;z) = (2y+3; 2xz; yi—x) ‘sobre la_curva
. - c . .
C dada por x=2t2ay=tnz =13 en [0;1] )

V. Divergencia y rotor de un campo vectorial

Ya hemos visto, al tratar funciones compuestas, que existen dos tipos de cam-
pos, ios escalares y los vectoriales. Ambos tienen gran importancia para aplicaciones

fisicas.
Consideremos_un campo vectorial de A en B2 con dominio AC R3.

Por ejemplo, F(xiy:z) =.F1(x;y;z)'|+Fa(x;y;z)]+F3(x;y;z)l'( donde F, F, y F,
componentes del campo' vectorial F, son campos escalares de tres variables. _

Si las tres componentes son derivables, pueden formarse, a partir de las deri-
vadas parciales, dos campos que admiten importantes aplicaciones.

El primero es un campo escalar, llamado divergencia que resulta de sumar las -
derivadas parciales de cada componente respecto de:la variable respectiva. '

Asi, dvE=—2-F +-2F +-2F_
ax ! oy 2 a9z °®

Si bien esta definicion es artificiosa.en matematica, surge:naturalmente en pro-
blemas fisicos. . :
Ejemplo

Sea F(xy:z) = X2z i+(y?22—x) ] +(xz2~y) k
div F(xy;z) = 2xz+3y2z2+2zx.
En cada punto, la divergencia es un namero. Por ejemplo, div F (1;2,—1) = 8.

El otro campo, que puede asociarse a un campo vectorial dado, es un campo

3) Calcular j z dy a lo largo del arco de curva interseccion de la superficie esférica
c
vectorial llamado rotor o rotacional.

x2+y2+z2 = 9 y la superficie cilindrica x2+y?—3y =0, situada en el primer oc-
. .tante, tomando como punto inicial de la curva (0;3:0). . : R — 3 3 ( 3 Y . ( ? ¢ a )R
v ] ! =L F __“_ i 2 F —— i+ { —F_ ——— .

Pt , | | o Es rotor F (ay Fy-—o Fz)_l+ 2F-— FS)J SF g o)

PR BDOBEODD VDD

4) Hallar, si existe, una funcién potencial para el campo vectorial F tal que : o )
En cada punto, entonces, el rotacional es un vector. Si el campo vectorial es el

campo de las velocidades de las particulas de un fluido, el rotor refiere el movimiento
a una rotacion alrededor de-un eje. :

@

Fixiy:z) = xyT+ (—’52—— +2zcos VZ)i + (y cos yz + &%) k.

5) I'dem-..paran:’F(x;y;z): = (Bxy+2z)i:+ (3x?~3y22)];'+~ (2x—ydk.
' . ‘ Ejemplo

Para el campo vectorial dado por F(xy;z) =(xz®—2x) +2x2y j+3yz° k hallar.
© . rotor F(=1:20). -

gt
2]
=’

6) ‘idem para Flxyz) =exsenzi— ('2.y T Z2 )]+ (ex COS'Z+ ly) k.
, y< -

7) Calcular el trabajo realizado por-la fuerza F tal que rotor Flxyy:z) = 328 1+3xz? j+4xy k

5 z - : ok : E K
W Flxyz) = (3x—4y-+22)T+(4x-+2y—322)j+(2xz—4y2+z%k al recorrer en sentido ‘; rotor F(—1;2;,0) = —8k.
B positivo la elipse dada por x =4costry=3sentArz=0Ar0=t=2m. i

R i

) m‘ . — ' - - » ~ . . . v ] (i
© 8) idem para F(xy:z) = 3y i~xz j+yz® k- alo largo de la circunferencia de ecuacion ’ Para recordar ambas definiciones es usual utilizar el operador nabla, ya visto al
Y x2+y2 = 9 ubicada en el plano de ecuacion z = 2. : definir gradiente.
@ 1 359
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. La divergencia puede obienérSé’c'o'hib".ﬂ'bﬁ";:)Aféjc':lucto'esqalar simbdlico:
div F=V+F= (__‘& ';____6' ;‘ 9 ) (F F.)
SNax 9y’ ez ,s,ﬂ

y-el rotacional como un producto vectorial simbélico:

rotor F=VAF=|0_ _8 PR
M ox- - : _ay_ aZ

~Propiedades: .

. 1) Si. Fesun campo: escalar: de tres: vanables “con: derivadas- parc:ales segun--»". R
= . das.continuas.en:unrecinto’ ablerto Dy entonces ‘el-rotor del gradlente de Fes el vec-:f: EE

' tor- nuto.
'grad Fixyz) = F;(xiy;Z)T_ + F;(x;yﬂ;z)i:—‘-i-’ F;'(x;y';z)l'(

rotor (grad F) = (F;;’—F;;)T + (F;;—F;) i+ (F;;eF")k_

Por la igualdad de las derivadas mixtas contmuas resulta rotor (grad F) = 0.
Cuando el rotor de un campo vectorial es el vector nulo, el campo se llama irro-
tacional. :

2) Sea Fun campo vectorial de un subconjunto de R3 en R, cuyas componen-
- rotor de F es nula.
=P(y:2)T + Qxy2)] + Sxyk
(8,=Q)T + (P,—S)j + (@Q,—P k-
dIV (rotor F) S" Qr+ pn S" +Q., : P"

" Fxyz)
rotor F»

-Por-la continuidad- de las ‘derivadas;:-es “div- {rotor- F) Q.

lenoidal.

Puede. demostrarse que todo campo vectorial es:larsuma: de-un campo solen0|- L

“i - dal y. uno: lrrotacwnal
Laplaciano

] La divergencia de'un. gradiente se lndlca simbolicamente de la siguiente manera:
d;v (grad F) =V - (VF) = (V.- V)F = v2F . donde F es un’ campo escalar o

360

" tes tienen denvadas segundas contlnuas en un conjunto abierto. La divergencia del -

Cuando ia. dwergencxa de un:campo:vectorial: esxnula, el campo .se'llamas so—""' ’

El operador V2 se llama operador iaplaciano. Aplicado a un campo escalar

- de tres variables, resulta V2F =F' + F" F" -

La ecuacion diferencial en denvadas parcnales VF = O se denomina ecuacion

de Laplace y una funcxon Fes armomca sn satnsface dlcha ecuacmn

Teniendo en cuenta las definiciones de gradlente dwergenc:a y rotor, pueden

demostrarse algunas leyes det calculo vectorial.
Por ejemplo, el gradiente, la divergencia y el rotor son operadores Imeales Es

decir, si k, y k, son constantes, entonces:
1) grad (k,F,+K,F.) —k gradF +k gradF
2) div (k, F +k F)-—k dIVF +k d|vF
3) rotor (k, F +k, F ) =K, rotorF +k, rotorF

" También puede- probarse: )
4) div (E'A G) =G *rotorF — F * rotor 6, y otxfas propiedades similares:

EJERCICIOS . _ L
1) F: (xy:z) — 2y i+{3xz—2y) j+(x®—y) k. Hallar su divergencia en (2;—1;0).

2) F: (xy;2) — (x2®—2x) 1+2x% j+3yz° k. Hallar su rotacional en (1 ~1;-3).

3) F: (x;y;2) = XCy? 1—(2xz+y) ]+( 22 - sz-) k. Hallar rotor F(1;—1;j2).

4) Dlvergenma y rotor de los siguientes campos vectonales
V: (xyy;z) = yi+z j+x k.
F: - (xy:z) = x2yz 1+ (Cy-y22?) ;+xyz2 k.

5) Hallar el laplaciano de F: (xyy;z) — 3x2y—2yzz. .
"6) Comprobar. que. V.es solendidal 'bbara V(xyyiz) = xi+yj-2zk

7) Verifi icar que las sngmentes funcnones son. armomcas
1 G: (x,y Z) > xz—y2+22

Vx2+y2+422

F: (xv;z) —

-

8) F: (xy:z)— xyi+ (x?a- +z cos yz) j+y cos yz k. Comprobar que F es irota-
cional. ,
. 9) Demostrar las propiedades enunciadas en esta misma pagina.
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¢ VL. Integral de superficie

En el capitulo 8 calculamos, mediante integral doble, el area de una superficie
curva asociada a un campo escalar diferenciable. Para una superficie S que se pro-
yecta en el plano xy segun el recinto simple D obtuvimos la férmula general

area S = ﬂ 1 dxdy, siendo
JJp |cos nz| _ »

drea S = []- NZ] -if[F,’((x';y)]z + [F;(x;y)]z dx dy si el campo escalar est4 dado en for-
D . ‘

“ma -expll'cit'a-rpor.:la;ex;j}esiéh-{ z=Fxy)s -

o [ VIF Iy R Ky 2 B F Ry N

y area S=|J" - : Sy o XY:2)5
- D “Fyeayi)l

esté: dado:_imlplfcitgme_nté-‘;po‘ﬁ:é F(x,y 20

. En general, .la mayoria. de las superficies que se utilizan en las aplicaciones no

son exclusivamente graficos de campos escalares, asi como las curvas planas no
lo son de funciones escalares. . )

Necesitamos un conjunto menos restringido de superficies. Por ello, asi como
se definié curva plana o alabeada mediante una funcidn vectorial 0 por ecuaciones
parameétricas, también una superficie en el espacio tridimensional puede darse me-
diante un campo vectorial o por ecuaciones paramétricas. :

.Se necesita para ello una funcién de un subconjunto de R2 en R3, o bien tres
ecuaciones param_étricas deltipo x = M(u;v)v;/\ ¥y = N(u;v) A z= P(u;v), donde M, N

y P son campos escalares continuos. El campo vectorial correspondiente es

Q= (M;N; P).

- Por-ejemplo, una superficie. .esférica con. centro en el origen y'radio“2 no..
- es el grafico de un campo escalar, pero puede asociarse al campo vectorial

Q:A—>R3/x=2003ucos.V/\y=259nUCOSVAz=Esenv‘ con

A= {(u;v)/o 5“5.277.,\:.___’[.5 v 51}
7 L 2 ' — o

_ Al elevar al euadrado:cada una'de I "';u_a'cio'n'es paramétricas y sumarlas; se. -
obtiene x2+y2+z2 =4, ecuacién-de la’ _ ficie’ esférica considerada.
.Cuando la: superficie-viene dada de-. - * forma paramétrica, la formula que da'su

areaes:

area S =ﬂ ]6:'](.
b

A Q(u)] du dv
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dx dy si el carhpo.e'scalar »

donde Q’(uv) = M! (u)i+N: (usv)j+ P (uiv)k

" Q) = M) N+ Pk

izamos la integr: fmi i6n
Para justificar esta formuia analizamcs la integral como limite de una suces

de sumas de Riemann, igual que se hizo al deducir las formulas anteriores para el
area de una superficie curva {pag. 280).

Para ello, vemnos prifmero como puede calcularse en este caso e-l area de un

elemento de la superficie S.

El campo vectorial Q es una funcién que a cada punto (u;v) de un conjunto

plano D le asigna una imagen (x;y;z) en la superficie S.

. s s TR PR r- .
Si Q es inyectiva, a una subdivision de D le corresponde una subdivision cur-

vilinea de.S. Ademas, si-en cada punto-de.la: superficie - el producto y&lzctclzrla!
0, s o all ~ 5 inan el. plano.
Q' A Q' #0, entonces los vectores no alineados- Q] y Q! -determinan el.p
v

Y . »
angente ‘a la superficie en (xyy;z) = _Q(u,v). - |
t gSi consideramos en el conjunto D un punto (_u;vly'_un rectangulo de area Aulv,

: 2 i6 S cuya area
a dicho rectangulo le corresponde,. a través de Q, una pg_rcu?jn Zi :I :‘llayno o2
puede: aproximarse mediante el drea de un paralelogramo ubicado.en.

gente a la superficie en (xy;z) =6(u;v), -generado -por los ‘vectores-Au Q' (u;v)

y Av a'(u;v) (ver figura siguiente).
v

X

i me Jongitud
Esta aproximacion puede interpretarse si pensamos que el segmento de:long

2 ituada sobre
Au. con v constante, se transforma, a través de Q, en una curva situa

v o
es el vector velocidad de esta curvayy, por lo tanto, cual

e b o1 oo obre la: superficie se desplaza.a

do u varia.en Au el punto correspondiente a (u.v)'s _ a_'pu o
lo largo de dicha curva una distancia aproximadamente igual a Q! lau.
mo sucede con |Q’|Av.
: los vectores no &
El area del paralelogramo que generan los
y Av Q' esta dada por el méduio de su producto vectorial.
v ¥

Iiﬁeados Au Eu
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Luego -.resuha- dS;.?IA“_Q—{,‘AAVE",I:I—CS" A-E’IAUAV; U

" - Por lo tanto, puede . definirse area S '-—-ﬂ" |d’ )\'Q'l dudv.
‘ ] - ) - u v - :
. R D R

_ Para calcular |Q] A Q;| buscamos primero el producto vectorial indicado: ©

| i k- S
QA q SRR I L T AR VA RS TVERY
Qu‘/\ Qv= Mu : N", P = , i+ u u _j+ .
. M, N, P 7 Nv Pv P‘: M:, e N’

Los:tres determinantes:que: inten/i’enehf'son';'los?giguient‘esrja,cobiaﬁos:

Ne Pl RN -
v GNPy oy
N\'i N At (U)o B(uvy S

P M , -
v oMy ez
P, M a(u;v) a(uyv) . TV
M’ ! ’ . -
o Nl amN) _ atxy) _ )
M, N a(uv) a(uv) B

Luego VIOUAQVI. Ji+JE+ U2 yareaS = || V2 + 2+ Bdudv. -

’ s:l .Esta f%r_m_ula es gerjergl -para,el calculo.del éréa;-dgfuna.»supérﬁr':ie,curva_--r pues.
i la. superficie .es’ el.grafico de un campo escalar dado en forma exbh’cité po‘r:

'z = F(x;y) basta tomar x e y como Srmula
; . € pardmetros para obtener la form ida
En efecto, siendo x=uny=vaz= F(u,vgj,“ . - : 1ia conocida.

es- Q(uy) = Q(xy) =x1+yj+Fxyk -
“Por lo- tanto; T T T

Resulta. - ' ' ’ ,

S P

QA= 1 0 Fy) | = ~Fibeni =Floiek
0 -1 Fxy) '

| BN TR e e ey E

1
p

B

- perficie parcial un valor que alcanza G en ella: Gla; B; Y) (que puede ser el maxi-

- _ Luego, area S =‘g \,"[F;(x;y)]2+[F;(x;y)]2+1 dx dy. -
. MWD ‘

- De._esta formula, como:ya se ha .Visto;;_s_ga deduce de inmediato la que cores- -

ponde a la expresion implicita.

Ahora bien, presentada una superficie de cualquiera de las formas indicadas,
nos interesa definir una integral sobre-ella..La idea es similar a la que nos permitid
generalizar, mediante integral de linea, la definicion de integral simple sobre un seg-
mento a integral sobre una curva plana o alabeada. La integral de superficie gene-
raliza la integral doble sobre una superficie plana a una integral.sobre superficie
curva. Para evaluar una integral de superficie la transformaremos en integral doble,
asi-como para evaluar una integral curvilinea la transformamos en integral simple.

Veremos dos tipos de integrales-de superficie: En primer: lugar-consideramos..-
el caso en que el integrando es un.campo escalar de tres variables, .definido sobre. -

“una superficie cualquiera, es decir, sin preocuparnos:del. problema. de su orientacién. -
Este aspecto de la integral de superficie es principalmente: matematico,.si bien .
admite.algunas aplicaciones fisicas. Por ejemplo, si el campo escalar es una funcion

de densidad de masa para la superficie; entonces. este tipo -de,integra!‘,da.la masa
total de-la-superficie: También permite. definir:el ‘momento. de-inercia:de la superfi- -

cie respecto de una recta o de un plano.

En estos casos; como hemos dicho, no interesa la orientacién de la sup’érﬁcie._ ,'
Si se trata de una superficie orientada, no varia el.signo de la integral al.cambiar la -

orientacidn de la superficie. - -

El segundo tipo de integral se refiere a superficies orientadas y surge natural-
mente en la teoria fisica para dinamica de fluidos. En este caso, el signo de la integral
depende de la orientacion de la superficie y en el integrando generalmente interviene
un campo vectorial. ' o

En ambos casos, nos ocuparemos solamente de superficies que sean graficos

' de campos escalares. Lo mismo haremos al demostrar los dos teoremas fundamen-
tales del tema: Stokes y Gauss. Las definiciones, propiedades y demostraciones

. que se daran, pueden extenderse a superficies de distintos tipos definidas en forma

paramétrica.

1) Integral sobre superficie 'ho orientada -

. Sea G'gn campo. es_qalar de tres variables, continuo en-un dominio. abierto que
incluye-a la superficie: S, proyectable sobre- el.plano: xysegun-el recinto. simple D,
“siendo S.el grafico de fa funcion derivable con continuidad F tal que .z = F{xy).

Mediante una red de curvas regulares: efectuamos una subdivision de S en.un. -

namero finitode superficies S, y a cada una de las areas correspondientes ia desig-
namos A S, T » Cos L
Siguiendo el mismo procedimiento-usado repetidas. veces, elegimos en cada su-

mo, el minimo o uno cualquiera), lo muitiplicamos por el drea AS,y formamos
sumas de Riemann correspondientes. S TER

Buscando el “limite” de una sucesién de sumas cuando las normas de las sub-
divisiones tienden a cero, definimos Ia integral.de G sobre la superficie S mediante
dicho limite. : : : o
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Es decir, JJ G(xyz)dS—hm Ee(a B; -y)AS

Para calcularla, probaremos que

g G(x;y;i) ds =ﬂ Glxy;Fx;y)V1 +[F;()A(;y)]2+[|=;(x;y)]zv dx dy

donde el primer-miembro:es la integral sobre la superficie de una funcion de. tres
variables y el segundc miembro es la integral doble.de un campo. escalar.de dos
variables,. calculada. sobre el. recmto plano D, que es.la. proyeccuon de S. sobre el .

plano coordenado Ay

Liamamos D ‘al recinto s1mp|e que es la proyecmon de la superﬂcne S sobre el
plano coordenado xy. ’ :

Sabemos que area §,=AS, =J. \/[F;(x;y)]2+[F;(x;y)]2+1 dx dy.
i

Luego, . 2 G(a .3 ‘)') A S = zﬂDG(al, ﬁii'?’i).\f[F;(X:Y)]?+[F;(x;'y.)]2+1-dx dy

i=1

o bien,. E-G(‘q.z.-'; [3.;‘-y_),A S;:-Eﬂ H(a ﬁ)ﬁ(xly)]z+[F' ,y)]2+1 dx dy ) 1)

siendo y = F(a ,B#) y llamando H(x,y) a G(xyF(x y))

Probaremos que

lim EG(a 68, -

Pt~ o i=1

JLH(X:Y)\/[F;(X:y)]zf[F;(X;y)]z+1 dxdy.
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Para ello, consideramos la siguiente diferencia y veremos que es menor que
cualquier numero € positivo y arb|trano ‘

En efecto, 2 Gl Biv) A S, ﬂ Hxy)VIF, (x,y)]2+[F'(x W2+1dxdy =

i=1

=, ﬂ H(a; BIVTF (xiy) 2+ [F (xiy))2+1 dx dy -
D;

- ﬂ HixyVIF () B+ ay) P+ 1 dxdy - por (1).
5 _

Pero, por aditividad de la integral doble, es -

ﬁ HxyVIF ) B+ F {xiy) ]2+ 1 dx dy =
D .

= Eﬁ Hecy)VIF Ly 2 + [Fy(xy)JP+1 dxdy.
i=14JD;

Lueqo la diferencia buscada as

ﬂ Hla: B, )\/[f(X.Y)]“[F (x;y)]2+1 dx dy —

“Zﬂ HyVIF oGy P+F (xy) P+ 1 dx dy =
i=1 D.l

j [Hla;: B)- H(x,y)]\ﬁ xy) ]2+[F (x.y)]2+1 dx dy

Ahora bien, .la-continuidad. de -G asegura. la de H en- cada: recnnto compacto Di

y por lo tanto, también su continuidad.uniforme.
Luego, H(a B) ~ H{xy). puede hacerse menor que: .cualquier -€-positivo -pre-

fijlado con tal- de eleglr convenientemente.la norma de-la subdivisién. Luego,. la di-
ferencia-indicada tiende a cero con la norma de la subdivision, y resulta

lim EG(a ﬁ y)AS,

1P —0 =1

ﬂ Hoay)VIFLoay) P+ F (xiy)]P+1 dx dy.
D . .

y queda probada nuestra tesis.

Se verifica de inmediato como casa particular la formula del area de una super-

ficie curva para G{xy:z) = 1.
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‘ E/emplo : g
. : . i R
X ' B e . S - 2). Integral sobre superficie orientada = - S ‘ : : i;: k\i
Calcular 1= JI (Zx +—-y+z)dS siendo S la- pane del plano de ecuacnon i a : ﬁ;‘;n &3
- i ; - La orientacion de una superficie cutv "’es un tema comphcado si se lo quiere - RN
: . : - } ] ' tratar con rigur. En algunos casos, el problema se resuelve intuitivamente en forma T i F::g
G{x;y:2) T L : _ sencilla. Por ejemplo, para una superficie esférica o para cualquier superficie cerra- o @@ R§\
X, ¥, 'z ) _ ' : 7 da, es inmediato distinguir una cara exterigr y otra interior. Observemos que en cada . \\\‘1
,? -5 rin =1 ubicada en el primer octante.. - e 7 R punto de la superficie esférica pueden determinarse dos versores normales a la mis- : ,bj;-'"’ési‘* W
' ) T i * ma. uno exterior. positivo o “hacia afuera” y.otro interior, negativo o “hacia adentro”. : @“ ‘e\?\\,
- - . Esto permite establecer que la cara exterior de la esfera es positiva mientras' que la y F
i T ‘ L e - § interior es negativa. ES decir, la riormal posmva de ia supen‘ncxe determma Ia cara . SR
o e ’ positiva de la misma. - :
‘ No todas las superficies son orientables y el ejemplo clasico-es. la cmta de Mo- i
. bius que se obtiene cortando una franja de papel 'y pegando los bordes-después.de. .2
] un giro de -180°. - .
i
|
v |
|
i
En este caso, la Superﬂcxe puede proyectarse sobre cualqu:era de los tres pla- : - Eq la mayoria de las apzlicaciones. €l signo.asignado a'la's ca'rgs .de una super-
nos coordenados. Si : flCl_e onentablg surge de I'a~]ndo|e'del problema y‘rgsu{ta fa'cxl, casi siempre, distin-
i proyectamos sobre el plano xy, resufta z =4 2x - y (1) . guir con un criterio geométrico cuél es la cara exterior y-cudl ia interior. _
. : Lo que no resulta simple en absoluto, como.hemos mdlcado es definirlo correc-
, Luego, ‘sobre S es G(xy;z) = 2x + — y tz=ox+ 2 y ¥ 4 -4, 4 tamente.
; Si consid y ) En primer lugar, para reconocer si una superfncne S,quenoes cerrada es orien-
sideramos al plano dado en fonna eXpllcna por Ia ‘scuacion 1), obtenemos 3 5 table, se efectia una subdivision de la misma en partes S;: Se comienza orientando

pE ; - la curva que limita a una de ellas, por ejemplo S con una onentac:on arbitraria y
ST L . se continda con las porciones adyacentes en forma tal que las.curvas comunes ten-

F'(x,)') = z/(xy) = -2 A F'(x,y) =z (x,y) - % ,
= S , 7 _" ooy s . -7 - gan orientaciones opuestas para cada porcion.

| Por I tarto \‘/[F;'(x;y>]2+[F;<x;y)]'z+1,= 4+__196 +1- ~_57 siendo SR - o S
Ges=MBogeay, e e

El recinto: _dé',integfééfén‘~zesf"D."=_:"i{(~xf;y)7oa-s;x,S_,zr_%.xd»sy5%33_ _§ x} o

' 4\/ ; BT (2. (y=s-=x : : ' ' .
*Luego; | --ﬂ' G(x,y 2).dS —‘g =—4—\g—ﬁ—-j zdx g SR dy= = ~ ‘Si no hay |ncompat|b|hdades como en- el caso de la figura, y la orientacidn de -

c 0 Jy=0 - - ~ la curva que limita a S es la misma para todas las partes que-la forman, entonces

/—— : T TR “[ ~ la superficie es orientable.
= _4vel j’ (3 _3 x-?) dx = 4\/§T o: 3 2. e ! ' Puede demostrarse que la condicién de ser orientable no depende de la sub-
3 - o\ 1 2 =TT (3x By xz) =4\/§T e IR © -+ . divisién efectuada. Puede probarse también que las superficies orientables tienen
o N - dos caras Yy, si no son.cerradas, no se puede pasar de una a otra sin atravesar la

.. 368 - o R ' " curva que las limita. ,
. 369
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Es interesante observar que el intercambio de variables en la parametrizacion
de una superficie orientada produce cambio- de-orientacion.- :
Por ejemplo, si la parametrizacion esta dada por Q = (M;N;P) con x = M{u;v) A
Ay =Nuv) A z="P(uy), el versor normal es -
Q;(u;v) A Q"I(u,v)

A =— _
k Q! (u;v) A Q;(u;v)l

~ (Recuérdese 'que el. vector 6; A 6", s perpendicular- al plano-tangente que ellos
. determinan; p&g. 363.) ' o _
’ Si. en. cambio; " tomamos:: @ = (M;N;P)--com.-x =M(viu) -~ y = N(viu): A
n z =P(v;u);: resulta: - '
Qvu) A Qi) -

= —R.

n, =-— —— )
LR Q) A Q)

Es importante; entonces; al calcul‘ar:.:hﬁa:fzihtegral'z-de-;_éstév_ segundo tipd, Caber .

convenido previamente cudl es la cara exterior 0-positiva de la superficie-y-cudl la
interior o negativa. : . ‘

Consid_erembs aribfa un 'campov vectorial V definido en un conjunto abierto
que incluye' una superficie orientada”S. Si fi es normal a la superficie, V =
es la proyeccién de cada vector imagen del campo vectorial a lo largo de la normal
a la superficie en el punto. Esto puede vincularse con el importante concepto fisico de
flujo. : %
Suponemos que en un punto P perteneciente a la superficie, cierto liquido fluye

con velocidad V. Consideramos alrededor de P un elemento de superficie S, de
area A Sy Solamente la -compbnente - normal; V.+ i tiene- efecto elfl:,_,el transporte
del liquido. ’ y

z

e e e e o P e

fquido a través del elemento
s de flujos elementales, 0 sea.
del campo vectorial V

mo el flujo elemt_antal del |
rtas condiciones, dre_:vsuma
o llama flujo

V-h AS, se define col
de superficie. El limite, en cie
la integral de superficie correspondiente, S

a través de la superficie St 4
Flujo =ﬁ V-adS
s

orresponde a una radiacion lumi-

i | campo vectorial ¢ c X
e velocidad, el carip que-atraviesa la superficie.

i en lugar d !
S alor el flujo es la cantidad de energia

nosa o calorifica,

nel resto.de esta seccién.xsimpliﬁc_a‘remus )‘a nqtacién._oomo hict-
A (x:y:2). etcstera.

ta: en los cétcilos que efectuaremos €| sto
iy " {uv), F por. i), V

mos- en ofras oportunidades,. anatando’ Q,, por Qy

. icie: izada, es
Por definiciones: anteriores, para una superficie parametrizada,

ﬁv-ﬁds =ﬂV-ﬁ|Q’uAQ;\dudv
s b

ds

pero, @, ~ Q)A=0Q A Q;

Luedo, gv *fdS= :ﬂv . (—C—J_; A Q) dudv.
] D

e . - ’ t. a
La integral doble del sequndo miembro es positiva si h €S la normal positiva y
negativa en caso contrario.
Si V=V iV, j+Vak ¥
es. V +fi=V, cosrix +V,cosny = v,
Larintegral de superficie puede ariotarse:
vV -ndS =ﬁ v, cosﬁx +V,cos fy + V, cos nz) ds.
s s . _
- i la normal-es exterior. podemo

_g v - ﬁdS:ﬂ (v, dy dz + V, dz % & v, dx dy)-
' s . .

S -
: i sulta-
Parala pormal interior debemos cambiar el signo del segundo.mlembro yre

ﬂ V -ndS ='—ﬂ (v, dy dz + V,dzdx+ Vg dx dy)-
S S

Si consideramos que la’ supe 3
z = F(xy) usando como parametros U= X,

f = cos Nx 1+ cos ry j + cos nz Kk,

0S nZ.

s escribir

ricie S es el grafico de la funcion F tal que

vy =y, hemos yisto gque

T AQ=0Q,AQ=" Fri- Fii+k.

n




. s S _‘:m-_ _ . . »
‘Luego, jv *hdS = || V= (Q A Q) dxdy.
s g JJD R
Para V= V1T+V2 i+V3R, es. }
) o : ~r
J'V.ﬁds—_— ( VF' VF'+V)dxdy (1)
S J

J D

Ademas, puede probarse que el graf:co de una func:on»dlferenmable es siempre
una superficie orlentable y se ellge como normal positiva

« “‘F'l F']+k . 4 —AZ"(!TZy]'F‘R): - ( ) .
—=X __obi ' i T ot A ®Y .

L NZEEzeel
NSy N

Ejemplo -

no de ecuacion: z =6 -Calcular- el- flujo; de-~'V"a"través:del disco. 7 -

Usando la férmula (1) para F(x:y) = 6 con F(xy) = F (xy) =0, queda:

ﬂv-ﬁds=ﬂedxdy=sﬂ-dxdy=eéreap=‘s.97r = 547
s D D

Si S es el grafico de un campo escalar dado en forma |mp||cxta por F(x,y z)

Fr . F'
sabemos que 2’ = !
que 2z, F ' F’
. ’ ) ) " lr_-,l = F" F, . e
- - Reemplazando -en_(*):-fi =—— ) ( . it k)
| B VREEEEE \F —-—Fz _
 Fli+Fj+Frk : S
n= i___;__y__z__o sea, n = i__grig':_ )
\/FKTH?TFZ_? R T T  grad P

_ 'Ejemplo :

Calcular el flujo:de- V(x,y 7) = 1an = 12] +3yk atraves dela parte de! plano:-

de -ecuacion : 2x+3y+6z'="12-ubicada:en el pnmer octante
‘La superflc:lesesta~dadaz:en:forma*|mpI|C|ta'po_r:2x+‘3y+624<12 =0
Flxyz) =2 A Fi(xyz) = 3 N (x,y z)

2:+31+6k S OR R
— S

:

372

-Sea:V{xyz)= xityjzk:: définidossqbﬁef»unt:di'scosdé:.‘r’adib \3bubicado,en:'elspla-, R B

cencia.

£
&7

@

3 _° 36 , 18
7277 "7 *

Al calcular el &rea de una superﬁcie=ean3_:.vimosi que- -

] VEEFETE S
- dS = ———dxdy o bien dS =———————7y——— dx dy (pag: 281).
|cos nz| . R

En nuestro ejemplo resulta dS = —;— dx dy.

Por lo tanto:

(2,38, 18
36,38, )es-
ﬂs( 7 277 7Y

B z
: 6 y=4—§x : 6 . ' PR
= g (6—2x)dx dy = ZS '_dxs (3—x)dy = 25 (12—_6x+ Y x2) dx =
~o L9y Jym0 e
) , .
=2 (12x—3x2 + —x3) =24,
o [t I

Las defnmc:ones que hemos dado permiten generalizar el teorema-de Green a’
tres dimensiones: Una generalizacion es el teorema de la’ divergencia o -de Gauss,
‘lamado asi por el matemtico, fisico y astrénomo aleman Karl F. Gauss (1777-1855),
profesor de la Universidad de Gétingen. La otra generalizacion es el teorema del .
rotor o de Stokes, nombre del matemdtico y fisico irlandés George Stokes (1819-

1903), profesor de la Universidad de Cambndge y creador de la teoria de la fluores-
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ado también de Green en el espacio, relaciona integral

El primer teorema. liam
ciona integral de superficie con in-

de superficie con integral triple. El segundo. rela
tegral de linea.

Teorema de la divergencia

Si V es un solido simple incluido enR3, proyectable sobre los tres planos coor-

denados Yy F un campo vectorial derivable con continuidad y definido en V, enton-
ces la integral triple 'sobre V de la divergencia-de F esigual al fiujo saliente del
campo vectorial @ través de la superficie cerrada S que.es frontera de V. (La super-
ficie S tiene.plano tangente:en ‘cada.uno.de _sys‘,guntos.) . .

X

O sea, probaremos que

S-ﬁ div F dx dy’v'dz =SS F.-ndS donde i es la normal exterior aS.
\ ’ S . .

Si anotamos'_F‘ y f‘en funcién ‘de sus componentes, es
Fixy2) = M(xiy:)1 + N(xy2)j = Pxyz)k
Y. S .

- A =cos nxT+ cosny j + cos nzk.

| a-tesis propuesta-es:-

ﬁj (M;+N/+P}) dx dy dz = ﬂ. M cos.rix +N.cos.ny + P cos nz) dS.

Demostracion

Podemos probar separadamente las tres formulas:

, m‘ M;dxdydz='{T
v

M cos rix ds (1)

274

N N’ dx dy dz =ﬂ NcosnydS (2)

y .
-V I
ﬂj P: dx dy dz =B PcosnzdS (3) -
1) v s .

Suponemos, como el solido es simple y proyectable sobre el plano xy segun

el recinto simple D, que esta definido asi:
V= {(x;y;z)/F1(x;y) =z= Fz(xjy) A (xy)eD}, con F Yy F2 continuas.
La superficie S consta de un casquete-superior S2 dado por-z = Fz(x;y) y uno

inferior S . correspondiente a z=F 1»();).Q/).
Expresamos-la integra!l triple como integra

integral doble corresponde a la integral de supe

" z=Fa{xiy) .
g ' Pz dx dy dz =g H . P’z,dz] dx-dy =
J v - DL z=Fqlxy) '

= ﬂ [P(xyiF xy))— PxiyiF, xy))ldxdy (4).
b |

| doble sobre D y ve_remo;sfque_esta
ricie de} segundo- miembro en 1a for-.

" mula (3).

Para la integral de superficie, podemos anotar:

ﬁ P(x:y;z) cos nz dS =ﬂ P(xiy:z) cos nz dS -+ Sj P(xy;z) cos nzdS  (5).
s s, s,

Sobre S2 ¢os nz es positivo pues &l angulo es agudo. Luego dx dy = cos nz dS

y resulta:

) _ g P(x:y;z) cos nz dS‘.= g P(x;y;Fz(x;y)) dx dy‘ (6). -
S, ) .

o

Sobre S en cambio, cos Nz es negativo pues el dngulo es obtuso. Como el érea

es positiva, es dx dy =.—cos nzdS y queda:
A
g P(x;y:z) cos nz dS = —-g P(xyiF,(xy)) dxdy (7).
s, D _

De (4), (5). (6) y (7) obtenemos:

m P, dx dy dz =ﬂ P(x;y;z) cos nz dS.
JJV : s -

 De igual forma, proyectando sobre los otros planos coordenados, se obtienen

las formulas (1) ¥ (2)-
Sumando (1), (2} y (3) queda la tesis.
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El teorema puede extenderse a solidos que sean union de solldos sxmples y tam-

‘bién a otro tipo de solidos cuyas fronteras son superficies cerradas-que admiten pla-

= - no tangente en fodos sus puntos..Se trata de un planteo similar al efectuado para

-extender el teorema de Green a recintos de otro tipo que los utilizados, suficiente-
- mente restringidos para facilitar las demostraciones. ' :

Aplicacion

Verificar el teoremd’de la- dlvergenCIa siendo
E(x,y,z) (2x4—32)|+(x2y -1)j—xz2k - definido.sobre el. cubo
V={xyz/0=x=1Ta0sy=slal=z=<i}oxl .-

2
; A
g
J
'r__'..-__,‘_v o
ST
4
1

1) m div F dx dy.dz = ﬂ (RHxe-2z)dxdydzs
Vv ’ v . |
Cfz=1-

1 py=1 z=1 0 L e T eyegs W
=_S dx_S dyS ’(2+x_2—-2xz)_dz'_=g de. (2z+x2z—xz?) |

y=q z=0-, 4] J y=0 2=0

: 1 y=1 1 Y )
=S 'dxs-* .(2-F_x.2fx)vzdy-":,—-€5‘»(_2y'+x?y—»xy). L andx

y=0. - 0 - y=0

- 12+2 d (2 X3 .’>_x2.' o
= | fpremnds (2 - | =

= ‘ [rs . PP .:_-:\ R N AR

2)-Laintegral de’ superhcxe del segundo mlembro debe calcularse sobre cada -

una de las seis caras del cubo.

376

ax=1= fa=1
~ =
1
A7
4 ’b
/AL
s 1 ]
. 1, ! -
, ﬂ?-ﬁds=( (2x+32) ds:=g (2+3z)dydz=—7-'-»
S S D 2
1 . 1

1

b) X=0= f=-]

2

. —_ . B S ' P 1 z=1'». : |
ﬁ- F-ads ﬂ (—2x-3z)dS =J. ( 32) dy dz —S s. (=3z)dz=
S, S . v D2 _ _ i 2=0 - '

Y

2=t '
g F-Aads j (x2y-1)dS J:[ (x2— 1)dxdz—s dx‘S? (x2—1) dz =
54 : s4 D4 S L o z=0
T g S )
2
= 27— E
.SO(XZ )| dx=-

y=0

~377

- o | o 1 =1~ | ‘ |
JI F-ndS =j (—-x22)dS =f (~x) dx dy = g dxsy 1(—x) dy =~
Sg ' Ss Dg- o " 2

S22
=2

T
7

XY

]
S

013
e

R

o

LB

Fra:
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Como puede observarse en el ejemplo, en general es mas sencillo el calculo
de la integral triple de la divergencia que el célculo de la integral de superficie. Por
ello, el teorema es muy Util para calcular el flujo a través de una superiicie cerrada
sin recurrir a integrales de superficie.

Ejemplo

- Caleular. &l flujo: de.,'ﬁv.tal--;que ‘F(x;y;z)- = xi+yj+zk sobre la piramide .

; ‘. \V =.{(x;y;2)/x32~ Ony:=0.AZ =0 n x\+y+z~.s1}.' p

¥ — 1 y=1-x zZ=1~-x-y
ﬂj»divdexdydz;.m’ 3dxdydz=3§‘de_ dyS dz =
My LUA A c-Jo y=0 - Jz=0 .

1 cy=1ox &1 yz y=1-x
=3g dxs (1-x—y) dy=33 (y xy——)
0 : 0} 2.7

= . 1
Luego, el flujo:saliente de.F a través de 'S es: 5

~

Teorema del rotor (Stokes):

Este teorema prueba que la circulacién a lo largo de una curva cerrada simple.

es igual al flujo del rotor a través de una superficie cualquiera fimitada por la curva,
si la orientacion de la.curva coincide con la de la superficie. (Para coordinar la orien-
tacion de la curva con la de la superificie suponemos un observador de pie sobre la
superficie que mire la curva desde el extremo del versor normal exterior.)

378
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Por lo tanto, este teorema relaciona: Ia circuiacion, que es.una: mtegral curvili-

© . nea, con- el f|U]O del rotor, que es una integral de superficie...

Teorema ‘_ .
Si F esun campo vectorial derivable \con continuidad en un conjunto abierto que
incluye la superficie orientable S, grafico de una funcién con derivadas segundas
continuas, y a una curva C, regular por partes, que limita la superficie, entonces
ﬂ rotor F +f.dS = ¢ F -3 sifes la normal positiva a la superficie S y si el
sesntido de la circula(;ié: es positivo respecto de la cara de S elegida como pdsitiva.
Demostracién
_-Sea F = Mi+Nj+Pk, entonces rotor F = (P N2+ (M~ P )]+ (N~ M)k
'H'eédrdando la férmula J‘j

. s
al aplicarla a-la integral»-del primer. miembro. de la:tesis-resulta,:siendo .z = F{x;y):

l —ﬂ- rotor F - ndS J][ (P' N)z —(M P)z+(N’ M)]dxdy
s

Por otra parte ¢ F -fifs»= ¢ [Mdx + Ndy+ Pdz].
c c

Si C esta definida paramétricamente por las ecuaciones:
x=f{t) A y=g(t) n z=F(i(t);g(t)) con a=<t=<b, resulta:

X b
2= gs [Mdx + Ndy + P dz] =s {Mf’(t)+Ng'(t)+P%‘] dt =
C

a

V-nds =j (=V,F,~V,F:+V ) dx dy (pdg. 372),
D .
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_ ;dx ~dy dz '
-&iM F NG P ]dtl o

Pero por fa regla pafa derivar una funcién compuesta, es

dz _ _, dx dy

=2 7

@~ STa T h

Reemplazando en (1)-esta Gltima expresion; queda: -

- —L(M dt',*+vN T PE dt.,;+ Pz——]dt= -

a

b : ', dX " ldy R ._--4,7 A,_‘.v.‘_." , .~. ’ V ;»:
| oo Gwerglan o rmamrgon

Si a esta ultima.expresion le ‘aplicamos:el téorema de Green; resulta:

. F] ‘ ,7“"67. '
I2 —JID [W (N + P”zy) —ay— M+P zx)] dx dy.

‘Para obtener las derivadas -indicadas, debemos recurrir nuevamente a la regla
de la cadena recordando que M, N y P dependen de x, y, z, siendo z = F{x;y).
Luego, - - - ‘

3 : '
S N+Pz)=N+Nz +P' z +P' 22 + Pz
- ax N § CXr T ox ot oxy . oz XIYL K

: .a . ,_, [ V rl ’ ' o ’ l r‘ ll
5 M+Pz) ,My~-isz 7+ Plz + Pz 2,2, + Pz E

A, =ﬂ;[(N;+ Mo)+ (N, —-P;)z; '_-.l-jf-'(P;%:M;)z;];dkdy:‘, :tiue:iCOiﬁcide'fcbn'l-“..f e -

- - lguat'que el-tedrema:-de<Ia‘-:'divergencia',.-e!,te’orema{de_aStdkes".’se‘-extiénde‘ajotras.. e

superficies con ‘menos:cendiciones restrictivas: -+

- Ejemp]o 1

Verificar el teorema’ de Stokes para F(xyz) = XzT+‘2)./]+x2R sobre la super-

ficie S del sdlido - V. =:{(x;y;z)/x Z0AYy=Z0Az=0An X+y+z =< 1}, considérando-.

1a limitada por-la curva ubicada en el plano de ecuacién y = 0. -~

380

" - .Al restar,:se:anulan.los :dos -Gltimos: términos de’ cads iefnbro y obtenemos: -

1) 1 i k
rotor E: ..L . _a_. L =- —x}

. ax ay 6z

Xz 2y x2

d Debemos hallar el fiujo del rotor a través de las tres caras exteriores de la pira-
mide. o

a)x=0= ﬁ=—i=ﬂ--rot?-ﬁds=_0
_ s, T

byz=0= r‘1=—f(=ﬂ' rotF «fidS =0

C) X+y+z—1=0 = A=—L T+ i

1 <5 1. .

j+—=k

V3 V3 3

rotorE-ﬁ=—

X

. L » . » 1 | y=.‘l—x
-{| -rotorF * i dS =ﬁ (— —L)\/:de dy-='—ﬂ" x dx-dy ="—§ 'dx-S Xdy=
' J]-S . Dy\ V3 v Dy ido Jy=o

_-= —51(x—x?) dx = (xT3 ——’;i)

o]

2) Iz=¢[xzdx+_2ydy+x2dz]
.4 C .
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" ferencia.. x2+y2 =9 ‘ubicadé en-el: plano:de: ecuamon z=

@

X
- fz=0 g
Ciqy=0 --f,=0
Vitzx=0 . Joy
Cé' y =0 ] J. = 0
‘ O0=z=<1 C.
z=1-x% . 1 s .
C:{y=0 J=S [x(1—x)dx+x'<’(—dx)]=3 {(x—2x?) dx =
*lo=x=1 Jeg Jo 0
=(_xz___2_x3)j=_1,
A2 3 o 6
Lot
Luego, I, = 5
Ejemplo 2

2yi+3xj—z2k sobre la circun-

Verificar el teorema de_Stokes para: F(x,y Z) = ‘ c
= 0y orientada positiva-

mente. :

Calculamos la circulacion siendo ‘Jas: ecuaciones«parameétricas-de C:’
x=3costay=3sentanz=0r0=t= 27

LN

2

1, = ¢ (2y dx + 3x.dy — 2% dz)'=g-f[6 sent(—3senidt) + 9cos t.3costdt] = -
1 - . .
C - - N

0

2w .
#5 (—18 seri2t + 27 cos?t) dt =
0
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Para Veriﬁcar el teorema podemos elegir cu.. uier superficie orientada positiva-
mente y limitada por C. El caso mas sencillo es el circulo plano
S ={(xyiz)/x2+y2 =9 Az = o}

1 i k
ﬁ_—-..R rotorE:‘ _r")__ _f?_ __B_ =R
ax ay az

2y 3x —-z2

- lz=ﬂR-RdS=ﬂ dS = w32 = 9.
s s -

Podiamos haber elegido también la semiesfera-superior de ecuacion- x2+y2=+.
+z2=9 A2z = Ou otra-superﬁcie que cumpla.lascondicibnes‘reQueridas.. R

Las aplicaciones.del teorema-de:Stokes- permlten calcular casi:siempre:en for--
ma mas:simple; la mtegral de superficie-mediante: una-integral-curvilinea.. -

‘Aplicacion s . .

Utilizando el teorema de Stokes calcular el fiujo del rctor de F através de

la superficie S si F(x,y,z) (x+y)|+(y 2)j—-z% y S es el paraboloide de ecua-
cion z.= 1—-x2—-y2 limitado por la curva C ubicada en el plano z=0.

I, = ¢[(x+y) dx +(y—z) dy—z3 dz].
: v

Las ecuaciones paramétricas de C son:

x=costay=sentaz=0a0=st=27

2 .

27
I =S [(cost+sent)(—sent) +sentcost]dt= S (—sen2t)dt =
¢} 0
. 2w
1, 1
={—-—=t+— = —1.
( > 2 sen 2t) . T

EJERCICIOS

1) Calcular B‘ (x+y+z) dS siendo S la superficie del cubo
s
S={xyz)/0=x=1r0=sy=s1a0=z=si}
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2) Calcular _g Yyz dS siendo S la parte del plano’ x+y+z =1 ubicada en el primer
o ’ S : o . E
octante. '

3) Calcular el flujo saliente del campo vectorial V dado por
V(x,y z) = 1821 — 121-4-3yk a través de la’ parte del: plano de ecuac:on 2x43y4»
+6z = 12 ubicada en el primer octante. - .

- 4) Verificar el teorema de- Gauss para' V(x.‘].;z) = 3x2y’1+xy2i‘sobre
= {(x;y'z)/x+.y$1 AX z-D,A-;y =0~ O-sz'_<'.;1}:v_: s

—{(x,yz)/x2+y2<4/\x>0/\y>0/\0<'z<1}

-B8) Aplicando:-el- teorema~ dev Gauss: scalcularsel: flulo <saliente- de F si-
Flxy2):=(z2~ X)T= nyJ-Szk ‘a- stravess=dei Si={{(xy: z)/O <z<, -~Y,

N

7) Verificar el. teorema de Stokee para la circulacion. de F tal- que :
( xy;z) = (2x=y)1 —yz8j— yzzk alolargodela cnrcunferenc:la ubicada en el plano
z = 0, centro en el origen y radio 1.

8) idem para F(xyz) (z y)l+(x+z)] (x+y)k sobre lasuperfcue del paraboloide

de ecuamon z= 4— x"’—y2 limitada por ia curva ubicada en el planc z = 0.

9) Apllcar eI teorema de Stokes para calcular -el flujo del rotor de F para

F(x,y z) = (y+2)i— xzj+y2k ‘sobre la superficie S del sohdo
Vi={(xy;z2)/0sy=20=2=6-2x}

" a) ‘considerando la parté ‘de’S'limitada por 1a curva ubicadaren el planosz.= 0.
b) considerando’la parte de S limitada por la curva ubicada en el plano y=2."

RESPUESTAS ‘A" EJERClClQS .

CAPITULO 10 -~ -~

Seccién-l

99 - 8
1) - 22 —27 .- 3)4 -2
) 7] 2) - 7r ) 48 5 3.
Seccion I )

11 873 17 et
1) ——=— . 2) == - ;
) . 30 ) 20 . 3) 210 4) 4 i)-§' ;
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‘Seccion i R
) . . . . } . . @ &I
3 23 91-. - 235 14 e : =
2 a) -2 - =2 . : 13 . 4 . 100 AR
2. 15 "8 26 T3 3 V3 98 - 3. @

100 | | 8

: .10 :

b) -~ o =% Ha4a b )-ﬂ S

- B U(xy) = eogx—x3+y3+C @) U(xy)—xlny x2—y2+C:+ 7) =5

o%xéa}.; o 8 1=m 9) 4 10) % +1- 11) 3e's.

Seccién IV o : o AR &
3 837, 899 - g , > N
35 2 05 P 76 4 Ukkiyiz) = x¥y + senyz+e+C @a‘%

5) U(xy:z) = 3x2y+22x—-y3z+C  6) U(x;y;z) =exsenz —y2 + z +C S §
Yy o By

7) 967 8) 457 : )

1) -6 2) —811+27j-4k 3 ‘Z‘T‘

5 &
7V
T
G

3 © 3 P73 9773

6) a) U(xy) = x2+y2+C b Ulxy) = 2y2-x2+y+C o) Ulxy) = xty— S =C = = §
_ 5°C

d) Uxy) = x3+evcosx —y2+C ~ ‘e) U(x,y) essen 3y+y2._— ~1-‘+C

Seccion V BT

1+ .- =
31 2k 4) div'V=0,

rotor V= —-j-K” - divF = x+4xyz-2y2%  rotor F = (xz2+2y2z)i+ (xey—yz2)j+
+(3xey—x2z)k - 5).2y. ‘ o "

Seccién VL
V3 1 . 32 - ;
N9 255 A28 g5 5 - 61 7Nz 8§sx

9) a) -6. b) -9.
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. No.he:querido-terminar:el:libro: sm'dar .una-introduccion-sencilla.y no: ngurosa ak- .-
tema de:las ecuaciones:diferenciales:-El lector-interesado: puede:recurrir a . una-gran - -
. variedad-de-libros:que:se:refieren-exclusivamente:ak:temas -Sin-embargo;:su:impor=:
" tancia-estan:grande:en:problemas:concretos:de:las:ciencias;:que-es.necesario;aun-".... .-
"que mas no sea, un: breve estudio-del:mismo;.que: suele- alcanzar para multiples apli=

caciones: -
‘Nos. limitaremos a ecuaciones: dlferenc:lales que pueden resolverse utilizando

funciones escalares elementales y-cuya solucién se. obtlene mediante los métodos
conOCIdos de mtegracnon

I Noci_ones generales

Las ecuaciones diferenciales surgen en forma espontanea cuando se quieren
resolver problemas fisicos, geometricos, astronémicos, quimicos, etc. También en
ciencias bioldgicas, economicas y sociales, permiten formular planteos matematicos
que primero idealizan y luego clarifican los problemas que se desean resolver

* “Por ejemplo, en’ geometria, ‘queremos encontrar una famifia de ciirvas planas
que, en cada punto, admitan una recta tangente cuya pendiente es el doble de la
abscisa. i

_Sifeslafuncion escalar derivable asociada a una cualquiera de las curvas; dada

d
porla ecuacxon y=1fx); la condicién sohcntada es .f'(x) =2x, o bien T:I(— =2X. .

- Cada.una.de: eslas: expresu:nes* es:una-ecuacion: .diferencial. porque enellas in-
tervienen derivadas: o:diferenciales:. :

Se encuentra<una:solucién:cuando; dada- la ecuacnon dlferenmal ‘se halla una: -

funcién ftal que-sus:valores.y:los.de- sus._de_nvadas.,satlsfacen: la. ecuacion.. ..

.

Enel-caso propuesto-es: f(x)'=-$2x~ dx:=-x24+¢, ‘solucién general de la ecuacion-

diferencial planteada.

En fisica, por ejemplo, nos dicen que una particula se desplaza sobre una recta
en forma tal que, en cada instante, el doble del médulo de la aceleracion coincide
con la suma del médulo de la velocidad més el desplazamiento. La ecuacion dife-
renciaf asociada al problema planteado es 2 s''(t) = s'(t)+s(t).
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Hallar una solucidn es encontrar una ley de movimiento s adecuada.

Por ejemplo, puede verificarse que s(t) = 3 e! satisface la ecuacion dada.
También s(t) = ce! corresponde a una solucion para cualquier nGmero real c.
Mas adelante veremos que la solucion general esta dada por

c
‘s(t) = cet+ - :_t -con c,eR y ceR.
Nos interesa, entonces, clasificar fas ecuaciones diferenciales en distintos tipos
y establecer métodos para resolverlas, clasificando también los tipos de soluciones
que aparecen.
Para ello, presentamos prevnamente algunos de los términos- basmos que utili-
zaremos. en. este capitulo.

- Como se ha indicado, ecuacién diferencial es Lina ‘ecuacién-en la que intervie--

nen derivadas totales o parciales de una funcién desconocida: Si la funcién desco- -

nocida-es-una funcion escalar.o de-una variable independiente; !a-ecuacion- diferen-

‘cial_es ordinaria y las' derivadas que intervienen son.totales: Si la: funcién descono--.
" cida es un‘campo escalar de varias variables, la ecuacion diferencial es parcial o en’

derivadas parciales.

92u o 2 32
La ecuacién de calor: k-—— =—— y la ecuacion de onda S ou
. . . ot 9x2 at2  ax2
son ecuaciones diferenciales parciales. :
‘Los dos ejemplos presentados al comienzo son ecuaciones diferenciales ordi- -

narias y en este texto solamente nos referiremos a ellas.

Ecuaciones diferenciales ordinarias

DeflnICIén

" Toda expresion de la forma H(x*f(x) f! (x),.. A(x)) = 0 que relacnona una va-
riable independiente x con los valores {(x) de una funcion y de sus n primeras deri-
vadas se llama ecuacion diferencial ordinaria-de“orden n.

Es conveniente anotar, para simpfificar los clculos, y-por (x); y' por f'(x); etcé-
tera. S i ;
Es decir, H(xyy',....y™) =0 presenta-la. notacién. usual- en ecuaciones dife-..
renciales. ordinarias. : ,

Orden:

Ecuacién diferencial ordinaria de orden n estoda ecuacién en la que interviene
una derivada de orden n y ninguna derivada de orden superior a n.

Es decir, orden de una ecuacion diferencial es el mayor orden de derivacion que
aparece en la misma. ' A
- xf’{x) + 7xf(x) = sen x es una ecuacion diferencial de segundo orden que es
el mayor orden de derivacion.
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1
fiv(x) +
(') o X24+1

-~ x{(x) =0 es una ecuacion diferencial de cuarfo orden. - -

& Grado

Grado de una ecuacién dlferenmal es el mayor exponente con que aparece la .
derivada que da el orden, una vez que la ecuacion ha sido racionalizada y se han
eliminado denominadores respecto de todas las derivadas. Esto tiltimo significa que
el grado existe si la ecuacion diferencial puede anotarse como pohnomto respecto
de las derivadas. :

a) (y")4-y x+y5 =cosx .. es de. cuarto-.:grado

t N

re ‘ y n 112_ R -V
: i — X+ = -
0 y ey S0 2yi) =Y
C e Y”X2+4X(v")2+4(y")3 = “es- de. tercer: grado::
o)y = VARG <yi 3= 1(y) grado,.;res», .

d)'~3Y’"—"y-’:+4'»=' 0 no tlene grado

. tlcular ‘Ello- surge - de- informaciones:- adicionales- llamadas ‘condiciones iniciales, de. -

Veamos otro ejemplo. Dada yy'+x = 0, al inte'g'rar respecto de x para v = f(x),

2 2
. X
se obtiene yz + - = k., o blen- x2+y2 =ccon ¢c= 2k
" En este caso. la solucion general se obtuvo en forma |mph¢|ta De ello puede
inferirse que en la teoria de ecuaciones diferenciales se necesitan lmportantes teo-
remas que garanticen existencia y unicidad de cada solucion.

En resumen, solucion general de una ecuacidn diferencial ordinaria de orden n
es una funcion f tal que sus valores y los de sus derivadas satisfacen la- ecuacion
diferencial y en cuya expresién aparecen n constantes arbitrarias esencnales

Cons:deremos ahora la ecuacnon dnferencnal de pnmer orden y = 3x2, Es m-
mediato que y = f(x) con f(x) = x3+¢ corresponde ala solucnon general de la misma;.
representada por una familia de parabolas ciibicas::

A cada:valor.de.la constante ¢ corresponde-una: curva"dn‘erente lamada-solu--

cion particular de‘la ecuacion..

-:Muchas: veces; en. problemas de aphcacxon ‘es necesario. elegir-una: curva:par- -

frontera o de contorno. - -
Por ejemplo, si a la Gitima ecuacién dlferenmal propuesta se Ie agrega la con--
dicion de que Ia solucién debe ser una curva que pase por el punto (2 3) entonces

Solucién h o L a - la constante se determina a partir.de:la solucién general.

@ -

. ¢ i .. - - . i = x3 + = - - , : ;_
Una funcion escalar f.es solucién de la ecuacién diferencial ordinaria Yy=x3+cAXx=2ry=83= 3=8+c= C 5.

£

HOGY:y's-y™) = 0 -en el intervaloA si y-solo si- VxeA: H{x:500); (x);.. f(")(x)) 0. Luego, la funcion asociada a (x) = x3—5 es la solucidn requerida. : @
La solucién puede hallarse a veces en forma explicita pero en otras ocasiones Si la ecuacion diferencial es de segundo orden, para hallar una solucién partu- e B
"se la obtiene en forma- implicita. cular a partir de la general, debemos determinar dos constantes arbitrarias y nece- : @ §§
Por ejemplo, dada la ecuacion de primer: orden y =x, la func10n f. dada expli- sitamos, entonces, dos condiciones iniciales. @ B

o X2 . " . Por ejemplo, dada Ia ecuacion diferencial-de segundo orden Y+ y= O la =73
" Cltamente por y= f(X) COn f(X) = —2— +3 es una solumon de la mlsma pUES SU solucion genera] esta dada por y=c¢ COS X + C sen x. ’ .

: — . - Necesxtamos excluswamente una solumon a la cual pertenezca el punto (0,2)
v derlvada satlsface la ecuac:on propuesta Tambnén Io €8 f tal. que A-f(x)-= T;{—c R ytal que la curvatenga pendiente 3 en este punto.
: ’ : Tenemos, entonces, dos condscuones de frontera para 1a solucnon f tal que
—f(x) 1) (0;2)ef 2) £(0) =
© Para encontrar la solucion partlcular ped|da consideramos ld solucion general
yla denvamos

para cualquner ntmero real c. v :
‘Puede llegarse a esta- solumon mediante una mtegracnon que ellmma la denvada
LAl mtegrar una:vez,- -aparece. una.constante::La solucion general: dada- por

f(x) = ——2— +c corresponde a unafamilia de parabolas y para cada valor de la

constante arbitraria-c:se:obtierie:una solucién-particular: E :

Parala. ecuacion-de-segundo-orden:.y’ " =-2x3:la: solucnon general puede ob==:
tenerse’ mediante:dos. mtegracmnes suceswas, por lo-cuals aparecen en-ella.dos -
constantes arbitrarias.. - L :

f(x)="¢: cos X +csenx = f(x) -“—c senx i c, ,COS'X:

Reemplazando en estas expresiones: :x'=0,-1(0) = 2 ¥ 8(0) =3, obtenemos
2—ccoso+csenOAS-—csenO-l»ccoso '

: Luego C,=2n ¢, =3 Yy la solucion pamcular buscada es
Co - w4 5. . oL
— Y= X2 +c, = y=_;(0 —'_rg:1x+c2 ' v . y=2cosx + 3sen x.

Veamos ahora la siguiente ecuacién diferencial de primer orden y = x y' —{y')2
Su solucién general esta dada por y ='cXx ~ €% quees una famllla de rectas no pa-
ra!elas : ’

-8 la ecuacion’ dlferenmal es de.orden nise precusan n mtegrac;ones y en la so- ‘
lucién general aparecen n constantes drbitrarias. Las n constantes son mr‘ependlen-
tes o esenciales, es decif, su nimero no puede. reducnrse f_' s . S =
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y =x— 1 da una solucion particular parac = 1,

.y = —3x — 9 da una solucion particular para ¢ = —3, etcétera. . ,
En este caso, puede verificarse que, ademas de la familia de rectas propuesta .

: .. " x2 . ..
como solucion, la funcion f tal que y = f(x) con y = también es solucion.

No es solucion general pues no aparece la constante arbitraria ni es solucién parti-
cular pues no se obtiene a partir de la general. Es usual famarla solucion singular.

.. L x2 : o
La parabola.de ecuacion y = e es envolvente de la familia de rectas pro-
. puesta c,omo,soluciéh gerieral::(Una curva-es- envolvente de una.familia de curvas.
. sl y 80lo.si-en cada-uno de:sus puntos.es-tangente ala.curva de Ja familia que pasa
pordicho.punto.)®. . .0 . Cee

. Otras soluciones de’este tipo se pueden hallar construyendo funciones asocia-
das a.arcos de curvas dé la familia y a arcos:de la envolvente. Surgen asi infinitas
soluciones de tipo singular. . ' '

. De este ejemplo puede deducirse que no en todos fos casos es posible ‘hallar
el conjunto de todas las soluciones de-una ecuacion diferencial. I

EJERCICIOS!
1) .Dar el orden. de-cada.una:de-las siguientes: ecuaCiO.U?S-,éjfgggncigjgs;_ i
@) xyr 2y Bsenx =0 R
b (y)? = x2-y?
c) (x2+y)dy — 3xdx =0

4 . .
d) ds —-53+i=

dt4 dt
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2) Verificar en cada caso las solchones propuestas e indicar su tipo.

a) y=xy +(y)* . y=cx+ct
b) (y)y ~2xy" +y=0 1) y2—2cx +c2=0
2) x2=y?
1
= y2 -—
3) x=y2+ 7}
c)y’'+4y=0 , y = ¢, sen 2x + ¢, cos 2X -
d " x(y')2 =1 =2 cz)
) Yy —xly) Ny C(‘x{f :
2) y=x+1
3) y2 =4x

Il. Ecuacion diferencial de una familia de curvas

y E! problema que nos interesa principaimente en este capitulo es hallar la solu-
cién general de una ecuacion diferencial. O sea, encontrar, para cada ecuacion di-
fgrencial, una familia de soluciones que corresponde a un conjunto de curvas planas.
Sin embargo, en algunos casos puede plantearse el problema reciproco, es decir,
:jaq?una famnilia de curvas buscar una ecuacion diferencial que la admita como so-
ucion. o :

Ejemplo 1

E Consideremos el haz de parabolas con vértice en el origen y con ejey. Su ecua-
citnes y=cx2 (1). : :

Derivando respecto de x -obtenemos .y’ = 2.cx. (2).
Es necesario ahora eliminar la constante c. (Si no se la elimina, (1) sdlo ‘es.50°
lucion de (2) si se le da en ambas el mismo valor.a.c.) :
De la ecuacion del .haz resulta. =—)L2‘4 si x# 0.
X .

Al reemplazar en (2) queda y" = Ty que es la ecuacion diferencial que ad-

mite a fa familia de parabolas como solucion general.

Si seguimos derivando podemos encontrar una-ecuacion de orden superior al
primero que admite la solucidn propuesta, pero no sera su solucion general pues
tiene una sola constante. - :
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Por lo tanto, si partimos de una familia de curvas de ecuacion F{x;yc) = 0, don-

dé ¢ es'una constante arbitraria o parametro, podemos encontrar una ecuacion di-

ferencial de primer orden que la tenga como solucion general. Para ello, derivamos

_.una vez. Si en la expresién que resulta no aparece c, se trata de la ecuacion busga-

"da. Si aparece la constante, entonces debemos eliminarla utilizando la ecuacién de
la familia dada. o - s :

Ejemplo 2

Dada la familia de parabolas y-= ¢ x2 + ¢ x hallar la ecuacion diferencial que .
la tiene como solucién.general. - SR

- cién diferencial:buscada.es:de ordensdos. = a - w0 e e
Derivamos -dos:veces: : yi="2C;X.+C eyl =2
¥ .

Eliminamos: las:: constantesze:zc-;:%—\-A-~(c-2~_=-y"--= 2c.X-=>.C, = yi= xy').

Luego, reemplazando ¢, y-c, en-a‘ecuacion-del haz—:i'Y:=;,—y§—, X2+ (Y —xy' X =
= 2y = x%y'' + 2y'x — 2x%y'" = X%y - 2y'x + éy =0, que.es la ecuacion dife-
rencial que corresponde al haz presentado. : :

Por lo tanto, para una familia de clurvas con dos parametros del tipo
'F(x;y;c1;c2) =0 la ecuacién diferencial que la tiene como solucién general es del
~ tipo Hixyy'y'') = 0, -0 sea,-de segundo orden. o N

Siguiendo el mismo procedimiento para el caso de una familia de curvas con n

'O sea, es de orden ny se la obtiene eliminando las n constantes.después de n de-
rivaciones sucesivas. . - L e e

" EJERCICIOS. o
1) Encontrar la- ecuacion diferéncial que adraite como solucién ‘general.a la familia -
- decurvas:- @) y=cx~ - b)y=x2+c - c):x2—y2=¢r -
v e yd s et o ) y=x3 XA X G
d) y=cx +c2x‘ FC X+ Cy e) y.=x +c1>; +_c2x+c1
fy y=c senx+c,cosx . g)lcx2+coy=x- h)yxy=cx -4

2) Hallar la ecuacion diferencial asociada a la familia de-circunferencias con-centro-

en el origen.

S

3)- Ecuacion diferencial de todas las rectas del plano.
4) Ecuacion diferencial de todas las pérébolas con vértice en.el origen y eje x.'_ ‘
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'Como en fa ecuacién-de-la familia:de-curvas-aparecen.dos parametros, la ecua--.

_y reciprocamente:.

parametros, la ecuacion diferencial correspondiente es.tel tipo HEGY;y . y™) =0. .

lil. Trayectorias ortogonales

Definicion = - . T .

Dos curvas son ortogonales en un punto que pertenecé a ambas'si y solo si las
rectas tangentes ‘a cada una de las curvas en el punto son perpendiculares.

Si una curva es ortogonal a cada una de las curvas de una familia, se dice que’
es una frayectoria ortogonai de la familia. ' ‘ :

Finalmente, si dos familias de curvas de un mismo plano son-tales que-cada.
una de- ellas es ortogonal a la otra familia, los dos haces son trayectorias mutua-

-mente ortogonales. : . :
Por ejemplo, consideremos la-familia de parabolas dada por la expresion = .-

y = C X2 :

"Puede probarse que la familia de ‘elipses centradas en el origen, de ecuacion

x2+2y2 = k estd constituida por.las tray{ectorias-ortogqnalesa! haz: de parabolas”

 En muchas aplicaciones, sobre todo geométricas y fisicas. interesa encontrar

las trayectorias ortogonales a una familia de curvas dada. Por ejemplo, en el campo
electrostatico las lineas de fuerza y las equipotenciales son trayectorias ortogona-
les. Lo mismo sucede en-teoria del calor con las lineas.isotermas y las de flujo ca-..

lorico. = -

El*problerri'afde‘encontra’r las trayectorias ortogonales a una familia de curvas ..
se resuelve como-aplicacion directa de ecuaciones diferenciales -de: primer orden. -
Para elio, dado un haz de curvas planas, lo primero que hacemos es hallar.su.

ecuacion diferencial. o
~ Por ejemplo, dada la familia de rectas de ecuacion ' y= cx hallamos la ecua-
cién diferencial, segtn hemos visto, derivando primero y luego eliminando c.

Es y' =c con ¢c=

I< x|<

Por lo tanto, y' =

X : )

Luego, para el haz de curvas correspondiente a y = cx la ecuacion diferencial

asociada es y'x =Y.
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Ejemplo 1

]

‘ Ahora bien, como buscamos las trayectorias ortogonales al haz de rectas; una
i propiedad de rectas perpendiculares de pendientes no nulas nos dice que sus res-
pectivas pendientes son niimeros de valores absolutos reciprocos y signds opuestos.

Es decir, si la pendiente de una recta es y" # 0, una recta que le es perpen-

dicular tiene pendlente - %

Encontrar las trayectonas ortogonales a la familia de cnrcunferencnas concén- -
tricas en el punto (3;1).

1) La ecuacion de la familia dada es: (x—3)2+(y—1)2=r2

2) Para hallar su ecuacién diferencial, derivamos respecto de x y ehmmamos la
constante: 2(x~3) + 2(y— 1)y’ =_0. (En este caso la constante quedo eliminada di-
rectamente.)

La ecuacién diferencial asocvada al haz de circunferencias dado es -

O sea, si H(x,yy ) =0 es la ecuacién dlferenCIaI asociada al haz de ‘curvas

Ppe0DW

dado, H( XY:. 'y’) 0 esla ecuacuon diferencial asociada al haz de trayectonas
. ortogonales al primero.

Cey -3

C W x—3) + (y—1 -—0 bien - X=

T . Er‘l,nu‘estro caso; ‘como:-la’. ecuacion’ diferencial. del. haz inicial - es- y =3 - -9+l )Y o bien y" = P

X 3) La ecuacién diferenciat: asoc:ada al. haz de.trayectorias.. ortogonales es

la: ecuacio’nmdiférénciale'.;delsihaz-%:o'ndgonaltizfesult‘ar'- e

= == obien;yy' +x =0 -
T E oo T ——--1, == x.;.s..o bien y(x 3) =
| o sta. eguaczlon diferencial file: resuelta-en:pag: 389hy-su'»soluddn ‘general esta: y ooyt
a aopor xzry2=k. : 4) Resolvemos esta iiltima ecuacion. dﬁerencnal .
o sea;.queilas trayectorias: ortogenales: a—la*famlha deJrectas* ue: as o : ’ ‘
- an: por- S S S
S ongen son: rcunferenCIaS’concentncas ehvel: ‘origen;. q p p el T —dy—l‘—‘ o .
y—1" "x-8

Integrando queda Injy—1| = In[x—'3|+»m _ _
inly-1] = Injx=3|+ink (M = Ink » k > 0)

s IY””—'x 3k
Si y 1 tiene el mismo signo que x—3, entonces y—1 = k(x—3).
Si y—1 tiene signo contrario al de x—3, entonces y—1 = — Kk(x—3).

En ambos casos, la solucién corresponde a la familia de rectas de ecuacion
y—1= c(x 3). Todas ellas pasan por el ‘punto (3.1). E

Nota: en la resolucidn de la Ultima ecuacicn dﬂerencnal se ha efectuado un cambio de constante que .
transforma una constante aditiva en otra- multiplicativa. Este. procedlmxento y otros SIrruIares son usuales para.
simplificar.resultados. Su manep se adquiere con Ia practica.
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E/emplo 2

Tr

22,

Hallar. trayectorlas ortogonales ala: famxha de parabolas con: vemce en el ongen :
1). La ecuacion:de la familia de parabolas es-y =-¢x2. .- - - -
-2) Hallamos su ecuacion diferencial derivando y- ellmmando c. Oueda y =. 2cx

p d
I OGEIIIOS s" ltetlzal e' Inetodo EIII lea [s] pa'a ha"al “a eCtOI IaS T f n ual 2
1) Iel leIIIOS UIlafal]lllla de CUI VaS plal 'a CUyasecuaClOl le‘S 0 = ~ l = 2——-—‘ on d“elel |Cla| de Ia 1a”"“a :ad )
S

) Buscamos lat ecuacion: df : o ) . o
curvas dada: Hixyy') = 0 (y ; erg)nc:al de pnmer orden asomada ala famxha de 3) La ecuacién diferer;cial del-haz de trayectorias ortogonales es -

2y .
3) Establecemos la ecuacion d;ferencua! de Ias trayectorias ortogonales: - = X o bien 2y y’ = -

H( - 1 ) =0 . y
y /- : 4) Resolvemos, por integracion, esta Gltima-ecuacion diferencial.
4) Resolvemos Ia ecuacion dlfereqé:lal anterior y su solucion general es la fami- I‘ ,

.’f%/ %

VTR CVCOVTIVRVVO OOV CRRDTDD

i
2t

¥xrd

x? -
lia de trayectorias ortogonales’ buscada M(x,y k) = Es y2=-—-t+k = s
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“Luego. la familia.de trayéctorias ortogonales a las parabolas d_adas es una fa- -

- - milia de elipses centradas ‘en el origen"y-ecuacion —— + Y=k

EJERCICIOS

1) Darla ecuacion xdiferencia|> asociada.al haz de ract,as éwe -aas,a por el origen,." v
2) idem para el haz de‘e'parabolasvde. ecuacion. y = ak?— + bx.+:c. |

‘:3) Idem para la famllla de curvas de ecuacion: y-=a ez* +- b ex+ c

T 4) Idem para‘el- haz de- cn’cunferencuas*de ecuacion: x2+y2+ X = 0 e

- 5) Idem para:la-familia- de parabolas-asocxada a X, —*ax2 * by wen

6) Trayectonasaonogonales a+lasfamilia: de rectastque! pasan por el punto ( =3; 2). ps

7) Idem para: Ia familia: de hlperbolas d° ecuacxon xz--y2 ='c L
8) idem para la familia de curvas de ecuacion y* = cx. -

9) idem para la familia de rectas de ecuacién x+2y = c.

IV. Variables separables

Consideramos el caso en que una- ecuacion diferencial de primer. orden puede

expresarse de la forma y’ = F(x;y) siendo F una funcion continua conocida.

Si el valor F(x;y) puede descomponerse en producto de dos factores, uno de-
~-pendiente exclusivamente de x 'y ofro de y, se indlca que es una: ecuacxon dlferen-
- cial.der variables-separables. " " .. B B O
tg x

y

Por ejemplo, y’ —2x y —Xy. y =

: tlpo indicado.

" Cualquierade ellas- puede expresarse de- Ia forma., y = m(x) q(y) donde m 1y q

' son funciones escalares continuas. ; S

- 8i - q(y)-#:0,""la. ecuacidn. dlferenmal puede anotarse R
—E&Ty = m(x) 0 blen ry)y: = m\x) para r(y)

Recordando que y-f(x) es~ r[f(x)]f’(x) = mX):
Integrando ambos miembros respecto de X: :

q(y)

jr[f(x)]f' x).dx = jm(x) dx -
Tambien j«y)dy (e

296

son ecuamones dlferenmales del :

A p(y) = s(x) + ¢ siendo p una primitiva de rysuna pnmmva de'm.

Como r y m son continuas y por lo tanto integrables, obtenemos finalmente

- El método que hemos usado para résolver la ecuacion es:gl. de. separacxon de
variables.

Ejemplo 1

Y =0
Resolver y ) L

. Para ver que la ecuacion es de- variables separables anotamos y' =y -5~

. 1 1 . 1. 10
. - : q—dy = |— dx. -
Por lo tantq, v dy=—-> dxi= J v ‘. e

Luego, In|y| ln|x+2| RGN Lt mm am riie s L mmi A e
La expresion anterior puede anotarse asi: '

Inly|—In|x+ 2|+ln k 0 para k> 0.

xk+y2 ‘ =1 6 bien. klyl x+2l.

La solucidn esta dada, entonces, por y = c(x+2).

Por lo-tanto

. ek
e R T

R

AT
FEERERE

Ejemplo 2

Hallar una curva asociada a y =1f(x) que pase por el punto (2:1) y satisfaga
la ecuacion diferencial 4y dx — x(y—3) dy 0.

TS

, Se‘parando variab!es obtenemos ’ yy dy = ,-— dx. (x #0ny# 0)

BRI,

5(1 ——%)dy 45 dx = y- 3|n]y| 4ln1x|+c =y = ln|y3|+ In x4+ Ink=> ,

=y = Ink x4ly3)) = er=k x4y = e¥ = kx‘4 y3 ver= —k?'x" y2P=e=cC x4y3.

Debemos encontrar ahora el valor dec que nos dé la solucnon partlcular para -
x—2ey—1

: o e
=16¢c = ¢c=—+

© 16 |

: T e o |

- Luego, la curva buscada tiene -ecuacion ev=—1—€~x4_y3. o .@iﬁ\\‘ 3
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En muy pocas ocasiones se presentan directamente ecuaciones diferenciales
en las cuales es posible separar las variables. Sin embargo. es muy comun utilizar
este método como etapa final en la resolucién de ecuaciones diferenciales.

A veces, al efectuar divisiones para separar variables se pierden soluciones par-
ticutares. Puede ser conveniente verificarlc en forma directa en la ecuacion diferen-
cial. En el ultimo ejemplo, x =0 e y = 0 son soluciones de la ecuacion propuesta,
pero la ecuacion del eje de ordenadas no corresponde a una funcién de variable x.

EJERCICIOS

"""" Resolver las: sngmentes -ecuaciones: dn‘erencla|es :separando. variables:..

1) y~+2xyv=-0::,< 2-) 2xy'=y

3) (1+x3) dy ~~~~~ x2y—'dx;=~0..fSolUciénAp‘a-r,ticu!ar?pacat;x-f='=2v ev_y=11
: RS - AU U . v .

Hyy =—7 SyEy=yE L Bxyyt = 1-x2

V. Ecuaciones homogéneas :.

Consideremos una ecuacion diferencial de primer orden del tipo y' = F(x;y).
donde F es una funcion homogénea de grado cero (pag. 164).

Esta ecuacion de primer orden recibe el nombre de ecuacion diferencial homo-
génea.

Los s:gunentes son ejemplos de ecuaciones diferenciales homogéneas:

Yy = (1)  2xy dy—(x2-3y?)dx = 0.
- , . : 2+3y2
En la segunda, podemos hacer —dy—=-)-(—§x7y— 2).

En (1) y (2) puede verificarse facilmente que el segundo miembro cbrresponde

a una funcién homogénea de grado cero o, lo que es equivalente, al cocrente de dos -

funciones .homogéneas de igual grado..
Para resolver:una.ecuacion: diferencial.de: este tipo, es conveniente: efectudr un
cambio:de:variables. que:nos-llevard:a-una: écuacion: con  variables ‘separables:. El

cambio:de:variables:a:propener-surge:esponténeamente:si se-observa'quetoda fun-- -

cion: homogénea: de’.grado:cero :puede expresarse -como- funcion - del-cociente
X

Lox

X y’ :

Enefecto;si-F es: homogenea de. grado CEro;:por. deflmclon se: vermca

vt: Ftx;ty) = F(xy). -
Haciendo t=%, resulta F(xy) = F(1:%).

Esto sugiere el cambio de variables % =z con z=g(x), con el cual la

ecuacion propuesta y’ = F(x;y) puede anotarse y’ = F(1:z) o bien y' = h(z) ().

398
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Siendo y = zx resulta y' = z'x+z.
Reemplazando en (<) queda z'x+z = h(z), ecuacion que puede resolverse
separando variables de la siguiente manera:

dz dx . ( . dz )
—_—r =2 - Z2 = —
hz)—2 " si x#0Ah(z)-z#0 ax

Al integrar es j dz = Inx|+ Ink

1
h(z)~z
In (kx|) = J-———h(z;—z dz

1
Luego kx| = N et

Si z = g(x) corresponde. a una solucién de esta.ultima ecuacion, entonces -
y = x g(x)- proporciona una solucién de .la ecuacioninicial propuesta..

Notese una vez més que, al efectuar divisiones; generalmente. perdemos solus--- .

ciones adicionales que debemos considerar-separadamente:-

Ejemplo 1

Verificar que la siguiente” ecuacion diferencial es homogénea y hallar su solu-
cién general: (x2+y2) dx.— xy dy = 0.

24y2
B Y _ ety
dx Xy

Vemos. que el segundo mlembro es funcnon homogenea de grado cero pues

- f2x2-+2y2 X2+
~ Fltxty) = myy = xyy = F(xy).

Mas sencillo es ver directamente :si el segundo miembro es funcién del cociente

Xe3)

Para ello dividimos numerador y denominador-del segundo. miembro :por. x2.

2

" 1+y2

X

Resulta ax y
X

Haciendo % =z es y = xz. También dy = xdz + zdx.

309




Obtenemos xdz +zdx Z 1+22

i ecuacion de variablés separables.
., dz 1+2z2 dz 1+22 dz-_ 1 : .dx
X +z= = X— = —Z D X——=— > zdz=—" =
dx z dx z dx z X
z2 . . . v
A Injx]+Ink = z2=2Inlx|+2Ink = 22 = Inx2+In¢c ="

= 22 =In(cx®) {c>0).

Luego ‘para la: ecuacxon inicial: propuesta es y2=. X2 In: {(cx?).

2 Ejemplo-2

LY, =4 _
s Venflcamos prlmero que Ia ecuacion es: homogenea

,_y2+2xy' _ VAT RA
V“‘x—z*:’y-(—;)*zx'

Hacemos el cambio de variables -ii - z
Resulté M =22+ 27 = x—gz—’= 72 + 2z
. dx - dx .
dz . . dx

: Separando variables: - —32—= 9%
+Sep iables: 2z+1) X

Para integrar, al primer miembro lo descomponemos en fracciones simples:

- o » - ,. - ’ 1 _ 1 o .dx s . o o L
j(z z+1 )dg»—j X - S

injz] < Iijz+1] = Inx|+ Ink. (k> 0).

“Luego, .

z. .‘z..kpq, = __Z_E__:kx:v

. N '
1 =k

+10 0 70 z+

Por lo tanto’ cx =

z+1

‘Si _sustituimos - z = Y obtenemos ex = = y
X y+x

= que corresponde a la solucién
general de la ecuacion diferencial. ' S

400 . o :

Siendo x2dy (y2+2xy) dx—O hallar das solucmrL pamcular para X =1 ;é -

Y

!
1.
1

Buscamos ahora el valorde ¢ para X, = 1e Y, =4

" Resulta ¢ = ? y la solucxon pamcular buscada corresponde a: —g-x = ;%
4x2 '
n.y= .
o bien y= 5_ax

& Ecuaciones reducibles a homogéneas

a x+b y+e,

La ecuacion diferencial A A BN (.
dx  ax+by+c,

c, #0 v c,* 0, pero puede transformarse en una ecuacion de ese tlpo mediante
un cambio convenlente de variables si se cumple la condicién de. que a, b —a, b #0.
~ El cambio de variables que proponemos. es. -

no es homogénea para

=u+h Ay =v+k siendo. entonces .dx =du n dy = adv.-
La ecuacion diferencial dada se transforma en:.._ ~ .
v a1u+b1v4a1h+b1k+c1

= —— ()
du azu-tbzv*AaZh b?_k-*-c2

Haciendo simultaneamente a‘ha—b1k-'c , =0+ ah-bk-c, ='0. obtenemos
la siguiente ecuacion diferencial homogénea: .
dv a1"H'b1v

— .
du a,u- bzv

" Por lo tanto, h'y k constituyen la solucién del sistema de ecuaciones lineales:
ah+bk+c, =0n ah+bk+c, = 0.
_ ah+bk=—c, i
El sistema anterior:{ : tiene solucion Unica pues su determi-
) » a2h+b2k = —C, v :
A K- P b1. R ) ’ : :
nante | =ab=an # 0 como se propuso al comienzo.

Ejemplo

- Resolver (4x+3y-L1) dx + (3x+2y+1) dy=20 reducnendo|a prevnamente auna
ecuacién homogénea.
d 4x+3y+1
Es y X
odx —3x—-2y-1

dv _ 4u+3v+4h+3k+1
du  —3u—2v-3h-2k-1

X=u+hay=v+k-=

401-
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El sisterna que debemos resolver para encontrar valores convenientes de hyk

4h+3k = —1 4 3 _
es : =-1 # 0.
3h+2k = -1 . 3 2
I -1 3 ‘ l 4 -1 |

‘Por lo tanto, x =u~1-Ay= v+1 es.la sustntucnon de variables que |Ieva ala
ecuacion- dn‘erencnal homogenea o »

_dv- 4u+3v*-=

T T TBu-2v.
Para resolverla, leldllTlOS numerador‘y denommador del-segundo-miembro.por -
v T .
dv _ 443 U s
du 3o ¥
u

- Sy . v )
Hacemos el cambio de variables = z con dv=zdu+udz

Obtenémos zdu+udz _ 4 + 3z

ecuacion con variables separables.

du —-3-2z
g8z _ 48z 0z 4+32+324222
- du -3 -2z : du -3-2z ’
Separando variables,
27 -3 - du 1 2743 . [ du
- = o -dz-=-} =
-222.+62+4.. - u 2 ) 22+3z+42. u

= - In|22+32+2[ In]u|+c = In|ul+ln M+ In\/22+3z+2 0=

=" In(mjuf\/z2+3z+2) = 0> mju/z2+32+2 =1 =

b 2
= 2248242 = —— . o —l—2+31+2=——£2—k = V2+3uv+2u2 = k.

u2 ‘m2
Perou=x+1av=y-1.
Luego, (y—12+3(x+1)(y—1)+2(x+1)2 <

402

- 2) idem para y' =

Finalmente, la solucién general de la ecuacion propuesta corresponde a
y2+3xy+2x24+y+x = k: ‘ ’

EJERCICIQS

1) Verificar que la siguiente ecuacion diferencial es homogénea y resolverla:
2xy dy — (x2+y2) dx = 0. '

x3+y3
3xyz

3) idem: para x?y" = y2-2x2. -
4) idem para (3y2+3xy-+x2) dx = (x2+2xy) dy.

! : - 2_oxy—x2-
5) Solucién:particular en (1;1) ‘para. y'-= —y——ﬁ—x— :
. y2+2xy._x2
6) Solucion particular para x,=1 e y, = 0 de xdy — ydx = Vx2-y2dx.

7) Verificar que la siguiente ecuacion ‘es reducible a homogénéa y resolverla:
(2x—5y+3) dx — (5x—12y+8) dy = 0:

. , _ Xx—y+3

8) Idem para ¥y ———x+y— T )
. , - x+3y-5

9) ldem para y' = y=1 "

V1. “Ecuacién. diferencial : lineal -de primer -orden -

Liamamos ecuacion:diferencial-lineal-de:primer-orden:a. unasecuacion del tipo-
y'+p(x)y = r(x)-donde.p y r son funciones escalares.conocidas, continuas-en un-in-
tervalo abierto. :

Si r(x) = 0,. la ecuacidn lineal suele Hamarse- ncomgleta y- puede resolverse -
separando: vanables '

En efecto, y'+pxy=0= -;-Y' = —p{x) =

o~ Jreo ax
= Injy|+ink = —-J-p(x) dx = e~ Jrwex Kly| = Iyl = —?_T—'
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: Si r(x).# 0. la ecuacnon se Ilama comgleta y puede resolverse medlante camblo
* de'variables. - s &

. . Tenemos la ecuacion dlferenmal y’ +p(x)y = r(x) (1) e lntentamos la sagunente -
-, sustitucidn y =uv con y =fx) nu= m(x) Av=qx).

Resuita y' = u'v+uv'.
Reemplazando en (1):

u'v+uv + p(x) uv = r(x) = u'v+ u(v +p(x)v) = r(x) (2)

En (2) igualamos a cero el parentesns del pnmer mlembro. Para ello resolvemos

‘la ecuacion diferencialilineal incompleta v’ +p(X)v = , -
Buscamos una: solucnon pamcular cualquiera deesta ecuacion:
) S

_VV__ - ——p(x) =y = e—fp(x)dx

. con:una’ eIeccxon‘pamcular de: la—pnmmva quetaparece-en: el exponente
Al.reemplazar.v-en(2);:como.: v’ +p(x)-v-=: 0,.~obtenemos~ P

‘utel -[P"_’.qf =r(x):0: bien:yu';:-:r(x)f-,ef"(f" &

Luego u =J r(x) eJPR X gy 4 ¢

Finalmente entonces, la solucién general esta dada por

y=uv= Ur(x) efprox gy o c]' g~
Por Io tanto, y = e~ JPw fr(x) efpmiogy ¢ éf_-f PRl & -

Ejemplo 1

Resolver fa s1gu:ente ecuacion dlferenmal lineal.de- pnmer orden y' +2y =x. -

Hac:endo la sustltucnon indicada.y = uv:

VAUV A2UV = X, U Av+.u(v,"+-2v)..=x ()n e

Buscamos-una:solucién-particular. de: la- ecuacion. inecimpleta%ivf.-FZV""-—*j 0.
. y .

v ="—2v. =.=—'T\=:—-2 = ln v =2 = y=er &

(Observese que no colocamos valor absoluto nila constante pues nos interesa

solamente hallar una solucién particular cualquiera.)
Reemplazando v en (1), obtenemos:

U e-B=yx = —?’%—ez‘x = du—-eZXxdx

404

A

AT,
ARl

Integrando ambos miembros, el segundo por partes, resulta: o S

2x. : 2% L
u=—€—q\l-;v'ri—+c. e
’ 2" 4 RS

S x e ex ) o
= ——+C e~
Luego, 'y ( 5 T
Finalmente, la solucion general de la ecuacion propuesta esta dada por

+ce-x

I

=X _
¥y==

Ejemplo- 2 o ,
* Solucion particuiar de 2y sen x"dx_= cos x-dy — 2dx-para. xd =0 Yo =~3.A

- Llevamosla eqdacién d,if.e[encial._a'la forma ,y'%P(X),Y%, rx)y: B

. . . ) 2
y'cosx —2ysenx =2 =y —2ytgx =%
i =uv, ' i = 1
Haciendo y = uv, queda u'v+u(vy ) 2v tg x) cos X ().
La ecuacién incompleta asociada es - v' —2vigx =
v’ . | =-2In X) = Vv = ._.1__:_ &
—v—=219x=> nv = —2In(cos proI 3
Luego, en (1): . a : \
- odu, L = 2 =='—di=2cosx=>u=2$enx+c. T
dx cos?x - c€osx Cdx _ , %
. 1 tg X 2 g
= = + =2 + C sec? x. 53
Por lo tanto y uv (2senx a) st oo x .
T y . tg> > S ’ )
La solucion gene_ral esta dada entonces, por y = Z_EEE_X— +csec?x.

Para x,=0 e Yo = 3 resufta ¢ = 3 y Ia solucnon partlcular pedida correspon-

gax .
-+ 3sec?x.
de ay=2 COS X . )
4 Factor integrante
Quiero presentar aqui un método que puede aplicarse para resolver algunas } @‘ k\\\\f
ecuaciones diferenciales. Consiste en multiplicar los dos miembros de la ecuacion W gﬁ
diferencial por un factor que hace posible la mtegrac:pn L o :~ E‘}?

S
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" nentes-:

Ep el e_jemplo 1 anterior resolvimos la ecuacin y'+2y =x..
Sl multlplicamos ambos miembros por g2 obtenemos

yeX +y2ex=yxeg

' E! primer miembro es ahora 1a derivada, respecto de x, de y e El segundo
miembro se puede integrar por partes. ' ‘ :

d . : xeéx V 2x
0 S,ealwl(vez"-)ﬂezx ==>:ye2§=—T—eT.+c =

y=X_ 1 . : - '
=y= 27 te solucién ya obtenida en el‘ejemplo anterior mediante cambio

de variables..

enla practica:no-es:sencills"encontiar
Pararla: ecuacion diferencial lineal:

factor-adecuado.~

Si 'bnen_.=rnuchas:aeeuaciones_e’difefrfenciales;:puedeny.resolve'rse *por-este: método, -

=P T T RS
(x). .-e‘-,[r : »c_:qn-iunaxeleccnpn:cualqme»;a-'..gde's;lmpnmltlva:r:que;apar

Al multiplicar, queda: y* eJr®ax y p(x) efPoiox _ (x) e Jor ox (1).

Ahora bien, el primer miembro es la derivada, respecto de x, de y Pt ax

' d
B En efectok kra (y efp(x) dx) =y efp(x) dx y p(x) efp(x) dx..

- Reemplazando en (1), es di (y ef P(XNX) =r{x) e Jetx o
S X .

La solucién se obtiene integrando ambos miembros respecto de x:

y e o ox =J.r(x). el gy 4 o
Flnalmente.‘ y = e_fp(")id"J’r(x) L) Kl + ¢ o Joox que_es la. misma. ex-
presion obtenida- anteriormente. mediante-sustitucion: de variables. - -
Ejemplo- |

Resolver: ‘utilizando-un: factor. integrante; -léiecuéciﬁn y’ ~2y

_ : = g3
2. unfactorintegrante-es: | (x)y=-e-2 o

- Como: p(x): =
Muitiplicando: por e-2|og-dos miembros"de’ la ecuacién propuesta’

- r__ - d )
&2y -2ye 2"=9*=>Tx(ye-2x)=e"=) yeZX=gi4g =

.= y=v(ex+C)ea5ry=”.e3X+ce2x'
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- Paralaecuacioiic e primer -orden-y" + p(x) y‘='.r(x)"lcuya:- re- -
solucién: hemos;.,propuesto-‘mediante#carnbio"“’de “variables, un-factor integrante es -

eceenél expo: -

Si bien el cambio de variables es un poco mas extenso, en general resulta mas
facil que memorizar el factor integrante. ' : '

¢ Ecuaciones reducibles a lineales

Una ecuacion facilmente reducible a lineal es la siguiente:
y' ~px)y =y"r(x) para n=0 n=1

Se conoce como ecuacion de Bernoulll por el matematico Jacgues. Bernoull
(1654-1705) miembro-de una celebre familia de matematicos. suizos, a quien se le
atribuye haber usado por primera vez la palabra *'integral” en matematica.-

Como el exponente de'y en el segundo’miembro no:es 0 ni 1, la ecuacién no
es lineal. : - . )

Para -y = 0, dividimos -ambos miembros de.la ecuacién diferencial por-yn, y ob-

~tenemos: . ' : .
Y +yTipix) = r(x)- (%)

- Efectuando el cambio de variable z =y -', resulta -

z' = (—n-1)y. "y 0 bieny =z'yn e

Reemplazando en (-) obtenemos la ecuacion lineal

z - p(x)'z =.1(X) con fncc’:gnita z= hkx)

1-n
que puede resolverse como se ha indicado. : =
Al hallar z, la solucion de la ecuacion inicial esta dada por z=yi-n,

Ejemplo

Resolver y' + 71(- y = x3y4,

Dividiendo por y{ queda y-4y’ + % y-3=x3 (1).

. . 1 ,
Si hacemos z=y-3 es: z' =-8y-4y" o bien.- y'= — —3—y4 2’
Reemplazando en la ecuacion (1): -
1,1 , 3 ' ,
—g¥tyz= X3 = 7z’ ~ < 2 = —3x% ecuacion diferencial lineal'en z y z'.
Para resolverla, hacemos z = uv, -y obtenemos -

{. . 3 -
u'v + u(v’ -= v) = ~3x3
X >
La ecuacién incompleta para resolver es:
vl

3
v'~-§v=0= — =— > Inv=3InxXx = v=1x3,
X v X
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'Luego ux3—¥3x3Ax#0=u——3=u——3x+c.
Por lo tanto,” z= (3x+c)x3-—>z=—3x4+cx3 B '

‘ Finalmente, y-3 =—3x4+¢x3 o bien (cx3— —3x4y =1, :qué fesuelve la

ecuacién dada.

EJERCIC!OS
1) Venflcar ‘que la sngwente ecuacuon es hneal y resolverla y' + sen X (y—1) —— 0.
.2) Idem paraxy—-eax-i-y xy N
.3) ldem para (1 +x2)y —2xy (1+x2)2
4) Idem»para-: Xy =y):= (1+x2) exi
5) idem para-y* +y=cosX: - |
1—2x

: 6) fdc_am para y"~+"———‘—:y*'=r 1.
x2 )

7) Solucion particular en (0;3) para y' — 2y —%(x+1)3.

x+1_
8) Resolver la siguiente ecuacion de Bernoﬁlli X%y’ + 2xy = y3.
9) idem para xy' + y= x2y2,
PRI N 1 L = ‘l

10) idem para y’' —4y=2exy2.

T ‘ N
1) Idem para “xy' =2y = 4x3y2-

;.fVII Ecuaclon dlferenclal total exacta

La ecuacion - P(xyy) dx-+ Q(x;y) dy-= 0 esstotal: exacta si el .primer:miembro es ;- -
* una expresion: dlferenClal total exacta, o: sea, si exlste una-funcion potenmal U tal que ST

u, —'P/\U' =@ - T e :

En ese caso la ecuamon dada toma la: forma dU = 0. y admlte como. solucnon
general la que surge de U(xy) = k. .

Sabemos -que la condicion necesaria y suflmente para u’e la expresion dada
'sea diferencial total exacta es la de simetria: - P' Q para P.y Q derivables con
continuidad en un conjunto abierto y snmplemente conexo

En.ese caso, para resolver la ecuaciori:diferencial se determina una funcion po-

- “tencial por el método™ yd- -ytilizado: Para hallar la solumon general basta |gualar la

funcion potencial a una constante.

408

E/emplo 1

Resolver la 3|gu1ente ecuacion dn‘erencnal venf cando primero que €S exacta:

(x2—2y) dx- +(y—2x) dy=0
P(xy) = x2—2y A Q(xy) = y—2x = Px; Y =-21Q (va)

Luego, en un conjunto adecuado se verifica la condicién de simetria. :
Para resolver la ecuacion buscamos una- funmon potencial por el método utili-

zado en la pag. 352. .
Integramos - pnmero P respecto de x.

Resulta U(xy) = —— — 2yx+ily) (1)

Derivando (1) respecto de y, obtenemos Uy(x,y) = —2x+f'(y)=' L
Ahora bien; por definicion de diferencial total- exacta, tamblen es .

Uy(x.y)- Q(xy)

fgualando los valores dé Uy queda: T s

o sea U(x,y) y 2x

.~2x+f'(y) y-— 2x.

2= )
Por lo tanto, fiy)=y = f{y)= —YE"* c.

-

x3 - y2
Luego, en {1): uxy) = —.—— - 2xy + 5 +C.

Finalmente, entonces, la solucion general esta dada en forma impli_cita por

Y2 .o - RS +—!2—=k con k'=‘.h':c. :
2+c—‘h o bien 3 Yy > col &

Ejemplo 2
-+~ Resolver” (4x;1-)'-"dfx —2ydy=0."
Vetificamos pnmero la condlcuon de simetria: -~ -~ T -
P{xy) = ax+1 ~ Q(xy) = —2y.=.P’ L y) 0n Q;(_.)E;y)_]-—.- 0

Luego, la ecuacion es: diferencial total exacta. - . S
Podemos buscar la funcién potencial integrando primero. O respecto de y.»Es:

Ulxy) = —y2 + g{x).

u (x wy) = g'(x), valor que debe coincidir con P(x,y)

Luego, g (x) 4x+1 = g(x) = 2x2+x+cC.

Por -lo tanto, U(xy) = —y2+2x2+X+C Y la solumon general corresponde a
y2-2x2-x = k. . .
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¢ Ecuaciones reducibles a exactas Ejemplo

Resolver la siguiente ‘ecuiacion. diferencial hallando previamente un factor inte-

En IaS'éplicaciones no es frecuente gue las ecuaciones diferenciales de primer
grante que la transforme en exacta: (y + Inx) dx — xdy = 0.

orden sean exactas. Sin embargo. puede demostrarse que cualquier ecuacion de
primer orden puede transformarse en totat exacta. Para ello, en aigunos casos basta
elegir una funcion ¢ tal que. si la ecuacion diferencial M(x;y) dx + N(x;y)dy =0 no
‘es exacta, lo es la ecuacién que se obtiene muttiplicando ambos miembros por.

M{x;y) =y + Inx A N(x;y)} = —x.

Para ver si existe un factor.integrante que dependa exclusivamente de x, bus-

2

e(xy)- L ' M-N,

B O sea. queremos encontrar ¢ tal que . _ camos —o——
& (xiy) Mixiy) dx + N(xy) dy]-= O ' ‘
U sea‘una ecuacion diferencial totatexacta.. -... . . _ : MGay) = N(xy) . 1+1 2

& Por: ejemplo;-dada: lazecuacion-. .y dx —x.dy =0~ que no es-exacta, - 1 NG = _— =-0
b RS oY) = %f-esf:un=faétorf:integ[anterzque_-_Ia:-stransforr_na-.;en<._exacta..-..:{ e : '

. : ; : , 2 .

[y Luego! (4 (x) == ? ‘p(x);

PPREOEE DD

En efepto,A;-e-ny~(y,_dx: —xdy):=0-=- —’%»dx:-+-% dy=0-- (1)

: P(‘v)‘_(;y), == %»QA_::Q‘(xw})i‘:%’~-=‘--P§(x;y)?-;:r0'; A:Qg(x;y)f‘#,O}'. y:la ecuacién (1) esudi-

ferencial total exacta: -~ - N .
" Puede verificarse;, de igual forma, que también son factores integrantes-los si-
. 1 1 : 1 1
guientes: a(xy) = — ——, Bxy) = ~ —, y{xy) =——— 8xy) =
. = XZ y2 yZ...xZ

. .xz_yz »

L amentablemente, no se conoce ninguna forma sistematica para hallar estos
factores de integracion y saber que existen no presenta gran utilidad.

Por Io tanto, aun cuando en teoria ios factores integrantes constituyen un recur-
so importante para resolver una ecuacién diferencial de primer orden, en la practica

Planteamos entonces la ecuacion diferencial ineal incompleta, en ¢ y ¢":
Ll -:. ) 2
X+ — () =0

que podemnos resolver, en particular, separando variables.’

"Z((x")) =—% S IneX) =—2Inx = px) =x2

Hemos obtenido asi el factor integrante ¢(x) =——12—.
X

& W sélo pueden encontrarse para exprestones muy especiales. L.a ecuacion inicial se transforma entonces, al multiplicarla por el factor obtenido,
: La situacién mas sencilla es aquella en que un factor integrante es una funcion y+inx 1
escalar, es decir, el factor depende exclusivamente de la variable x o de la variable y. n — dx ~ =< dy =0
Veremos ahora cuéles son las condiciones que deben cumplir las.funciones M y + Inx

y N para que la ecuacion diferencial M(x;y) dx + N(x; ) dy = 0 admita un factor in-
tegrante que dependa exclusivamente de x. B
Suponemos. que..la.ecuacion - p(x)[M(x;y) dx.+ N()\(;y)_dy.] =0 es exacta,.con
Pxy) = o(x) Mixy)in Qi) =-():N(xy):. . R
Al derivar’parcialmente;;pacai.hallar.s,’P;- y~Q;;.obtenemos:.:
Pr(xiy). = w(x) M {xiy) A Qay)= ox) Nixiy) + @' (x) N(3y).-

Por la condicién:de simetria debe ser..-.~ -

- _ S 1 , 1
Pixy) = =—3— A Qixy) = - = Pixy) = —5 A Q(xiy) = —7 que es la
condicién de simetria.

Hemos llegado asf-a una-ecuacion diferencial total -exacta.que: podemos resol-. '

ver-buscando una funcién potencial.:

De la misma forma empleada para hallar-un factor integrante-que depende de x;
puede probarse que existe un factor-integrante que depende exclusivamente de y si
N’ —M’ . ’ . .
—2_Y depende sdlo de la variable y:

X) M) (X NSY):+ @ (INGKY)- M
_ M (xy) — N,(xy) Lo
Despejando ¢'(x) queda: ¢'(x) = ——N&—)———— elx) (1)
M’ = N ' o Y Ejemplo

Si —L_—*_ depende solamente de x, entonces, para hallar ¢ podemos re- -

N
solver (1) como ecuacién diferencial lineat en ¢ y ¢

Hallar un factor integrante que transforme la siguiente ecuacion diferencial
ydx + (2x — yev) dy = 0 en total exacta.
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Mixy)-= y A N(X:Y)' =2x-yey . R ; - 10) Hallar un factor integrante y resolver la ecuacién
(3x2y + 2xy + y3) dx + (x2 + y?) dy = 0.’

%
z

29D E

‘it e [on

s M(x,y) Y Y S e 47~ 11) idem para exdx + (excotgy + By cosecy) dy = 0.
| 1 Py _ 1, - : , oy N .
- Le'ly) = — = =—"= In =Iny = oly)=y . 12) Idem para ( ————-—)—32'=0.
¢'(y) y W= Ty ly)-= | y = W=y ) P <) 3y
Un factor integrante es, eﬁtonbes, ply) =y, y la ecuacion inicial se transforma, - - . . '.‘ 13) idem para 2ydx + (1—In y —2x)dy =0.

al multiplicar por el factor-hallado, en
14) Para cada una de las snguxentes ‘ecuaciones dnferenc:ales de primer orden, in-_

: : cy2dx + (2xy —y2eY)dy=0- .. .. . . ‘ dicar su fipo y resolveria: _ ‘ | )
, P(x;y) =y2p Q(xy)._~2xy,—-, yzev =. P-'(X,v) 2y A Q '(xiy) = 2y. ] : a)y —y=e b 2xy3 . 3x2y2y —0 o (9x2 .,+ . -1")’—(4y—x)y’;=‘0
Por io tanto, hemos: llegado -&-una-ecuacion- dlferenmal total exacta.que sabe- - .. - - . » : . . S s .
- mios resolver: : : gy =ex+y-1 e y=""TL V 2XY Y+ 2Y = 13
T Lo méas conveniente; para*apllcar estes método -es buscar: la: dlferenma entre . : '_: o . g ) y' =y +senx -F_cos 2x h) (2x+3) + (2y- z)y = 0
- Ny M’ en cualqmer orden: Luego; ver: que resulta -al dividir por M.o por N. - e

» a xy2+2y dy ' 2x-By+ 3
I B e -X —— = L ST SN,
)y ey T ox ) XeT =0 K Bx—12y+8

- EJERCICIOS . ; o
: . : )y + +x=et- m) 2y dx + (3y — 2x) dy = O
1) Resolver la siguiente ecuacion diferencial, verificando primero que es total exac- )y + 2y m) 2y 3y ' ) dy = ( _
ta (y—2x)dx+xdy=0. ‘

2) Idem para (—ey senx+ 3x2) dx + (eVCosx —2y)dy=0. : R R :
VIll. Ecuacion lineal de segundo orden incompleta

Seso0e

o 1 N |
: - - dy = 0.
3 idom para (Zx n 2 n y 2% )de * ( y * 1) y=0 o T : Yase ha estudlado Ia ecuacion diferencial lmeal de pnmer orden:
| | L y +p(x)y—r(x) -

4 idem oara y = JBTewsecx . T R
v ) Idem para 'y’ =——= - : I g : _ A “la ecuacnon diferencial

2etgx + 3y? v :
- v - : P, (X) y® +..+ p, (X)y" +p,X) Y + p,,(x) y = 1(x),

.. eslineal de orden n.
- -Paran=2 tenemos Ia ecuacion dlferenx:lal Ilneal de segundo orden:

P, (x)y"+p () y"+ py(x) y = r(x).

Si Ios coeficientes P, (%) son -constantes, se trata de-una.ecuacion tineal de se-
gundo orden con coeficientes constantes cuya forma general es la SIgwente

V"+PY""QY“|'(X)

8) idem aara ( ae;y - 2e~*sen X) dx + ( ek zye-X'cos . ) dy = 0o D (Si esay” +by +cy=r(x) basta dividir por a# 0.

plxy) =y er i : i ' e e : B : . Comenzamos considerando la ecuacion diferencial lineal con coeficientes cons-
' “tantes y segundo miembro nulo, llamada también incompleta o reducida: -

wy"+py’+qy=0.

' 5) Solucién parucular en (1 2) para 2xy3 dx +:(3x2 y2 +.2y) dy O,l' .

- 6) Solumon pamcular en (0 3) para {y.cos x +2x ev). + (sen X + x2ev +2)y =0,

7) Venflcar que el:factor: propuesto es: |ntegrante y resolver la: ecuacmn

X2y3dx + (x £:xy?) dy =0 plxy)=—rmm

9) idem para (3x + %) dx + (-3;— +32L y ) dy = 0 v tp\AY) =Xy

12 o | - - A‘ | ) N , . v,413
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Algunos autores la llaman homogénea por ser nulo el segundo miembro. No lo
hacemos, para no confundir con la definicion de ecuacion diferencial homogénea
dada anteriormente y que se refiere a otro tipo de ecuaciones.

Para justificar, en cierta forma, el tipo de solucién a proponer, recordemos como
puede hallarse una solucion de la ecuacion incompleta de primer orden

2

o
Z

y +py=0

%—: -p=Inly|= —px+c— lyf=exc=ly|=ePec=> y=kePyla

48 soiucién -es una funcién exponencial.~ - -

SHE -~ Este- resultado,nos llevasa:preguntarnos: si-una. ecuacion. llneal de segundo ors - .
ﬁ% o .,den~puede.,admitir;tambiérrsoluciones:-de:-.tl o:exponencial::.: _
B -7/ Porejemplogdada:las ecuacnon.dxferencxa £\ VAt g 2y 0 Vemos.si: y em* ver

es soluc:on ‘para cierto:valor. de-m.:
Es y'=mem™ e y'= m?e.mX:"
s . Reemplazando=en:lazecuacidn:dada;:obtenemos:: - -

=05 0 DI 8MX (2= 3k 2) =0, . o 7

Como la funcién exponencial nunca se anula; para que la‘ecuacion diferencial

asociada a la ecuacion diferencial dada.

Las raices de m2-3m +2 =0 son T =1y rz— 2. luego, tanto u = e*
como u, = e son soluc10nes particulares de la ecuacion diferencial.
. Podemos verificar’en forma sencilla que también ceryc e2* son soluciones
parac,yc, ‘constantes: También y = c.er+c, e es solucnon Io que puede com-

probarse reemplazando en la ecuacion dada

&

iz
7

:%,7"

e .
das no es.constante pues o = ex. En este caso, decimos que e* y e co-

rresponden a funciones linealmente: independientes y constituyen un sistema funda-
mental de soluciones. En la expresion y = cer+¢c, e2x |las dos constantes c,vc,
no pueden reemplazarse por una sola.’

gundo orden Yy presenta ‘dos: constantes ‘esenciales: Luego; es solucion general.=

Antes de- estudiar el'tema-'envfform,ax.més’:completa;.;veamos otro.ejemplo.-
Sea. y'' ~6y" +9y -0..
_ Para y-=-em-gs-em(m2= 6m + 9) =

re=r,=3’
Luego u=u,= e3* es solucion particutar de la ecuacién.
Si en- este caso quexemos proceder como. en el ejemplo- anterior, haciendo

1
3

2
W

#

7

segundo orden

.
¢

(5 2:0)
v
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se satisfaga debe anuldrse el paréntesis, al cual llamamos ecuacion caracteristica -

Observemos ahora que el cociente entre las dos soluciones pamculares halla-. -

Por lo tanto, y = c,ex + c e es solucion de una ecuacion diferencial de se--

La-ecuacion: caractensnca' m&— B6m+. 9 =0 trene ralces reales coincidentes:: -

Y =c,e¥ +.c e, esta solucidn incluye una sola constante arbitraria pues.
(C +cy)e¥x=c g3 que no puede ser la solucién general de una ecuacnon de -

Intentamos buscar una solucion de la forma y=u eax con u = g{x). -Para en-.

contrar una funcién g conveniente calculamos
-y = u'ed + 3uex y'' = u''e¥ + 6u’e3 + Qu e
Reemplazando en la ecuacicn diferencial, es
' ue + Bu‘e® + 9u e — 6(u'e3 + 3ue¥) + Qued = 0
0 bien u''e¥ =0. )
Luego, es u'' = 0. Para obtener u integramos dos veces:
U= C,nu=cx+c.

Luego, es 'y = (cx+c ;) % y.la solucién general ‘resulta: y =-C 8% +-; X e3x,

. Osea, u, =e¥na u,=x e3 que son dos: funciones: Ilnealmente :ndepend:en-~ :

xe

tes- pues = cocxente =x no ‘es” constante

Con estos ejemplos he querido bosquejar el procedimiento que utilizaremos en.

la resolucién de ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden con coeflcxentes
constantes y segundo miembro nulo.

En primer lugar debemos- proponer dos soluciones pamculares hnealmente in-
dependientes de la ecuacion propuesta. El tipo de solucion’a proponer varia de
acuerdo con las raices de la ecuacion caracteristica. Luego, la solucion general es
combinacion lineal de esas dos soluciones.

Definimos entonces, en primer lugar, funciones linealmente lndependlentes y
luego justificaremos los parrafos anteriores.

Funciones linealmente independientes
Definicién
Dos funciones escalares u,yu,son Ilnealmente mdependaentes en un interva-

lo 1 siy solo si para todo xel

(x)+au(x) 0= a,=a,=0

ciones.

Consecuencias:

a) si dos funciones escalares son linealmente dependlentes en un mtervalo |
entonces su.cociente, en dicho-intarvalo, es una constante.
En efecto, si U, vy u, son dependientes, existen dos constantes no simultanea-
mente nulas, o, y a tales que Vxel: o u (x) + a,u,(x) = 0. Siesa, #0, resulta
>4

5
Vxel:u (x) = ~——u,(x) y el cociente u, sobre u, es la constante — —
. 3 1
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"b) dos funciones (o'n funcnones) no pueden ser hnealmente lndependnentes si
una de ellas-es nula. - e

¢) si el cociente de dos funcnones escalares es constante en un xnterva!o en-
tonces las funciones son linealmente dependientes en dicho mtervalo

u,{x)
Vxeli——= k A k * O (Para k=0esu (x) 0 y resultan dependlentes)

uz(x) .
Vxel u (x) - ku(x) OAa2~—k-&O .
Luego, u, yu, son hnealmeme depend|entes en I

d) definimos.ahora una funcién W con. forma de determlnante

N o
WH=| L
e ue

Este determinante se. denomma wronskiano de’ Ias funmones derlvables u y u,
(por ef matematico" polaco J. Wronski: (1778 =1853)): % _ :

¢ Demostraremos que SI el wronsklano de dos funcnones derlvables (o de n';'
funciones con n—1 derivadas) no se anula en algin punto'de un intervalo abierto,
entonces las funciones son linealmente independientes en dicho intervaio.

Seanu, y. u dos func:ones denvables enliyW su: wronsklano Sabemos que

.3 x el W(x ) # . :
. Consnderemos la ecuacion: « 1u1(x) +au (x') =

Derivando, -queda: - (x) +ayu (x)

Para X=X obtenemos un 51stema de dos ecuac:ones Imeales con mcogmtas

"a ya

1} ’ pu—
u1(x0)oz1 + uz(xo)oz2 =0

L u,(x) u(x) T
“Su determinante (x ) #* 0.‘ T

[ug)  wey| -

Luego; el sistema:tiene.solucién-tnica’ a; = a;, = 0.~

Por lo-tanto, se-satisface:la definicion.de funciones: linealmente independientes .

_parau yu, enl.-En efecto las Onicas-constantes que verifican- au (x) +a,u (x)
para todo x del lntervalo sona, =0ya,= " 0. (Si en otros puntos del mtervalo eI
" wronskiano se anula, en dichos. puntos eI s:stema que se forma admite ofras solu--
ciones ademas. de la trivial. Pero ninguna de estas soluciones puede ! satisfacer la
“igualddd a,u (X)) + a,u, () =0 como hemosiisto,.o sea; fio pueden servir para
.todo el mtervalo como: exxge la deﬂmcnon de dependencxa llneal) t T
Hemos probado entonces: * 3x, eI/W(x ) #0=u. y u, lmealmehte inde-f
Pendlentes enl : S e

¢ eehren s+

R

N

Su contrarrecigroco también verdadero (Célculo 1 - - cap. 1) nos dice que si dos T L§3
funciones derivables son linealmente dependientes én un mtervalo ablerto entonces . & £

- 'su wronskiano es idénticamente nulo en el : ) S B
O sea: u. .Y u2 Iinealmeme dependientés enl = Vxel W =0. B |\3§

La propiedad reciproca del teorema demostrado no se verifica en general, pues S hi&i

. o . . . N 5 N

hay fpncnones linealmente independientes en un intervalo cuyo. wronskiano se anula RN \§\‘
idénticamente en él. c IR

Sin embargo, si u, 'y u, son lineaimente independientes y ademas son solucio- -
nes de la ecuacion dn‘erencxal y'' +py’ +qgy =0, entonces puede, demostrarse

que su wronskiano no se anula en ningun punto.

Esto se verifica también para n funciones linealmente- mdependlentes si son
soluciones de la mlsma ecuacion dnferencnal Imeal mcompleta de orden n con coef -
cientes ‘continuos. - '

Ejemplo

Verificar que ‘las siguiéntes funciones” u,yu, son Imealmente mdependlentes
siendo u,(x) = 95*, u,(x) = e~ R

o

. ! aSx e-3x | » . . : S
W(x) = : 1% —3e2x —Fex = =8 e £ [, :

] 5e5x 33

* El wronskiano no se anula para ningtn nimero real. Luego, u, y u, son llneal-
mente independientes en R.

i -.o'v
i

Soluciones segun.la ecuacién caractenst:ca

s

Sea y"+py +qy= o (.
Para y =e™  la ecuacién caractensnca asociada a la’ecuacién anterior es -
m2+pm+<+qg=0.
Esta ecuacion de segundo grado con coeficientes reales, puede tener raices
- reales distintas o iguales, o bien raices complejas conjugadas. .
Proponemos, para cada caso, las soluciones particulares adecuadas.

Y
g

R

Caso 1

, Y r,son raices reales dIStlntaS de la ecuacion caracteristica: -
Entonces u,(x) =e* y u,(x)= - g corresponden a solucnones pamculares

de la’ecuacion dxferencxal
"En efecto, si reemplazamos u , en (1), por ejemplo;'obtenemos

ul'(x) + pui(x) + qu (x) = renx + pr oent+ gerx = enx (r+pr +qg) =0
_—
pues r, es raiz de la ecuacion caracteristica.
Lo mismo sucede con u,,.
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T am “.\
-



'@@@@@%%%@%%@%@g@@%@%@@

22
%3

12

i
I‘

Z

==
&

Ademas u .y u,son linéalmente independientes pues, para cualquier x:

erix er2x ’
= @lry « raix —
W(x) = ) elri - r2 (r2 r1)$0. _
r1er1x rzerzx k4

Caso 2

r,=r,=res la Gnica raiz real de la ecuacion: caracteristica. Como ya hemos

indicado en el ejemplo ‘proponemos las. siguientes. solucicnes: u,(x) =en -y

u (x) =X.e™. . .
- Verificamos: pnmero que:ambas:son: solucnone
".Para: uy -es-la:misma demostracion:del:case:1: SRR B -
Comprobamos que U, tamblen est solucuon. reemplazando ", ufz-y.u;f‘i:e_n' la. .

ecuacion diferencial::

R R

Uy (X) =X exe=>: u;(x)‘=-e'?'-+-,r-x-ef!v=<-"'U§(X)t-’—-=:~2r er 4 ri2xem; - - - o

. b -
TR S 2 =0, v
T g oS e ER=t
Luego, u'(x) + puy(x) + qu,(x) = 2re™ + rix er+pex+prxex+ gxem =

=xex(r2+pr+q)+ex(2r+p)=
e —— N NS —

0 7 0 .
Tambiénu LY, son lineaimente independientes pues, para cualquier x:

~Como.la ecuacién caracteristicazadmitesraiz-tinica:

en x e
W(x) = =e™#(
re® e+ xex

Caso 3

Las raices de la ecuacion: ¢aracteristica son numeros complejos conjugados:
rp=a+pianr,=a-pgisendo p=—(r, + r,) =-2¢.y q= rr,=ca2+g2 (1)

Para.g = 0 sabemos, segun-el caso anterior, que g.tal que.g(x) = e=x es'solu-
cion. Para: a.=:0: puede; probarse :que-h:tal quesh{x):= sen. Bx es solucion'y también -
lo es ¢ tal:que:£(x) =cos:Bx:::

Proponemos, entonces;.como soluciones: pamculares para ‘estecaso, con.B#-07-7 -
u,(x) = e=xcos Bx,.: u X)=exsenfx:. o . . .

Como en.los cases.anteriofes; . verificamos; prlmero que son soluc:ones Yy Iuego
que:-son:linealmente: mdependlentes I '

Para u_: ) (x) =g cos"Bx = U! (x) = eeX COS' Bx — Bexxsen Bx =~

= u;'(x) ‘a?ee* cos BX — Zaﬁe"‘" sen Bx — B2e=x cos BX.
Luego, uy'(x) + puj(x) + qu,(x) = e=x cos Bx (o® - f?+pa-+q) ~

— exsen Ax (2aB+pB) =0 pues p=—2x A g=a?+? por (1).
Ademas, para cualquier x: ' ‘

418

ee* cos Bx e sen Bx

weo = | . P P

aBe* cos Ax — Ber*sen Bx ae«* sen Bx+gex cosBx

= Uu, y u, son linealmente independientes en R.

€ Quiero sefialar ahora que la forma en que hemos propuesto las soluciones

en el tercer caso ha sido artificiosa.
Si queremos que las mismas soluciones aparezcan en forma natura! debemos

recurrir a funciones con variable’ comple]a que mantnenen propledades del carhpo
real.

Para ello, basta hacer. v (x) = e = e(ﬂ’*ﬁ)* A V(X) = @2t =gla- ix;
_Es v (x) = gex g@fxi A v (x) = gaxg=px, -
© Si recordamos la formula de.Euler. e =.cos x + i senx,” resulta:
efd = cos Bx.+ isen x.
Luego, v, (x) =-e=x(cos Bx + isen k). -
Analogamente v (x) = gax [cos (=Bx)+i:sen (=Bx)]:= e (cos: Bx—isen Bx)
De acui surgen Ias funcicnes trlgonometncas que habiamos- propuesto como
soluciones.. - N
-La solucién aenerales y =k v, x) + kv, ().
Resuita y = ke {cos Bx + i sen Bx) + ke (cos Bx — i sen Bx)
=ex[(k + k,) cos Bx + (K. — k) isen gx].
Haciendo c, = k, +k, ¢, = (k, —k,)i obtenemos
y =c.e®cos gx + c,e= sen Bx
— A
u,(x) u,(x)
Y queda justificada la eleccién de soluciones que habiamos propuesto como-artificio.

Solucién general
Propiedad 1

~Si u, y u, son soluciones de-la ecuacién:diferencial>y" +py' +qy =0, en-
tonces y = C,u,-+c,u, es solucién para cualquier par de-constantes ¢ y C,
La demostracnon es inmediata por simple verificacion:

y=cu +cu, =y =cu + cu, = y' = ‘51“:' +eou)
-Luego, y''+py'+qy = c1u;'+c2u;’+pc1u;+pc2ué+qc1u1+qc2'u2
=, (U+p uj+qu ) + c,(u)+p ul+ quy) =0
0 ) 0

(Los dos paréntesis se anulan porque u, y u, son soluciones de la ecuacion
diferencial.)
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9 Propledad 2

"~ Cualquuer solucion de la ecuacnon diferencial y*’ + py” + q y 0 es comblna-' :

- #idn lineal de dos soluciones linealménte mdependlentes de la’ m|sma T

. Seay una solucién cualquiera de la ecuacnon 'diferencial, u, y u, dos solucxones -
articulares linealmente independientes :

Demostraremos que - y =cu +c U,

Hacemos V= —:— (u .¢ 0)
1

Ay.—vu =y =V +vu = y"-—v"u +2v'u +vu" o

Luego, en la ecuacién dlferenmal queda: -
v(u;f +p ul+a ”'1) 4V (2u1...c;_|-vp_u1) S TP U

0 .
Por lo tanto, v debe satisfacer: la:ecuacion: dlferenmal
o uv"'+(2u +pu)v —0

o bien : v”+(2—G—+p)v =0.
1
Esta es una ecuacion diferencial lineal de primer orden en viyv'. Como es

incompleta, pues el segundo miembro es nulo, la resolvemos separando variables:

—",—=—2—‘——p (v' #0)
v 1
- Integrando respecto de x:
#Inv = -2 In|u |—- px: Y - =

IV | = g-2hnjuyl g—px g¢

\v'| = eni® e-pxk - (k, > 0)
e;i’*—' '
u2

v =c¢c
Si r,yr,son raices:de la-ecuacion: caractenstlca esL; +r~= ,—p

elry<ralx.

[u, (x)]2

Verlflquemos ahora que para los tres tipos de solucnones propuestas, segun
las raices de la ecuacion caractenstlca siempreé 1 resulta’ . .

d (_92( ). ) =—;k§'<x). .

o am

(1)

Luego, V'(x)=C=

420

u,(x) )=& uy(0) U, (% U, () ujx)

' -d
En - general,
9 dx ( u,(x) >~ [u (012

O sea

d ('”z(x) )=' W(x)
o Al U

E! wronskiano ya ha sido calculado anteriormente para cada caso. -

Caso 1
U,(x) = er* A u,(x) = éfzx =: W(x) = (r,—r) e_(v,f1+fa)'X..',
dx \u (x) fu, (2.
(rq{+ro)x v'(x) ) . ’ o
Por (1} -2 - _ . ie . o
or ( )} [0 0P S Al reemplazar en la expresion antciflor, queda -
4 (Yo, v YL AW
— ()= = o [ —2 Y= k(%)
ax o) (r,=r.) O bien e ( ) )'_— kv'(x)
r—r .- |
con k=—>-"
c
Caso 2
- U, (x) = e™ A u,(x) =4.x e = W(x) = e?~.
. bu X) . rx .
Luego, d ( : o )= il
.,dx.. > u1(x)_ [u1(x)]2
4 7 WL vy u,(x) '
Por (1) )= L o bien I (2 )= kv
dx u, (%) c ° Fnen. dx u,(x) 4 k_v_.(x).
con k = i. N
c
Caso 3

u,(x) = e=x cos Bx A U(x) = em™ sen ﬁx = W(x) ,gez..x B
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_d_( UZ(X) )_ Be(l;1+r2)x .
Luego. 5 \"u

TS
) ' u(x)
d (UNX) BY(X) ( 2 )_ :
— = o bien — |————) =kVv'{x)
Por (1) ~dx u.(®) c dx N u(x) -
_B
con'v k= =
o L gy 1
'Pb‘rr.lo‘-tantq;ien:éIGSxtreszcaspgfves:;v!‘(x)v,f—-;cé;%—; ) )wc,on cz——--;;.-,_
: - ’ UZ'(X) -
’ !ntegrando,.:;;iy(x);? —E1(—x—~ »i_(v;’"f ‘
1Multiplicandqr'a_mbbsLmiembroét por-- u(x) .~»queda'-:-;,v,:, SR

v A u 1(x)v(x) = czu?_(x) te u 1(x).
Como u v =y, resulta finaimente:
y= c1u1(x) + czuz(x).

Hemos prbbado, entonces, que todas las soluciones de la ecuacion diferencial -
; binaciones lineales de dos soluciones par-

propuesta pueden estribirse como com
ticulares linealmente independientes.

Ejemplo 1
Resolver y"’ —y' —2y=0. :
.- La ecuacion caracteristica asociada es m2 —m —~ 2 =0.
Sus raices: r, =-1yr,= 2.
Luego, u1(x)_=e—x y uz(x)‘= e,
La .solucién.*generalz".=~y'-=-cier"-'+~c=2e2%‘-.~f. SRR

Ejemplo 2

Resolver «y! %+ 2yl+-y-=10: : . . . ‘
La. ecuacién:caracteristica::asociada‘:es:.- m2#2m+ 1 =0 e
Sus raices: 1, =r, =1 Cok USRS
Luego, u(x)=e™™ Yy uy(x) = xe™™.

La solucion general: y=ce™*+cxe™
Ejemplo 3

‘Resolver y'" — 4y’ + 13y =0.
La ecuacion caracteristica asociada es m2 — dm + 13 =0.

EJERCICIOS o .

Sus raices r =2+3i y r,=2-3i

a=2nB=3= u/(x)=ecos3x A uyx) = e> sen 3x.

B

La solucion general: y =c e cos 3x + c'zez“ sen 3x
o bien y = e (c, cos 3x + c, sen 3x).

=7
25

En algunas aplicaciones fisicas, suele hacerse el siguiente cambio de constan-
tes: ¢, =Iseni ac,=1lcosA
Resulta y = e (I sen A cos 3x + l.cos A sen 3x)
y = leZsen (3x + A).

i)
0

Para obtener una solucion que satisfaga condiciones iniciales.o de frontera:ne-. -
cesitamos como dato un punto'y la pendiente.de la curva-buscada.en.dicho punto.. - =
Puede ‘demostrarse que hay-un Unico resultado -que satisface-dichas. condiciones: - ::

Ejemplo 4

o Hallar:la solucion f de 8y’':— 2y’ = 3y = 0- con ry-= f(x),-que satisfaga las-con=:
diciones f(0) =3 y (0} = -1 (X, =0ny,=3ny,= -1).
La ecuacion caracteristica es 8m2 —.2m — 3 =0. '

. 1 _ 3
Sus raices e N Ay

Solucién general: y=ce 74 c2e7x (1)

Derivando: 'y’ = - —;— c 1e-

Si en (1) y (2) reemplazamos los valores iniciales,‘que‘da -

x 3 =x

+—ce* (2).

roj-

sistema que podemos resolver-para-hallar ¢, 'y c,.

) _ 13 _2
Resulta c1——-5 cz—-g.

.
Luego, la- curva pedida:esta.dada por vy =_1§3' e 20+ % e

3x
4.

R

1) Indicar si los siguientes conjuntos de funciones son linealmente .independientes
en R: ‘ . ) o
a) f,(x) = e f,(x) = e~ b) f,(x) = ex f(x) = e~ f,(x) =2e
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En resumen, para resolver una ecuacion completa del tipo dado, se busca pri-

-c) ’-fi(x) = sen 7x fz(x) =¢os7x. = dy f1(x) =1 fz(x) =X fa(x) = x2
. o s mero la solucion general de la ecuacion incompleta asociada -(segundo miembro

e) f,(x) = Inx f,(x) =xInx. .

St

DDDDB

S e - ritlo), llamada solucion de la ecuacién:complementaria o solugion complementaria. . S
+  2) Hallar la solucién general de y''+4y’'—5y = 0. ' . Luego, se le suma una solucién particular cualquiera de la ecuagion completa. R
: - _ -La primera parte ha sido estudiada en la seccién anterior. E! problema nuevo < ts?\

3) Hallar la_solucion general de y"'+10y'+25y = 0. reside en hallar una solucion particular de la ecuacién completa. R

Hay varios métodos para ello, incluyendc aplicaciones de la transformada de
Laplace y desarrolios en.serie. Aqui veremos dos procedimientos. E! primero, cono-
cido como “variacion de parametros” es sistemético. El segundo, mediante el calcu-
lo de “coeficientes indeterminados™ es mas simple, pero puede utilizarse solamente
cuando el segundo miembro es funcion de tipo palinémico, exponencial o sinusoidal. . .
O sumas y productos de dichas funciones. Consiste en “idear" una funcion con coe-

: ficientes indeterminados y encontrar los valores de esos coeficientes que la hacen .
JE , solucién. . ' ' '

B

4) Hallar la solucién general de y''—4y’+5y = 0. '

- 5) Solucién particular paréil}y"'+25y =12y’ con x = 0" . f(xo) = 1 flxg) =2

6) Solucién '.'particular_de-ry"‘—2y.’+y =0 con (1) = f'(1):--—.-_—2. .

‘@& Variacion de parametros

- IX. Ecuacion- lineal:de- segundoi,aorden:;completa;.

Gueremios resolver la ecuacion diferencial lineal de segundo orden, coeficientes
" constantes y segundo miembro no:nulo: S IR
y" +py +qy=rx) donder esuna funcién continua en un intervalo abierto.
En primer lugar, siy, e y, son dos soluciones cualesquiera de fa ecuacion com-
- pleta, entonces su diferencia es solucion de la ecuacion con segundo miembro nulo
y'" +py" +qy=0 (1) asociada a la ecuacion dada..
Para verificarlo, vemos que: .

(Y, Y, P, =Y, ~aly,~y,) = (2 ~Py,+ay,)— ./ ~Py|+ay,) = r(x)=r(x) = 0.

Enla seccion anterior probamos que toda solucion de la ecuacion incompleta
- (1) es combinacion lineal de-dos soluciones u_ y u, linealmente independientes.

L, Porello, sy, =y, =CUs+C U, L T
-~ Luego,: y, = cju;+c,u, Yy, “con c; y.c, Constantes arbitrarias™ 7

- de la ecuacién completa, todas las -soluciones estan. dadas por la expresion

y = c,u +c,u,+y, (+) donde u yu,son soluciones linealmente independientes de

1a ecuacién incompleta asociada. R = o

“En primer lugar, podemos verificar que-la expresion {x).es solucién.de la-ecua-

.7 cion completa: Para ello,-basta calcular-y’.e -y’ 'y reemplazar-en la ecuacion dife-
" renciaks - o S -

—_ ' . r— P ' 1] s oy = i " "
Y = C U FC Uy, = Y= CUAC U Y, = Y C Uy e +Y,

Es y'+py'+qy = €,(U)+puj+q U )+c (uy+p up+a uy) +y,+py;*qy, = 1)
: ——r - — = S

o 0 : 0 r(x)
ya que u, y u, son solugpnes de la ecuacit_')qincompleta ey, loes de la‘completa.
En. segundo fugar, 3la expresion y =c 1ti‘»;‘+c2u2+.y ,- contiene dos constantes
esenciales ¢, y.c,. Por.lo tanto; corresponde a la solucién general de la ecuacion
completa. R . , R

424-

Por lo tanto, si conseguimos determinar una solucion particular cualquiera Y,

Este método implica reemplazar.en la solucién complementaria las .constantes-
por funciones escalares y obtener asi.una solucion. particular. de la ecuacion.comple-
ta. Por eso se llama “variacién de las constantes o pardmetros”. ' .

Sea y''+py'+gy=r(x) conr continua en un‘intervalo -abierto, p y g-cons--
tantes. : = ) -

Sea y, = Cu teu, la solucién general de la ecuacion incompleta o solucion
complementaria. i ’ R e

Reemplazando las constantes ¢, y ¢, por funciones escalares v, y v,, obtenemos

¥, = VU v, (Y500 = v (Xu L)+, (0u,(x))- A

Necesitamos dos condiciones que deben cumplir v.y v, . -7 -

Una es que y, sea solucién de la ecuacion completa. La otra serd una condicion

- arbitraria-que simplifique los célculos. .

R = v ' » oy gt
Y, = VU HV U =Y v1u1+v2u2+(v1u1+v2u2). .
-Exigimos que v, y v, sean tales que v;u1+v;u2 =0 (1)
Con esta condicion, ’
L. ! 1 L J— AT g 17 "
. Y= VUV, =Y = v1u1+v2u2+v1u1 TV,
‘Sustituyendo y1,y;e y,’ en la ecuacion inicial, queda: N
11 ! ".__.. : 2 2 . " [ Tegt 20t
YRy HaY =Y, (u1 +p ul+q u)+v, (u)+pu,+q uz) + ViUl VU,
0 -0 - » :
_u, y u, anulan los paréntesis porque son soluciones de {a ecuacion incompleta. Lue-.

1 e e
. go, dezbemos exigir . vius+vou; = 1(x) (2).

Nétese ahora que (1) y (2) constituyen un sistema de dos ecuaciones lineales
con incognitas v y vy »

’ il__
{ uVv,+uy, =0
Ny Pyl —
uv; + uyv, = r(x)
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Este sistema admite solucion Gnica pues su determinante es el wronskiano d
Uy ¥ Up que son soluciones linealmente independientes de.una: ecuacién-diferel?l 'el :
lineal mcomplfata. Hemos visto ‘en pag. 417 que el wronskiano correspondi o
se anula en ninglin punto x. rrespondiente no
Resolviendo el sistema. para cada x'obtenemos:

0 . uz(x) - u, () 0

Lo e ux) : '

V1 (X) B —Wﬁ_—. : Cor V;(x) = U1(X)W(x) r(x)
a0 06 09

Tambiéj_'r;::- v; (x)‘:.f=*:—f—:—w(T);‘—~- o vé(x) =

WK :

I or |0 tantDVYV’ jo ‘ in g
: . LEA Pueden ha"a|se|nte landO - respecto. X, 1 i :
al 'tel.lOlES.;.A 1 2" . . ! i de X, laS exp esiones:

Ejemplo 1A

Resolver y'' +y = x.
Buscamos primero la solucién de y'' +y = 0.
Su ecuacion caracteristica es r2+1 =0 conraices r, =iy r = — i
Luego, a =0, B8.= 1 yla solucid iae : :
v . B y la solucion complementariaesy = c¢_cos x + ¢_senx
ac - . . c 1 °
emos Y, = v1(x) COS X + vz(x) senx vy aplicamos las formulas halladas.

calculando previamente el wronski i
, : nskiano de u, y u, siendo u,(x) = ’
uy(x) = senx. : : R 0 S eomxy
_ cosXx - senx
W(x) = : =1
—senx  COSX.
. r{x)yu_(x :
Hallamosfahora:;-v-:f-, como=unasprimitivardes:< - ( )‘ 2 = XEenx
Integrando rtes;: e 1
\por partes, resulta:v, (x). =XTOSX —:$eAX., .
. _ r(x) u_(x) . :
~Analogamente‘;f:.mteg_rando:“ ! = XOOsX -»»obtenerﬁos-- Lo

T W(x): T
V,(x) = x senx + cos x.-

Eg]rallgl?;r:te qlueda’ Y1 =(XCOs X — senx) cos.x + (xsen x + cos x) sen X = x
0, la solucién busca : = .
{ _ dma esta dada por y =c,cosx +c,senx + x.

S. - . . . - ‘
e ely!;;en al resglver este ejercicio hemos empleado las formulas que danv,_ y v
itar memongaﬂas es conveniente, en cada aplicacion, seguir los mismés pa2:
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(XY (x): 0500, ()= -essuna-solucion: particular: de-lai ecuarss < - -

. 1
sos efectuados al deducirlas. Es decir, reemplazar en la_solucién complementaria
las constantes por dos funciones v_y v,y encontrarias.pensando.en las dos condi--
ciones que deben cumplir, como haremos en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 2

Hallar la solucién general de y"' +y =secx. La ecuacion - complementaria
es la misma del ejemplo anterior. Su solucion general esta.dada por
y, = C, COS X +'C, Senx W(x) = 1.

‘Buscamos Y=V 4(x) cos x +.v,(x) sen x_como solucién particular de la ecua-

. cion completa.

A y; = —v1(x) sen x + vz(x) cos X + v'1(x) cos X + v'é(x) sen X.
Hacemos cos X y’1(x) + sen xv'z(x)_ =0 (1)
V vy = —v1(x) cos x — Vvi(x) senx — vé(x) sen x,+ v’z(x) COoS X.
Como'y; debe ser solucion:de-la; eécuacién.completa;resulta: -
y;' +y, = -v;(x) senx + y;(x) COS X = sec x- 2)-

De (1) y (2), obtenemos un sistema de ecuaciones lineales en vi(x) y v, (x):
{ cos x v/(x) + sen x vi(x) =0
—sen X v;(x) + COS X v'z(x) = §6C X
0 sen x cosx 0

, ! sec X COosX .
V() = - = ~ g

. ~senx Secx
Vv, (X) = ——

Integrando ambas expresiones respecto de x, obtenemos:
v, (x) = Injcos x| v, (x) = X.
Por lo tanto, - y; = Injcos x|cos X + X Sen X, 'y la solucion general bus-
cadaesy = C; COS'X + C; SenXx +. Injcos x| cos X' + X sen-X. .
Coeficientes indeterminados

Basicamente este método consiste.en proponer, mediante inspeccion del segun-

do miembro, una funcién adecuada como . solucién particular. con: coeficientes: por.

determinar. Al sustituir esos coeficientes .indeterminados por valores' obtenidos en

los calculos, se llega a la solucién particular requerida.
Como el método se apoya en la habilidad para proponer una determinada fun-

cion, lo expondremos, en primer lugar; mediante algurios ejemplos.

a) Comenzamos por las ecuaciones en que el segundo miembro.es de tipo po-
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: Ejemplb 1

Resolver y' +y - 6y 3x -
La solucion complementaria es y =ce ¥+ czeZx

.€ién polinémica de primer grado con coeficientes a ‘determinar:- Y= ax-+a.

. Como- 'y, debe satlsfacer la ecuacion completa buscamos yi=a, = y” = 0.
. Luego, v, Yy, - Sy1 =a, ~6(ax+a)= —6ax +a, -—Sa

Debe ser —6a X+ (a —Ga ) = 3x—-2.

—-Sa —3Aa—6a 2

_ 1 _ ¢_,1_
Resulta a = — i ao,___4_ .

Ll Por o tanto, y =—teid
T : ! 1 2 4

‘La solucién general buscada est4 dada por:

. o] 1
y=cex+ce ZXt

Ejemplo 2

‘Resolver 'y +'3y' = 8x + 5.
Y. =¢ e~ + C,

Como en el pnmer miembro de la ecuacion inicial no aparece Y, necesnamos
.que y’ sea funcién polinémica de grado 1 pues y'’ tendra grado 0. Por lo tanto, pro-
‘poriemos; como solucnon partlcular una-funcién: pohnomlca de. grado 2 dada por
o ' ”y—ax2+ax+a e e
y,=2a Xta, = y, =2a,
_Luego y;'+3y; = 2a +6a x+3a:. - e
- Debe ser 6a2x+(2a2+3a ) = 8x+3. ' )
Por. igualdad de. pollnomlos -6a;= 8 ~2a, +3a = 5

IR S A _4 .7
Hesulta- a, =3 e, =g Y =3 27__9_:,(_

Obsérvese que no interesa el-valor de-
‘ - S - 4 .. ‘7
La solucién general: 'y = cem™+c, + 3 X2 + — X,

Ejemplo 3

Resolver y'' = 6x - 2,
Y. = c,tCcx.

Es natural proponer como solucnon pamcular de la ecuacnon completa una fun-

--Pard'que. dos polmomlos sean iguales, deben serfo sus respectlvos coefi cnentes

* Proponemos y, = a3x3+a2x2+a1x+aO

y, = 3ax2+2a x+a,

y, = 6ax+2a,
Luego, 6ax+2a,=6x-2 = 6a,=61r23,=~2= a; —1 ~Nay= -1
Por lo tanto Y, = x3 ~ X2, : -

La solucion general y = C +C x+x3~x2

En los ejemplos 2y 3 podemos advemr algo que volveremos a utlhzar en reso-
luciones posteriores.

En el ejemplo 2, la solucion complementaria es Y, =€, +C.e o Luego lacons- .
tante c es solucion de la ecuacion incompletay en el segundq mlembro de _la ecua-.- -
cion diferencial también aparece una. constante. Por eflo; la solucion particular. la
obtenemos multiplicando por x un polinomio de primer grado que, de otra forma hu-
biera sido la solucién a proponer. B

En el ejemplo 3, la solucion complementaria es' y_ = c FC,X. Las dos solucio-- -

nes partrculares de la ecuacion incompleta se repiten. en cnerta forma en el segundo
miembro de la ecuacion diferencial. Luego, multiplicamos dos veces por x-un poli- -
nomio de primer grado, que hubiera sido la solucion a proponer si'no hubiera solu-
ciones repetidas. Es decir, y, se obtiene multiplicando por X2 un pf)“l‘ln.omlo de grado
uno.

b) Vemos ahora el caso en que el segundo miembro es de tipo exponencial.
Ejemplo 1

Resolver y''+y'—6y = 2e5x,
Ya vimos que y_=c.e-3+ce>.
Proponemos y, = a e

y, = Sae¥
y; = 25a e

y”+y —Gy1 = 25a e5*+5a e5*—6a e,

Debe ser .24a e5x =.2 e5x

1
248 2 = a———1?

esx,

Por lo tanto, y = 3 2

o : o
La solucion general: y=c e 3 +ce*+ o ™

Ejemplo 2 ' -

Resolver y'' +y"— 6y =4 e2..
.= e+ c e
€ 1 e 2

i
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En este caso, el segundo miembro repite una de Ias soluciones de la ecuacion
complementaria.

Si proponemos y,=a ez" obtenemos | =2ae* y!' = 4a e
y;+y;—6y, = 4ae® + 2ae> — 6ae® = 0 y no llegamos a ninguna salucién.

Como indicamos en el ejemplo 2 de funciones polinémicas, al repetirse una so-
lucion de la ecuacion incompleta, debemos multiplicar por x.
En este ejemplo, proponemos y , = axe

y, = ae> + 2x a e y!' = 4a e + 4xae?.

Luego, y;'+y;—-6y , = 4ae¥+4x a e+a e=+2xae>-6xa e = 5a e

Para . 5a:e2x=:4.¢2: obtenemosm —%::—.
. 4 .
Por lo tanto, y, =—xe2x:
1 5 )
Solucién-generalz~"y-= ciera*'+ ciea=-+»—5--x ex;: .

Ejemplo 3

Resolver y" - 2y +y = 3ex

y,=ce+cx ex

En este caso no ‘proponemos  y, = - aex ni y, = axex ‘porque estamos repi-
tiendo soluciones de- Ia ecuacion, complementana

Debemos proponer y, = ax2ex '

y, = 2axe* + ax%e~ y, =4axe*+2ae*+axie
y,' =2y, +y, =4axex +2aex + ax’ex - 4axe - 2a x%e* + ax?e* = 2a ex

3
2

2aex=3er=> a:—.—:;—:vy’: xzex.'

. . 3
Solucion general: y =cex+cxex+ ) x2ex,

¢) El segundo miembro es de tipo seno o.coseno. -

Ejemplo 1

Resolver y'* + y' — 6y = 10 cos x.
y.=ce ¥+ce

Como en el segundo miembro aparece la funcién coseno y al derivarla la funcién
seno, es logico proponer y, =acosx -+ bsenx.

y,.= —asenx + bcosx Yy, = —acosx — bsenx

430

—acosx—bsénx—asenx+bcosx—6acosx-6bsenx=

I

RS2
' cos x (—a + b — 6a) + sen %*(—b —a ~ 6b)

Luego. (b-7a)cosx -( a - 7b)senx = 10 cos x.

Debe ser b 7a=10 ~-a -7b = 0.
7 1
a="%5"""%s
Obtenemos  y, = — T cosx +—senx.
1 5 5

g : : 7 1
iTe € - = -3x. 2X e +— X
Solucion general. y=ce *+ce 5 cosx + ¢ ;en

Ejemplo 2

Resolver y" + 4y = 3 sen 2x.
y.=¢, cos 2x +.c, sen 2x.

Como el segundo mlembro repite una solucién de la ecuacion lncompleta. pro-

ponemos:
y, = axcost + bx sen 2x
y’ =acos2x — Zaxsen2x+bsen2x+2bxc052x
i
y'' = —4asen2x — 4a x cos 2x + 4b cos 2x — 4b x sen 2x
1
y; 4y = —4a sen 2x + 4b cos 2x.
1
Haciendo —4asen 2x + 4bcos 2x = 3 sen ox resulta —4a =3 A 4b=0.
3 .
Luego, y,=— Y X COS 2X.

-— ° 3 .
ion g T y= — = x cos 2x.
Solucién general: 'y = ¢, €OS 2X + C, sen 2x 2 X C

nes particulares adecuadas si el segundo

ambién pueden proponerse solucio
T ' nes de los tipos anteriores.

miembro es suma o producto de expresio

E]’emplos

Sieﬁdo y''+y' — 6y =r{x) con solucién complementaria y_ = c,@ "+ ¢ e,
para

a) r(x) = x2+7e~x proponemos Yy, = a2x2+a1x+ao+b e-*

b) r(x) = x2+3eX proponemas y, = ax?ra lx+a0+bxe2x

c) r(x) = e5 +cos 3x  proponemos y, = aes* + b cos 3x + ¢ sen 3x

d) r{x) = e**(x+3) proponemos Yy, = e‘(a,x+ay)
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e) r{x) = e"{x -5) senx. proponemos y, = e*(a1x+a°) senx + e‘(b1x+b°) cos x

f) r(x) — e* sen 5x proponemos y = e (a cos 5x + b sen5x) .

Como sugieren los ejemplos anteriores, no se puede dar una regla que abarque
todos los casos posibles. 7 i .

Sin embargo, la solucién a proponer tiene siempre la misma forma que el se-
gundo miembrao, salvo en el caso de superposicion de raices, en que debemos mul-
tiplicar por x o por x2 segin haya una o dos soluciones repetidas.

Exponemos ahora una tabla. que sintetiza los casos propuestos.

En la primera columna col@bamos formas posibles para el segundo miembro
con a€R, BeR, neN. En la tercera columna figura la solucion particular a propo- -
ner si el numero que aparece en la segunda columna no es raiz de la ecuacion ca- -
racteristica de la ecuacién complementaria. En otro caso, si es raiz simple se mul-
tiplica por x la expresion de latercera columna. Si es raiz doble, se la multiplica

por x2. :
r(x) ' Y,
xn 0 anx"+...%aéx2va1x+ao
eux . - aew
cos Bx -a+Bi | acosBx -+ bsenpx .
sen Bx. a+Bi -| acospx + bsenpx.
XN gux « ew™(a x"+...+ax+a )
eex sen Bx a+gi em‘(é cos Bx + b sen Bx)
eex-cos Bx a+Bi | e=x(a:cos Bx + b sen 8x)
x"e*senBx | a+Bi | ew=cos Bx(a xn+...+a x+a )+
’ +e>x sen x(b x"+..+a x+a )

Finalmente, si el segundo miembro es suma de términos,-la solucién a propo-
ner es suma de:las correspondientes soluciones. ' ’

EJERCICIOS
1) Resolver y''+2y’ = 36 cos x - 2) Resoiver y''+y'—2y = 2x2-3x
3) Resolver y''~4y'—5y = e 4) Resolver y''~3y'—4y = 2 sen x

5) Resolver y'' =3y’ —4y = 4x2 "~ 6) Resolver y’’—2y'+y =}(2—1
.7) Resolver y'—2y' = @xsenx 8) Resolver y"—9'y'= X+e?— sen 2x

AID

" Seccion

~

9j Solucién particular de y'’ -y’ —2y = 4x2 para y(0) = 1,¥!(0) = 4.

2005

10) kSqucién partic_ulér de y''+~y=x para y{(1)=0, y'v(1) =1
11) Resolver y''+3y’ = x%e
12) Resolver y''+2y'-2y = X COS 2X + sen 2x‘ )

13) Resolver y''—4y'—4y = xde=xe2,

RESPUESTAS A EJERCICIOS - =
CAPITULO 11 '

-Seccion |

a2 . b c) 1 d) 4

2) a) solucion general - _ o
b) 1) solucién general 2) solucién singular = 3) soluciori particular
c) solucion general 5 ' o
d) 1) solucion general 2) solucién. particular 3) solucion smgular.

1) a) Xyl=y . b) y'=2>(, C) yyl__.x d) 'yIV__—_O e) ylll=6
f) y'+y=0 g) x¥y"-2xy'+2y =0 'h) x¥" =4.

2) x+yy =0 3y’'=0 4) 2xy'=y=20.

Seccion 1l

1) y = ylx B 2) yl” = 0 3) ylll_3yll+2yl - 0
4) x2—y2+2xyy' = 0 5) x2y''—2xy'+2y =0

: y? oy
6) (x+3)2+(y-2)2=k 7)xy=k 8 x+——=k 9 y-«=k .

. Seccion IV

1+x3

1) y=cel-?) 2)yz=cx 3 y2= 4) y? = c+3x—3x2

5)

Y1 _ox  6) el2e)=cx2,
7 .




Seccién V K) red. a homogénea (x-—2y+2)(x—3y+1) =c¢c | .Iineal {2y+1) etd) = 2x+c
2y2 = ) : .
1~) X y2 = 2) x3-2y%=cx  3) y-2x= cx3(x+y) m) red. a exacta ¢(y) = —;? 3y In y+2x = cy.

zx
4) (xtyP=cxe Y 5y 4+ x2=y +x ) x=e =T
- = e X
7) (x—3y+1)(x—2y+2) =¢ 8) x2-=2xy—-y2+6x+2y = ¢
x-2 o

8) —2 o= =i (ek+y-3).

Seccion Vil
d) fin. ind.. e lin. ind.

1) a) linind. _ b) fin. dep. ) lin. ind.
: 4y y=eX (t:1 COS X+C, sen x)

2) y=ce-S+cer . 3 y = c,e-5+cxe >

.. a : :
Secclon T 5). y=e 2 x (COS o + % sen 2X) 8 vy= gex-1 — 4)(. ex-1

PO DB B G

& 1) y = 1+cerosx 2) y= ez*-_+c ex - : '
B ) X x 3y =lerojitax Seccién IX
1= SRR y=e*(lnx+_x-z")‘- S P ' 12 RS 3
3 f:' , ! 2 + cex 5) y=ce-x+ E’ (COS X + sen x)' 1) y= C1 +c2e—2X — .iss_ cos X + __753_ sen X 2) y= cie’xr‘.cée-zx.:ng_. _;_ - ._4_ 5 ‘
1 . ) . head - . q
0 y—cxzex'*—x-?.—i» 7y = (x+1)2 (—52-2—+x+3) 8) y= ( 2 ‘cx‘) % 3) y=c1e5*+cze-'—%e2x 4) y=c1e4x+cze-‘+—1§7_—cosxf—1%-senx 4
" o Nsx T . : : :

' - - 3 13 , |
Q) y=— 1 : 5) y =c,e%+c,e*—R +—x——— 6) y=cerc xe*+x2+4x+5 &
VY= 10 y=(eem-ez 1) y=(eoxE R 2" 8 T 8
| : 1 - 3} x _ e 1 S
0 7) y =c,+ce> —-sersenx 8) y=ce Bxpg @M — — — —— +~ —— Sen 2x 1
* b Seccién Vil vz 2 1 2 9 5 13 .‘
= g) y = 2e-x+2e>—2x2+2x—3  10) y = —cos 1cosx — sen 1senx + X 3
1 1) Xy_X2 =C 2) X3+ey cos x-—yZ =c 3) 2x ln y . y —.\I/;_ c ) y . : “
4) eig x~x3+y3 = _ v - s 3
g y°*=¢ 5) x2y3+y? =12 6) y sen x+x2eV+2_y =8 1) y= c1+c2e—3‘+e2‘ (_;%, —- __;g_ gaog_o_) i

7) x2+ 2 __1 -
) Iny vz € ?) exseny + 2ycosx=c 9) x¥+3x2+yd =¢ 1 , 1
12) y= c1e-x'cos'x+cze-x senx + —o- cos 2x - gg %N T x cos 2x +

EDET KA EKER

10) o(x) =e>  (Bx%y+y%)e™ =c ° 11) oly) =seny e*seny+y’ =¢

®
®
8
fﬁ%

12) p(x) =x  x2—xy? = - 2x in + L xsen2x
2 4) a)) lineal y = cex+xex  b) homogénea x%y =c ' ; ;
: . C) exact 3 XY —X— 2 = : ) =c e+ 2 4~ x5e 4+ — x3e2x,
& a 3x3+xy—x-2y2=c  d) red: aexactag(x) = & % y = cer+1+e 13) y = c@P+e xe + o xS+ Xe
e) homogénea y = cx2 ;1 1
% y "o f) Bernoutli a3 =5z cx4
H g) lineal y = cex — L _1 . 2 1
@ 2senx 2cosx+—5-sen2x—€c052x
@ | h) exacta )$2+3X+y2—2y = i) ‘exacta x2y2+2xy =c

j) var. separables y = ¢ gir=11e~*
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