TRABAJO PRACTICO N° 4

. 1. Determine si la funcién f(x)

cumple con las hipétesis del teorema

v2-4 six<l
5x—8 |

de Rolle en [~ 2;§j|. =

2. La funcién h(x)=x’ —9x+1 cumple las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo /
[0,b]. {Cuil es el valor de b? Halle el punto intermedio cuya cxistencia asegura el teorema.

2
3. La funcién f(x)=1-x?se anula en -1 y en 1, sin embargo, f'(x)#0en (-1,1). /"
Explique esta aparente contradiccion con cl teorema de Rolle. :

S5x+4
4. Dadala funcién f(x)=4 x+1

(x+D(x=2)> x20 W £

x<0

(Se cumple el teorema de Rolle en el intervalo [—%,l}? LY en[O,S]? Razone su

respuesta y encuentre, si corresponde, los puntos cuya existencia afirma dicho teorema
para ambos intervalos. '

5. Si f ecs continua en [a;b] y dos veces derivable en el intervalo (a;b), y ademds
f(a)= f(c)= f(b) con a<c<b, pruebe que existe un x, € (a,b) / [ "(x)) =0,

; oL s4 HO
6. Pruebe que la ecuacién x* +5Sx —3 = O tiene exactamente una raiz real. Dot

7. El grdfico de la funcién derivada de /* cs

!
=
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a) (Cudntas soluciones puede tener la ecuacién f(x) = 0?

b) Si la ecuacién f (x) = 0 tiene exactamente dos soluciones distintas, {pueden ser

estas del mismo signo? Fundamente las respuestas.

8. Sea /:M — N una funcién derivable en todo el eje real. Sean a y b dos raices de la

derivada /"(x) tales que entre ellas no hay ninguna otra rafz de f"'(x). Razone debidamente

si puede ocurrir cada una de las siguicntes posibilidades. Siempre fundamente la respuesta.
a. Entre a y b no existe ninguna raiz de f'(x).

— b. Entre a y b existe una sola raiz de 1'(x).

c. Entre a y b existen dos o mds raices de f'(x).

9. Compruebe que las signientes funciones satisfacen el teorema del valor medio para el

calculo diferencial o de Lagrange en el intervalo que sc indica, y encuentre el punto cuya
existencia asegura el teorema:

a f(x)=2x"+1 en [092] b. g =x en [1,4] Se. hix) :T+1__ en [0,2] -
5

3—x? ,
e 7 2 Six <l
d. @&(x)=cosx en [O,EJ e flx) = i en [0,2]
- si x21
X

10. Justifique la siguiente alirmaci6n:

“El teorema de Rolle es un caso particular del Teorema de Lagrange”

11. Pruebe la validez de las siguientes desigualdades

\
a. x<tgx ‘v’xe(o;£ b. |eosx —cos y| < |x — |
y J PR
3 si x=0
12. Dada la funcién f(x)=4-x*+3x+a si 0<x<1. Encuentre valores de ab y c
bx-+c St 1Sx<?2

para que f'satisfaga el teorema del valor medio.

13. Si fes una funci6n derivable en 1 tal que ]f'(x] <1, aeMN, pruebe que
|f(:n:)—f(a)‘ < | x-a| l.'-‘

14. Dos funciones f y g cumplen las hip6lesis del teorema de Lagrange en un
determinado intervalo. NO es posible demostrar el teorema de Cauchy para [ y g




realizando el cociente miembro 1 miembro de g expresion de 1n

lesis de I,np,rmur,c para [
y & . Porqué? /

15, Calcule los siguientes Ifmites usando el Teorema de 1.°1 [6pital cuando sea posible, de
. ¥ § ' " ’ ¥
otra forma indique los motivos por los cunles no puede aplicarse:

”

l~cosx) ¥ [y - x J Y
a. lim (- = ‘] b, lim -‘-lij-‘-‘ : ¢. lim 2 L 4 d. lim E__j__
xebl) o xoal) X i) X 2 =al) X
e '™~ cos(ay) I
¢, lim & f. lim ‘ fiu.h - ( = !.[l._ v () i ”n] _{j.w.-.(_]._f_;r_)___
X h o are "‘: I i-+f) @ — c“.'i(/il‘) - w7 ¥
X
h. lim -E-”— i neN i limox'nx j. lim arcsenx.cotg x
4oy v-el)" E i)
Y 1 | X I
k. lim | -~ L lim — m. Ilm(ctmx),’
=0'\ ¥ arcigx e 2X+3 senx vl
. BB 51 w0 , =
16. Si sabe que f(x)=<{ v, BO)=g" (0)=0 y g*(0)=17. ;Puede ascgurar
0] sl x=0

que estos son datos suficientes para afirmar que /"(0) = 1—27- ?Justifique.

1
17. Muestre que la funcién dada por f(x)={¢" 8 x#0 4 derivable en
0 81 x=0
x, =0 hasta cualquier orden. Encuentre f(0)  n=1,2,...

~18. Indique hasta qué orden es derivable I funcion

e' —x-1 si x20
(x) =
/ {.13 si x<0
2 y
ax” + sl <)
19. Sea la funcién f(x) = 4 : 2 a,fleNn
xe'" siox21

(Para qué valores de a, /8 la funcién fcumple las condiciones del teorema del valor medio
de Lagrange en el intervalo [0,2])?

i
20. Es derivable la funcién g(x)=4(x=2)e*™ si x#2 . x - 29 Fundagente la

0 sl x=2 o TuE Pe
respuesta, T e Ade cotdRE A
e F iy !:"(
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21. Determine los intervalos de monotonia de cada una de las siguientes funciones.

- / X X4 3
2 x ) (I o
. flx)=- 2x -1 b. =x.e" ¢ hix)=—0 d. ilx)= A
o )= 42 oo R O
1,
“ 22.Dada la grifica de la funcién y = f(x): A e
}y o “r L S 1€ 1
'LA TR T
/ = [ \.../ 43 \ i
a. Indique intervalos de positividad y negatividad de /' en [—1;5] 4
b. Halle los cerosde f'en [-1;5] -
23. Dados los gréficos de las funciones derivadas de fy g: B
LY Determine
g a.  Intervalos de monotonia de g .
24000 . b.  Extremos locales de g .
X _ 2 . als / (e Intervalos de convexidad y 4
—H——20 . e concavidad de g y puntos de
s Sy 25 N6 x inflexién.




) My 0:7) M (-2~7)
1
den [¢se]tiene M, (;~7,389) m,, (e¥;~~0,184)

1
en (0;+0) no tliene maximo absoluto pero sf m,,, (e?;~ —0,184)

37. h=r¥8x®
39. La base de 10cm y la altura de 5 cm.

g1

4+
47. y=2x

49, 1-we L —2ra il P
2 24" 120

(x—L)* b) Z( —pf = Cia) ——(x—m)* c) :ei———-‘x "I)J

(2k) ! J=0 J!

55.1,0099505 con error <10
S7.a)1 I3
59 a) wmwbmm reales.
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RESPUESTA A LOS EJERCICIOS IMPARES

L. No, Af'()

3. fno es derivable en x=0

7. a) Ninguna si f{0)>0; una si f{0)=0 o dos si 10)<0

9.a)c=1 b)e=9/4 c)c=vB-1 d)c=arcsen>=0,69 ¢ cl=%;cz—\6
w
15.2)1/2 B)I/3 )2 d)In2-I3 e)1 0% D< h)y+o DO )1
2

k)0 D1/2 m) e_li

17. f®(©)=0VneN,

19. a=1=0

21. a) decrece en (1;4+w0) y crece en (—o0;1).
b) crece en (—1;40) y decrece en (—o0;—1)
c) decrece en (0;1) U (L;e) y crece en (e;+)
d) decrece en (—o0;—1)\U(l;+0) y crece en (—1;1)

23. a) g crece en (—;-3) U (0;5);U(6;+0) y decrece en (—3;0) U (5:6)
b) Hay maximo relativo en los puntos de abscisas —3 y 5y minimo relativoen 0y 6
¢) Es céncava en (-1;2,5)U (5,5; +0 ) y convexa en (—o0;—1) U (2,5;5,5)

Hay punto de inflexién en los puntos de abscisas —1;2,5 y 5,5

25. a) concava en (—§;+oo) - {0} y convexa en (—oo;—-;-z-) y

Punto de inflexién (— % :~—0,87)

b) es cOncava en todos Jos reales
c¢) es convexa en todo el dominio
27. m(0;0)
T .
29. g(x)=—=X" =X ==x+—
g(x) 9 5 9
3l. a=lb==3¢c=3

33.0) My, (-5 752) iy, 251D

b) no tiene

102



Senx

=1 si x<0

39. Dada la funci6n real fdada POEL floe) =48 % s , se pide:

60.

Xie = six>0
Estudie la derivabilidad de Jfen el eje real.

Calcule el polinomio de Taylor de segundo orden asociado a la funcién Jen un
entorno del punto x, =1,

Determine los extremos absolutos de Sfen [O,-}-no)

Construya el polinomio de Taylor, P(x), de primer orden asociado a la funcién

T
g(x) = senx centrado en el punto Xy = E-

: : o I : : </
Considerando la funcién fdefinida como sigue: f (x)z{senx i e siendo P

(XS x> 22
el polinomio obtenido en a) {Cuidl el la clase de fen 9 ?

61. Una escalera de 6 melros est4 apoyada sobre una pared de 2.80 metros de altura.
Determine la proyeccisn horizontal maxima del saliente de la escalera al desplazarse de la
pared el pie de la escalera. (Indicacién: Us€ como variable independiente el dngulo que
forma la escalera con el piso.
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58. Determine si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifique sus
respuestas:

La funci6 B inflexién si
a funcién [ (.'c)=_1+ 2 Posce tres puntos de inflexi6n situados sobre una recta.

El dominio de f'(x) es el conjunto R, siendo f(x) = (].H—l[ lx[)z

La funcién f(x) = x* —3x? +6x +12 tiene exactamente un cero negativo.

Si fes derivable y /'(x) # 0 para cualquicr niimero real x, entonces la ecuacién Jx)
= 0 tiene exactamente una rafz.

Si f esdeclase C' en [O +oo) f(0)=0y lunf(x)—l entonces lim S =1

S
Si existe lim /(x), entonces existc lim S'(x)
I=34m X=—b400

Siexiste lim f(x) y existe lim /"(x), entonces lim f'(x)=0
X=y o X—4m X=pton
Si f(x)=x"-ax’ +bx+c , a,b,ceMN, entonces para que f tenga un extremos
local es necesario que 4a” —125 =0.
! : a ;
Si f(x)=x>—-ax® +bx+c s ayb,c €N, entonces el punto x = -é-cs siempre un

punto de inflexién de f.

Dado que la funcién h(x) = 1/ (x=1)(x=2) verifica /(1) = h(2) =0, entonces existe
un punto ¢ € (1,2) tal que f'(¢)=0

Si f:(040)—> R es una funcion derivable en su dominio, tal que

f’(x)=—]‘ y f(l)=0,cnt0nccs —;:<f(2)<l.
x

La ecuacién sen’x +3cos? x + 6senx + 2 =0 admite a lo sumo dos raices reales en
el intervalo [0,7:].

Si una funcién verifica las hip6tesis el teorema de Rolle en [a , b], entonces no
verifica la tesis del teorema de Lagrange del cédlculo diferencial en el mismo

intervalo.

Si f(x) es continua en [a,b], derivable en (a,b) y f(a) # f(b), entonces f ’(x) no
presenta ninguna raiz real en dicho intervalo.

[

Cuando se aproxima lincalmente una funcién sc estd empleando 1mplfc|tamente el
teorema de Lagrange para el célculo diferencial.
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: 3x
- en potencias de (x— 1) b. fix) = seu?\ en potencias de (x — z)

a. f(x)=21

¢. f(x)=e" en potencias de (x—1)

_ esiduo 0.1 ‘ig -de,,la:FormuIa _def Tayfor,p }'mi!e esfabfecér*n
i! mz am:e 0 @rﬁ’ﬂucrdo al aproximar la funczdn ed:ggre wun po[mOm
revé lo,:fer:r(ﬁes opera;{vos ocas‘:onados affavaluar %ﬁfolma

wNO»
éua!%ﬁ'déseﬂ“”é’é?cfﬂ Rl R B SEE  aE

52. Calcule
" -4
a sen 1 con error menor que 10
b. sen 44° con error menor que 107*
. ¢®®  con error menor que 10
7d e con siete decimales significativos.
e In (0.998) con error menor que 107

ara |y < 1y evaliie el error de Ia

53. Justifique la férmula aproximada +/1+x =

misma.

54. Halle la férmula de Taylor de orden 2 (resto de orden 3) de la funci6n

f(:c}-i-%{ 5315 si xe[0,1].

55. Aproxime +/1.02 empleando un polinomio de Taylor apropiado de 3" mden y estime el
error cometido. DL IPAS SoBbtl EST®

f(x)=2+/2x+4 —4—x en x, =0y muestre que

% 56 Si el polinomio de Taylor de orden 2 de una funciéon fen x, =1 es (x—1)?, halle el
polinomio del mismo orden y en el mismo punto de la funcién g definida por:

g(x)= f[-l-) In x + senf (x)
X
57. Calcule los siguientes limites empleando el desarrollo limitado de Taylor:

. X — senx : 1 cotg x
a. lim 3 b. Iim =
x—0 X x—l) X b.'¢

e —l-x——
2

SE SUGIERE AL ESTUDIANTE CONTINUAR CON LA RESOLUCION DE LOS
PROBLEMAS QUE SIGUEN SOLO CUANDO HAYA RESUELTO LOS EJERCICIOS

PRECEDENTES.
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a) Obtenga la funcién / tal que fx) sea el costo de |
puede variar x.

b) Deduzca el valor de x en el que Ia funcién f{x) alcance el valor minimo,

a valla, indicando entre qué valores

45. El consumo de combustible de un automévil (expresado en litros/km.), viene dado en

x
3e®

funcién de la velocidad, x (expresada cn km/hora), por la férmula g(x) =
32
Determine el consumo minimo y la velocidad a la que sc consigue.

46. a. Defina orden de contacto entre dos curvas e interprete geométricamente el concepto.

b. Enuncie la condicién necesaria y suficiente para que dos curvas tengan orden de
contacto nen el punto x = x; .

c. Calcule el orden de contacto de los grificos de las funciones f(x)=3x-1 y
g(x)=x*—=x+2 en Xp =1.

47. Dadas las funciones L(x)=2x+3x*—dx* + x* y
g : N — N derivable hasta cualquier orden / lin‘}g(i:-‘&El =0. Determine la
£ ooy X

ecuacién de la recta tangente a la gréfica de g por el punto (0;0). Fundamente la respuesta.

48. a. ;Cudl es el polinomio de Taylor de orden 10 en el punto x, =3 de la funcién
) =x>—2x" +3x-19

b. Si el polinomio de orden 5 de una funcién J en el puntox,=-2 es
P(x)=x" —x* +x* —x* + x—1, ;Cuénto vale la derivada tercera de Sen -2? ;Es posible

conocer el valor exacto de f{0)?

c. ¢ Es cierto que el polinomio de orden 5 de una funcién tiene grado 57 Justifique todas las
respuestas.

49. Halle el polinomio de Taylor de orden 5 en el punto x,=0de la

o Eedaavtiel

X

e

funcién g(x) =

50. Obtenga los polinomios de Taylor de las siguientes funciones en los puntos indicados y
de los 6rdenes indicados: :

a. f(x)=Inx orden n enx,=2 b. f(x)=e* orden n enx,=1
c. f(x)=senx orden 2n en x, -=% d. f(x)=+x orden 4 en x,=4

e. f(x)=e".senx orden 8 enx,=0 f. f(x)=tgx orden 5 en X, =0

51. Obtenga la Férmula de Taylor de orden n de:
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£(6) =0, maximo absoluto.

35. Muestre que los extremos locales de la funcién f(x) = x* —12x+2 no son extremos
globales.

; X g
36. Muestre que los extremos locales de la funcién f(x) = e son también extremos
; i X

globales.

37. Una tropa de scouts saldrd de campamento y necesitan comprar género para construir
carpas conicas, sin piso y de un volumen dado. Para disminuir los costos del campamento
necesitan comprar el minimo género. ;Quc relacién debe existir entre la altura de la carpa
y el radio del piso para que el drea lateral sea minima?

38. Se cortard una viga con seccién (ransversal rectangular de un tronco de seccién
transversal circular con radio r conocido. Se supone que la resistencia de la viga es
directamente proporcional al producto del ancho por ¢l cuadrado de la altura de su seccién
transversal. Encuentre las dimensioncs de la seccion transversal que dé a la viga la mayor
resistencia.

39. Se necesita fabricar una caja rectangular, de base cuadrada, sin tapa y cuya capacidad
(volumen) sea de 500 cm’. Calcule las dimensiones que debe tener dicha caja de manera
que el material empleado sea minimo.

40. Demuestre que entre todos los 1ec!"mgulos con dnagoml dada d =1, el que tlcnc mayor
area es el cuadrado.  , ool d

S o |

b

41. Una ventana tiene forma de rectdngulo con un semicirculo encima. El perimetro de la
ventana es 12 m. Encuentre las dimensiones de la ventana de manera que admita la
mdxima cantidad de luz.

42. Considere el punto (a,b) en el primer cuadrante. Halle los puntos de la curva indicada

mds préximos al punto (a,b).
2

a, y=x> b. x? +J?—1 cx —yi=1

43. El agua sale de un estanque hemisférico (base circular) por un orificio del fondo. Sea /
la altura del agua por encima del orificio y ¥ el volumen del agua que queda en el estanque

en el tiempo 7. La fisica dice que (:;—Ves proporcional a Jh . Pruebe que el descenso del
[

nivel del agua es minimo cuando la profundidad es dos tercios del radio de la base.

44. En un campo se debe vallar una zona de 400 m* de forma rectangular, Cada metro de
valla cuesta $100. Si x es 1a medida en metros de uno de sus lados, se pide:
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derivada de f(x) £

W

= e
5

1
1
|
1
|
I
|
I
a
|
1
1
|
i

24, Realice una grifica aproximada de f conociendo la grifica de su derivada y que
ademés f(0)=0

A
7 7

25. Analice la convexidad, concavidad y puntos de inflexién de las siguicntes funciones:

2
a. f(x)=(x-2)x’ b. g(x)= lxjel"1 c. h(x)=In(x* —6x+8)
26. Realizar el estudio completo de las siguientes funciones:
1 - 2 1
f)=x+= fly=-to fopuan fO)=lxet’ 1==—
X Inx Zre—x
f)=xInx fly=e ; fx)=——
\i AL ¢ 1+ x

x> 43x+1 x50

3x -1 x>0
Sx) =
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27. Analice si el punto x = 0 es extremo local de la funcién:

1
Y
=

flx)=1€ ST x#0
0 31 x=0

1
28. Pruebe que la funcién /(x)=2x" + %-.rﬂ" +2x~1 no posee extremos locales.

29. Determine la funcién g: M — N / gx)=ad +x? 1 x4 q tal que g(~2)=3 sea
méximo relativo y g(1)=0 minimo relativo.

30. La derivada segunda de un polinomio de 2° grado que pasa por el punto (L,17) es 4.
Halle el polinomio si se sabe que tiene un minimo local en x = 1

31. Halle a, b y c tales que cl grafico de la funcién g(x) = ax® + bx? + cx tenga una recta

tangente horizontal en el punto de inflexién (1,1). 4 _ 3%
x-39 si x< -4

32. Sea la funcién  h: = R/ (x)=45" +3x2-9x  si —d<x<3
30—x si x23

Determine los extremos locales de / . ¢Admite extremos globales? Justifique la respuesta.

33. Halle los méximos y minimos globales, si existen, de cada una de las siguientes
funciones:

a. f(x)=x-x>-8x+1 en = _2,2] bl f()=x> %41
c. f(x)=arcsen(x +1) en su dominio d. f(x)=x%.Inx en [e",e]y(0,+oo) =

34. Esboce un gréfico posible de una funcién que satisfaga las condiciones que se dan a
continuacién en cada caso, y determine las ecuaciones de sus asintotas.

a. Dom f=R-{0} ; &im f (x)=2; f continuaen Dom i
Mfmf(x)= © A lim [f(x)—x]= 0; VxeN: f'(x)>0

VxeDomf: f"(x)>0y f (2)=4  extremo relativo.

b. f diferenciable en % : lim f(x)=0
f0)=-=2 A r(0)=o0 : Vxe(-2;2): /"(x)>0
rC2=rQ=0 A |r@)|=lr2)|
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