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Resistencia de Materiales
2019

E. N° 1 En la sigierte bara de acero (E=210000Mpa, p=0.30) de secdién trarsversal Ty cargadacono se

indca en lafigura, se ha considerado una seccién AA y se representd d estadb de tension en el entarno ce tres

puntes (1, Gy 2) delamisna.

30K Seccion A-A
5 4
i i T . T 1
¥ 6_| "o,
# Knm ) i’

B

1=
G= 35.833Mpa LARiEe G =117.735Mpa
T= 4 155Mpa

Se solicita parael ertarno de lostres puntos:
aEsaibir el tensar de tensiones y desconpanerlo entensor esféricoy tensar desviadar.

b- Determiner tensiores, dreccianes y planos principales. Parael estadb de tension que sdo presenta tensionnarnal,
detemirer € vectar tersién ascciado a cada uro de los plancs correspondentes d haz  cuyo eje sostén es la

direccion principd detension nonua. ¢Quantcs planos principales presentadcho estadb detensiin?
c-Detemminar el valor de latension tangendial octaédrica.

d-Determinar la méxima. tension tangencial y relacianar los dancs en que ocurre can los plaros principeles.

Establecer adermés d valor de latersion normd asociadh alos dancs de médimatension tangendal.
e-Deteminar deformeci anes y direccianes principaes. (el meteid es homogéneo e isérapo).
f-Reladnar el estadode tensiénend punto andizado conel estado de defamedién.

o Determiner si el hexaedrodiferencial en € ertomodd punto canbia

dl- cefama

R- ce volumen

oB3-defarma yvolunen

h-Determirer la energia espedifica totd de deformecién yla energia especifica dd carrbio de forma (habituelmente

conocida.conmo de distarsion).
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Punto 1
a)
o= 0 MPa oy = 0 MPa g,:=-3583:MPa
7oy = 4.155MPa Tyz = 4.155MPa
Txy:: 0 MPa ’ryX:: oMPa TXZ:: oMPa TZX:: oMPa
Ix Tyx Tzx 0 0 0
TT = Txy o-y sz TT ={0 0 4,155
2 Tyz 92 0 4.155 -35.833)
Il =oy+ oy +t0,= -35.833
= oy® 2 I 2 Iy %) = -17.264
2=\ Ox Oy ~Txy )t Oyl0z ~Tyz ) T\ Ox Oz~ Txz ) =711
|3:— |TT| =
|
1
— 0 O
3
|1 -11.9443 0 0
Tg=|{ 0 —~ 0 Te=| 0  -11.9443 0
3 E~ :
Iy 0 0 -11.9443 MPa
0 0 — ImPa
1
Ox ~ 3 Tyx Tzx
| 11.9443 0 0
) 1 _
Tp:= Txy (O—y - Ej T2y Tp= 0 11.9443 4.155
0 4.155 -23.8887
|1 MPa
Txz Tyz 92773 MPa
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b)

Ecuacion de Lagrange
3 _ 2 - =
o%-1,02+1,0-135=0

Resolviendo la Ecuacion Cubica nos queda:

—36.308481873903638743
0'3 - I]_Br2 + Iold — I3 resolvero - | 0.47548187390363877313

0
oq = 0.4755 MPa o, := 0 MPa o3 := -36.30(MPa
Direccion 1
(O'X 0'1) Tyx Tox N 0
Txy (O'y - 0'1) Tzy bl =10
Txz Tyz (Gz - 01) C1 0

-0.4755 0 0 a1 0
0 -0.4755 4.155 by [=]|0
0 4.155 -36.3055 0

C1

-0,4755.a;, = 0—a; =0
-0,4755 . b, + 4,155 .¢; = 0
4,155 . b, - 36,3055 .c; = 0

ap = 0 bl =1 Cp:= 0.1144

a

1
|1 = =0

2 b 2 2
8 t+D0p +tC

by

mq = =0.9935

2,2 2
a8 thy +¢
C
1
ng = =0.1137
2,2 2
ap thy +¢

Asignando valor unitario a b, y Resolviendo la Ecuacion nos queda:
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Direccién 1 —
nq:=| M [=|0.9935
1
Ny 0.1137

Direccién 2

Se Obrserva que en el Plano Ortogonal al Eje "x" no Existen Tensiones Tangenciales.
Entonces la Direccion Principal 2 corresponde al Versor del Eje "x".

1

Direccion 2 —
Ny = 0
0

Direcciéon 3

La direccién 3 se obtiene sabiendo que debe ser Ortogonal con respecto a las otras dos
Direcciones Principales

Entre n, y n, se verifica la Ortogonalidad — (0; 0,9935,0,1137) . (1,0,0) = 0
n,.n; =0—(1,0,0). (a3, b, c3)=0—a3=0

n, . ny =0 — (0; 0,9935; 0,1137) . (0; by, c5) = 0 —

0
Direccion 3 — ng:=| 0.1137
-0.9935

El Estado de Tensién Presenta 3 Planos Principales

c)

Tension Tangencial Octaédrica

2
2( 1, -30

Tocti= =17.2291 MPa
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d)
Maxima Tension Tangencial
01793
Tmax'= T =18.3917 MPa

El versor normal se encuentra a 45° de las Direcciones 1y 3y son 2 Planos
Ortogonales entre si. EL Alumno DEBERA DEMOSTRARLO ya sea Analiticamente o
graficamente (Circulo de Mohr)

O'l + 0'3
Ormax= —— — =-17.9163  MPa

e)
Deformaciones Principales

E:= 210000 MPa p:=0.30

_ 0'1 - }L[QO'Z + 0'3)

=5
€)= - = 5.4133x 10
0'2 - p 0'1 + 0'3 _
€5 { ). 5.1189x 10 °
E
0'3 - p 0'2 + 0'1 _
£q:= { ) = -1.7357x 10 *

E

Las Direcciones Principales de Deformaciones se Obtienen de Forma Anéloga a las
Direcciones Principales de Tensiones. Siendo Ambas Coincidentes.
El Alumno DEBERA DEMOSTRARLO EN AL MENOS 1 CASO

f)

Se puede observar que: — Estado de Tension es Plano (I; =0 e |, #0)

Estado de Deformacion Triple &, &,, y §3# O

9)
Se verifica que: —  Existe Cambio de Volumen (T #0)
Existe Cambio de Forma (T #0)
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h)
Energia Total de Deformacion p..,
Energi Especifica de Cambio de Forma pgma

2
2E

=3164x 10°  MPa

HTotal =

_l+pl o2 _ =3
HEorma-= ?@l - 3I2> =2.7564x 10~ MPa

Punto G
a)

Oy = 0 MPa oy =0 MPa o, = 0 MPa

Toy = 458 MPa ,:=458 MPa

Ty

=0 Ty =0 MPa

Xy MPa yx ™70 mpa  Tx=0 MPa

Ix Tyx Tzx 0 0 O
Tr:=| Txy Oy Tzy Tr=/0 0 458

o MPa 0 458 0 MPa

Txz Tyz Oz

Il:: 0'X+0'y+0'z:0

_ 2 2 2\ _
|2 = (O'X@y " Txy ) + (O'yﬁrz " Tyz ) + (O'XB)'Z - Tyz ) =-20.9764

1 000
3 Te=[000

|
00_1 MPa 000

MPa
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_ N _
Ox ~ 3 Tyx Tzx
TR = — E
D Txy Y3 Tzy 00 O
l1 Tp=|{0 0 458
Txz Tyz 0z7 % 0 458 0
3
L J MPa MPa
b) Ecuacion de Lagrange
o*-1,02+1,0-135=0
Resolviendo la Ecuacion Cuabica nos queda:
-4.58
3 2
o —l4l6" + 1506 - I3 resolverc - | 4.58
0
O'l = 458 MPa 0'2 = 0 MPa 0'3 = -458 MPa
Direccion 1
(O'X - 0'1) ‘ryx Tox a 0
Txy (O'y—O'l) Tzy by |=]0
Txz Tyz (Gz - 01) C1 0
458 0 0 \[%] (o
0 -458 458 |by|=]0
0 458 -4.58 cq 0
-458.a;, =0
-4,58 . b, +458.¢c; = 0
458.b,-458.c;, =0
Resolviendo la Ecuacion nos queda:
a;:=0 bp:=1 cp=1
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Direccion 2 —

o

Direccién 3

Direcciones Principales

0
Direccion 3 — ng:=| 0.7071
-0.7071
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a
1
|1 = =0
2 +b 2 + 2
B 174
by
mq = =0.7071
2 +b 2 + 2
a4 174
c
1
ny = =0.7071
2 +b 2 + 2
& 174
I 0
Direccion 1 — nyi=|mM [=]0.7071
nq 0.7071
Direccion 2

Se Obrserva que en el Plano Ortogonal al Eje "x" no Existen Tensiones Tangenciales.
Entonces la Direccion Principal 2 corresponde al Versor del Eje "x".

La direccién 3 se obtiene sabiendo que debe ser Ortogonal con respecto a las otras dos

El Estado de Tensién Presenta 3 Planos Principales
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c)

Tension Tangencial Octaédrica

2
2(1,°-30

Toct:= =3.7396 MPa

d)
Maxima Tension Tangencial

01703
Tmax:= T =458 MPa

El versor normal se encuentra a 45° de las Direcciones 1y 3y son 2 Planos
Ortogonales entre si. El Alumno DEBERA DEMOSTRARLO ya sea Analiticamente o
Graficamente (Circulo de Mohr)

O'l + 0'3
Or max-= T =0 MPa

Deformaciones Principales

E:= 210000 MPa p:=0.30

€= i HE@,:Z 79 = 2.8352x 10 °
- +

€= i H[le GS) =0

(yim Moz ) ~2.8352¢ 10 °

E

Las Direcciones Principales de Deformaciones se Obtienen de Forma Anéloga a las
Direcciones Principales de Tensiones. Siendo Ambas Coincidentes.
El Alumno DEBERA DEMOSTRARLO EN AL MENOS 1 CASO
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f)

Se puede observar que: — Estado de Tension es Plano (I; =0 e |, #0)

Estado de Deformacion Doble o Plano — §; y &, #0 §,=0

9)
Se verifica que: — No Existe Cambio de Volimen (T =0)

Existe Cambio de Forma (T, #0)

h)
Energia Total de Deformacion p..,
Energia Especifica de Cambio de Forma g,

2

o _ =4
WTotal = = =1.2985x 10

MPa

_l+pl o2 _ =4
HEorma-= ?@l - 3I2> =1.2985x 10 = MPa

Punto 2
a)

oy:=0 MPa Oy = 0 MPa 0,:=117.735 MPa

sz:: 0 MPa

’er::O MPa ’ryx:ZO MPa MPa Ty =0 MPa

Oy Tyx Tzx
yx 00 0

Tr=[00 0
Txz Tyz 9z MPa 0 0 117.735 MPa

T2 Txy %y Tzy

Il =oyt oy +t0,= 117.735

— 2 2 2\ _
Iy = (O'X@'y " Txy ) + (O'y@'Z " Tyz ) + (Q-XB-Z -~ Tyy ) =0

3= |T-|—| =0
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I
— 0 O
1
Tg=| 0 = 0
39.245 0 0
I -
1 T = 0 39245 0
0 0 7] MPa E
0 0 39.245 MPa
_ B _
Ix" 5 Tyx Tzx
g
Tp:= Txy o3 T2y -39.245 0 0
Tp= 0 -39.245 0
;!
Txz Tzy (Gz - ;j MPa 0 0 7849 \pa
b) Ecuacion de Lagrange
o%-1,02+1,0-135=0
Resolviendo la Ecuacion Cuabica nos queda:
117.735
3 2
o —Il4l6" + Iold - I3 resolvero - 0
0
oq:=117.735 MPa op,:=0 MPa o3:=0 MPa

Puede Observarse que los 3 Planos dados Resultan Principales, ya que en ninguno de ellos

0 1
Direccion 1 ny:=|0 Direccion 2 np:=11 Direccion 3 ng:=1|0
1 0 0
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Los Planos cuyo eje sostén corresponde al Eje "z" se caracterizan por los siguientes
cosenos directores

{cos a, sen a, 0} — Haz de Planos cuyo eje sostén es el Eje "z"

00 0 coq) 0
Pol®) =100 0 sinffa)) | =| 0
0 0 117.735 0 0/ MPa
— Vector Tension en la Direcciéon Normal a los Infinitos Planos

que forman el Haz de Planos que tienen como eje sostén al
Eje "z" Coincide copn el Vector Tension Nula

Entonces el Estado de Tension Tiene Infinitos Planos Principales, 1 Coincidente con el Eje
"z" e Infinitos otros que Corresponden | Haz de Planos que tienen como eje sostén al Eje "z",
siendo Ortogonales entre si

c)

Tension Tangencial Octaédrica

2 1% - 3m,
Tocti= g = 55,5008 MPa

d)
Maxima Tension Tangencial

9193
Tmax'= ——— =58.8675 MPa

El versor normal se encuentra a 45° de las Direcciones 1y 3y son 2 Planos
Ortogonales entre si. El Alumno DEBERA DEMOSTRARLO ya sea analiticamente o
graficamente (Clirculo de Mohr)

O'l+0'3

O max= =58.8675 MPa
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Las Direcciones Principales de Deformaciones se Obtienen de Forma Anéloga a las
Direcciones Principales de Tensiones. Siendo Ambas Coincidentes.
El Alumno DEBERA DEMOSTRARLO EN AL MENOS 1 CASO.

Deformaciones Principales

E:= 210000 MPa p:=0.30

o1 HE@"z + cr3)

=4
€1:= - =5.6064x 10
0'2‘}L[Q0'1+0’3) —4
€= - =-1.6819% 10
0'3 - p 0'2 + 0'1 _
£3:= { ) = -1.6819x 10

E

f)
Se puede observar que: — Estado de Tension es Lineal o Simple (I; =0e |, = 0)
Estado de Deformacion Triple y §; §, y &3 #0
9)
Se verifica que: —  Existe Cambio de Volumen (T #0)
Existe Cambio de Forma (T # 0)
h)
Energia Total de Deformacion p,.,,
Energi Especifica de Cambio de Forma pg;ma
112 = 2(1+ )
1~ 2 MPa
= =0.033
HTotal oE
1+p 2
PEorma= —o=Wlq —3ly) =0.0286 MPa
3E
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Ej. N° 2 En laboratorio se ensaya una placa plana de acero cargada de forma que en sus infinitos puntos

los estados tensionales resulten planos.
Se miden en el proceso, mediante roseta a 60° las deformaciones longitudinales que se indican:

€a=2x10" Ep==1x10° Ec=3x107

a-Determinar analiticamente las deformaciones especificas principales y las direcciones principales.

b-Determinar analiticamente las fensiones principales mediante la relacion entre tensiones y
deformaciones (E=210000Mpa, p=0.30 - material isétropo).

c-Calcular e'n (componente longitudinal de deformacion) y ynn' ( n y n’ inicialmente en el plano de la
placa).

a)
oy Tyx O €y Eyx O
TT = Txy O'y 0 TD - exy ey 0
0 0 O 0 0 e,
€q'= 0.002 Ep = -0.001 €= 0.003

€a.= 65005 R70f + £,[3in R70f + £y, Sin( 2270
ep = £, [805(30f + &,3in (30 + £ Sin( 2B
b X y yX

€ = 65005 (150f + £, [3in (150] + ey (Sin( 2150

Resolviendo el Sistema nos queda:

ey = 0.0006667 g,,:= 0.002 = -0.00231 €

y €yx-
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Planteando la Ley de Hooke Generalizada se Despeja o, o, Vg,

Oy~ umry - plo,

I3 =
X E
Oy~ ploy — pld,
€y = =
0, — ploy — umry
€, =
E

Resolviendo el Sistema nos queda:

oy = 2923077 MPa
cry:: 507.6923 MPa
e,=-0.001143
0, = 0
€y = 0
ezy:: 0
€xz = €zx
Eyz'= €2y
Tzx= 0 Txz -~ Tzx
Tyz =0 Ty = Tyz
E
= ——— =8.0769x% 161 MPa
2001 + p)
-3
Vyx = ZEyX =-4.62x 10
Tyx = ’ny[(B =-373.1538 MPa Txy:_ Tyx
Ejecuto: Péagina 15 Reviso:
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% Tyx Tzx 292.3077 -373.1538 0
Tri=|Txy Oy Tzy|=|-373.1538 507.6923 0 -
a
Txz Tyz 9z 0 0 0
=4 -3
€y Eyx Ezx 6.667x 10 & -2.31x 10 0
Tp:=| €yx €y €2y |=| 231x10° > 2x10 ° 0
xz Cyz €z 0 0 ~1.143x 10 °
Il:: 0'X+0'y+0'Z:800

i 2 2 2\ _

I2 = (O'XIEry = Tyx ) + (O'ymrz = Tyz ) + (GX@'Z ~Txz ) =0.1586x 18
5= |T-|-| =0

b) Ecuacion de Lagrange

3 _ 2 - =
(o} Ilo +I20 I3 0

Resolviendo la Ecuacion Cabica nos queda:

11.6169102822597720
6%~ 1167 + 1[5 - I3 resolverc - | 788.38308971774022798
0

o, = 788.38309 MPa 0y :=11.616910 MPa  053:=0 MPa

Ejecuto: Péagina 16 Reviso:
Ing. Claudio Cervelo Ing. Ana Maria Ferreiro




}

Resolucién Guia N° 1 Resistencia de Materiales

"Tensiones y Deformaciones” 2019
UTN
FRBA
Direccion 1
(O'X - O'l) ’l'yx TZX a.l
Txy (O'y - 0'1) sz bl =
Txz Tyz (Gz - c’1) C1 0
-496.0754 -373.1538 0 | 0
-373.1538 -280.6908 0 by [=]0
0 0 -788.383 1 0

-496,0754 . a; - 373,1538 . b; = 0
-373,1538 . a, -280,6908 . b, = 0
-788,3831.¢c,=0

Asignando valor "1" al coeficiente a; se obtiene b;=-1.329412y c,=0

ap=1 bl = -1.329412 c1=0

a

1
lq:= =0.6011
2 +b 2 + 2
& 177G
c
by = = =0

n =
mq = =-0.7992 1 2 2 2
1 2+b2+ 2 312+b12+C12
il 1+t

1 0.6011
Direccion 1 — nq:=| Mg | =| -0.7992
nl 0

Sabiendo que la Direccién 3 debe ser (0,0,1), dado que el sistema se presenta como Plano,
la Direccion 2 Resulta ser (0,7992; 0,6011; 0) ya que debe ser Ortogonal a las 2 Anteriores
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0.7992
Direccion 2 — ny = 0.6011
0

Direccion 3 — ng:=
b)

0'1 VY 0'2 + 0'3 _
= { ). 3.7376x 10 °

E

0'2 VY 0'1 + 0'3 _

€= { ) = -1.0709% 10 °

E

Debido a que la Direccion Principal 3 Coincide con el Eje "z", Entonces la deformacion 3 (g5)
conincide con la deformacién en "z" (¢,) = -0,001143. A manera de Comprobacion se puede
calcular la deformacion 3 (e5) de mandera anédloga a €; y a €, , por medio de la Ley

Generalizada de Hooke.

0'3 - }.L[GO']. + 0'2)
€3 = E

=-0,001143

Andlogamente al Método usado para Tensiones, se Determina las Direcciones Principales

Direcciéon 1

(Ex E1) Eyx €zx a1 0
Exy (s - 81) €2y by [=]0
€xz €yz (62 - 51) C1 0

~3.0709x 10 ° —2.31x 10 ° 0
-3 -3
231x10 S -1.7376x 10 0
0 0 —4.8806x 10 °

Asignando valor "1" al coeficiente a; se obtiene b;=-1.3299393 y ¢,=0
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ap=1 bq == -1.329393 c1:=0
a
1
lq:= =0.6011
2 b 2 2
8 +hp ¢
c
by = ! =0

- —_— —_— n -
my = =-0.7991 1 > 2
2 b 2+ 2 al +bl +C1
a8 thy +¢

1 0.6011
Direccion 1 —  nq:=| My | =| -0.7991
nl 0

Sabiendo que la Direccién 3 debe ser (0,0,1), dado que el sistema se presenta como Plano,
la Direccion 2 Resulta ser (0,7992; 0,6011; 0) ya que debe ser Ortogonal a las 2 Anteriores,
lo que resulta consistente con los Resultados antes Obtenidos

0.7992
Direccion 2 — ny:=| 0.6011

Direccién 3 — ng:=
c)

o= 50°

= e, [B0g0)° + £/BIN0)° + &, Bin(20) = -8.2579x 10
EnL = exltoga) €y in(o) Exy in( 2d) = -8.
=4 -3
coga) 6.667x 10 = -2.31x 10 0
a:= | sino) Tp=|-231x103 2x10 3 0
0 -3
0 0 -1.143% 10
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Ing. Claudio Cervelo Ing. Ana Maria Ferreiro




}

Resolucién Guia N° 1 Resistencia de Materiales

"Tensiones y Deformaciones” 2019
UTN
FRBA
~1.341x 10 °
= = - €]=1,3418 x 1073
€= TDI=| 4 798¢ 10° — Il
0

2 2 =3
en:= [(en.) +(en.) =1.3418x 10
1 2
_ 2 2_ =3
Enn = /sn —ep” =1.0576x 10

_ _ ~3
Y = 2B py = 2.1153% 10

Otra forma de célculo es la siguiente:

q=2x 10 ° ep=-1x10 °
€, = £,[005 (220§ + ¢ [8in (220) + &, 1Sin( 2220
€, = €[0S (340] + €,,/[8in (340 + £, Sin( 20840

€¢ = €400 (100§ + ¢ [8in (L00) + &, 1Sin( 27100

_ -3
ec=3x 10

€ = —0.0008252 €y = 0.0034918 €nn’ = 0.0010576
-3
Ynn' = 28/ = 2.1152x 10
Ejecuto: Péagina 20 Reviso:

Ing. Claudio Cervelo

Ing. Ana Maria Ferreiro




