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Preguntas

Parte teérica

1.

Defina “Solucion general (SG)” y “Solucion particular (SP)” de una ecuacion diferencial ordinaria
de orden n. Dada la ecuacién diferencial y’ 4+ 2y = 6, halle la SP que pasa por el punto (0, 2).

Defina continuidad de una funcién en un punto. Dada

flay)= 5 5@y #0,0),

analice si puede definir f(0,0) para que la funcion resulte continua en (0, 0).

Parte practica

1.

Dado el cuerpo D definido por 22 +y% <9, 2 < 16 —22 —y2, 2 > 0 !, calcule la masa de D sabiendo
que —en cada punto— su densidad es proporcional a la distancia desde el punto al eje z.

. Calcule la circulacion de f(x,y) = (2ze¥ — zy,2%eY) a lo largo de la curva frontera de la region

plana definida por 22 < y < 2 — z, recorrida en sentido positivo.

Dado f(m, y,2) = (z,2,2 —x —y), calcule el flujo de fa través del trozo de superficie esférica X de
ecuacion z2 +y? + 22 =4 cony >z, x > 0, z > 0. Indique graficamente como decidié orientar a
3.

. Dada la superficie S de ecuacién z = 22 + xy + 2, analice si la recta normal a S en A = (1,2, z0)

interseca en algtin punto a la recta de ecuaciéon X = (5t +4,6t —2,3) cont € R.

1Falt6 agregar esta condicién al enunciado.



Respuestas

Parte teérica

1. Sea la siguiente EDO de orden n: F(z,y,y,y",...,4™) = 0, en donde y representa una funcion
de variable real z, e v/, y”, ...,y las sucesivas derivadas.

Definiciéon (SG de una EDO). Una solucién general (cominmente abreviada SG) de una EDO
de orden n es una soluciéon de la forma p(z,y,C4,...,C,) = 0, siendo Cy,Cs,...,C, constantes
arbitrarias.

Definicién (SP de una EDO). Una solucion particular (cominmente abreviada SP) de una EDO
de orden n es la obtenida dando valores particulares a las constantes, usualmente elegidas para
cumplir una serie de condiciones iniciales.

Sea la EDO 3’ + 2y = 6. Una forma para hallar la SP que pasa por (0,2) es escribirla de la forma
y' = 6 — 2y, entonces 3’ = 2(3 —y), de donde y = 3 es solucién, y si y # 3 entonces dividiendo por
3 —y obtenemos y'/(3 —y) = 2. Si integramos miembro a miembro obtenemos — In|3—y| = 2z +C,
de donde 3 — y = ke=2%, por tanto y : R — R tal que y(z) = Ke 2® + 3. Si y(0) = 2, entonces
Ke® +3 =2, entonces K = —1, por tanto la SP buscada es y(r) = —e~2% + 3.

Nota. Otra forma de resolver la EDO es primero resolver la ecuaciéon homogénea y' + 2y = 0,
entonces 3y’ = —2y, de donde y = 0 es solucién, y si y Z 0 podemos dividir a ambos lados por y,
entonces y'/y = —2. Integrando miembro a miembro obtenemos que In|y| = —2z + C, de donde
yy = Ke™?*. Propongamos yp(z) = K(z)e ?*. Entonces yp(z) = K'(z)e™2* — 2K (z)e 2. Si
insertamos ambas expresiones en la ecuacién original llegamos a K'(z) = 6%, de donde integrando
miembro a miembro y eligiendo un sélo valor para la constante de integracion tenemos que K (z) =
3e2® entonces yp(z) = 3e**e2% = 3, y como y = yy + yp entonces y : R — R tal que y(z) =
Ke™2 4+ 3, que es lo mismo que antes. De manera analoga se halla la SP.

—— Campo de direcciones de 6 — 2y
—y=—e2+3
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2. Una funcién escalar de dos variables f : D C R? — R se dice continua en un punto (x,y) =
('xOvyO) € Dsi f(l‘o, yO) = hm(w,y)%(ﬂﬂmyo) f(x,y)
Sea f(x,y) = i5z- Para que f sea continua en (0,0) debemos estudiar la existencia de
lim ;) (0,0) f(, ). Si ese limite existe y es finito, serd el valor de f(0,0) y resultara continua. Si
no lo es no sera continua alli.

Entonces )
1 y) = 1 —Z = 1 2=
(x,y)l—>m<o,0)f (@y) (@) (0.0) 72 + 232 yo0 3y2 3
conx =y
pero
0
im —2 _ — lim — =
(x,y)—(0,0) T2 4 2y2 y=0 0+ 2y?

conz =0
Como por dos caminos nos dio un resultado distinto concluimos que el limite no existe y asi no se
puede definir f(0,0) para que f resulte continua en (0,0).
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Parte practica

1. Debemos resolver

///D 0(z,y, z)drdy dz,

con §(z,y,z) = ky/x? + y2. Para ello utilicemos coordenadas cilindricas de la siguiente manera:
F:DCR>—=R?| F(p,0,2) = (pcosh, psinb, z).
Como la curva interseccién de ambas superficies viene dada por las ecuaciones implicitas

x2+y2=9 _ 3:2—|—y2:9
z=16— (" +y*) |z2=7
y la proyeccién de la curva interseccion sobre el plano zy es z2 + y? = 9, o sea una circunferencia

de centro 0 y radio 3 entonces la regién de integraciéon D en el sistema de coordenadas cilindricas
serd {(p,0,2) ER3 | 0<p<3,0<60<2m 0<2<16— p?}. La integral triple es entonces

27 3 16—p? 3
/ dﬂ/ dp/ p-(kp)dz:k-Qw/ p*(16 — p*)dp
0 0 0 0
3

= 2k7r/ (—p* +16p%) dp
0

3
1 16
=2k _ =5 -V 3
= 71'{ 5P —|—3p}

0
477
=2km | —
"5
_ 954km
=—
L z2=16 — 2% —y?
1’2 + y2 =9
T z = O
i,
70 Y
2. Debemos hallar
faemyas=§ fapds+ § flewas
C=C,UCqy Cq Cs



donde C; es la curva definida por y = 22, y Cy es la curva definida por y = 2 — . Los extremos de
cada parametrizacién pueden ser encontrados resolviendo la ecuacién 2?2 = 2 — z, lo que significa
que x = —2 o bien x = 1. La primera curva puede ser parametrizada por

G [=2,1] = R? | &1(t) = (1, 1) = F(t) = (1,2¢).
Entonces
rof ' 2 2 42 12 ' 2 3 3 t? 15 4
f(x,y)dé’:/ (2te" —tt*, t%e )~(172t)dt:/ (2te” —t° 4 2t°e" )dt = — + e —4e”.
C’f —2 _92 4
Similarmente, la segunda puede ser parametrizada por

Gy [=2,1] = R? | &a(t) = (1,2 — t) = &1(t) = (1,—1).

Entonces

1
fla,y)ds = —j{ flz,y)ds= —/ (2te*™t — (2 —t),t%e* 1) - (1, —1) dt
Cy cy -2

1
= —/ (2te®> ™t — 2t + 12 — 1227 dt = —(6 + e — 4e*).
—2

Por tanto,

- 1 1
7{ Flagds=2 e et —(6+e—acy =2 =2
C=C1UC, 4 4 4

Nota. Lo resolveremos utilizando dos métodos més.

Método (Campo conservativo). Podemos preguntarnos si f es conservativo para poder determinar
si la circulacién a lo largo de cualquier curva cerrada contenida en su dominio es igual a cero.

Para ello debemos ver en primer lugar si la matriz jacobiana es simétrica. Entonces
D.— 2eY —y 2zxe¥ —x
o\ 2zeY x2e¥ ’
la cual no es simétrica, pero podemos considerar escribir

flz,y) = h(z,y) + §la,y) = (2ze¥,2%€¥) + (—zy,0),

donde g’,ﬁ : R? — R?, donde ahora H(x,y) admite matriz jacobiana simétrica. Ademas, admite
funcién potencial, puesto que existe un campo escalar ¢ € C?(dom f) ya que del sistema de ecua-

ciones

(7, y) = 2xe?

oy (,y) = x°e
podemos integrar la primera ecuacién con respecto a x, por lo que p(z,y) = x2e¥ + m(y). Si
derivamos con respecto a y, entonces ¢} (z,y) = x2e¥ +m/(y), y comparando términos con nuestra
segunda expresion, resulta que m/(y) = 0, o sea que m(y) = C, por lo que p(z,y) = z%e¥ + C. Por
tanto § h(zx,y)ds=0.
Para hallar fc g(z,y) d§ consideremos C' como la union de las curvas C; y Ca, y defindmoslas como

antes. Volviendo a realizar las parametrizaciones &1 (t) = (¢,t?) y d2(t) = (t,2 — t) respectivamente
para ambas curvas, se tiene que

! ! 15
7{ §(x,y)d§:/ (—tt2,0)~(1,2t)dt=—/ t3dt = —
Cfr —2 _92 4
y
1 1
?{ gz, y)ds = —7{ Glx,y)ds = —/ (—t(2—1),0)- (1,-1)dt = —/ (t* —2t)dt = —6.
Cy C;— -2 _92
Finalmente,



Método (Teorema de Green). D es una region del plano, acotada, que tiene como frontera una
curva simple, cerrada, suave a trozos, orientada en sentido como pide el enunciado (y de hecho el
teorema de Green). Como se cumplen las hipotesis del teorema de Green tenemos que

o (2
_ / /D (2re¥ — (2ze? — z)) dz dy
://Dxdxdy
/_12xdac/;zdy
1

:[Qx(Q—x—xQ)dx

1

1 1
=[]

1 1 16 8
= (41— (-2 414

(i-301-(-F+3+9))
9
)

3. Nos piden calcular el flujo de un campo vectorial a través de un trozo de esfera, o sea que debe-
mos hallar f fz fdX. Para ello podemos utilizar una parametrizacion de la superficie. Utilizando
coordenadas esféricas, tenemos que

F:DCR? = R*| F(6,p) = (2sin6 cos o, 2sin 0 sin , 2 cos 0),

D={@.¢)eR 00T, T<p<

ol 3
—

I



Entonces

— —

foF =(2cosf,2cos0,2cosf — 2sinf cos p — 2sinf sin p)

y ademas

¢ J
FéxF;: 2cosfcosp  2cosfsing —2sinf| = (4sin? 6 cos @, 4sin? Osin @, 4 cos fsin 6).

—2sinfsiny 2sinfcosp 0

Entonces el producto escalar resulta

(2cos6,2cos,2cos @ — 2sin b cos p — 2sinfsin @) - (4sin? § cos @, 4sin? O sin @, 4 cos O sin h) =
8 cos fsin® § cos ¢ + 8 cos fsin® A sin ¢ + 8 cos? O sin §

— 8cosfsin? § cos p — 8cosfsin’ fsinp = 8cos? Hsinb.

Por tanto la integral resulta
/ / fds = / / o F)(6,p)dD
7r/2
/ / 8 cos? fsin H df
/ {cos 9}
/4
w/2
L
/4

8
3
8 /2
3
2

_[(p]w/4
o m
=5

Nota. Otra forma de probarlo es hacer uso del teorema de la divergencia. Para ello, debemos
considerar una superficie cerrada:



&/ Superficie cerrada
—> Vectores normales

Debemos hallar

// f’di:/ fdil—i—/ fdi2+/ fdi;;—i—/ f’dzl:// div fdz dy dz.
b 21 22 23 24 M

La divergencia es 0f1/0x + 0f2/0y + 0f3/02 =0+ 0+ 1 = 1, entonces

///M div fdzdydz = V(M),

y como el solido es la dieciseisava parte de una esfera de radio 2,

_1471'23_27r
16 3 37

V(M)

También se puede hacer uso de coordenadas esféricas, las cuales son muy parecidas a las anteriores
pero con el radio variando de 0 a 2. Entonces sea

F:DCR?* 5 R?| F(p,0,0) = (psinf cos g, psinfsin o, pcos b),
D:{(p,0,¢)€R3|O§p§2, 0§9<g,

< <7r}
<e<3)

VN

Como la divergencia es 1, bastaré hallar el valor absoluto del jacobiano del cambio de coordenadas,

el cual es
sin 0 cos ¢ sin @sin ¢ cosf

det | pcosfcosy pcosfsing —psind
—psinfsiny psinf cos ¢ 0

Desarrollando por la tercera columna,

cos 0 det pco.SG(:o.scp pc.osﬂsmgo ~ (—psin) det sm.ﬂcos.go 51.r1051ngo
—psinfsing psinfcosp —psinfsing psinfcosp

= |cos B(p? cos Osin @ cos? ¢ + p? cos O sin fsin? @) + psin O(psin® O cos? ¢ + psin® O sin? )|

= |p? cos® Osin 6§ + p? sin® Osin O] = |p? sin 6],

y como 6 € [0,7/2] el seno es positivo en ese intervalo, asf que finalmente el jacobiano es p? sin 6.



Por tanto la integral triple se convierte en
R /2 w/2 2
// divfdxdydz:/ dgp/ d9/ psinfdp
M /4 0 0
/2 2
= f/ smede/ p2dp
4 Jo 0

/2
:E§/ sin 6 d6
0

Ahora, utilizando coordenadas esféricas resolveremos las tres parametrizaciones faltantes.

Una parametrizacion de la superficie 2 es

F:DCR? - R?| ﬁ(,o,&) = (?pcosﬁ, ?pcos&,psinﬁ) ,

D:{(p,e)eR2\ogpg2,ogeg

ol 3
—

entonces

i J k

_ . 2 2

F)x Fy= @cos@ gcosé sinf | = £p,—ip,o .
V2 V3 2 2

—"psind  —%=psinf pcosd

Por tanto

g 2 2 2 2
/ deQ:// psin@,psin@,psinﬂfipcosﬁfipcosﬂ . £p,fip,o dpdé
o D 2 2 2 2

/2 2
= / d9/ 0dp
0 0

=0.

Una parametrizacion de la superficie 3 es

F:DCR?> 5 R?|F(p,0) = (pcosb, psin b, 0), D:{(p,9)€R2|O§p§2, %SHS%},
entonces .
_ . 7 J k
F) x Fy=| cosf sinf 0| =(0,0,p).
—psin® pcosd 0
Por tanto

/ fdigz// (0,0,0 — pcosf — psinb) - (0,0, p)dpdd
S5 D

/2 2
:—/ d@/ p?(cos @ + sinf) dp
w/4 0
8

3
Una parametrizacién de la superficie 4 es

F’:DQRZ—HR?’|ﬁ(p,9):(0,pc059,psin9), Dz{(p,@)eRQ\nggl OSHSE}7

[\



entonces

| j k
F)x Fy=10  cosf sind | = (p,0,0).
0 —psinf pcosb

Por tanto
/ fds, = // (psinf, psinf, psinf — 0 — pcosh) - (p,0,0)dpdf
T4 D
w/2 2
:/ dH/ pZsinfdp
0 0
_8
=3
Finalmente,

- - - 8 8 27T = 27T
//2f /Elf 10Tyt :>/L~f 3

como era de esperarse.

. En primer lugar hallemos la recta normal. El punto a considerar es A = (1,2, zp), donde 2z =
1+ 2+ 2=5. Tenemos la funcién

F:R> 5 R|F(z,y,2) =2 +ay+2— 2,

entonces . .
VF(z,y,2) =2z +y,z,-1) = VF(A)=(4,1,-1).

Entonces la recta normal a S en el punto A viene dada por la ecuacién paramétrica

r=1+4\
r=(z,y,2) = A+ AVF(4) = (1,2,5) + A(4,1,-1) = {y=2+\
z2=5—A

Para ver si r interseca a la recta X debemos resolver el siguiente sistema para t y que nos de
compatible:

14+4XN=5t+4 14+4X=5t+4 1+4X=5t+4 1+4(2)=5(1)+4

24N =6t—2 ={242=06t—2 =<t=1 =<t=1

5—A=3 A=2 A=2 A=2

por tanto es cierto que las rectas se intersecan (en el punto X (¢t = 1) = (9,4, 3)).

®z=x2+$y—|—2
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