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Preguntas

Parte Practica

1. Halle los extremos absolutos de f(z,y) = yz? —y en el circulo D = {(z,y) € R? | 22 + y < 4}.

—

2. Calcule el flujo del campo f(x,y,z2) = (y, —x,z + 3) a través de la superficie definida por la ecuacién
2z =3x2 + 3y> — 3, con z < 0. Oriente la normal hacia las z positivas.

3. Calcule la circulacion del campo f(m,y,z) cuyo rotor es V X f = (—y,1,zz) a lo largo de la curva
borde de superficie z = 3 — /22 + 32 con 2z > 1. Indique en un gréfico en qué sentido orientd la curva.
L Es f conservativo? Fundamente su respuesta.

4. Halle la solucién de la ecuacién y” — 9y = 1 que verifica y(0) = —1, y(0) = 1.

Parte Tedrica

1.
a) Indique cémo puede usarse el teorema de Green para calcular dreas planas.
b) Calcule el drea de la porcién de circulo S = {(x,y) eER? |22+ (y+1)° <4, y < O} mediante
esta aplicacion del teorema.
2.

a) Indique una condicién necesaria y una suficiente para que un campo f : D C R? — R? que sea
C! en su dominio, resulte conservativo. Defina “funcién potencial”.

b) Calcule la circulacién del campo f (z,y) = (Iffy2, %) entre los puntos extremos del arco de
elipse %2 +142 =1 con z > 1, orientado en sentido antihorario.



Respuestas

Parte Practica

1. Hallamos el gradiente
Vf(l'v y) = (2$y, $2 - 1)

y buscamos sus puntos criticos:

2xy

= x ==l = 0.
x?—1 Y

Luego los puntos (+1,0), ambos interiores a D, son criticos, y también son los puntos frontera de D.

Para clasificarlos hallamos la matriz hessiana:

_ (2y 2z
e introducimos los puntos:
AHp(£1,0) = <i02 %2) = |AHp(£1,0) = —4 < o0,

luego ambos puntos criticos son puntos de ensilladura.

Sobre la frontera del circulo la ecuacion es
2?2 = 44—y yel-2,2.
Reemplazando en la funcién se obtiene
fA-v*y) = 9ly) = y(4-y’) -y = —y*+3y para ye[-2,2]

Tratando a g como funcién de una variable se buscan los méximos y minimos:

I
o

Jdy) = 0 = —3y?+3
= Yy = 41 = 9" (x) = —6y

de modo que como para y =1 es g”(1) < 0 entonces se produce un méximo de valor g(1) = 2, y como

para y = —1 es ¢”’(—1) > 0 entonces se produce un minimo de valor g(—1) = —2.
Ahora bien, sobre la curva borde se tiene que si y = 1 entonces z = v/3 0 = —v/3, y lo mismo ocurre
siy=—1.

Pero ademads hay que analizar los extremos del intervalo de y € [—2,2]; para g(—2) =2y ¢g(2) = -2,
y para estos valores el valor de x es 0.

Por tanto

en los puntos (17 i\/g) se produce un maximo absoluto donde la funcién toma el valor 2;

en los puntos (—1, i\/g) se produce un minimo absoluto donde la funcién toma el valor —2.



¢ f(z, y)

(_\/57 17 2)

e f(x,y) sobre

el plano zy

(—=3,1,2) (v/3,1,2)

(\/5’ _1a _2)

2. La divergencia es

div(f) = 040+1 = 1

v la integral sobre el sélido que encierra al agregarse la tapa circular plana z = 0 es

27 1 0 3
/ de / pdp / dz = -=m.
0 0 3p2 -3 2

Si integramos sobre la tapa plana orientada hacia las z positivas resulta

27 1
3/ dgo/ pdp = 37
0 0

Por el teorema de la divergencia

§71' = 37T+//fd§,
2 )



de donde 5 5
// fds = Zx—37r = —Zx (orientado hacia z7).
. 2 2

Para que resulte saliente el sélido cambiamos este signo y por tanto

el flujo pedido es gﬂ‘.

& 5
v

Tapa circular plana

3. En primer lugar f no es conservativo pues tiene rotor no nulo. Para aplicar el teorema del rotor sea T
la superficie plana z = 1 con 22 + y? < 4 orientada hacia las cotas negativas.

Por el mismo teorema la circulacién pedida es

2 2
// V x ﬂ deé = // (—y,1,1-2)-(0,0,—1) dedy = —/ cos (p) de / pPdp = 0.
T T Pyy (T) 0 0

A pesar de que la circulacién sobre esta curva cerrada dio cero el campo no es conservativo. Si buscamos
tiene que haber una curva cerrada sobre la cual la circulacién sea no nula.

l Superficie z = 3 — \/m

Superficie T




4. La ecuacién caracteristica de la homogénea es
k-9 = 0 & k = 43

cuya base de soluciones es {6375, 6_3’3} pues

6390 6—390
Wiese o823 303 _go—3c -3-3 = -6 # 0,
por tanto la solucién general de la homogénea es
yp = C1e3% 4+ Che 53",
Para hallar la solucién particular proponemos
-9 - (g = A )
0 - (Cyp = 0 )
Ly = 0 )
1 1
1 = —-94 = A = —= = ——.
g W 9

Por tanto la solucién general de la no homogénea es y = yg + yp, 0 sea
1
y = Cle3w + 026—3w _ §

Para hallar la solucién particular hay que resolver el sistema de ecuaciones lineales formado por

1 5

y(0) _ 1+ 9 _ 1 18

11

y/(O) = 1 301 — 302 = 1 CQ = —E,

por tanto la solucién particular buscada es

. 11 . 1
y = *36530 e 3z _ _.
18 18 9

Parte Tedrica
1.

a) Recordemos qué dice el teorema de Green. Sea f: D C R? — R? un campo C'(D) y S = Pyy
una regién plana contenida en D con borde 9S = C orientado de manera de dejar el interior de

P,y aizquierda, entonces
/ fds = // (Q, — P)) dady,
c Poy

f= (P,9),Q9),0), Vxf=(000,-P).

Para calcular un area plana es suficiente que se cumpla

donde

de tal manera que

// (Q,—Py) dedy = // ldzdy = 1-Area(P.,).
Pyy e — P
1

zy Y



b) Analicemos la interseccién de ambas curvas:

2+ (y+1)7° = 4 24+1 = 4 r = +V/3

Y = 0 y =0 y = 0.

Al tridngulo formado por los vértices

(0,-1), (0,0) ¥y (\/gvo)

subamoslo una unidad hacia arriba, es decir,

(070)7 (071) y (\/571)

Versorizando (\f%l) vemos que el angulo varfa entre —%77 Y 5

A continuacién parametrizamos el arco de circunferencia con
" . T
gt) = (2cos(t),2sin(t)+1) con te [—6, 6}

Definamos un campo vectorial

—

flay) = (-y-1),2) = Q,-P, = 1+1 = 2

Se calcula la circulacién sobre g:

/6
/ (—2sin(t),2cos (t)) - (—2sin (t),2cos (t)) dt
—Tr/6

/6
_ / (4sin? (¢) + dcos? (1)) dt
-7 /6

/6
4 / dt
—77/6
167
3
Ahora se parametriza el segmento de recta:
wW(t) = (t,0) con —v3<t<A3E.
La circulacion sobre la recta es
V3 V3
/ (1,6)-(1,0) dt = / it = 2v3
-3 —V3

Por el teorema de Green (observando que la orientacién es antihoraria):

/ /S (Q, - P)) dzdy = fds

C
= //dedy = /*d§+/f*d§'
s g @
. 1 > P 1o
= Area(S) = 3 < fds+ [ f ds)
g @
. 1/1
= Area(95) = 3 (277 + 2\/3)
. 8w
= Area(S) = 5 + V3.



Arco de circunferencia

Se puede verificar el resultado realizando esta integral doble:

0 Via=(y+1)? 0 3v3+8 8
/ dy/ dz = 2/ Vi—(y+1)*dy = % = §+\/§
-3 — -3

Va—(y+1)?

a) Con f = (f1, f2) una condicién necesaria es que la matriz jacobiana de f debe ser simétrica.
Una condicién suficiente es que debe existir una ¢ : D C R?® — R funcién escalar C?(D) tal que
f =V, donde ¢ se la denomina “funcién potencial”.

b) Se determina si existe funcién potencial:

2x 9 9

Yo = 2 W = In (2 + ) + g(y)

1(2) @) d@ = 0 0) gy = G

2y 2y

/ — 3 ! — !

¢y Zagg Bl g 9w

por tanto existe y es
2x 2y -
= 1 2 2 C = V = _ =
pley) = (e 4y + o) = (Frmes) = fe),

por tanto f es conservativo y ¢ es una funcién potencial de f
Calculamos los puntos de interseccién entre el arco de elipse y la recta:

2
£ 2 1 2

- -1 - — 1 - =
Tty gty y



por tanto los puntos de interseccién son

() (%)

Como el arco de elipse es una curva abierta no tiene sentido hablar de orientado en sentido horario.
Luego es indistinto elegir la orientacién; tomemos por ejemplo ir de (1, @) hacia (17 —é) que
es de A hacia B.

Asi que la circulacién pedida es

/Cfdg' = ¢<1,—?>—@<1,\g§> = ln<1+i>+0—(ln(1+i>+0> - 0.
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