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1 Numeros Complejos

Es sabido que los numeros reales no son suficientes para resolver cualquier ecuacion cuadratica
con coeficientes reales. Como a? # —1; para todo a € R, la ecuacién 22 +1 = 0 carece de
soluciones reales. El problema que se plantea es el de ampliar el sistema de los niimeros reales
de manera que la ecuacion anterior tenga solucion.

Utilizaremos para su construccion pares ordenados de numeros reales, por lo que el nuevo
sistema numeérico se representara por todos los puntos del Plano.

1.1 Forma binémica. Operaciones. Mddulo y conjugado
Sea R el cuerpo de los niimeros reales y R? = {(a,b) : a, b € R}, donde (a,b) = (a’,V') siy
s6losi a=d y b=10.
Definimos en R? las siguientes operaciones:
1. Suma: Dados (a,b) y (c,d) € R?, (a,b)+ (¢,d) = (a+c, b+d).
2. Producto: Dados (a,b) y (c,d) € R*, (a,b) - (¢,d) = (ac—0bd, ad+bc).

El conjunto R?, algebrizado con las operaciones de suma y producto definidas anteriormente,
se lo nota habitualmente C y recibe el nombre de conjunto de los niimeros complejos.

Teniendo en cuenta las propiedades de la suma y el producto de niimeros reales se prueba que

C es un cuerpo conmutativo, pues se verifican las siguientes propiedades:
S1) (z4+u)+w=z+ (u+w), paratodo z, u, w € C.
Ss) z4+w =w + z, para todo z, w € C.

(51)

(52)

(S3) Existe un tnico elemento 0 = (0,0) € C, tal que z+ 0 = z, para todo z € C.

(S4) Para cada z = (a,b) € C, existe un unico elemento —z = (—a, —b) tal que
z+(—2)=0.

(P) (z-u) -w=z-(u-w), para todo z, u, w € C.

(P) z-w=w-z, paratodo z, w € C.

(Ps) Existe un tnico elemento 1 = (1,0) € C tal que z-1 =z, para todo z € C.

a —b
a?+0% 7 a?+b?

(P,) Para cada z € C, z # 0, existe un tinico elemento 27! = ( ) tal que

z-z7l=1.

(D) z- (u4+w) =2z -u+ z-w, para todo z, u, w € C.
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Cuando no haya lugar a dudas escribiremos zw en lugar de z-w .

Definimos la diferencia y el cociente de dos niimeros complejos z y w de manera analoga al caso

1 1

z
real: z—w=z+(—w) y —=z-w , w#0. Esclaroque 27! =—.
w z

Sea. R = {(a,0) :a € R} CC y f:R — R definida por f(a) = (a,0); para
todo a € R. f es una funcién biyectiva y ademds verifica que f(a +b) = (a + b,0) =
(a,0) + (b,0) = fla) + f(b) v flab) = (ab,0) = (a,0) - (b,0) = f(a)- f(b); para todo
a,b € R, es decir, preserva las operaciones de suma y producto. Esto significa que los
complejos de la forma (a,0) se comportan, respecto de las operaciones de suma y producto,
como los nimeros reales a. Esto permite identificar el complejo (a,0) con el nimero real a y
podemos escribir (a,0) = a.

Por lo tanto C contiene un subconjunto que se comporta como R.

Veamos que C, contiene una solucién de la ecuacién z2+ 1 = 0.
Observemos que (0,1)-(0,1) = (—1,0) = —1, y consideremos = = (0,1) .
Entonces z?+1=(0,1)-(0,1) + (1,0) = (—1,0) + (1,0) = (0,0) = 0.
Sea z = (a,b) € C.

1. a se denomina la parte real y b la parte imaginaria de z. Los notamos Re(z) e
Im(z), respectivamente.

2. Si b=0, (a,0) se denomina un complejo real.

Sia=01y b#0, (0,b) se denomina un complejo imaginario puro.

3. El complejo i = (0,1) se denomina unidad imaginaria y verifica i> = —1.
Ademés bi = (b,0)-(0,1)=ib y 1i=(1,0)-(0,1) =(0,1) = 1.

Observaciones
1. Si z,w e C, entonces z =w si, y sélosi Re(z) = Re(w) e Im(z) = Im(w).
2. Recordemos que cualesquiera que sean a,b,c € R, entonces:

(Ey) Se verifica una y sélo una de las siguientes condiciones:
i) a=b i) a<b i) b <a
(Ey) a<byb<c=a<ec.
(B3) a<b=a+c<b+ec.
(Ey) a<by 0<c =ac<bc.
Veamos que en C no se puede definir una relacion < que verifique las mismas
propiedades. Si asi fuese, como i # 0, deberfa ser 0 < i 6 i < 0. Supongamos

que 0 < i. Entonces por (Ej), 0-i <i-i, osea, 0 <i?= —1, una contradiccién.
Anélogamente se razona si suponemos que ¢ < 0.
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Forma bindémica

Sea z = (a,b) € C. Como (0,b) = (b,0)-(0,1) = bi entonces z = (a,b) = (a,0) + (0,b) =
(a,0) + (b,0) - (0,1) = a+ bi, que se denomina forma binémica de z.
En lo que sigue escribiremos:

z=0, enlugar de z =04 01.
z=a, en lugar de z =a+0z1.
z =101, enlugar de z =0+ bi.

La forma binémica permite aplicar las mismas propiedades que en el campo real para obtener
la suma y el producto, operando como si i fuese real pero teniendo en cuenta que 2 = —1.
En efecto:
(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i
(a+0bi)-(c+di)=(ac—bd)+ (ad+bc)i
Ejemplo

Si z=3+4+51 y 2/ =2—1i, entonces
a) z+2' =B+5i)+(2—1i)=5+41.
b) z—2' =B+5i)—(2—1i)=1+61.
c) z- 2 =(3454)-(2—14) =11+ T7i.
Conjugado de un nimero complejo

Definicién 1.1.1 Dado el niumero complejo z = a + bi, llamaremos conjugado de z al
numero complejo zZ=a — b1.
Ejemplo

Si z=1+41, entonces z=1—1.
Si z =3, entonces z = 3.
Si z= —31i, entonces Z = 31.

Propiedades del conjugado

Sea z = a+ bi. Entonces:

1) z==2 6) Z=—2 < Re(z) =0
2) z+7Z=2Re(z) 7 ztw=zZ+w

3) z—z=2iIm(2) 8) z—w=Z-w

4) z-zZ=a®+ b 9) Z-w=z-w

5 2=z & Im(z)=0 10) Si z2#0, 271 = (3)!
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Valor absoluto de un nimero real

Sea x € R. El valor absoluto de z (lo notamos |z| ) se define como sigue:

r sixz >0
|x|:{—x siz <0

Propiedades
1) || > 0. Ademads, |z|]=0< 2z =0.
2) | -] = Jal.
3) Si deR, d>0, entonces |z|<d & —d<z<d.
4) Si d€R, d>0, entonces |z|>d & < —-d b x>d.
5) —|z] <z < |l

)
)
6) |z +yl <l + vl
7 |z =yl = ]lz[ =1yl |
)

8) |w-yl=lz[- [yl

9 |2 = 1ol
yl oyl
10) Va2 = |z].

Moédulo de un nimero complejo

Definicién 1.1.2 Dado z = a + bi, se llama moédulo de z al numero real no negativo

Va2 + b2 Notaremos ||z|]| = va® + b2

Ejemplo

12+ 34| = V22 4+ 32 = V13 ; | —2—i]|=+(-2)?2+ (-1)2=V4+ 1= 5.
Observacion

Si z=a+ 04, entonces |z|| =+va2 = |a|, por lo que la nocién de médulo generaliza la de

valor absoluto.

Propiedades del moédulo

1) ||z]] > 0. Ademds, ||z]| =0 & z=0.
2) [lzll = [Izll = [I = |-

3) z-z=|2||*

4) |Re(z)| < [lzIl . [Im(z)| < |=].
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5) llz-wl =[] - [Jw]].

~ 2| _ =l
6) si w0, ||| = Tl
7) |z +wl| < |z + [Jw]].
8) |[lz]l = llwll] < |l —w].

Cociente de niimeros complejos en forma binémica

z . . :
Recordemos que para z,w € C, w#0, — =z -w '. Entonces,si z=a+bi y w=c+d1i,

para hallar el cociente se puede proceder de la siguiente manera:

z oz w 1 _ (a+Dbi)(c—di) (ac+bd)+ (bc—ad)i ac+bd+bc—adi
_— = — _— = Z- W = = —

w ow w o ||w|? (c+di)(c—di) c + d? +d> A+ d?
Ejemplo

3+i  (3+1)-(2459) —1+17i—i+£i

2—-5i (2—54)-(2+5i) 29 29 29

1.2 Representacion geométrica de los niimeros complejos

Teniendo en cuenta que los niimeros complejos se han definido como pares ordenados de niimeros
reales, es natural representarlos en un sistema de coordenadas cartesianas ortogonales.

Sabemos que todo punto P(a,b) del Plano estd determinado por dos nimeros reales a y b
que son, respectivamente, la abscisa y la ordenada de P. Entonces a cada nimero complejo
z = (a,b) (6 z=a+bi),le corresponde un punto en el Plano de abscisa a y ordenada b, y
reciprocamente, al punto P(a,b) del Plano le corresponde el nimero complejo z = a + b1,
de parte real a y de parte imaginaria b. El punto P correspondiente al nimero complejo z se
llama afijo de z.

Imz)=b F-—— == == === = = —

O Re(z) =a

Figura 1

Teniendo en cuenta que ||z|| = v/a2 + b2, el médulo de z es la longitud del segmento OP.
Si z es un complejo real, entonces su afijo esta sobre el eje de abscisas, que por esta razon se
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llama eje real. Si z es imaginario puro, entonces su afijo esta sobre el eje de las ordenadas,
que recibe el nombre de eje imaginario. El Plano cuyos puntos se identifican con nimeros
complejos se denomina Plano complejo.

Ejemplo

Representar el complejo z = 2 + 1.

241
lrp-=-->~ |
|
|
O 2
Figura 2

1.3 Forma polar. Operaciones. Potencia y radicacién

Vimos que el complejo z = a+ b7 queda determinado por su parte real y su parte imagina-
ria, es decir por la coordenadas de su afijo en un sistema de coordenadas cartesianas orto-
gonales. También z queda determinado por sus coordenadas polares, es decir por la longitud
p = |zl = Va2 + b2 del segmento OP 7y la medida radial 6, 0 < 6 < 27 del dngulo
determinado por el semieje real positivo y la semirrecta opP y considerando como sentido
positivo de giro, el antihorario.

‘}/h /%a

b|l---- z=a+bi I N
: i | b z=a+bi ¥—-—}p bl--- z=a+bi
| |
AN BN
O a a 0]
Figura 3

¢ se denomina el argumento principal de z y se nota 6 = Arg(z).

Observacion
Si z=0, entonces Arg(z) no estd definido y z queda caracterizado por su médulo.

Forma polar o trigonométrica de un niimero complejo
Sea z=a+0bi, z# 0. Se tienen entonces las siguientes relaciones (Ver Figura 3):

a= pcosb p=va’+b
b
b= psenb
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Entonces z =a +bi = p(cosf +isenf), denominada la forma polar de z.

Si a=0+4+2kw, keZ, entonces p(cosa +isena) = plcos(0+2km)+isen(0+2km)| =
p(cosf+isenf) = z. Es decir el complejo z queda determinado por su médulo y por cualquier
numero real que difiere de 6 en un multiplo entero de 2.

Todo elemento del conjunto {6 +2km, k € Z} se denomina un argumento de z y se nota
arg(z). Entonces

arg(z) = Arg(z) +2kn, k€ Z
Si o =arg(z), entonces abreviamos z = ||z||o = pa-
Ademéassi z=pp y 2/ =pl, entonces z=w si,ysélosi p=p vy a=0+2kn, keZ.
Ejemplos
a) Hallemos la forma polar de z = /3 +1 .

Izl =/ (V3?2 + 12 =3+ 1=2

Si 6 es el argumento principal de z, entonces tgf = \/Lg, luego 0 = % 6 0= %

Como z pertenece al primer cuadrante, 6 = % Por lo tanto, z =2 .

6

+ .

b) Si z =27, entonces z = 2(cos % +isen %) — 1+/34. Por lo tanto la forma binémica

de z es 23: 1+31.
Producto de nimeros complejos en forma polar
Proposicién 1.3.1 Si z=pg y w=/py , entonces z-w = (p.p')o1v.
Dem. z-w=(pg)-(py) = [p(cosO +isenh)]-[p'(cosV + isen V)| = p.p'[cos b cos U —
sen @ sen V| +i[cos @ sen W + sen 6 cos V] = p.p'[cos(0 + V) + i sen(0 + V)] = (p.p) o+w. O

Luego, el producto de dos nimeros complejos expresados en forma polar es otro complejo cuyo
modulo es el producto de los médulos y uno de sus argumentos es la suma de los argumentos
de los complejos dados. Es decir

arg(z - w) = arg(z) + arg(w)
Observacion
6 + ¥ no necesariamente es el argumento principal de z - w.

Ejemplo

Si 2=27x y w=3m, entonces z-w=6 7 7 =675 .
- : G+ s
6 4 6 4 12
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Cociente de niimeros complejos en forma polar

z
Proposicion 1.3.2 Si z=py y w = py , entonces — = (ﬁl) .
w P/ o-w

Dem. 3:@: p(cos O + isend) P [(

w  py pcosV +isen¥) o

(cost +isenf)(cosV —isenWV) |
cos U +isenW)(cos V¥ —isenW)|

P [(cosOcos U + senfsen V) + i (senfcos U — cos Osen V)] 25[005(0 — V) +isen(d — V)] =

/

() .
0 o

Luego el cociente de dos nimeros complejos expresados en forma polar es un complejo cuyo
modulo es el cociente de los médulos y uno de sus argumentos es la diferencia de los argumentos
de los complejos dados. Es decir

arg <g) =arg(z) — arg(w)

Ejemplos

3
1. Si 2=371 y w=27, entonces i:(—) T
1 3 v

1 1 1
2. Si 2z = pg, entonces z ! =— = (—) = (—) .
< P/ g P/ ar—g

Potencia de niimeros complejos

M
bo | 3

Sea z € Cy n € N. Se define la potencia n-ésima de z por recurrencia como sigue:

2t=2z
2l = 2.

La definicién anterior se extiende para z € C, 2#0 y n € Z, n <0 como sigue:

{22

Las propiedades de la potencia de exponente entero que valen para nimeros reales, también
valen en C.

Ejemplos

1. Potencias de 1
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it =i
’i4:’i3

ci=(=1) i = —i.
vi=(—i)i=—i2=—(=1) =1

En general si n € N y r es el resto de dividir n por 4, entonces " =1i".

En efecto, como n=4q+7r; 0<r <4, entonces i" =197 = j19.7 = (41)7.i" =
19.¢7 =",
1 1 1

2. (1—i)2= ATt

Formula de De Moivre

La férmula de De Moivre (1667 — 1754) se usa para calcular la potencia entera de un complejo
expresado en forma polar.

Teniendo en cuenta las propiedades del médulo y el argumento de un producto, y utilizando
un proceso inductivo, se demuestra que si n € N y z = py, entonces 2" = (p") .

La féormula anterior se verifica para n = 0.

Si n€Z, n<0, entonces 2" = (27 =[(p7") 6] " = (p")no-

Entonces

2" = p"lcos (n @) +isen(nfh)], para todo n € Z
Ejemplos
7r

1. Calculemos (—1 —4)"". Si z = —1—1, entonces ||z||=+v2 y tgh =1, luego § = 1

5
6 0= ™ Como z pertenece al tercer cuadrante, 6 = 1™ luego z = /2 5 , Yy por

—T
4
la férmula de De Moivre, 2™ = (\/578) 5 =(2%) :
8- —m 39 —m
4 2
5 195 195
Como 39 - 3= 5 entonces se tiene que 195 = 2 x 97 + 1 por lo tanto 77 =

IMm + T 48 - 2m + 5 luego 2™ = (2%%) 3y por consiguiente, 2= = — =

57’(
1 _
(ﬁ) 3 =027
—=T
2

2. Calcular (—v/3 +1)'%.

z=—V3+i=(2)5 , luego 2% = (2!%)r95 . Si deseamos hallar su argumento
-7 —

6 6
3
principal observamos que == 87w + g =861 + 7+ g =867 + 37 luego 219 =
(2105) 5 = 2105,
7

2

2739 .4,

s
2
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Regiones del Plano complejo

Analicemos, a partir de algunos ejemplos, un par de problemas que se presentan al considerar
subconjuntos de nimeros complejos.

a) Hallar todos los complejos z que verifican una 6 més condiciones, y graficar en el Plano
complejo.

b) Dada una regién del Plano complejo, hallar las condiciones minimas que caracterizan a
los complejos cuyos afijos pertenecen a la misma.

Ejemplos
1. Sea r€R, >0y z9=x¢+yoi. Hallarlos z € C tal que ||z — 2| <.

Si z =z +yi, entonces z — zo = (z — xo) + (Y — Yo)i-
Luego ||z — 2ol = /(z — 20)2+ (y — y0)2 <7 & (z — 20)® + (y — yo)> < r?. Luego los
afijos de los complejos buscados pertenecen al interior del circulo de centro zy y radio 7.

Figura 4

2. Hallar los z € C que verifican ||z —i]| <1 y |Re(z)| > 3.

Si z=uax+yi, entonces |Re(z)|>1 & |z|>1 & z>1 ¢ < -1 La condicién

|z —1i|]| <1 esun caso particular del Ejemplo 1, considerando zp =i y r = 1. Luego los
complejos que verifican ambas condiciones se hallan en la region indicada en la Figura 5.

3. Hallar los complejos que verifican % <arg(iz) < iTe Im(z) < 1.

arg(z - w) = arg(z) + arg(w), en consecuencia — < arg(i) + arg(z) < —m .

A~ w
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Como arg(i) = g +2km, k € Z, analizando los distintos valores de k obtenemos que
—% <arg(z) < % Si z=x+yi, entonces Im(z) <1 < y<1.

Figura 6

4. Caracterizar las regiones indicadas a continuacién:

3
(2v3,2)
—2 < Re(z) <1
@)
—2<1Im(z)<3 |z < 4
Im(z)>2
—2
Figura 7

Radicacién de nimeros complejos
Definiciéon 1.3.1 Sea 2 € C y n € N. w € C se dice una raiz n-ésima de z si w"™ = z.
Si n =2, w se dice una raiz cuadrada de z, si n = 3 una raiz cubica, y asi sucesivamente.
Ejemplos

1. Como 1% = (—1)? =1, entonces 1 y —1 son raices cuadradas de 1.

2. Como 1* = (=1)* =4* = (—i)* =1, entonces 1, —1, i y —i son raices cuartas de 1.

3. Si w = x+yi esunaraizcuadrada de 3+41, entonces w? = (z+yi)? = (2*—y?)+2xyi =
3+ 4i. Por el criterio de igualdad de dos complejos en forma bindémica se tiene que:
2 _ 2= 2
{iy y2 3 = y = —. Reemplazando en la primera ecuaciéon y operando se obtiene
= x
la ecuacién bicuadrada z* — 3% —4 = 0. De la resolucién de la misma resulta que z = 2
6rx=-2. Luegoy=16y=—1 yentonceswy=2+1 6 wy = —2 —1 = —wp.
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Calculo de las raices de un complejo

Sea z€e Cy nel.

Si z =0, la unica raiz n-ésima de z es w = 0, para todo n € N.

Si z # 0, entonces z = pg, 0 <6 <27 Sea w = p/, una raiz n-ésima de z. Como
w™ = z, por De Moivre se tiene que pii', = py. Entonces p" =p y na=0+2kmn, k € Z.

0-+2km

Concluimos que p' = ¢/p ya = ———, k€ Z.
n
0 0+2 0+2(n—1
Si k=0,1,...,(n—1), obtenemos los argumentos — rem e M, los
n n
cuales no difieren, dos a dos, en un multiplo entero de 2.
Entonces wo = (¢/p)g , w1 = ({/Plgror + -+ » Wn1 = (W>9+2(n— 1)x sonn raices
n n n
n-ésimas distintas de z.
Si k#0,1,...,(n—1), como k y n son enteros, k = gn+r, con 0 <r <n.

0+2(qn+rm  O0+2rm

+2qm, q€Z, r=0,1,...,(n—1).
n

Es decir, « difiere de alguno de los argumentos anteriores en un multiplo entero de 2.
Hemos probado que:

En consecuencia o =

Teorema 1.3.1 Todo complejo no nulo z posee exactamente n raices n-ésimas distintas. Sus

modulos son la raiz n-ésima aritmética del modulo de z y sus argumentos principales son
0 0+2m 0+2n—1m

) [
n n n

Al conjunto de las raices n-ésimas de z lo notamos {/((z)) y escribimos

VT = o5 oo (L2 n (E265)]

n
Ejemplos

1. Hallar las raices cibicas de z = —141i. De z = —1+1i obtenemos que p= v2 y su

argumento principal es 1™ luego z = (v/2)3 . Los elementos del conjunto /((z))

Z’ﬂ'
son
we=(V2) 54 opps F=012 Porlotanto  wo=(V2)x . wi=(V2)1 v
S ! 2
wy = (V2)19 -
EW

. 3V3-3i

2. Hallar todos los valores de z que verifican z° = ———.
5 —\/5 +1

Efectuando el cociente obtenemos que 2° = —3 = 3. Luego los complejos buscados son
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2k 2k
los elementos de /((—3)) = V/3 [COS (HTW) +usen (HTW)] '
k=0,1,2

Obtenemos wy = (V3)wr, w1 = (V3)x v wa= (V3)5
3 37"
Representacién geométrica de las raices de un niimero complejo
Como todas las raices n-ésimas de un complejo z = py tienen médulo {/p, entonces sus

afijos equidistan del origen de coordenadas, es decir se encuentran sobre la circunferencia C con
centro en el origen y radio /p.

™ . ,
Como Argw;y1 — Argw; = —, el argumento principal de cada raiz se obtiene sumandole al
n

™ ™
argumento principal de la raiz anterior —. Como — es la medida radial del dngulo central

n n

correspondiente a un arco obtenido al dividir la circunferencia en n arcos congruentes, entonces
los afijos de las n raices n-ésimas de z, n > 3, son los vértices de un poligono regular de n
lados, inscripto en una circunferencia con centro en el origen y radio {/p.

Figura 8
Ejemplo

Calculemos {/((—1++/34)). Como z = —1++/3i se tiene que 2z =2 9 , por lo tanto las

) 3
raices son:
3 1
wy = V271 = %(cos%—l—isen%) = {1/5(\/7_—1—52)
6
2 2 1 3
w, = V29 = é/ﬁ(cosgﬂ—l—isengﬂ) = {1/5(—§+£2')
=7

7 7 3
wy = {1/57 = é/ﬁ(cosgﬂ—l—isengﬂ) = {1/5(—\/7_—

) )
wy = V25 = é/ﬁ(cosgﬂ—l—isengﬂ) = V2(
-7
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Representemos en el plano complejo, las raices halladas:

Figura 9
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1.4 Ejercicios

1. a) Escribir en forma bindmica los siguientes nimeros complejos:
1

(07 g)a (_\/570>7 (_372>7 (070)'

b) Escribir como par ordenado a los siguientes niimeros complejos:

1 V3
-2+ —4 —21 — 4+ —.
+1, , 1, 2—|— 22

19

2. En cada uno de los siguientes casos hallar: Re(z), Im(z), ||z||, Re(z7') e Im(z71).

1
a) z:(2—|—5z’)—|—(3—z’)+§i b) z=(3-5i)—(7T—2i)+ (1 —-31%)
1
c) z:2i~(§+7i)—(3+4i) d) z=01+20)+i(2+1)
) z=[(vV2-)(V2+i)" f) z=0+9)2+1)
141 1
= h =
g = I ) 2 11—
3. a) Hallar los médulos de los siguientes nimeros complejos:
2 —2 i —i Vb 4 2i 11—l +i 13 + 24 -
b) Hallar los conjugados de los siguientes nimeros complejos:
1 4+
0 2 2 = T+di ll
1 J)

4. a) Dados z=2—ai y 2 =3—0bi, hallar a y b de modo que z-z' =8+ 4i.

sea de moédulo 2.

k+2
b) Hallar el valor de k£ de modo que i 22

5. a) Hallar todoslos x € R y los correspondientes w sabiendo que w = (z—i)(z+3—41)

es imaginario puro.
5 6
b) Hallara y b€ R tal que —i+bi—2=3i——+0b.
a a

6. Hallar los complejos z tales que:

)
b) Z(i — Im(z)) = 101.
c) 22 =7
d) 22 +2=Re(z) z
e) 22 —-2z+1=
f) Re(z) = ||=]|

7. 51 z=14+2i y w=2+ 34, representar los siguientes niimeros complejos:

z ,w, , z+w , z—w, zZ, zwy 4z
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8. Hallar la forma bindémica de:

1 2 2
a) z=27 b) zzi(cosgﬂ—i-isengﬂ) c)
3
7 .7
d) z:2(cosé7r+zsen67r) e) z=+3 1
2
9. Hallar la forma polar de:
1
a) —141 b) i—isen% c) —17
o1 : 3 :
d) (24 21) e) —i f) —3(cos?7r+zsen—7r
1 11 13
g) iP—1 h) i(COSEW—Z’S@n?W) i) sen%—l—isen%
10. Expresar en forma binémica los complejos:
43 _ 38 i
a) 1" —i b) 165
c) (1+4)*3! d) (—3-—3i)*8

i 16 L
o> v expresar el resultado en forma binémica.

[EED

b) Verificar que (—1+14)7 +

11. a) Calcular

2-i 15 17
2ilh=o
57 T g T

s \/§i>20

12.  a) Calcular el médulo y el argumento principal de ( T
—1

6
b) Idem que a) para 2?3, siendo z = cos o +isen = .

7
90

Mostrar que
¢) Mos q ( 1T

13. Sea 2 = cos — + 1 sen g Hallar todos los n € Z tal que 2" =1. Idem para 2" = —1.

14. Hallar:

a) Las raices cuartas de 5.
b) Las raices quintas de —1.

c¢) Las raices cuadradas de a, con a € R.
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d) Las raices cibicas de 1.

15. Hallar los nimeros complejos z que verifiquen:

16
2 2 3—2i
a) <—§+§z> 23 —8—284% = (_2+2)5

1—31

b) (2—2’)2—1—(—1—i)4:4i28+ﬁz+z3.
c) 23 1( 1+i)*

d) (1—14)9+ 2% =32 —324%.

e) 2t +1i=0.

f) (z+1)3=

16. Representar en el Plano complejo la region determinada por los z € C que verifican:
a) [z —2i <1y |Re(z) > 5.

Ja<lzlP<oy -5 <argz) <

c) Re(z*—1i)>0.

) A<5|2P=1<T9 y Re(z) > 1.

) lz—2]| <2 y Re(z—1) < 2.

17. Caracterizar, por una o mas condiciones, las siguientes regiones del plano complejo:

(—3,3V3)
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(2v3,2)

22

(37 _\/§>
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2 Polinomios

2.1 Definicion. Grado. Operaciones

La definicién de polinomio no es sencilla de dar dentro de los niveles de este curso. Aqui
adoptaremos la presentacién del Dr. Enzo Gentile en su libro “ Anillo de polinomios”.
En esta seccién, con K representamos al cuerpo de los nimeros racionales, reales o complejos.

Definicién 2.1.1 Una sucesién de elementos de K es una funcion f:NU{0} — K.

Ejemplos

1. f:NU{0} =K, f(n>:n—1i—1

2. f:NU{0} =K, f(n)=n>+1

Una sucesiéon queda determinada por los valores ag = f(0), a1 = f(1), az = f(2),...,

a, = f(n),... . Por lo tanto, dar una sucesién f : NU {0} — K es equivalente a dar
ordenadamente los nimeros ag = f(0), a1 = f(1), as = f(2), ...,a, = f(n),... .
Se escribe entonces a = (ag, a1, ag,...,an,...) .
1
Asi por ejemplo dar la sucesiéon f : NU{0} — K, f(n) = a1 equivalente a dar la
n
. 11 1
expresion (1, —, =, ..., ——, ... ] .
23 n+1
Los nimeros a; delasucesion (ag,aq,as,...,an,...) sellaman los coeficientes de la sucesion.
Definicién 2.1.2 Sean a = (ag,a1,az,...,an,...) y b= (bo,b1,ba,...,bn,...). Diremos que

a es igual a b y notaremos a =0 si, y sélo si a; =b; para todo i € NU{0}.

Observacién

La sucesién a = (ag, 1,02, ..., 0, ...) y b=1(0,0,0,...,0,...) son iguales si, y sélosi a; =0
para todo ¢ € NU{0}.

Vamos a considerar ahora sélamente aquellas sucesiones tales que sus coeficientes son cero
desde un indice en adelante. La notacion utilizada para designar el siguiente conjunto se vera
justificada mas adelante.

Sea K[X]={a = (ap,a1,a2,...,an,...),a; € K: existe m € N tal que a;, =0 si i >m}.

Ejemplo
Son elementos de K[.X]

1. a=1(0,0,0,...,0,...) ; a; =0 para todo i € NU {0}.

2. a=(1,0,0,...,0,...) ; ag=1, a;=0 si i> L

3. a=(0,1,0,...,0,...) 5 ap0=0,a,=1, a; =0 si i>2.
Algebricemos a K[X].
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Definicién 2.1.3 Sean a, b € K[X], a = (ag,a1,a2,...,an,...) y b= (bo,b1,b2,... ,by,...).
a+b=(ap+bo,ar+bi,as+0bo,...,an+0by,,...). Estoes, a+b esla sucesion cuyo coeficiente
i-ésimo es (a+b); = a; + b;.

Observaciones
1. Es claro que si a, b € K[X], entonces a+ b € K[X].
2. La suma definida en K[X] verifica las siguientes propiedades:
a) Es asociativa. Si a,b,c € K[X], entonces (a+b)+c=a+ (b+c).
b)
)
)

c
d) Todo elemento a = (ag, a1, as,...,ay,...) admite un simétrico
—a = (—ag,—a1,—A2, ..., —ap,...).

Es conmutativa. Si a,b € K[X], entonces a+b= b+ a.
Admite elemento neutro: 0= (0,0,0,...,0,...).

Definiremos ahora un producto en K[X]. Previamente vamos a definir el producto de un
elemento de K por un elemento de K[X], para obtener una representacién de los elementos
de K[X] que nos permita operar con mayor sencillez.

Definicién 2.1.4 Sean k€ K y a = (ag,a1,as,...,a,,...) € K[X].
k.a = (kao,kar,kas, ..., kan,...). Estoes, k.a esla sucesion cuyo coeficiente i-ésimo es
(ka)z = kai.

Observacion
0.a=0=1(0,0,0,...,0,...), para toda sucesién a.

Se prueba sin dificultad que este producto tiene las siguientes propiedades:
a) k.(a+b)=k.a+kb, a,bc K[X], ke K.
b) (k1 + k2).a = ky1.a+ ks.a, a € K[X], ki, ks € K.
¢) (k1ka).a =ky.(ko.a), a € K[X], ki, ks € K.
d) l.a = a, para todo a € K[X].

Vamos a destacar ahora algunas sucesiones particulares de K[X] :

Xo = (1,0,0,0,...)
X, =(0,1,0,0,...)
X, =(0,0,1,0,...)
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Esdecir z; =1, z; =0 si @ # j.

Si a = (ap,ay,as,...,a,,...) € K[X] y suponemos que a; =0 para ¢ > n, entonces a puede
escribirse:

a = ap.(1,0,0,0,...) + a1.(0,1,0,0,...) + a2.(0,0,1,0,...) + - -+ + a,.(0,0,...,0,...,1,...) =
G,Q.XQ + al.Xl + a2.X2 + -+ an.Xn.

En particular 0 = ag. Xo+a1.X1+a2. Xo+---+a,.X,, si,ysolosi ap =a1 =as=---=a, =0.
Entonces todo elemento a € K[X]| se puede representar como una combinacién lineal finita de
las sucesiones Xy, X1, Xs,...,X;, ..., con coeficientes en K.

Para definir un producto en K[X], basta definirlo para los elementos X, X1, Xo,..., X, ...
y extenderlo a todos los elementos de K[X] por medio de la propiedad distributiva.

Y

Definicién 2.1.5 X, .X; = X, ;.

Observaciones
1. El producto anterior es asociativo y conmutativo.
2. Xo.X; = X, para todo i.

3. X12 = X1.X7 = X, X13 = X1.X1.X; = X12.X1 = X0. X7 = X;5,...
todo n.

X! =X, para

Y

Entonces, si convenimos en notar X = X, = 1 (neutro del producto) y X; = X{ = X, la
expresién de un elemento cualquiera de K[X] es: ag.1+ a1. X + a2 X% + -+ + a,. X™

Si consideramos la funcién ¢ : K — K[X], definida por ¢(k) = k.Xo = k.1, ¢ es inyectiva
y respeta las operaciones de suma y producto. En consecuencia, para cada a € K, podemos
identificar a con ¢(a), es decir, podemos escribir a = a- Xy =a -1, y entonces la expresién
de un elemento de K[X] es ap+ a1.X + as. X2+ +a,. X", a; € K.

Con esta representacién el producto de elementos de K[X] se efectiia teniendo en cuenta la
propiedad distributiva y la siguiente definicién.

Definicién 2.1.6 (a;.X?).(a;.X7) = (a;a;). X" .
Los elementos de K[X] se llaman polinomios con coeficientes en K en la indeterminada X.
En lo que sigue los notaremos, en forma simplificada, P(X) = ag+ a1 X +as X?+---+a, X"
Ejemplos
1. Si A(X)=X?+X+1y B(X)=2X3+1, entonces A(X)+B(X)=2X>+X?+X+2.
2.Si AX)=X%2-1y B(X)=X3+2, entonces A(X).B(X)=(X?2-1)(X3+2) =
X5 —X342X%-2.
Grado de un polinomio
Si P(X)=ap+a1 X +ax X*+---+a, X" #0, entonces a; # 0, para algin i.

Definicién 2.1.7 Se llama grado de un polinomio no nulo P(X), y se nota gr P(X), al
mayor indice i € NU{0} tal que a; # 0.
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Observaciones
1. Al polinomio nulo no se le atribuye grado.

2.S1 P(X)=ao+ a1 X +ay X?+ -+ + a, X", no necesariamente gr P(X) = n. Por
ejemplo: gr(1+ X +0X?%) =1.

3.Si PX)=ap+a1 X +as X?+ -+ +a, X", a, # 0, entonces gr P(X) = n.
a, se denomina el coeficiente principal de P(X). Si a, =1, P(X) se dice ménico.

4. Al escribir un polinomio, por convencién, los monomios de la forma 0X7, j > 0 son
omitidos.

Propiedades del grado
Sean A(X) y B(X) e K[X].

a) Si A(X).B(X) #0, entonces gr(A(X).B(X)) = gr A(X) + gr B(X).

b) Si A(X)+ B(X) #0, A(X) #0 y B(X) # 0, entonces gr (A(X) + B(X)) <
max(gr A(X), gr B(X)).

c) grP(X) =0 si,ysbélosi P(X)=Fk €K, k+#0. Esto es, los polinomios de grado cero
son las constantes no nulas.

De las propiedades a) y ¢) obtenemos que los tinicos polinomios que tienen inverso multiplica-
tivo, es decir polinomios A(X) para los cuales existe B(X) tal que A(X)-B(X) =1, son
las constantes no nulas.

Igualdad de Polinomios

Podemos dar ahora una nueva version del criterio de igualdad para dos polinomios no nulos.
Si AX)=ao+a1 X +aaX?+-+a, X", a, #0 vy B(X) =by+ 0 X + 0y X% + -+ +
by X™, by, # 0, entonces A(X) = B(X) si grA(X)=n=m=grB(X) y a; =0b;, para
todo 7, 0<1i<n.

Funciones polinomiales

Dado un polinomio P(X) =a¢+a; X +as X?+ -+ a, X" € K[X] lafuncién pp: K — K
definida por ¢p(z) = ag+a; z+as 224+ -4a, 2", se denomina funcién polinomial asociada
a P(X).

Si K es el cuerpo de los numeros racionales, reales o complejos, existe una correspondencia
biunivoca entre funciones polinomiales y polinomios.

Este resultado no es, en general, valido. Basta considerar como K un cuerpo con un nimero
finito de elementos.

Ejemplo
Sea K ={0,1}, con las operaciones de suma y producto definidas por las siguientes tablas:
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+ 1011 1071
0101 00
11110 11071

(K,+,.) es un cuerpo, es decir verifica para la suma y el producto las mismas propiedades
que R. Si consideramos K[X] vy los polinomios P(X) = X y Q(X) = X? es claro
que P(X) # Q(X) pues son de distinto grado. Sin embargo, si consideramos las funciones
polinomiales, ¢p y g, asociadas a P(X) y a Q(X), respectivamente, tenemos que

wp(0) = po(0) v wp(l) =po(1). Porlo tanto, vp = @g.

Divisién entera de polinomios

Como cuando trabajamos con nimeros enteros, en K[X] existe un algoritmo de la divisién,
que enunciamos sin demostracion.

Proposicién 2.1.1 Dados A(X) y B(X) € K[X], B(X) # 0, ezisten polinomios q(X)
y r(X) € K[X], wunivocamente determinados, tales que: A(X) = B(X).q(X) + r(X); con
r(X)=0 ¢ gr(r(X)) <grB(X).

Si r(X) =0 diremos que B(X) divide a A(X), que A(X) es divisible por B(X), o que
B(X) esun factor de A(X).

Observacion
Si gr B(X) > gr A(X), entonces ¢(X)=0 y r(X)=A(X).

Ejemplos
1. Sean A(X)=X*-3X?+1y B(X)=X?-2X.

X*40X3-3X24+0X +1 |X2—2X
X+ —2X3 X24+2X+1
2X3 —3X?
2X3 —4X2
X?2+0X
X2 -2X
2X +1

Entonces ¢(X)=X?+2X+1y r(X)=2X + 1.

2. Determinar los valores @ € R de modo que X3+ 3X%2+ (a+3)X + (a®> — 1) sea
divisible por X2 + 1.
Efectuamos la divisién y obtenemos r(X) = (a +2)X + (a® — 4), luego a+2=0 y

a’?—4=0. Entonces a = —2.

El algoritmo utilizado en los ejemplos anteriores se puede simplificar cuando se trata de dividir
un polinomio P(X) por uno de la forma (X — a). Se utiliza entonces la conocida regla de
Ruffini.
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Ejemplo

1 0 -2 1
Sea A(X)=X*-2X+1y B(X)=X-2. 2 2 4

|1 2 2 5

Entonces ¢(X)=X?+2X +2 y r(X)=5.

2.2 Raices de polinomios

Definicién 2.2.1 Sea c€e Ky P(X)=a, X" +a,1 X" '+ + a1 X +ao € K[X].
Se llama valor numérico de P en c al nimero P(c) = a, " + a1 Ao+ ag e+ ao.
Es decir P(c) = ¢p(c).

Si P(c)=anc"+ap1¢" '+ +ajc+ag=0, diremos que c esraiz de P(X)

Ejemplo
Sea P(X)=X?+2X —1. Entonces P(2) =7, P(-1)= -2y P(0)=—1.

Teorema 2.2.1 (Teorema del resto) El resto de dividir un polinomio P(X) por otro de la
forma X —c es P(c).

Dem. Secan ¢(X) y r(X)
PX) = q(X)(X - ) r(X
r(X) =r y entonces P(c) =

el cociente y el resto de dividir P(X) por X — c¢. Entonces
), donde 7(X) =06 gr(r(X)) < gr(X —c) =1. Luego
q(c)(c—c)+r=r=r(X). O

Corolario 2.2.1 Un ndmero c es raiz de un polinomio P(X) si, y sdlo si P(X) es divisible
por (X —c).

Dem. cesraizde P(X) si, ysolosi P(c)=0. Como P(c) es el resto de dividir P(X)
por (X —c¢), entonces c es raiz de P(X) si, y sélosi P(X) = (X —c¢)-q(X) lo que es
equivalente a decir que P(X) es divisible por (X — ¢). O
Ejemplo

Verificar que 3 es raiz de P(X) = X3 — X? —5X — 3. Para ello basta ver que el resto de
dividir P(X) por (X —3) es el polinomio nulo. Aplicamos la regla de Ruffini:

1 -1 -5 -3
3 3 6 3
|1 2 1 0

Observacion

A partir del corolario del Teorema del resto, si P(X) es un polinomio de grado n y conocemos
una raiz ¢ de P(X), entonces existe un polinomio ¢(X) tal que P(X) = (X —¢)q(X).Sib
es raiz de ¢(X), entonces P(b) = (b—¢).q(b) = (b—¢).0 =0, es decir b también es raiz de
P(X). Esto es, las restantes raices de P(X) son las raices de ¢(X), que es un polinomio de
un grado menor que el grado de P(X).
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Raices miiltiples

Definicién 2.2.2 Sea P(X) € K[X]| y ¢ una raiz de P(X). Se dice que ¢ es una raiz
multiple de orden k de P(X) ¢ que ¢ es una raiz de orden de multiplicidad k de P(X)

si P(X) = (X — ¢)fq(X), con q(c) # 0, es decir si k es el mayor nimero natural tal que
P(X) es divisible por (X — c)*.

Si k=1, ¢ se dice una raiz simple.
Si k> 1, ¢ se dice una raiz multiple.

Observar que para hallar el orden de multiplicidad de una raiz de un polinomio basta aplicar
reiteradamente la regla de Ruffini.

Ejemplo

Verificar que 2 es raiz del polinomio P(X) = X° —6X*+ 11 X% —2X? — 12X +8 y hallar
su orden de multiplicidad.

Debemos efectuar divisiones sucesivas por (X —2) hasta que el resto no dé el polinomio nulo.

1 —6 11 —2 —12 8
2 2 —8 6 8 =8
1 —4 3 4 —4 0
2 2 —4 —2 4
1 —2 —1 2 0
2 2 0 —2
1 0 —1 0
2 2 4
1 2 3

Entonces el orden de multiplicidad de la raiz es 3.

Si conocemos una raiz de P(X) es conveniente calcular su orden de multiplicidad para obtener
un polinomio de menor grado cuyas raices son también raices de P(X). Asi, en el ejemplo
anterior, 2 es rafz miltiple de orden 3 de P(X) y se tiene que P(X) = (X —2)3(X? —1).

Luego las restantes raices son las de X? — 1, es decir 1 y —1.

Proposicién 2.2.1 Si P(X) € K[X] es un polinomio de gradon > 1, entonces P(X) tiene
a la sumo n raices en K.

Observaciones
1. Cada raiz se cuenta tantas veces como su orden de multiplicidad.
2. X?+1 € Q[X] C R[X] y no poseen raices reales.

La situacién dada en la observacién 2. no se da si consideramos a los polinomios en C[X],
pues se verifica el siguiente teorema.
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Teorema 2.2.2 (Teorema Fundamental del Algebra) Todo polinomio no constante con
coeficientes en C tiene por lo menos una raiz en C.

La primera demostracién de este teorema fue hecha por Gauss a principios del siglo XIX, y
escapa a los alcances del curso.

Veamos que el Teorema Fundamental del Algebra es equivalente a decir que todo polinomio de
grado n, n > 1 con coeficientes en C tiene exactamente n raices en C, contando cada raiz
tantas veces como su orden de multiplicidad.

En efecto, si P(X) = a, X" + a1 X" '+ +a1 X + a9 € C[X],a, # 0, por el teorema
fundamental del Algebra, P(X) tiene una raiz ¢; en C. Luego P(X) = (X — ¢1)qi(X),
con grqi(X) =n—1. Pero por el Teorema Fundamental del Algebra, ¢,(X) tiene una
raiz. co en C, luego ¢1(X) = (X — ¢2)q2(X), con grq(X) =n—2 yentonces P(X) =
(X — 1)(X — ¢2)g2(X). Reiterando este procedimiento, luego de n pasos se tiene:

PX)=a (X —c1)(X —c3)--- (X —¢,) y P(X) tiene exactamente n raices en C.

Sicon ajg,aqs,...,ap notamos a las raices distintas de P(X), entonces el polinomio admite
una descomposiciéon como producto de polinomios en C[X] de la forma:

P(X) :an(X_al)n1(X_a2>n2...(X_at>nt’ n+ne+--+n=n

Raices complejas de polinomios con coeficientes reales

Sea P(X)eR[X] y acC.

e Teniendo en cuenta que z2+2 =Z+2, 22 =%Z-2 yque z =7 & 2z es real,
obtenemos que P(a) = P(«).

e El polinomio ¢(X) = (X —a)(X—a)=X?—2Re(a) X + ||a||* = X?+pX +q € R[X].

Proposicién 2.2.2 Sea P(X)=a, X"+ a, 1 X" '+ +a; X +ao € RIX] y a=a+bi,
b # 0, una raiz compleja de P(X). Entonces « es raiz de P(X) si, y solo si @ es raiz de
P(X) . Ademds o y @ poseen el mismo orden de multiplicidad.

Dem. Como @ = «, basta demostrar una de las implicaciones. Si « es rafz de P(X)
entonces P(a) =0 y por lo tanto P(a) = P(a) =0=0, luego @ esraiz de P(X).
Veamos que o y @ tienen el mismo orden de multiplicidad.

Supongamos que « y @ son de orden k y [ respectivamente y que k # [; podemos tomar,
por ejemplo, k> [, es decir, k —1 > 0.

Como « y @ son raices de P(X) de orden k y [ respectivamente, entonces

P(X) = (X —a)* (X —@)'a(X) = (X —a)!(X —@)'(X —a)*1g1(X) = p(X)(X —a)*1gs(X),
con q (@) # 0. Como q(X) = (X —a) g (X), es el cociente de dos polinomios de R[X],
entonces ¢(X) € R[X]. Se tiene entonces que ¢g(a) =0 y g(@) #0; pues a—a #0, lo
que contradice la primera parte del teorema. Luego, k = 1. O
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Observaciones

1. Las raices complejas de un polinomio con coeficientes reales aparecen de a pares conju-

gados.

2. 81 gr P(X)=n>0; ¢, ¢, ..., ¢ son todas sus raices reales y a1, ai, oo, g, ...,
as, @, son todas sus raices complejas entonces P(X) admite una descomposicién en
R[X] del tipo:

PX)=a,(X—c1)(X—cg)--- (X—cr)(XZ—i—pl X+q1)(X2—|—p2 X+q)--- (X2—|—p8X—|—q8),
con r+2s=n.

3. Si P(X)=X?-iX entonces sus raices son 0 e 7, lo que muestra que el teorema anterior
deja de ser véalido si el polinomio no tiene coeficientes reales.

Corolario 2.2.2 Todo polinomio con coeficientes reales de grado impar admite por lo menos
una raiz real.

Ejemplo
Hallar todas las raices del polinomio X7 +5X°% —2 X% —33 X3 — 16 X2 +27 X +18, sabiendo
que —1y —317 son raices.

Aplicamos Ruffini y obtenemos:

1 0 5 —2 —-33 —16 27 18
—1 -1 1 —6 8 25 -9 —18

1 -1 6 —8 —25 9 18 0
-1 -1 2 —8 16 9 —18

1 -2 8 —16 -9 18 0
-1 -1 3 —11 27 —18

1 -3 11 —27 18 0

Al efectuar nuevamente la divisién por X + 1, el resto es no nulo, luego

P(X)=(X+1)?*(X*-3X*+11X?-27X +18).

Como P(X) € R[X] y —3i esraiz, entonces 3¢ también lo es. Por lo tanto, (X? + 9)
dividea X4 —-3X3+11X%-27X +18.

Si efectuamos la divisién obtenemos como cociente X2 —3 X + 2 . Podemos escribir entonces
P(X)=(X+1P*(X*+9)(X?-3X +2).

Las restantes rafces son las del polinomio X? —3 X + 2. Resolviendo la ecuacién cuadratica
obtenemos a; =2 y as = 1. Luego las raices de P(X) son : —1 (triple), 3¢,—3¢,2y 1.
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Calculo de las raices de un polinomio

. . , ag . . .
Es muy simple calcular la tnica raiz « = —— de un polinomio de primer grado a; X + ao.
ai
Para polinomios de grado 2, ay X? 4+ a1 X + ag, es muy conocida la férmula que permite
, . . —a; +1 —a;—t
calcular sus raices. Las mismas estan dadas por a; = g 7 = 5 donde t es
a9 az

un elemento de K que verifica t? = a? — 4 ay ao.

A pesar de que los griegos ya conocian los métodos de resolucion de las ecuaciones cuadréticas,
el descubrimiento de las férmulas para calcular las raices de polinomios de tercer y cuarto grado
pertenece al siglo XVI, aunque creemos razonable no incluirlas aqui.

Se dice que las ecuaciones algebraicas de grado menor que 5 admiten resolubilidad por radicales
porque pueden resolverse mediante férmulas que involucran las operaciones de suma, producto
y radicacion entre sus coeficientes.

El problema de la resolucién general de la ecuacién de grado n por radicales ha sido de gran
importancia en la historia de la Matemaética y su estudio ha sido el motivador de gran parte
de la matematica actual. Se puede demostrar que no existe una férmula general que involucre
s6lamente operaciones de suma, producto y extraccion de raices n-ésimas que permita calcular
las raices de un polinomio de grado mayor o igual que 5. La solucién de este problema se debe
a Evaristo Galois (1811 — 1832).

Raices racionales de polinomios en Q[X]

Sea P(X) € Q[X]. Sin perder generalidad, podemos considerar que P(X) tiene coeficientes
enteros, pues en caso contrario, si k es el producto de los denominadores de sus coeficientes,
entonces k P(X) € Z[X] y tiene las mismas raices que P(X).

Proposicién 2.2.3 Sea P(X)=a, X" +a, 1 X" '+ +a1 X +ay € Z[X] y g €Q,

una fraccion irreducible. Si P (‘2—9) =0 entonces p es divisor de ag y q es divisor de a, .
4q

Observaciones

1. Si a, b€ Z, recordar que b es un divisor de a si existe ¢ € Z tal que a =10b-c.

2. Si P(X) € Z[X] es moénico, sus raices racionales, en caso de existir, son enteras.

Ejemplo
1 7

Calcular todas las raices racionales del polinomio P(X) = X3 + 5 X% — 5 X -3

Las raices del polinomio coinciden con las de 2.X? + X? —7X — 6 que se obtiene del anterior
multiplicindolo por 2. Si existen raices racionales, son de la forma ‘2—9, donde p divide a —6

y ¢ divide a 2. Porlo tanto p € {+1, £2, 43, £6 } y ¢ € {1, £2}.

3
Luego las posibles raices racionales son: +1, +2, £+3, +6, ii’ ii. Reemplazando en P(X)

o aplicando la regla de Ruffini, se ve que las raices racionales son: —1, —2 y —5
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Bisqueda de raices reales

Diversos problemas se reducen al calculo de las raices reales de un polinomio a coeficientes
reales. Como no existen métodos para calcularlas con exactitud se plantean los siguientes
problemas:

1. Acotar las raices reales. Esto es, determinar un intervalo real que las contenga a todas.

2. Separar las raices. Es decir, determinar ciertos intervalos en cada uno de los cuales haya
una unica raiz.

3. Aproximar las raices con cierta exactitud prefijada.

Acotacion de las raices reales de un polinomio con coeficientes reales

Dado un polinomio P(X) con coeficientes reales, existen varios métodos que permiten en-
contrar un intervalo [a,b] € R de modo que [a,b] contenga a todas las raices reales de
P(X). Como una aplicacién del teorema del resto y la regla de Ruffini daremos la regla de
Laguerre-Thibault.

Proposicién 2.2.4 (Regla de Laguerre-Thibault) Sea P(X) = a, X" + -+ a1 X + ag
un polinomio no constante a coeficientes reales tal que a, > 0. Si al dividir P(X) por
X —c , ¢>0, elrestoy todos los coeficientes del cociente son no negativos, entonces ¢ es
una cota superior de las raices reales de P(X).

Dem. Por el teorema del resto P(X) = (X —c¢)(an X" '+ ¢ 0 X" 24+ +qo) + P(c). Como
todos los coeficientes del cociente ¢(X) y P(c) son no negativos entonces, para todo
s, s>¢>0,P(s)=(s—¢)(ans" ' +qn28" 2+ +q)+ Pc) >0, porlo tanto P(X) no
posee raices reales mayores que ¢. Luego ¢ es una cota superior para las raices reales de P(X).

Para la cota inferior se tiene en cuenta que:

e aesrafz de P(—X) si, ysélosi —a esraiz de P(X).
o a<c si,ysblosi —c< —a.

Entonces si [ es una cota superior de las raices reales de P(—X), se tiene que —[ es cota
inferior para las raices reales de P(X). O

Observacion
Si el coeficiente principal de P(X) es negativo, basta considerar —P(X), que posee las
mismas raices que el anterior.

Ejemplo
Hallar un intervalo [a,b] en el cual se encuentren todas las raices reales del polinomio
XP—X+4

Aplicamos la regla de Laguerre-Thibault.
1 0 -1 4

1 1 1 0 Como todos los coeficientes son no negativos, 1 es cota superior, luego
1 1 0 4
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tomamos b = 1. Calculamos P(—X) = —X®+ X +4, como a3 <0 consideremos —P(—X)
que posee las mismas raices que P(—X) .

—P(-X)=X*-X —4.

Hallemos una cota superior para las raices reales de —P(—X).

1 0 -1 —4
2 2 4 6 Luego 2 es cota superior y por lo tanto —2 es cota inferior de las
12 3 2
raices de P(X) y entonces tomo a = —2. Las raices reales de P(X) se hallan en el intervalo
[_27 1] :

Raices reales positivas y negativas de un polinomio con coeficientes reales

Existen métodos para calcular el nimero exacto de raices reales positivas y negativas de un
polinomio con coeficientes reales. Mas ain, permiten conocer el nimero de raices reales que
existen en cualquier intervalo (a,b). El método mas sencillo es el de Sturm (1803 — 1855).
La regla de los signos de Descartes, que enunciaremos sin demostracion, nos proporciona sola-
mente una cota del nimero de raices reales positivas y negativas de P(X).

Sea P(X)=0a, X"+ a1 X" '+ +a1 X +a € RIX] y V(P(X)) =V(an,an1,..-.,a0),
el nimero de variaciones de signo de la sucesion finita a,, a,_1, ..., ap.

Proposicién 2.2.5 El nimero de raices reales positivas de un polinomio P(X) con coefi-
cientes reales, contadas tantas veces como su orden de multiplicidad, es a lo sumo V(P(X)) .
Si es menor, difiere de V(P(X)) en un nimero par. Andlogamente, el nimero de raices reales
negativas de P(X) , es a lo sumo V(P(—X)) . Si es menor, difiere de V(P(—=X)) en un
numero par.

Ejemplos

1. Si P(X)=X?+1, como V(P(X))=V(P(-X))=1V(1,0,1) = 0, laregla de Descartes
nos asegura que P(X) no tiene raices reales.

2. Acotar el niimero de raices reales positivas y negativas de P(X) = —X3+7X — 3.
Como V(P(X)) =V(-1,0,7,—3) =2, el nimero de raices reales positivas de P(X)
es 0 6 2 . Porotrolado P(—X)=X3-7X -3 y V(P(—X)) = 1. Entonces el
numero de raices reales negativas es 1.

El siguiente teorema juega un papel importante en la localizacién y aproximacién de las raices
reales de un polinomio con coeficientes reales. Dado P(X) € R[X] y teniendo en cuenta que
la funcién polinémica asociada es continua en toda la recta, se tiene que:

Proposicién 2.2.6 (Teorema de Bolzano) Sean a,b € R, a < b . Si P(a)- P(b) < 0,
entonces existe ¢ € (a,b) tal que P(c) = 0.

Ejemplo
Usemos el teorema de Bolzano y localicemos, para el polinomio del ejemplo 2., los intervalos
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en que se encuentran las raices reales de P(X).
Calculemos los valores de P(a) para algunos enteros a.

P(0) = =3 (Negativo)

P(1) = 3 (Positivo)

P(33) = =9 (Negativo)
P(—-1) = =9 (Negativo)
P(—=2) = -9 (Negativo)
P(-3) = 3 (Positivo)

Una raiz real positiva se halla en el intervalo (0,1), la otra en el intervalo (1,3), y la negativa

en el intervalo (—3,—2).

jaz a3 X

Figura 10
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2.3 Ejercicios
1. Dados P(X)=X3+43X?-X+2y Q(X)=2X?+4X —1, calcular:

a) El coeficiente principal de P(X) - Q(X)®> — Q(X)3.
b) El término independiente de 8 P(X)? — Q(X)3.
c¢) El coeficiente de X? en P(X)-Q(X).
2. Dados los polinomios P(X) = X" —-3X%4+2X*-5X+3 y Q(X)= X?-2, calcular
el grado de:
a) Q(X)*.
b) (QX) +1)- P(X)?.
c) X¥ . P(X)—Q(X)™.
3. Determinar a,b € R de modo tal que P(X) = Q(X).

a) P(X)=6X?>+aX+b, QX)=0(BX-1)2X+1).
b) P(X):a(X2—X—2)+b(X—1)+g (X2=3X+4), QX)=3X?+2X—1.
Q) P(X) = a(X? 4 X +3) +(X? ~2X + 1)+ - (X?=3),  Q(X)=2X -1

4. Hallar el cociente y el resto de dividir:
a) —5X1+2iX3+ X por X3+ X2+ X,
b) 3X°+3X+2 por 2X%+1.
c) —4X3+X? por 2X?24+ X +3.

5. Calcular el valor numérico de los siguientes polinomios, en los valores de a indicados:

a) P(X)=X*-2X*+X+1, a=0.

b) P(X):\/iX2—\/?gX, a=v2

¢) P(X)=2X°—7X3—10X2+2X+7, a=-—1.
6. Aplicando la regla de Ruffini hallar:

a) el cociente y el resto de dividir
i) —X*+2X%-3X?2—-4X+1 por X+1.
ii) X°> por X —2.

1
iii) X*+ X por X—|—§.
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10.

11.

12.

13.

b) P(-2) , Q(%) y P(i), siendo P(X) :2X5—X4+3X3—% y Q(X) =

3XT - X6 4+2X2

Aplicar el teorema del resto y hallar las condiciones para que X" + a" sea divisible por
X+a, a#0.

P(X)=5X3-25X%+k X —10 esdivisible por X —5. Determinar cudl de los siguientes
polinomios es factor de P(X):
i) 5X24+ X —2 i) 5X% -2 i) 5X2 42
a) Dados P(X)=X"+2X34+2X?4+ (> —4)X +5+a y ¢(X)=X?+3, hallar el
valor de a para el cual P(X) es divisible por ¢(X).
b) Hallar los valores de p y ¢, sabiendo que X? —3X + 2 dividea X*+pX? +q.
c¢) Determinar b € R de modo que el resto de la division de X° +2 X3 +b X +1 por
X?+3 sea 2X + 1.
a) Hallar un polinomio P(X) de grado 3, con coeficiente principal 2, tal que P(0) =
—3 y que al dividirlo por X? — 2 tenga resto X + 1.
b) Sea P(X) € R[X]. Sabiendo que P(2) =5, P(3) = —1, hallar el resto de dividir
P(X) por (X —2)(X —3).

Determinar la multiplicidad de « como raiz de P(X) en cada uno de los siguientes
Ccasos:

a) a=1, P(X)=(X?+1)(X*-1)(X —1)>

b) a =2, P(X)=(X?—-4)(X?—-4X +4).

¢) a=i, P(X)=(X*+1)(X2+1)(X?+1).
Sea P(X)=X°’—aX'—aX+1.

a) Mostrar que —1 es raiz de P(X).

b) Hallar un valor de a de modo que —1 sea raiz miltiple. ; Cuél es la multiplicidad
de —1 para el valor de a hallado anteriormente ?

Hallar las raices racionales, en caso de existir, de los siguientes polinomios:

a) X4+X3 8X? —2X +12.

b) X3 — X —5.

c) 18X5 3XT+51X%-9X2-9X.
13 13

d) X

X4 Z2XP_X?2+ X -2
6 +3
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14. Hallar las raices de los siguientes polinomios indicando el correspondiente orden de mul-
tiplicidad.

1 2
X3—Z-X?2_2X+ =2,
2) 3 T3
1 5 8
b) X8+§X7+5X6+§X5—8X4—§X3—48X2—16X, sabiendo que 2i es rafz.

1 7
c) (X3—i)(X5+§X4+7X3+§X2—18X—9), sabiendo que 37 es raiz.

1
gX7+gX6—§X5+16X4—24X3+12X2—2X.

e) X°+ X3+ (1—14) X%+ (1—1), sabiendo que X?+1 es un factor del mismo.

d) X5

15. El polinomio P(X) = 6 (X —2i)*(X*+6i X5 —8 X7 +16i X® —49 X5 — 387 X1 +8 X3 —
167 X?+48 X +32 1) € R[X]. Hallar todas sus raices indicando el orden de multiplicidad
de las mismas.

16. Hallar un intervalo [a,b] en el cual se encuentren todas las raices reales de los siguientes
polinomios:

a) X°— X —4.

b) X*—2X +1.

) 8X5+4X4 2X3+7X2-10X + 3.
d) X —7X +6.

)

17. a) Acotar, utilizando la regla de los signos de Descartes, el nimero de posibles raices
reales positivas y negativas de los siguientes polinomios:

i) X1 —-8X +6.
i) X°—6X2+3.
iii) 4X3—24X%+35X — 12.
b) Determinar exactamente el nimero de raices reales (positivas y negativas) de los
polinomios del inciso anterior, y los intervalos en que se encuentran.

18. Sea P(X)= X®—3X°—6X?—X+8. Determinar la verdad o falsedad de las siguientes
afirmaciones, justificando convenientemente la respuesta.

a) P(X) no tiene raices reales.

b) P(X) tiene exactamente dos raices reales negativas.

c) P(X) tiene exactamente tres raices complejas no reales.

d) P(X) no posee raices reales negativas, pero posee al menos una raiz real positiva.
e) P(X) tiene por lo menos seis raices complejas no reales.
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3 Sistemas de ecuaciones lineales, matrices y determinantes

Los coeficientes numéricos utilizados en esta seccién pertenecen al cuerpo de los nimeros
racionales Q, al cuerpo de los nimeros reales R, o al cuerpo de los nimeros complejos C,
que notaremos indistintamente con K.

3.1 DMatrices

Una matriz m x n (o de orden m x n) es un cuadro de nimeros con m filas (horizontales) y
n columnas (verticales):

a1 @iz - Aip

Q21 Q22 -+ A2p
A= ) . ;

Am1 Am2  * Gmn

Si m = n, A se dice una matriz cuadrada de orden n. El nimero a;; es el elemento de la
matriz que estd en la fila ¢ y en la columna j.

También usaremos la notacion A = (a;;), 1 <i < m, 1 < j < n, para designar una matriz de
orden m X n.

Si n = 1, la matriz tiene una sola columna y se llama matriz columna. De la misma manera,
si m = 1, la matriz tiene una sola fila y se llama matriz fila.

Si A es una matriz m x n, la diagonal principal de A esta formada por los elementos a;;,
1 <i < min{n,m}.

Igualdad de matrices

Dos matrices m x n, A = (a;;) y B = (b;j), son iguales si a;; = b;; para todos los valores
posibles de los subindices 7 y j.

Operaciones con matrices

Suma de matrices y multiplicacién de un niimero por una matriz

Definicién 3.1.1 La suma de dos matrices A y B de orden m X n es otra matriz m X n que
se obtiene sumando los elementos correspondientes de A y B. En simbolos, si A = (a;;) y
B = (b;j), entonces

A+ B = (ai) + (bij) = (ai; + bi;)

Ejemplo

: -2 1 4 6 3 0
Si A_( 9 _3 5) yB—(_2 0 _7),entonces

—2+6 1+3 4+0)_(4 4 4)

A+B:( 2-2 —340 5-7 0 -3 —2
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Propiedades

Sean A, B, C' matrices m x n. Entonces :
S1) (A+B)+C=A+(B+C).
Ss) A+ B=B+A.

S3) La matriz de orden m xn, 0= | : : estalque 0+A=A+0=A para

toda matriz A de orden m x n.
Sy) Dada A = (a;j), la matriz B = (—a;;) estalque A+ B =0.

Definicién 3.1.2 El producto de un numero k y la matriz A es la matriz k - A que se obtiene
multiplicando por el niumero k cada uno de los elementos de A. En simbolos,

k-A=k- (aij) = (kazj)

En estos casos es costumbre llamar escalares a los elementos de K, y la operacién anterior se
denomina multiplicaciéon por un escalar.

Ejemplo

) 0 1 =5 0 3 —15
SlA—(2 3 2),entonces 3~A—(6 9 6)'
Propiedades

Sean A, B matrices de orden m x ny A, X' € K. Entonces:
1) A\-(A+B)=X-A+)\-B.
2) A+XN)-A=X-A+ X A
3) AN)-A=X-(N-A).
4) 1-A=A.
Producto de matrices

Definicién 3.1.3 Sea A una matriz m X n, y sea B una matriz n X p. El producto de A y B
es la matriz A - B de orden m X p definida por:

A-B = (cy),
donde .
Cij = @inbij + aiobgj + -+ 4 @inbp; = Z itbrj.
=1

Es decir, para obtener el elemento ¢;; de A - B se multiplica cada elemento de la fila 7 de A por
el correspondiente elemento de la columna j de B, y luego se suman esos productos.
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Ejemplos

: 1 4 5 —1 3 5 7 =5
1. Si A—(_3 2) yB—(O 9 _2), entonces A~B—(_15 7 _13).

Observemos que en este ejemplo no es posible efectuar el producto B - A.

: 3 =2 5 1 27 -3
2.SlA_(1 4)yB_(_63),entoncesA~B—(_19 13)

16 —6
Y B'A—(—15 24)'

En este ejemplo, los productos A- B y B- A pueden efectuarse; sin embargo, A-B # B- A.

Propiedades

Siempre que el producto pueda efectuarse, se verifican
M) A-(B-C)=(A-B)-C.
M) A-(B+C)=A-B4+A-C, (B+C)-A=B-A+C-A.

Ms) Se llama matriz identidad de orden n a una matriz cuadrada de orden n en la que a; = 1
paratodo ¢, 1 <i<n y a; =0,si ©# j. Se nota I 6 I,.

1 0 ... 0
0o 1 ... 0 .

Lyi=1. . . . estal que A- I, =1, - A= A, para toda matriz A de orden n.
0 0 ... 1

My) (A\-A)-B=A-(A\-B)=X-(4-B), AeK.

Observacién

1 0 0 0 1 0 0 0 0 0
Sean A—(O O) y B_(1 O)' EntoncesA~B_(O O).(l O)_(O O)
00 1 0 0 0
as(10) (o) =0 0)-

De lo anterior se deduce que:

1. El producto de matrices no es, en general, conmutativo.
2. El producto puede ser nulo sin que ninguno de los factores lo sea.

Matriz traspuesta

Definicién 3.1.4 Se llama matriz traspuesta de la matriz A, y se nota AT, a la matriz
que se obtiene al intercambiar las filas y las columnas de A. Es decir, si A = (ai;), entonces
AT = (bz‘j), con bz‘j = Qj;-
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Observacion
1. Si A es de orden m x n, entonces AT es de orden n x m.

2. Si A= AT, entonces A se dice simétrica.

Ejemplo
-1 2 5 -2
La matriz traspuesta de la matriz A = ( ) es la matriz AT = 2 3
-2 3 =7
5 =7
Propiedades
1) (AT =
2) (A+ B)T = AT + BT,
3) A-AT=X-AT; NeK.
4) (A-B)T = BT - AT, siel producto A - B estd definido.

3.2 DMatrices y sistemas de ecuaciones lineales

Consideremos un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas:

ar + by = e
cr + dy = f

El nombre de lineales, que también se utiliza para mayor nimero de incognitas, se debe a que

las ecuaciones del tipo ax + by = e se representan en el Plano por una recta.

Un par ordenado de nimeros (zo, o) se llama solucién del sistema si al reemplazar x por xq e
y por ¥ se satisfacen ambas ecuaciones. Geométricamente, esto sucede cuando el punto (xg, yo)
es el punto de interseccion de las rectas 1 y 2, donde 71 y ro son los graficos de ax +by = e
y cx +dy = f, respectivamente.

Hay tres posibilidades para el conjunto de soluciones:

1. Puede ser vacio, es decir, las rectas r; y 9 no se intersectan. Decimos entonces que el
sistema es incompatible.

2. Contiene exactamente un punto. Geométricamente significa que las rectas se intersectan.
Decimos que el sistema es compatible determinado.

3. Contiene infinitos puntos, es decir, r; y r3 son coincidentes. En este caso decimos que el
sistema es compatible indeterminado.
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Ejemplos
20—y = 2 22 -3y = 0 20—y = 2
20—y = 4 20—y = 4 4o -2y = 4
Y Y Y
71 T2 2 p-mmmmmmm e ¥'3,2)
" E T1=T2
1 /2 7 T
X X X
[/ /, /

Figura 11

Las tres situaciones anteriores son las unicas posibles, es decir, no puede haber un sistema con
exactamente dos soluciones, exactamente tres soluciones, etc. Esto es claro en el caso de dos
ecuaciones con dos incégnitas, porque dos puntos determinan una recta, pero también es valido
para un nimero mayor de ecuaciones y de incégnitas.

Para resolver un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas se acostumbra usar
alguno de estos tres métodos: 1. Sustitucion. 2. Igualacion. 3. Eliminacion.

Ejemplo
Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
3z — 2y = 50
2z + 4y = 140
Sustituciéon. Despejamos una de las incognitas, por ejemplo y, en una de las ecuaciones y la

reemplazamos en la otra. De la primera ecuacién, y = —25 + 5 %
Reemplazando en la segunda ecuacién, 2z + 4(—25 + 5 x) = 140.

3
Resolviendo obtenemos x = 30, y sustituyendo este valor en y = —25 4 5% resulta

y = —25+445 = 20. Luego la solucién es el par ordenado (30, 20).

Igualacién. Despejamos una misma incognita de ambas ecuaciones e igualamos las expresiones
obtenidas.

3 1 3
De la primera ecuacion, y = —25 + 2% ¥ de la segunda, y =35 — 3% Luego —25 + 5% =
1 1
35 — 3% De aqui se obtiene x = 30, y entonces y = 35 — 5 30 = 20.

Eliminacion. Se elimina una incégnita, multiplicando cada ecuacién por el coeficiente de esa
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incognita en la otra ecuacién, y luego restando ambas ecuaciones.
En el ejemplo, supongamos que queremos eliminar la incégnita x. Multiplicamos la primera
ecuacion por 2 y la segunda por 3 y luego restamos:

6r — 4y = 100
6xr + 12y = 420
—16y = —320

Luego y = 20. Para determinar = se sustituye y = 20 en cualquiera de las ecuaciones, y se
resuelve, obteniendo x = 30.

Método de eliminacion de Gauss

Nos proponemos indicar un método que nos permita resolver sistemas de m ecuaciones lineales
con n incégnitas, m y n arbitrarios. Tal sistema puede escribirse:

a1 Ty + appry + -+ apr, = b
a1 Ty + GxpTy + - A+ apT, = b
(1)

Am1T1 + Ama2T2 + 0+ AppTh = bm
donde los nimeros a;j, 1 < j <n, 1 <7 <m, son los coeficientes, y los nimeros by, b, ..., by,
son los términos independientes.
Una n-upla de nimeros (ky, k2,..., k,), es una solucién del sistema de ecuaciones lineales
(1), si cada una de las ecuaciones del mismo se convierte en una identidad después de haber
sustituido en ellas las incognitas x; por los correspondientes valores k; , ¢ =1,2,...,n.

Las definiciones de sistema compatible (determinado e indeterminado) e incompatible vistas
anteriormente se aplican también al caso general.

Si un sistema de ecuaciones lineales no tiene solucion, entonces se denomina incompatible.

Si el sistema de ecuaciones lineales tiene solucion se denomina compatible. Se dice que un
sistema compatible es determinado si posee solucion unica, e indeterminado si tiene méas
de una solucion.

Nota: Si by =by=---=b,, =0 el sistema (1) se dice homogéneo y siempre es compatible,
pues (0,0,...,0) es solucién del mismo.

Un problema de la teoria de los sistemas de ecuaciones lineales consiste en la elaboracién de
métodos que permitan establecer si un sistema dado es compatible o no, y en caso de ser
compatible, indicar el nimero de soluciones y senalar un método para hallarlas a todas.

Operaciones elementales y matriz asociada al sistema

Si se aplica a un sistema de ecuaciones lineales alguna de las tres operaciones que se indican
a continuacién, se obtiene un nuevo sistema equivalente al dado, en el sentido que ambos
sistemas tienen las mismas soluciones:
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(I) Intercambiar dos ecuaciones entre si.

(IT) Reemplazar una ecuacién por la que se obtiene multiplicindola por una constante distinta
de cero.

(III) Reemplazar una ecuacién por la que se obtiene sumando a dicha ecuacién otra ecuacion
multiplicada por una constante.

En el sistema (1) podemos suponer sin pérdida de generalidad que a;; # 0.
Por ejemplo, dado el sistema

2z + 3y — =z =1
r + 4y — =z 4
3r + y + 2z =5

si intercambiamos la primera y segunda ecuacion, obtenemos el siguiente sistema equivalente:

r + 4y — 2z =4
2z + 3y — =1
3z + y + 2z = 5

N W

Si ahora reemplazamos:
e la segunda ecuacién por la suma de la segunda y la primera multiplicada por (—2), y
e la tercera ecuacién por la suma de la tercera mas la primera multiplicada por (—3),

obtenemos el siguiente sistema equivalente:

T + 49y — 2z = 4
-5y + z = —T.
—1ly + 5z = -7
- . 1
Multiplicando ahora la segunda ecuacién por —%
T + 4y — z = 4
1 7
- -z = — .
Y7 5 b
—1ly + 5z = -7

Reemplazando la tercera ecuacion por la suma de la tercera y 11 veces la segunda:

r + 4y — z = 4
1 7

y - o5F T3

14 42

— = —

bt bt

Este ultimo sistema es equivalente al primero y puede resolverse en forma muy sencilla.
El resultado es z = 3, y = 2 y & = —1; esto es, la solucién es el conjunto S = {(—1,2,3)}.
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La matriz cuyos elementos son los coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales dado, se
llama matriz de los coeficientes. Se llama matriz del sistema o matriz ampliada a la
matriz

ailr Qa2 a, by
a21 Q22 azn  bo
Am1 Am2 - Amn bm

Podemos aplicar a las filas de la matriz del sistema las mismas operaciones que se aplicaron a
las ecuaciones. Aplicadas a la matriz reciben el nombre de operaciones elementales.

Traducidas en términos de la matriz del sistema, estas operaciones son:
1. Intercambiar dos filas de la matriz.
2. Reemplazar una fila por la que se obtiene al multiplicarla por un nimero distinto de cero.

3. Reemplazar una fila por la que se obtiene al sumarle a esa fila otra fila previamente
multiplicada por un nimero.

Estas operaciones elementales transforman la matriz del sistema en otra matriz que corresponde
a un sistema de ecuaciones equivalente al dado.

La aplicaciéon de las operaciones elementales tiene por objetivo obtener una matriz que tenga:
e Ceros debajo de la diagonal principal.
e Unos en la diagonal principal (eventualmente puede aparecer algin cero).

Este procedimiento se llama el método de eliminacién de Gauss (Karl Friedrich Gauss,
1777-1855).

Ejemplo
Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
r + Yy + z =

22 + Sy + 3z = 1
3r, — y — 2z = -1

Comenzamos considerando la matriz del sistema. Las operaciones elementales que se efectiian
se indican usando F; para indicar la fila 7.

11 1 2 11 1 2
9 3 1 Fo—2F; : Fﬂg—fﬂFl . F3 0 3 1 —3 (1/3&: Fy
3 -1 —2 -1 0 —4 -5 —7
1 1 1 2 11 1 11 1 2
0 1 1/3 —1 | PHERSE g g3 p | BB LGy g3
0 —4 -5 -7 00 —11/3 —11 00 1 3
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Esta ultima matriz representa el sistema

r + y + z = 2
y + (1/3)z = -1
z = 3

cuya solucién es (1, -2, 3)

47

Si durante la aplicacién del método de eliminacién de Gauss alguna de las matrices intermedias

tiene una fila con todos los elementos nulos excepto el ultimo, es decir, una fila de la forma

0 0 - 0 b, con b=#0,

entonces el sistema es incompatible, ya que esa fila corresponde a una ecuacion

O$1+01‘2+"‘+01‘n:b

que no tiene solucién.

Si alguna de las matrices tiene una fila con todos los elementos nulos (incluyendo el tltimo),

esa fila simplemente se elimina.

Si en la iltima matriz el nimero de filas r es igual al nimero de incognitas n, entonces el
sistema es compatible determinado. Si r < n, hay n — r incégnitas a las cuales se les puede
dar valores arbitrarios y calcular en funcién de ellos los valores de las otras incégnitas. En ese

caso el sistema es compatible indeterminado.

Ejemplos
1. Resolver
r — 2y + 3z = 10
2z — 3y — =z = 8
5z — 9y + 8z = 20
1 -2 3 10 1 -2 3 10

2 -3 -1 8 — | 0 1 =7 =12 —

5 =9 8 20 0 1 -7 =30

El sistema es incompatible.

2. Resolver
r — 2y + 3z = 10

2 — 3y — =z = 8
4dr — Ty + 5z = 28
1 -2 3 10 1 -2 3 10

-3 -1 8 — | 0 1 =7 =12 —

4 =7 5 28 0o 1 -7 —12

10
—12
—18

10
—12
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El sistema asociado es
r — 2y + 3z = 10
y — Tz = —12

Resolviendo la segunda ecuacion y reemplazando en la primera se obtiene z = 11 z — 14,
y = 7z — 12, z arbitrario. El sistema es compatible indeterminado y la solucion
general del mismo es

S={(11k —14, Tk —12, k), con k € R}.

3. Resolver

r + 3y + =z = 1
22 + Ty + 2z — wuw = -1
3z — 2y + 4u = 8
-r + y — 3z — u = —6
1 3 1 0 1 1 3 1 0 1
7 1 -1 -1 0 1 -1 —1 -3
3 -2 0 4 8 7o -11 -3 4 5 _>
~1 1 -3 -1 -6 0 4 -2 -1 -5
13 1 0 1 13 1 0 1
01 -1 -1 -3 01 -1 -1 -3
00 —14 —7 —28 oo 1 L1 2 7
00 2 3 7 00 2 3 7
13 1 0 1
01 -1 -1 -3
00 1 4 2
00 0 2 3

Ent ; >
ntonces, u = -, 2=, y=——y T = -.
) 27 47y 4y 2

1 153
El sistema es compatible determinado, con tnica solucion (5, i 5)
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3.3 Determinantes

Determinantes de segundo y tercer orden

Dada una matriz cuadrada de orden 2, A = ( Zi Z;z ), el valor de su determinante se define
como

det A = |A| = aj1a29 — ar2a9;.
Ejemplo

SiA:(_if g),entonces|A|:3~2—(—1)~2:8.

Consideremos ahora una matriz cuadrada de tercer orden

ailz aiz2 a3
A= 21 Q22 A23
a31 aszz 33

Entonces el determinante de A se define como
det A = |A| = 011022033 + A12023031 + 413021032 — G13022031 — G11023032 — A12021033

donde cada término consta de un producto de tres factores, uno de cada fila y uno de cada

columna. Si a cada término le asociamos la permutacién ¢ de {1,2,3} determinada por los

. ) .. ) 1 2 3
subindices (por ejemplo, al término ajias3ass le asociamos o = 1 3 9 ) entonces se

asigna a ese término el signo (—1)°, donde s es el nimero de inversiones de la permutacion o.

Para obtener rapidamente el valor de det A, puede aplicarse la siguiente regla practica, llamada
regla de Sarrus:

Signo + Signo —

Ejemplo
2 —4 =5

1 0 4[=20-(=6)+(—4)-4-241-3-(=5)— ((=5)-0-24(—4)-1-(—6)+4-3-2) = —95.
2 3 —6
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Determinantes de orden n

Sea dada una matriz cuadrada de orden n,

ailr ai2 -+ Qaip

Q21 Q22 --° Q2n
A=

Ap1 QAp2 - °° Gpp

Consideremos todos los productos posibles de n elementos de esta matriz de modo que en cada
producto haya un factor de cada fila y uno de cada columna, o sea, productos de la forma

a1a1a2a2 e anozn

donde los subindices oy, aa, ..., o, forman una permutacion de los nimeros 1, 2 , ..., n. Hay
n! productos de esta forma.

A cada producto de este tipo se le adjunta un signo + ¢ un signo — segin que la permutacion

1 2 ... n
g =
a1 Qo ... QOp
sea de clase par o impar, respectivamente, esto es, se considera el niimero
S
(_1) A1, A2a5 * * * Cnag

donde s es el numero de inversiones de o.

Definicién 3.3.1 Se llama determinante de la matriz cuadrada A a la suma de los n! productos
de la forma (—1)°a14,024, * - * Gna,, - Se nota det A ¢ |A].

det A = |A| = Z(_1>8a1a1a2a2 © o Apag, -

det A se dice un determinante de orden n.

Ejemplo
Calcular
-1 0 00
0O 0 10
1 1 -1 1
3 -1 0 2

Los productos que no se anulan son: ai1-ags-ase- 44 y 11 - G23 - A34 - G42, ademas el nimero
de inversiones de 1324 es 1 y el nimero de inversiones de 1342 es 2, luego,

det A = (—1)1'(111'(123'(132'(144+(—1)2'(111'(123'(134'(142 = —(—1)112+(—1)11(—1) = 2+1 = 3.

. a11 a2 0 1
Para n:2, si A= ((7,21 G2 s det A = (—1) '(111'(122+(—1) +aA12°0A21 = A11°A22 — Q12 0A921.
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aixr Q12 13
Para n = 3, si A= 21 Q922 A23 s det A = (—1)0 ~ Q11 - Q29 - A3z + (—1)1 c Q11 - Q23 - A3 +
a3zr azz a3z

2 1 2 3 _
+(=1)% - a1z - ags - az1 + (—1)' - a1z - ag1 - ags + (—1)% - ars - ag1 - ase + (—1)° - a1z - agn - ag1 =
@11 - @22 - A33 + @12 - Q23 - A31 + Q13 - A21 - A32 — Q11 - (3 A32 — 12 - G21 - G33 — Q13 - A22 - A31, resultado
que puede obtenerse aplicando la regla de Sarrus para el cdlculo de determinantes de orden 3.

Es facil convencerse de que la definicién de determinante es completamente ineficiente para
calcular determinantes de orden n, incluso para valores de n no muy grandes, por lo que es
necesario establecer algunas propiedades de los determinantes que faciliten su céalculo.

El caso mas simple de calculo de un determinante es el caso del determinante de una matriz
triangular (A = (a;;) es triangular superior si a;; = 0 cuando 7 > j; es triangular inferior si
a;; = 0 cuando i < j y triangular, si es triangular superior o triangular inferior):

a1 a2 a3 ... Qin

0 A929 A23 ... QA9p

A= 0 0 ass ... Qa3zp
0 0 0 ... Gum

Todos los términos del determinante se anulan excepto el formado por el producto de los
elementos de la diagonal principal, luego

det A = a11a922 * * * App -

Propiedades

Vamos a ver ahora algunas propiedades elementales de los determinantes que seran de utilidad
para hallar métodos para calcularlos.

Propiedad 1 El determinante de una matriz coincide con el determinante de su traspuesta.
Es decir, det A = det AT

De la Propiedad 1 se deduce que a toda propiedad de un determinante relativa a las columnas
le corresponde una andloga para las filas, y reciprocamente, puesto que las columnas (filas) de
una matriz son las filas (columnas) de la matriz traspuesta. En lo que sigue indicaremos las
propiedades de los determinantes iinicamente para las columnas pero sabemos, por lo anterior,
que para las filas valen propiedades anédlogas.

Propiedad 2 Si una de las columnas de la matriz A estd constituida por ceros, entonces
det A = 0.

Propiedad 3 Si A’ es la matriz que se obtiene de la matriz A intercambiando dos columnas,
entonces det A’ = —det A.

Propiedad 4 St A es una matriz con dos columnas iguales, entonces det A = 0.
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Propiedad 5 Si A’ es la matriz que se obtiene multiplicando todos los elementos de una colum-
na de la matriz A por un nimero k, entonces det A’ = k - det A.

Propiedad 6 Si A es una matriz que tiene dos columnas proporcionales, entonces det A = 0.

Propiedad 7 Si A = (a;5) y la columna r-ésima se puede expresar a;. = by + ¢ir, 1 < i < n,
entonces det A = det B+ det C' donde B y C' coinciden con A salvo en la columna r-ésima, en
la que B tiene los elementos by y C' tiene los elementos ¢, 1 < i <mn.

Sea A wuna matriz de orden m X n, si indicamos con C4, Cs,...,C, las columnas de
A, diremos que la columna C; es combinacién lineal de las columnas C; y Cj, con
1 < j,k < n, siexisten nimeros «, 3 talesque C; = a- C; + B- Cj.

Ejemplo
15 7 10

(a) En -2 1 -3 s 03 =2 Cl + 02. (b) En ( ) s 02 =0- Cl.
3 0 6 Lo

10 -2 3
(C)El’l (2 1 —4 _1)703:—2'01.

Propiedad 8 Si en una matriz A una columna es combinacion lineal de otras, entonces
det A = 0.

Propiedad 9 Si A’ es la matriz que se obtiene al sumar a una columna de una matriz A una
combinacion lineal de otras columnas de A, entonces det A" = det A.

Calculo de determinantes

De las propiedades anteriores resulta que si se pasa de una matriz A a otra matriz por medio
de una operacion elemental, entonces

(I) El determinante cambia de signo si se intercambian dos columnas (filas).

(II) El determinante queda multiplicado por un escalar no nulo si se reemplaza una columna
(fila) por un multiplo no nulo de esa columna (fila).

(III) El determinante no varfa si a una columna (fila) se le suma un multiplo de otra.

Por consiguiente, un método para calcular el determinante de una matriz A consiste en trans-
formar A en una matriz A’ triangular, cuyo determinante es de calculo inmediato. Segin lo
anterior, det A y det A’ diferiréan a lo sumo en un escalar.
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Ejemplo
0 3 2 3 0 2
1 -6 6= Cl > 02 —| -6 1 6 |= %Cl — Cl
5 91 9 51
1 0 2 1 0 O
3 5 1 3 5 =95
10 0
——3|-21 0|= (=3)-(=55) =165
3 5 —955

Desarrollo de un determinante por los elementos de una linea (fila o columna).

Dada una matriz A = (a;;) se llama menor complementario del elemento a;; y se nota
M;; al determinante de la matriz que se obtiene a partir de A suprimiendo la i-ésima fila y
la j-ésima columna.
Se llama complemento algebraico, cofactor o adjunto del elemento a;; de A al nimero
Ay = (1) - Mj.

Teorema 3.3.1 El determinante de una matriz A = (a;;) es igual a la suma de los elementos
de una linea (fila o columna) multiplicados cada uno de ellos por sus respectivos complementos
algebraicos.

Asi, det A = a1 - Ajp + ajo - Ajg+ -+ - + aipn - A es el desarrollo de det A por los elementos de
la i-ésima fila y det A = ay; - A1j + agj - Asj + -+ + ayn; - An; es el desarrollo de det A por los
elementos de la j-ésima columna.

Corolario 3.3.1 Si A = (a;j) , la suma de los elementos de una fila (columna) multiplicados
cada uno de ellos por los complementos algebraicos de los elementos correspondientes de otra
fila (columna) distinta, es cero.

Es decir, ag - Ay +aso- App+ -+ asn - A =0y a1s- A+ aos- Aop + -+ + aps - Apg = 0, si
s#t.
Dem. En efecto, as - Ay + ago - Apo + -+ + agn - Ay €8 el desarrollo del determinante de

la matriz que se obtiene reemplazando en A la fila t por la fila s. Esta matriz tiene dos filas
iguales, y por consiguiente, su determinante es cero. O

Ejemplo

Calculemos el siguiente determinante desarrollandolo por los elementos de una linea.
Para aplicar este método resulta conveniente que la fila o columna elegida tenga la mayor
cantidad de ceros posible.
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(2) _; g ? 2 31 3 1
= (D210 -1 4|+ (-D"*2.(=1)-|1 —1 4|+
1 0 —1 4 L o _
2 1 -2 8
0 2 1 02 3
(=011 0 4|4+ (-D"**.5.11 0 —1|=2-134+04+0+(=5)-3=11.
2 1 8 2 1 =2

Si una matriz A = (a;;) de orden n tiene iguales a cero los elementos de una linea, excepto
uno de ellos, el calculo de su determinante se reduce, desarrollando por los elementos de esa
linea al calculo de un determinante de orden n — 1.

Ejemplo
i’ g :? (13 —3-Fy+F — I (1] _é _} if -1 13
= 2. Fy+Fy— Fy = = (=11 0 3 3|=

2.4 15 —-3-F,+Fy— F 00 33 1 80
37 53 2T 4 0 1 80

09 3 0 3
F1+F3—>F1:— 0 3 3 :—(—1)3+1'1' = —18

1 80 3 3

Algunas propiedades mas de los determinantes

Propiedad 10 Si A es una matriz de orden n y « es un nimero entonces det(a - A) =
a” - det A.

Propiedad 11 El determinante de un producto de matrices es el producto de los determinantes

de cada una de ellas, es decir, si A y B son matrices cuadradas del mismo orden, entonces
det (A- B) =det A - det B.

3.4 Matriz Inversa

Si A es una matriz de orden n y si existe una matriz B tal que A-B = B-A=1,, donde
I, es la matriz unidad de orden n, entonces A se dice inversible y B se llama la inversa de
A. Se escribe B = A1,

2

9 1) no existe ninguna matriz B tal

No toda matriz tiene inversa. Por ejemplo, si A = (

que A-B=B-A=1,.

En efecto, sea B = “ Y) | Entonces si fuese A-B =1, 21 AT V) = Lo ,
z U 2 1 z U 0 1

0 sea,
20+z 2y+u) (1 0
2¢+2 2y+u) \O 1)’
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de donde resulta

204+ 2z=1
20 +2=0
2y+u=20
2y+u=1

que es un sistema incompatible.
Propiedades

a) Si A es inversible, también loes A™' y (A7}~ = A.

b) Si A es inversible, también loes A- A4, A€ R—{0} y (A\-A)"t==.4""

1
A
¢) Si A y B son matrices inversibles, entonces A-B tambiénloesy (A-B)™'=B~!1.A7L

1
d) Si A es inversible, entonces det A™! = A

Definicién 3.4.1 Si A = (a;;) es una matriz de orden n, definimos la matriz adjunta de
A, yla notamos AdjA, de la siguiente manera: AdjA = (A;;) donde A;; es el complemento
algebraico del elemento a;.

All A12 Aln

A c Ay,

Ade _ 21 :22 2

Anl An2 Ann

Ejemplo

1 -1 2 3 3 —1
SiA=[0 1 3], AdjiA=| -2 =2 o0
1 -1 0 -5 =3 1

Teorema 3.4.1 Sea A una matriz de orden n. Entonces A es inversible si y solo si det A # 0.
En ese caso,
(Adj A

det A
Dem. Veamos que A-(Adj A)T = (Adj A)T-A=detA-I,.Si A-(AdjA)" = (¢;j) entonces
Gij =an-Ajp+aig-Ajp+--+ap,-Aj,, donde Aj; es el complemento algebraico del elemento
a;i. Por lo tanto, segun el teorema 3.3.1 y su corolario, resulta:

o detA si i=7
Y10 si i#]

ATt =
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det A 0 e 0
0 detA --- 0
Luego, A-(AdjA)T = : e: . : =det A - I,,.
0 0 -o- detA

Anélogamente se prueba que (AdjA)T - A=detA - I,. Por lo tanto, si det A # 0,
L AGAT  (AdiA)”

detA ~ detA A=In
y, por consiguiente,
o (Adjay
det A

Reciprocamente, supongamos que A es inversible. Entonces existe una matriz A~! tal que
A- A"t =1,. Por la Propiedad 11,

det A-det (A™') = det I,.

Pero det I,, = 1. Luego det A - det (A™!) # 0. De donde det A # 0. O
Ejemplo
Averiguar si la matriz A es inversible. En caso afirmativo hallar su inversa.
1 -1 2
A= 0 1 3
1 -1 0
Como det A = —2 # 0, A es inversible. Su inversa es
3 -2 =5
528 3/2 1 5/2
AT -1 0 1 N
Al = (‘zde - > —| -3/2 1 3/2
et - 1/2 0 —1/2

Calculo de la inversa de una matriz aplicando operaciones elementales

Dada una matriz A de orden n, si aplicando un numero finito de operaciones elementales
Ei, E,, ..., Ex sobre sus filas se puede obtener la matriz unidad de orden n, entonces la
matriz A es inversible y para calcular su inversa basta aplicar a la matriz unidad de orden
n las mismas operaciones elementales FEi, Es, ..., E; y en el mismo orden. Si al aplicar
operaciones elementales por filas a la matriz A, tratando de obtener la matriz unidad, se
obtiene una fila nula, entonces A no es inversible.

Ejemplo

Decir si la matriz A es o no inversible, y en caso afirmativo, hallar su inversa:

A= 3 0 1
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1 -1 2 100
3 01 010
4 -1 5 00 1
_3F 4+ By B 1 -1 2 100
—4F, + F3 — F 0 3 =5 —3 10
L as 3 0 3 -3 4 0 1
1 -1 2 1 00
(1/3)F, — F, 0 1 —5/3 -1 1/3 0
0 3 -3 4 01
Pt Fy o F 10 1/3 0 1/3 0
SP 4P F 01 —5/3 -1 1/3 0
2T 3 0 0 2 -1 -1 1
10 1/3 0 1/3 0
(1/2)F3 — Fj 1 —5/3 -1 1/3 0
00 1 —1/2 —1/2 1/2
100 1/6  1/2 —1/6
—(1/3)Fs + Fy — Iy 01 0 11/6 1/2 5/6
(5/3)Fs 4+ Fy — Fy -11/6 -1/ /
00 1 -1/2 —-1/2  1/2
Verificacién:
1 -1 2 /6 1/2 —1/6 100
3 01 )| -11/6 =172 5/6 |=|010
4 —-1 5 —1/2 —-1/2  1/2 00 1

Resoluciéon de sistemas lineales por determinantes. Regla de Cramer

Como aplicacion del Teorema 3.4.1, vamos a probar que si el determinante de la matriz de los
coeficientes de un sistema de n ecuaciones lineales con n incognitas es distinto de cero, entonces
el sistema tiene una unica solucién. Ademas vamos a dar una formula que expresa la solucion
unica del sistema en funcién de los coeficientes y de los términos independientes.

Un sistema de n ecuaciones y n incognitas

anry + apr: + - A+ apT, = b
anry + apry + - + AT, = by
an1T1 + apax2 + -+ appT, = bn

puede escribirse en forma matricial como sigue:
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a1 aiz ... Qin X1 b1
Q21 QA22 ... Q2p X2 by
Apl Qpa ... Gpn Tn b,

es decir, puede escribirse A- X = B, donde A = (a;;) es la matriz de orden n x n de los
coeficientes del sistema, X = (z;) esla matriz de orden n x 1 de las incégnitas y B = (b;)
es la matriz de orden n x 1 de los términos independientes.

Teorema 3.4.2 (Regla de Cramer) Si det A # 0, el sistema A - X = B es compatible
determinado, y la unica solucion del sistema estd dada por

ay; aip ... bl ... Qin
21 QA22 ... bg ... Qop
= Ap1 Ap2 ... bn ¢
;=
det A ’
donde by, bs, ..., b, son los elementos de la i-ésima columna.

Dem. Sidet A # 0, entonces A es inversible. Entonces una solucién del sistema A- X = B
es X = A~ B, ya que

A (A B)=(A-AY.-B=B.
Ademas, esta solucién es tnica, pues si Z es solucién del sistema, se tiene A - Z = B, de donde
A A Z=A"1.B estoes, Z=A""'.B.

S ANT
De X = A~'. B, y teniendo en cuenta que A~! = M, resulta:
det A
Z1 Ay A - Am by
T2 | 1 Arg A -0 An by B
TdetA | ]
Tn Aln A2n e Ann bn

A1161+A2162+"‘+Anlbn

1
TotAd A12bl+A22b2:+"‘+An2bn
Alnbl+A2nb2++Annbn
, . Ay by +Ag;-bo+---+ Ay - by )
Luego, para cada ¢ =1,2,...,n se verifica x; = Lol 2 , es decir,
det A
ail a2 ... bl ... Q1p
a91 a9 ... bg ... Qop
Ap1 Ap2 ... bn oo Qpp
xTr; =

det A
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Ejemplo

Verificar si los siguientes sistemas son compatibles determinados, y en caso afirmativo, hallar
la solucién aplicando la regla de Cramer.

B B r — Yy + wu = 0
2@ Oy = 3 2z - 2z + 3u = 4
a) r — 3y + =z = 2 b)
2y — 32 = -1 by — 2 o- uw =1
y 3r + 4y — 2z + 3u = 5
2 —6 0
a)A=11 -3 1
0 2 -3
Como det A = —4 # 0, el sistema es compatible determinado. La solucién es:
3 =6 0 2 3 0 2 —6 3
2 -3 1 1 2 1 1 -3 2
-1 2 =3 9 0 -1 -3 1 0 2 —1 1
T = = 7> y: = =, z = = —
—4 4 —4 4 —4 2
1 -1 0 1
2 0 -1 3
b) A= 0 5 -1 -1
3 4 -2 3

En este caso, det A = 0, luego el sistema no puede resolverse por la regla de Cramer.

La expresién matricial de la solucion es 1til para diversos fines. Sin embargo hay que enfatizar

que, para un sistema genérico dado, el método de Gauss es mas rapido a los efectos del célculo
numeérico.
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3.5 Ejercicios
1. Construir matrices que cumplan las siguientes condiciones:

a) A= (a;) deorden 2 tal que a;; =i?—2j+ 1.
b) B = (bij) deorden3 tal que b; —bj;=0si i#j , b; =0 sl i=j

c) C = (c;) deorden 2 tal que Cz‘j:{g : ziiig :

i s>
d) D = (di;) deorden 4 tal que dij:{O sii<j .
—9j sii=j

2. Resolver, si es posible, las siguientes ecuaciones matriciales:

) 3—a b -2 . 2 a+b 4\ —1 a 2
a 4 —c+1 6 l—¢ 2 0]~ 20 6 )"
b) d c n 0 —d (2 4 0

a—c a+b 2d c¢c—d/) \1 0 0]/

a—b —1 2 b 0 c -1 -1 3

c) 1 b —a |+ | —c 2 3 | = 0 4 4

0 c 2 2 3 a -2 41

3. Efectuar los siguientes productos entre matrices:
1 =3 2 2 5 6 2 —
2
a)l3 —4 1|11 25 b)| 0 ( (1) 1 i’ )

2 =5 3 1 3 2

01 1 0 00
4.SeanA—(O O)’B_(O _1)y0—(1 O)'

Calcular: A-B—B-A, B-C—-C-By A-C—-C-A.

0 1 2 -1 0
5. Sean A=| -1 01|, B=| -2 4 ]| y C=(¢;) deorden 2 x 3, tal que
2 -1 0 3 1
Cij = 7 —|—j

a) j, Es posible efectuar A-C' 7
b) Calcular (C-A)T -3 B.
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6. Una matriz cuadrada A = (a;;) se dice diagonal si a;; = 0 cuando i # j y escalar si
A= X-1,. Ademss, si A es una matriz cuadrada de orden n y k € N, definimos la
potencia natural como sigue: A' = A, A = AF. A para k> 1.

Decidir la verdad o falsedad de las siguientes afirmaciones justificando su respuesta.

Si A, B, C' son matrices cuadradas de orden n se tiene:

a) 2-AT-(3-B)-C|"=6-(B-C)"- A.

b) (2 A+B-C)'=2-AT + B-C, donde B y C son matrices diagonales.

c) Si A-B =0, entonces B-A=0.
)
)

(COPRERY

Mostrar que:

oL

7. a
i) Si A esuna matriz m x n, entonces el producto A- AT estd definido y es una
matriz simétrica .
ii) La suma de matrices simétricas es una matriz simétrica.
iii) El producto de dos matrices simétricas es una matriz simétrica, si las matrices

conmutan.

b) Hallar los valores de z, y, z de modo que la siguiente matriz sea simétrica:

T rT+y rT—2

rT—Y y y+tz
y+z2—2 z—y z

8. Resolver y clasificar los siguientes sistemas de ecuaciones lineales. Si el sistema es com-
patible indeterminado, hallar una solucién particular del mismo.

r+y+2z=-1 r—y—z=1
a) {x—2y+z:—5 b) {3x—2y+22=3

3r+y+z2=3 20— y+3z=-1
(3x+2y+52+4t=3 (20 —y+3z—t+u=2

) 20 4+3y+62+8t=5 d) dr —2y+62—-2t—-2u=4
r—6y—92—20¢t=—-11 20 —y—2+4+2t=0
\dorx+y+42+2t=2 \ 4z —3t4+u=2
(v+3y+z=11 (v+2y+3z—2u=—1

) r+2y—3z=4 f) 20 4+3y+4z—-3u=-2

¢ 20 +5y—4z=13 20 +6y+9z—6u=—3
224+ 6y+22=22 \ 22 —3y—4z2+3u=2

9. Hallar el valor de A para el cual los siguientes sistemas son compatibles determinados,
indeterminados ¢ incompatibles:
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rT+y—u=2 r+ 3y+ 2z—t=1
a) 3r+2y+ 2—8u=3 b) 24+ 5y— 2z=6

Sr—Az=1 r+y— 2z2=4

z—5bu=—1 3x+ by—2z+At=9

r+y—z=1

c) {3x—|— Ay+Az=5
dr+ Ay =5

10. a) De una fiesta se van 21 chicas y quedan 2 varones por cada mujer. M4ds tarde se

van 63 chicos y quedan 5 mujeres por cada varén. ; Cuantos chicos y cuantas chicas
habfa al principio ?

b) El dueno de una tienda, al hacer el inventario, en lugar de contar el nimero de
bicicletas y triciclos existentes, cuenta los pedales y las ruedas. Cont6 153 ruedas y
136 pedales.

., Cuantas bicicletas y triciclos tenia ?

¢) Un frasco de remedios con 20 tabletas iguales pesa 270 gramos. El mismo frasco,
con 15 tabletas pesa 240 gramos. ; Cuanto pesa el frasco vacio ?

d) Si Ana, Beatriz, César y Damian juntan todo el dinero que tienen, suman en total
32046 pesos. Si Ana tuviera seis pesos mas de los que tiene y Beatriz tuviera seis
pesos menos de los que tiene y César tuviera seis veces lo que tiene y Damian tuviera
la sexta parte de lo que tiene entonces las cantidades de dinero que tendria cada uno
serian iguales entre si. ; Cuanto dinero tiene cada uno ?

e) Alicia y Beatriz llevaban 50 $ cada una. Alicia compré 3 Kg. de helado y un postre.
Para poder pagar tuvo que pedirle 4 $ prestados a Beatriz.
Beatriz compré 1 Kg. de helado y un postre del mismo precio que el de Alicia;
después de pagar y prestarle a Alicia los 48, le quedaron 16$. ; Cuanto costaba el
postre ?

11. Calcular:

2 1 cost —senf L43
a) 1 2 b) sen 6 cos |2 10
0 31
12. Hallar los valores de z tales que det A = 0.
1 9 xr 1 2 7 0 —6
a)A:(xl _4) by A=[2 = 2| A= 2 2 -1
. 1z 1 30 4
a b c
13. Si A=|d e f y det A =5 decir, sin calcular los determinantes, por qué valen
g h m

las siguientes igualdades:
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d e f —a —-b —c
a) lg h m|=5 b) |2d 2e 2f|=10
a b c —g —h —m
a+d b+e c+f a b c
c) d e f |=5 d) |d—=3a e—=3b f—3c|=10
g h m 2g 2h 2m

14.

15.

16.

17.
18.

19.

Calcular, triangulando previamente la matriz, los siguientes determinantes:

0 4 o 1035
2 1 27

35 2

S 2 2 0 4
32 1 2

Calcular, desarrollando por los elementos de la fila 6 columna con mas ceros, el siguiente
determinante

w o oW
w o w o
S W o O
S W W W

Calcular los siguientes determinantes haciendo previamente todos los elementos de una
fila o columna cero excepto uno, y desarrollando luego por esa linea.

1 -1 2 13
1 -1 2 é?jg 0 1 -1 10
a)l 0 1 3 Dly 1 5 0 o1 1 1 -1 2

Si A es una matriz de orden 3 y det A =2, hallar det(3-A) y det(A- AT).

1
2
Calcular A- B, det A, det B, det(A-B) y det(A+ B) para
1

—1
1

3
A= 1
1

o NN O

10
y B=| 20
01

i, Es cierto que det (A + B) = det A+ det B 7 Justificar la respuesta.

Dadas las siguientes matrices decir si son o no inversibles, y en caso afirmativo, hallar su
inversa:



Algebra y Geometria por Ana Maria Suardiaz y Julio A. Sewald 64

1 -1 2 1 11
a) 3 01 b) 1 10
4 -1 5 0 0
1 11 10
c) 1 10 d) 1 -1 2
1 00 1 11
1 2a -1 1 0 1
20. Sean A=1| 2 2a —(a+3) y B=|0 1 -1
0 —3a —a 0O -1 0
Hallar los valores de a, de modo que A - B no sea inversible. Para a = 1, calcular

A7l B.

21. a) Si A esuna matriz de orden 4 y det A =3, hallar det[(3- A%)~!. AT].

b) Sabiendo que A y B son matrices de orden cuatro; det A =5 y det B =2, calcular
det [(5- A7t BT)71].

22. Hallar las inversas de las siguientes matrices utilizando operaciones elementales:

Lo s ) 01 13 03

a) | 21 -1 ) [ 1 32 c)
31 4 1 -3 3 0140
00 10

23. a) Determinar, usando la regla de Cramer, para qué valores de A tiene soluciones no
triviales el sistema

T+ y 4+ z + t =0
r + Ay + 2z 4+ t =0
xr + vy + Az + t =0
T+ oy 4+ oz + A o= 0

b) ; Para qué valores de n € Z, la solucién del siguiente sistema satisface la condicién

r>0e y<0?
nr—y=>=5
204+3ny =7
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4  Vectores

4.1 Segmentos orientados. Vectores libres

Consideremos A y B dos puntos del Plano o del Espacio y sea. AB el segmento determinado
por ellos. Si Ay B estan dados en cierto orden, A el origen y B el extremo, decimos que AB
estd orientado. ( Ver Figura 12)

Definicién 4.1.1 Se llama vector a todo segmento orientado. Lo notaremos U = AB.

Figura 12

Si A # B, la recta que contiene al vector, y todas sus paralelas, determinan la direccion del
mismo; y la orientacion sobre la recta, definida por la semirrecta con origen A que contiene a
B, el sentido del vector. Todos los vectores situados sobre una misma recta o rectas paralelas
tienen igual direcciéon y se dicen paralelos.

A la longitud del segmento AB que define al vector AB se la denomina el médulo de AB
y lo notamos HA—B>H

—_—
Sean AB y A'B’ vectores paralelos no contenidos en la misma recta y L la recta determinada
por Ay B. Si el punto C' que se obtiene al proyectar B’ sobre L en forma paralela al segmento
A’A, pertenece a la semirrecta con origen A que contiene a B, diremos que AB y A'B
tienen el mismo sentido. En caso contrario diremos que tienen sentidos opuestos.
Si AB y A'B’ estan contenidos en L, el caso se reduce al anterior por traslacion de A'B’ a
una recta L', paralela a L. Ver Figura 13.

Observacion

Si A = B, entonces el segmento se reduce a un punto. En este caso no puede hablarse de
vector pues no estd determinada su direccién. A pesar de ello, llamaremos a o = AB = A4
vector nulo y lo notaremos 0.
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Figura 13

Observaciones

L. HA—B>H > 0, para todo par de puntos Ay B.
Si A = B, HA—B>H = HMH — ||0]| = 0, lo que caracteriza al vector nulo como aquel

vector que tiene modulo cero.

2. Si A # B, los vectores AD y BA tienen el mismo modulo, la misma direcciéon y
sentido opuesto.

Igualdad de vectores

—_—

Definicién 4.1.2 Diremos que dos vectores no nulos, AB y A'B" son iguales y notaremos
—_—

AB = A'B si:

—

1) || AB| = | AB]

2) AB y A'B' tienen la misma direccién,
3) AB y A'B’ tienen el mismo sentido.

Con este criterio de igualdad todos los vectores pueden ser trasladados de modo que tengan un
mismo origen O . De esta manera, cada vector y sus iguales tendran un tinico representante
entre los vectores con origen O. Se dice entonces que trabajamos con vectores libres.

Al conjunto de los vectores libres del Plano o del Espacio los notaremos FE, y FEj3, respectiva-
mente. Si no es necesario distinguirlos los notaremos V.

Ejemplo

—_— =7
Si consideramos los segmentos orientados 1@, A'B'y A"B",

entonces A’B’:O—SJ, AB=0S y A"B" = 05",

como muestra la Figura 14,
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B g B’ A B
A
S
A//
S @ Figura 14

Operaciones con vectores
Suma de vectores
Definicién 4.1.3 Sean u y U wvectores del Plano o del Espacio. Podemos suponer, al trabajar

con vectores libres, que U= 0B y v = BC. Se llama suma de i y U yla notamos U + U
al vector OC

B

o it ¢
Figura 15

Propiedades

Vi) (@ + V) + W =14+ (U + ), para todo u, v, We V.

Vo) @ + 0=7 + @, paratodo u, 7€ V.

V) i+ 0 = @, paratodo @€ V.

Vi) Para cada @ € V' existe un tnico W eV tal que U + u' = 0. Notaremos u = —i.
Observaciones

1. Por definicién escribiremos @ — ¢ = @ + (—7).
2. 51 7= A—B> entonces —7 = BA.

3. Si 4 y U seconsideran con origen comin O, es decir, 4 = OB y U= OA con 0, A
y B puntos distintos y no alineados, entonces i+ v =0C demodo que O, A, B
y C' forman un paralelogramo. En tal caso decimos que para sumar vectores usamos la
regla del paralelogramo.



Algebra y Geometria por Ana Maria Suardiaz y Julio A. Sewald 68

4. Para efectuar geométricamente la suma de varios vectores, basta dibujar a los mismos de
manera que el origen de cada uno coincida con el extremo del precedente. El vector que
une el origen del primero con el extremo del ultimo, es el vector suma.

Ejemplo
U
——
w
U
Figura 16

Producto de un escalar por un vector

Definicién 4.1.4 Sea @ wun vector y A € R, definimos el producto de A por ¢ y lo
notamos AU como sigue:

eSi AN=0 J =0, entonces \.¥ = 0.
e Si AN£0 y T#0, entonces
a) AU posee igual direccion que U,
b) [IAT] =[ A 7],

c) AU posee igual sentido que U, si X >0 y sentido opuesto, si A < 0.

Ejemplo
u )
1 -
. —1.0
/%u 2
Figura 17
Propiedades
V5) A\(d 4+ U) = \d + A7, paratodo A € R; @, 7€ V.
Vo) (A + p).i = A + p.d, paratodo \,p e R, @ eV.
Vi) (Ap).0 = A (u.¥), paratodo A\, u €R, 7€ V.
Vs) 1.0 =4, paratodo v € V.
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Observaciones

1. Si w # 0, el vector -, denominado versor u, tiene igual direccion y sentido que

1
I

u 'y médulo 1.
2. Dos vectores no nulos v; y v3 son paralelossi v;1 = \.v3, A € R.
3. —(\4) = (=N).4= A\.(—u), para todo A € R; @ e V. En particular: —a = (—1).4.

Definicién 4.1.5 Un vector @ € V' se dice una combinacion lineal de los vectores w7,
Vs, ..., U, Siexisten escalares i, Aa,..., A\, € R tales que @ = A\1.07 + A2.03 + -+ -+ A0y

Bases de E; y Ej

Si consideramos en el Plano dos vectores b; y by no nulos ni paralelos (podemos suponerlos
con origen comin O ), todo vector @ del Plano se escribe en forma tnica como combinacién

lineal de b: y b;. En tal caso diremos que B = {b:, b;} forma una base de FE» .

En el Espacio, B = {bl, bg, bg} es base si, y sélo si bl, bg Y bs son no nulos y no paralelos a
un mismo plano. Si los pensamos con origen comun {bl, bg, bg} es base si, y solo si bl, b y b
son no coplanares.

Si en V a los vectores de una base B los consideramos en cierto orden, diremos que B es una
base ordenada.

—»\ [/
)\1 bl \r\

~

Figura 18
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Los elementos de V' son de naturaleza geométrica, queremos obtener una expresion numérica
de los vectores a fin de efectuar con ellos cdlculos en forma eficiente.

Si B = {b1,b2} es una base ordenada del Plano, todo vector ¢ se escribe de manera tnica
en la forma o = A\.by + A2.bo . Entonces al vector o le podemos asociar el par ordenado
(A1, A2). Los nimeros reales A\, Ay se denominan las componentes del vector ¢ en la base

_ , .. A
B. Notamos (¥)p = (A1, A2) 6 en forma matricial [0]p = ()\1) .
2

Sea O un punto del Planoy B = {b:, b;} una base ordenada de FE5. La base y O determinan,
en el Plano, un sistema de coordenadas cartesianas (O, XY).

/ Figura 19

Reciprocamente, un sistema (O, XY) de coordenadas cartesianas en el Plano, determina una
base ordenada {W OV } de Es.

1%
oV

1

1
/ 0O ov U X
Figura 20

Dado un punto P del Plano veamos que relacién existe entre sus coordenadas en el sistema
(O, XY) y las componentes del vector OP en la base B.

Sea P un punto de coordenadas (A1, A2) en el sistema (O, XY). Si P;(A1,0), P2(0,As)

y cgnsideraqmos los vectores O—Pl> y O—Pg, entonces se tiene que @ = O—Pl> + O—Pg> =
A1.b1 + Ag.be. Por lo tanto (O—f’)B = (A1, A2). Como también vale la reciproca concluimos que

P(A,Xe) en (0,XY) si,ysélosi (OP)g = (A1, Aa).
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‘o 1 P(M0) X
Figura 21

Veamos que fijados O vy la base ordenada B = {b:,b;}, podemos identificar al vector
@ = A.by + Ao.by con el par ordenado (Aj, Ag) y escribir @ = (A1, A2).
Debemos definir una aplicacién biyectiva de Ey; y R? que respete las operaciones.

Si @ = M.by + Ag.bo, v By — R? tal que o(u ) (A1, A2), define una funcién biyectiva.
Notemosquem 0= M\.by + )\gbg, 'U—,ulbl —i—,ugbg y A ER,; u+v—()\161 + )\262)
(,ul.bl + ,ug.bg) = ()\1 + ,ul).bl + ()\2 + ,ug).bg y AU = )\()\1[?1 + )\2.[)2 ) = ()\ )\1).[)1 + ()\ )\Q)b .
Luego ¢(i@ + ¥) = p(@) + ¢(¥) v o(\1) = \o(i), algebrizando a R? como sigue:
(A1, A2) + (o1, p2) = (M1 + g1, Ao + o)
A ) = (A A )

En lo que sigue trabajaremos con sistemas de coordenadas cartesianas ortogonales, es
decir fijamos en el Plano y el Espacio un punto O vy las bases ordenadas {€1,é}; {€1, s, €3}
respectivamente, cuyos vectores se representan por segmentos perpendiculares dos a dos y de
modulo unitario.

Sea (O, XY) un sistema de coordenadas cartesianas ortogonales, A(xi,11) y B(z2,92)
puntos del Plano. Consideremos el vector AB , queremos encontrar las componentes (A1, A2)
del mismo, es decir las coordenadas del punto P de modo que OP = AB.

Y
Pr-—-—-—=-=—=—=-=--= B
I
I
| — |
1 I
| I
| I
| I
I
I
L
I
€5 ! :
L
@) e T ro X

Figura 22
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Como 071+14—B>:O—B> se tiene que m—l—O—ﬁ:O—l?)yentoncesOT’:O—é—m.

En funcién de las componentes este resultado se expresa como: (A1, \2) = (z2,¥2) — (z1,vy1) =
(2 — 1, 92 — Y1)

En forma andloga para el caso de FEj, el vector opP que representa a AB tiene componentes
(x2 — x1,Yy2 — y1,22 — 21), donde A(z1,y1,21) y B(wa,y2, 22).
4.2 Proyeccién ortogonal y producto escalar

a) Proyeccién ortogonal de un punto sobre una recta

Sea L una rectay P un punto.

e Si P e L, entonces proy,P = P.

e Si P¢ L, entonces proy,P =L NL, donde L' es latnica recta perpendicular a
L que pasa por P e intersecta a L.

P

L/

M = proyr P
L
Figura 23

b) Proyeccién ortogonal de un vector sobre otro

B
i
|
i/
|
|
|
______ I
L Oﬁ M
Figura 24

Sean @ y U vectores, U # 0, (podemos suponerlos con origen comin) y consideremos la
recta L que contiene a ¢. Fijemos sobre L, como unidad de medida y sentido positivo,

el versor ———. Ver Figura 24.

[l
Si M es la proyeccién ortogonal de B sobre L, llamamos proyeccién ortogonal de
u sobre v, y la notamos proyzu, a la abscisa de M.
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Observaciones

1. Si w y v son vectores no nulos con origen comun O y € es la medida radial del angulo
por ellos formado, 0 <6 <, se tiene que: proyz i = ||u]| cosb.

2. La proyeccion ortogonal de # sobre o puede ser positiva, negativa o nula, segin la
medida del dngulo €, como lo indica la Figura 25.

|
|
U : 0
|
|
VAR = B A __
O O
proyzu > 0 proyzu = 0 proyzu < 0
0<0<73 0=73 Z2<0<m
Figura 25

Propiedades
1) proys (4 + W) = proyz 4 + proyz W
2) proyz (A\.i) = Aproyz u; X € R.

Definicién 4.2.1 Dados dos vectores u, v; o # 0, lamaremos vector proyeccién de @

@L

En consecuencia llamaremos longitud de la

.

S —
sobre U al vector proyzu = (proysu). H H
U

. s — — . —,
proyeccion de u sobre v al niumero real ||proyzu

Producto escalar

Definicién 4.2.2 Sean u y v wvectores de V. Llamamos producto escalar de uw y v y lo
notamos (i, V) al nimero real definido como sigue:

HuH ||U]] cosb sz’ U#0 y v#£0

0 es la medida del dngulo comprendido entre 4 y .

Propiedades

Si u, v y W €V y XA€R entonces se verifican:
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c) (\u,v) = A (u, ),
d) (7,7) >0. Ademés (7,7) =0 <= 7=0.

De la definicién de producto escalar se deduce:
a) Si @ = v, entonces (&, u) = ||@]|? y por lo tanto ||i]| = /{u, @).
b) (@) =0<=ad=0,0=0206 60

ortogonales.

T ) L, .
—. En tal caso diremos que 4 y ¢ son

c) Dados los vectores @ y ¥, ¥ # 0, de la definicién de proyeccién se obtiene:

_ (@)

afl

L (d,v L (U, T) s,
i) proyzu = <HHR i) proyzu = <HHH;> 0 iii) Hproygu

Producto escalar en término de las componentes de los vectores
Si trabajamos en Fj3 y consideramos la base {é7,¢€3,€3} entonces
L. 1 sii=j
<€’i7 €j> = .o .y
0 sit#]
por lo tanto si 4 = x1.€7 + T9.€5 + x3.€3 V¥ U = y1.€1 + y2.€5 + y3.€3 se tiene, aplicando

sucesivamente las propiedades de producto escalar, que (U, V) = x1y1 + Tays + T3ys.

Ejemplo
Sii=2e€ —é+ 3.3y U=23.€1 + 2.¢5 — é3 entonces (4,0) =23+ (—1).2+3.(—-1) = L

Nota: En el caso de FE5 el producto escalar de dos vectores en término de sus componentes
se obtiene a partir de la férmula (4, 7) = z1y1 + x2yo.

Observaciones

L o]l = V(9,9) = /af + 23 + 23,

L L (U, U)  xyn + xeys +
2. Dados los vectores @ y ¢, o # 0, entonces proyzu = < > ) = o 5 2y22 32y3.
1] N R

3. Si « y U son vectores no nulos entonces el angulo entre @ y ¢ se obtiene a partir de
(U, V) T1y1 + TaY2 + T3Y3

COSQ = —— = :
[l a2+ 23 + 2F VYl + yd + y3

Sea @ = 21.6, + x2.65 + x3.65, @ # 0. Se tiene que:

xy = (i, €1) = ||i]| cosa = /2 + 2§ + 2} cosa, a es el dngulo entre @ y €;.
Ty = (Ui, €3) = ||i]| cos B = /% + x3 + 22 cos 3, [3es el dngulo entre @y é.
xy = (i, €3) = ||u]| cosy = \/xf + x3 + 2} cosy, 7 es el dngulo entre i y €.

Por lo tanto tenemos que:
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X1
cosa = > y = cos 3 =
\/xl + x5 + x3

X9 X3
cosy =
b
Vi + ad + a2 Vil +ad + xl

cosa,cos 3y cosy se denominan los cosenos directores de . Ver Figura 26.

Observar que HUTH = (cos a, cos 3, cos7), por lo que cos’a + cos? + cos®>y = 1.
U

Figura 26

Ejemplos
1. Sean @ =(1,2,-3), v=(2,1,5) y @ = (4,7,—1). Hallar:

a) —U+ U+ 2.4.
—i+ T4 205 = —(1,2,-3) + (2,1,5) + 2.(4,7,—1) = (—=1,-2,3) + (2,1,5) +
(8,14, —2) = (9,13,6).

b) Un versor en la direccién de @+ w, pero de sentido contrario.

U+ 3 4 2 )

—(

El versor buscado es t =

E+d] T V29 V29 V29
— S X
c) proyg (U + 7).
U+ U, W 3.3,2 4.7 —1 31
proyw(ﬁ+ﬁ):<u+g’w>:<(’ 2), 47, )>: . Por lo tanto
[ V66 V66
_— 31 W
progal@+ )

- V66 [l
d) Los cosenos directores de .
-3

V14 V14 V14

Como = (cos a, cos 3, cosvy) = ( ), entonces

-
I
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cos o = T cos 3 = % y cosy = \;—%
2. Dados los vectores @ = (1,t,—1) y ¢ = (—1,t,2), hallar t € R para los cuales
|proyas(d — 0)| = 1.
Como @ — 7 =(2,0,-3), @+7=(0,2¢,1) y||@+ 7| = V4t2 +1 se tiene que
(U — U, u+7) ((2,0,-3),(0,2¢,1)) | 3 B
@+ ] 4211 VAT
Elevando ambos miembros al cuadrado y operando se obtiene t? = 2, por lo que t =

+/2.

[proyays(u — U)| =

4.3 Orientaciones del Plano y el Espacio

Dados en el Plano un punto O y una base ordenada B = {b:, b;}, queda determinado un
angulo convexo «. Diremos que B = {b:, b;} tiene orientacién positiva si el angulo
convexo que hay que “rotar” by para superponerlo a by es positivo. En caso contrario diremos
que B = {b:, b;}, tiene orientacién negativa. Ver Figura 27.

Ejemplo
Sea B = {b1, by} una base ordenada del Plano.
// Y // X
/ /
by by
o 1o
SO X SO by Y
/ /
A A
{b1,b2} con orientacién positiva {b1,b2} con orientacién negativa
Figura 27
Observacion

Si {b1, b2} tiene orientacién positiva entonces {by, —by} tiene orientacién negativa.

Para el caso del Espacio, si considero un punto O y una base ordenada B = {b:,b;,b;}
diremos que B tiene 0r1entac10n positiva, es destrégira 6 directa; si colocando  un tornillo
o tirabuzon en la direccién de bg y girandolo el dngulo convexo que superpone b con bg,
resulta que el tornillo avanza en el sentido de bg

Si el tirabuzoén avanza en sentido contrario al de 1;3, diremos que B = {b:, b;, b;} tiene
orientacion negativa, es levégira 6 inversa. Ver Figura 28
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Ejemplo

{€1, €, €3} es destrigira {€, €1, €3} es levigira
Figura 28

Cuando se da un sistema de coordenadas cartesianas fijo, al cual se refiere todo el Espacio

(O y una base ordenada), se puede decir que queda determinada una orientacién del mismo,
siendo la orientacion de dicho sistema de coordenadas la misma que la de la base.

Fijado O consideraremos el Espacio orientado positivamente conforme al sistema de coorde-
nadas determinado por O y la base ordenada {é7, €3, €3} .

4.4 Producto vectorial y producto mixto
Producto vectorial

Definicién 4.4.1 Sean @ y ¢ wvectores de FEs, se llama producto vectorial de u y U y
lo notamos 4w AU al vector definido como sigue:

e 5i =0 =0, entonces @A T =0.

e Si W#0 y U+#0, entonces:
a) || AT|| = ||d]l ||7]| senca; a la medida del dangulo comprendido entre @ y .
b) (AU, U0) =0 = (dAU,7).

c) Si @ y U no son paralelos, el sistema de coordenadas determinado por {u, v, U NV}
tiene orientacion positiva.

Propiedades
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3) UN (T + W) = (dAT) + (4N D).

4) (0 + d)ANd = (UAT) + (W0 AD).

5) llandll® + (a, ) = [|a]* [|J]|>.
Interpretacion geométrica

Sean u y v vectores de FEj3, no nulos ni paralelos. Consideremos el paralelogramo por ellos
determinado y notemos con A a su area.

1

0 U
Figura 29
A=b-h=|t]-h=|v]-|dl- sena=|laAd].

Componentes del producto vectorial

Supongamos el Espacio orientado positivamente de acuerdo a la base ordenada {e7, €3, €3}. Se
tiene entonces que :

NG =Nz =3 Nés =0.
EANéE=¢€3=—(e3Né7).
e Ney=¢€ =—(E3Né).
esN el =e3 =—(€1NEé3).

Sean « y ¥ vectores. Si 4 = uj.€; + ug.€5 + usz.€3 y U =v1.€] + v2.€5 + v3.€3, teniendo en
cuenta las propiedades del producto vectorial y las identidades anteriores, obtenemos que:

UNT = (ugvg — ugvy).€1 — (ugvs — usvy).€3 + (ugve — ugvy).€3 .

Usamos la siguiente regla para recordar la formula:

€1 € €3
UNU = Uy Uz U3
V1 V2 Vs

y desarrollamos, como si fuera un determinante, por la primera fila.

Ejemplo

Sid=(1,23)y 7= (-1,01), GAT=

— =l
o o St

€3
3|=(2.€ —4ex + 2.63) =(2,—4,2).
1
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Observaciones

1. Como (BEAE)AE =07y & A(EAE)=¢E A& = —é, el producto vectorial no es

€1
asociativo y carece de sentido la expresién o A U A W

—

2. Si « y U son vectores no nulos, ¥ y o son paralelos si, y sélo si @ A v = 0.
Producto Mixto

Definicion 4.4.2 Sean u, U, W wvectores, se llama producto mixto de u, v y W al numero
real (U N\ U,0).
Interpretacion geométrica

Sean u, v y w, vectores no nulos ni coplanares de FEj3, y consideremos el paralelepipedo por
ellos determinado.

/7_ ___________ z
) //I
// ! 7 !
N N 7 / e /
uNv s / v /
Ve ! 4 /
P s
/s ! 4 !
s ! // !
;o [ [ )
[ / ! I
| oA T T T~ T
af | v / s
| ! 7
/s
I h / p
| / /s
- ; ,
w! ;s
/
(2 Y
-
O i
Figura 30

El volumen del mismo esta determinado por: V = [[u A¥|| h = |G AT| ||@] |cosa |=
| (@ AU, W) | .
Observaciones
1. Si @, ¥ y @ son paralelos a un mismo plano(coplanares, si los pienso con origen comun),
entonces (U A ¥, w) = 0.

—

2. 4, ¥y w determinan un sistema de coordenadas cartesianas con orientacion positiva si
(U AU, w) > 0.
Calculo del producto mixto
Si 4 = (uy,ug,uz), U = (v1,v2,v3) y W = (wy,ws, ws), teniendo en cuenta las expresiones
del producto escalar y el producto vectorial en términos de las componentes de los vectores
obtenemos que: (i A U, W) = wy(ugvs — vous) — wo(ujvs — viuz) + wz(uive — viug).

Por lo tanto se tiene que:
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Uy U2 U3
<’II A _), ’U_j> = 1 Vo U3
wr W2 w3

= 14.

80
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4.5 Ejercicios

1. Dados los vectores @ y # (dibujar dos flechas), graficar los vectores:

¢) T— i d) —ii — 7

<y

a) U+v b) 4 —

1
e) 3.4 f) —5.77 g) 2.u+

2. Consideremos el paralelepipedo de la figura siguiente:

A

W —

//’ ________ 7 7”
s s
// ! // /
Vs ! Ve /
s / 7 /
s g ___r /
i /
e
/ /
’U_j / //
T/
[
,/
0 .
Figura 31
Dibujar los siguientes vectores:
oL I B 1., 1.,
a) U+ U+ W b) U+ 7+ 5.0 c) g Ut g U+w
L N
d) t+7—w e) —U— T+ U

3. Consideremos el cuadrado ABDC' 7y el punto medio O de AD.

A B

C D
Figura 32

a) Expresar al vector A0 como combinacién lineal de AD y AC,
b) Expresar al vector BO como combinacién lineal de AB y AC,

4. a) Dados los puntos A(3,—1,2) y B(—1,2,1), hallar las componentes de AB y

BA.
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b) Hallar las coordenadas del origen A del vector @ = (3, —1,4), si su extremo coincide
con B(1,2,-3).

c) Hallar las coordenadas del extremo B del vector @ = (3,—1,2), si su origen es
A(L,1,1).

d) Dados @ =(1,3,—1) y ¥ =(0,5,2), hallar 2.4 — 3.9.

a) Hallar un vector @ de mddulo 2, con igual direccién y sentido contrario a ¢ = (1, 3).

Calcular el médulo del vector (6,3, —2).

)
)
b) Hallar un vector @ paralelo a ¢ = (1,—2) y de médulo 5.
a)
)

b) Si @ = (4,—12,2), hallar z, sabiendo que ||| = 13.

7. Dados los puntos A(—1,3,-7), B(2,—1,5), C(0,1,—5) y los vectores @ = A—B>,

10.

11.

U= @, W= l@, calcular:

S

b) Dados @ = (3,—6,—1), 7= (1,4,—5) y @ = (3,—4,12), calcular proyz(u + 7).

c¢) Dados los puntos M(—5,7,—6), N(7,-9,9) y @« = (1,-3,1), calcular
|proya MN].

a) Un tridngulo tiene como vértices a los puntos A(1,3), B(4,-2) y C(-3,6).
Encontrar el coseno de sus angulos interiores.
b) Dado el cuadrilatero de vértices A(1,—2,2), B(1,4,0), C(—4,1,1)y D(-5,-5,3),

mostrar que las diagonales AC y BD son perpendiculares. ; Es el cuadrildtero
un paralelogramo 7

a) (2.U+w, 2.0 — )

b) [l@+d]* y |-

) (U, v).d y (¥, d).d

a) Dados 4 = (5,2,5) y U= (2,—1,2), calcular proyzu
)

)

a) Calcular los cosenos directores del vector @ = (12, —15, —16).

b) Un vector @ € E5 forma con €] y é3 angulos que miden, respectivamente, y

m
9 3
3 Calcular sus componentes si ||| = 2.

a) Demostrar que ||@ + o]|* + ||@ — ¥]|> = 2(||@]|* + ||7]|*), para todo @, v €V e
interpretar geométricamente.
(@, v)
]2
¢) ¢ Qué condicién deben satisfacer los vectores @ y ¢ para que @+ v sea ortogonal

a u—uv ?

b) Mostrar que el vector o'— -1 es ortogonal a 4. Interpretar geométricamente.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

d) Si @ y ¥ son vectores que verifican ||+ 5.77]|? — 10 ||@|| proyzv = 26 ||@||?, probar
que [|a| = |7

a) Hallar (3.4 + 2.7, ¥'), sabiendo que |[u|| =3, proyzv =4 y & es ortogonal a 7.
b) Sean & = (3,0,—1) y ¢ un vector arbitrario perpendicular a «. Hallar proysu,
sabiendo que (3.0+4 2.0, @) = 14.

Sean u, U y w, vectores tales que u es perpendicular a w y el angulo que forman v
y @ es de 30°. Hallar |||, sabiendo que v = (2,-2,2) y (07—, w) = 18.

Hallar un vector ¥, paralelo a @ = (1,—2,3) tal que ((0,1,—1), ) = —3.

Dados @ = (3,—1,-2) y v=(1,—2,—1) calcular:

Sean # = (—1,3,2) y @ = (1,1,—1). Hallar todos los vectores ¥ € R® tal que

Hallar las componentes de un vector # sabiendo que es perpendicular a @ = (2, —3,1),
v = (1,-2,3) y satisface (%, (1,2,-7)) = 1.
a) Hallar el drea del paralelogramo, dos de cuyos lados estdan determinados por
u=(1,-1,2) y v=(3,0,—4).
b) Hallar el drea del tridngulo cuyos vértices son los puntos Vi(1,5,—2), V5(0,0,0) y
V5(3,5,1).

Sean 4 = (1,2,-3), v =(2,1,5) y o = (1,—2,1). Hallar los vectores ¥, paralelos a
w, tales que el volumen del paralelepipedo determinado por @, v y Z sea 40.
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5 Rectas en el Plano. Rectas y planos en el Espacio

5.1 Ecuacion de la recta en el Plano

Ecuacién paramétrica de la recta en el Plano

Supongamos fijado en el Plano un sistema de coordenadas cartesianas ortogonal.

Sea © = (u1,us) un vector no nuloy Fy(xo,yo) un punto del Plano; L la recta que pasa por
Py y es paralela a 4. Ver Figura 33.

Figura 33
P el & PP=Xi;A €R & (x — 2o,y —Yo) = A+ (u,u2) & x—x0 =
Auy ;5 Yy —yo = Aug. Por lo tanto

L:{””::"’OJFA“1 JAER (1)

Y=1yo+ Aug

La ecuacién anterior se denomina ecuacion paramétrica de L; 4 se denomina un vector
director de L y se nota o = dj.

e Si u; #0 y wug # 0, a partir de (1) se obtiene wus (z — x9) — u1 (y — yo) = 0 lo que

implica que usx —u1y —usxo+uryo=0. Si a=wuz, b=—u; y ¢c= —usxo+ u1 Yo,
obtenemos que L tiene ecuacion ax + by + ¢ = 0, denominada la ecuacién implicita
de L.

e Si uy =0 6 up =0, entonces x =x¢9 & y =1yp, las cuales son casos particulares de la
ecuacion anterior.

Observacion

Si L:ax+by+c=0, con a#0 & b#0, entonces el vector 7, = (a,b) es perpendicular
a L, pues (@, (a,b)) =0, con P(xo,) v Q(x1,11) € L, y se denomina un vector
normal a L.
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Ejemplo

Escribir la ecuaciéon paramétrica de la recta L de ecuacién implicita = —2y 4+ 3 = 0.

Sean P;(—3,0) y P»(—1,1) € L. Entonces d, = PPy = (2,1) y la ecuacién paramétrica
r=—-3+2)\

A .\ € R

de Les L: {

Angulo entre rectas
Sean L y L' rectas del Plano, L: ax+by+c=0y L': dx+by+=0.

L
Figura 34
La medida del éngulo o que determinan L y L’ se obtiene por medio de la siguiente férmula:
_ ’<dL’d”> _ |Gz, ni)]
ldlldz ) Mzl |

Distancia de punto a recta en el Plano
Sean Py(xo,y) , L: ax+by+c=0y P (x1,y1) € L. Ver Figura 35.

Consideremos el vector PyP; , @ un vector normal a L y con d(FP, L) notemos a la distancia
de PO a L.

Py (xla yl)

Figura 35
Se tiene entonces que:

’<P0P1’ﬁ>’ T —T — a,b
d(Py, L) = ’proyg]TPf = S = [, O’y; y;)),( D)
I Va+b
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_ laz1 + by —axo— byl _ |—c—axy— byo| _ lazo+ byo + |
Va? + b2 Va2 + b2 Va2 +p2
_azo+byo + |

Luego d(Py, L) =

Ejemplo

Hallar los vértices de un triangulo isésceles sabiendo que la base esta sobre la recta

L : y=axz+1, un vértice es P(—3,4) y el drea del tridngulo es 6. Realizamos un gréfico de
la situacién. Ver Figura 36.

Y
P<_374>
Vi |O X
L
L/
Figura 36
a) Hallamos la recta L' perpendicular a L que pasa por P. L' :y = —x + ¢. Como

(=3,4) € L entonces ¢ =1. Luego L' :y=—z+1.

b-3v2

2 )

b) h=d(P,L) = %

— 3v/2. La base b del tridngulo verifica que 6 =
luego b= 2V/2.

Los restantes vértices del tridngulo se encuentran sobre L a una distancia /2 del punto
(0,1), luego v2 = Va2 + 22 =+/2 |z|. Entonces x =1 é x = —1 y por lo tanto V5(1,2) y
V3<_ 17 O)

5.2 Rectas y planos en el Espacio

Ecuacién paramétrica de la recta en el Espacio

Consideremos un sistema de coordenadas cartesianas ortogonal en el Espacio, @ = (uy, uz, us)
un vector no nulo y Fy(zo, yo, 20) un punto, razonando en forma andloga que para el caso del
Plano, obtenemos que la ecuacién paramétrica de la recta L que pasa por Fy y es paralela a
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U= dj;, es
T =x9+ Aup
Ll{y:yo—l—)\UQ 5 A €eR
Zz=12zp+ Aus
o Si uy #0, us #0 y uz #0 despejando A e igualando, obtenemos
Tt _YTHh 2T , denominadas ecuaciones simétricas de la recta L.
(VA (%) us
o Quésucedesi u1 =0, ug#0, u3#0 7?7 ; Ysi uy=us=07y ug#07
Ejemplo
La ecuacién paramétrica de la recta L que pasa por el punto P(1,2,—3) y es paralela a
r= 144\
= (4-31), es L: Sy= 2-3X , A € R. Las ecuaciones simétricas de L son:
. 5 z=-=3+ A
xr — Yy —
=Z— =2z+3.
4 -3

Ecuacién del plano
Sea 7 un plano, Py(zo,v0,20) € ™ y @ = (a,b,c) un vector perpendicular a 7.

Ver Figura 37. Pen < <1W5,ﬁ>:0 < ((x —x0,y — Y0, 2 — 20), (a,0,¢)) =0 <
a(r—x0)+b(y—wyo)+c(z—2)=0. Luego P € 7w siverifica: ax+by+cz+d=0

con d = —axg— byy— czy. Esta ecuacién se denomina la ecuacién cartesiana de 7 y
i = (a,b,c) un vector normal del plano, que notaremos 7, = (a, b, c).

X Y
Figura 37

Ejemplo

Hallar la ecuacién del plano 7 que pase por FPy(2,1,3) y sea perpendicular a @ = (2, —1,5).
7w tiene ecuacion 2x —y+5z+d =0. Como Fy, € 7 se tiene que 18 +d = 0, luego
d= —18 y porlo tanto 7: 20 —y+52z—18 =0.
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Definicién 5.2.1 Sean 7: ax+by+cz+d=0 y 7« : dx+by+cd2+d =0. © y 7 se
dicen paralelos si 7, = Ay, esdecirsia=Xa , b= by c=X. Siademdis d=\d
los planos son coincidentes.

Definicién 5.2.2 Dadas L1 y Lo rectas en el Espacio, si Ly y Lo estdn contenidas en un
plano se dicen coplanares, si no, Ly y Ly se dicen alabeadas.

El siguiente resultado permite decidir si un par de rectas son coplanares o alabeadas.

Proposicion 5.2.1 Sean Ly y Lo rectas en el Espacio. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

a) L1 y Ls son coplanares.
b) (dp, Ndr,, PLP;) =0; paratodo Py € Ly, Py € Lo.

c) (d;1 A dZQ , PLPy) =0; para algin Py € Ly y Py € Lo.

Figura 38 Lo
Ejemplo
r=-3+2\ rT=5+pu
Consideremos las rectas L : {y:—2—|—3)\ s, AER vy Ly cy=—1—-4p , p € R
z2=6—4\ 2=—4+p

Veamos que L; y Ly son coplanares.

En efecto: dr, = (2,3, —4), dr, = (1,—4,1), P(=3,-2,6) € L1 y P3(5,—1,—4) € L.

2 3 -
Si tomamos Py P, = (8,1,—10) se tiene que (dz, Adr,, PiPy) =|1 —4 1|=0.
8§ 1 —10

Veamos que L; y Lo se intersectan. Si P(xo, Yo, 20) € L1 N Ly existen A y p € R tal que:
—34+2A=5+4+pu; 243A=—1—4pu y 6 —4\=—4+ pu, lo que es equivalente a resolver

w—2A= -8
el sistema de ecuaciones { —4pu—3X=—1. Aplicando el método de eliminacién de Gauss
pw+4X=10
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obtenemos que A =3 y pu=—2 dedonde L; y Ly se intersectan en P(3,7,—6).

Distancia de punto a plano

Sea 7 un plano de ecuaciéon ax +by+cz+d =0y Py(xo,yo,20). Sea Pi(x1,y1,21) ET ¥
. ———

consideremos el vector FyP;.

<P0P17 ﬁ7r>

[{((x1 — w0, y1 — Yo, 21 — 20), (a, b, c))|

d(Py,m) = d(FP,Q) = ’W’Oym PyPi| =

= NN
_ el —20) +0(yr —yo) + (21 —20)| _ |azo+byo+czo+d|
Va2 + b2 + ¢ Va2+b2+c&

Por lo tanto,
_azo+byo +czo +d|

R N

Figura 39

Ejemplo

. 3-04+4-1— 1|
Si Py(0,1,3) y 7: 3x+4dy—1=0, d(Py,)= _

Ecuacion de una recta como interseccién de planos
Sean 7: ax+by+cz+d=0y 7': dr+by+c2z+d =0 dos planos no paralelos.

ar+by+cz+d=0
dx+by+dz+d=0"

3
3

La interseccién de los mismos determina la recta L : {

Py

Figura 40
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A partir del sistema que determina L, podemos obtener su ecuacion parametrica, de la siguiente
manera:

Las coordenadas de los puntos de L son las soluciones del sistema de ecuaciones y como L esta
contenida en los planos 7 y 7’ es perpendicular a los vectores 7, y 7, por lo tanto,
dp, = Tig A Tigr.

Si Py (wo,y0,20) satisface el sistema y si  dp = (uy,u2,u3) entonces L tiene ecuacién
paramétrica,

T =29+ U A
LI {y:yo—l—UQ)\ ,)\ER
Z=2z9+ uzA

Reciprocamente, toda recta L del Espacio se expresa como interseccion de dos planos.

Ejemplos
1. Dada la recta L : { 2r—y+z=1 , hallar su ecuacion paramétrica.
T+ z=-2
P(0,—-3,—2) € L, pues satisface el sistema y d, = (2,—1,1) A (1,0,1) = (—1,—1,1).
r=-=A
Luego la ecuaciéon paramétrica de L es L : {y =—3—-)\,XER.
z==-24+A

r=2+A r =3
2. Escribir a las rectas L : {y:—l—i—?))\ ;A€ R, L {y:—l—i—)\ i ANER Yy
z2=2—A 2=2—-2)\
al eje Y, como interseccién de planos.

Consideremos la recta L , despejamos A de cada una de las ecuaciones y obtenemos
y+1 3r—y—7=0

r=3

, o , ;.
Para L', por un procedimiento analogo obtenemos L’ : { 2ytz=0

El eje Y es interseccién de los planos XY e Y Z luego queda representado por { =
xr =

Si L: { ar+by+czt+d=0 existen infinitos planos que contienen a L.

dx+by+dz+d=0"
En efecto, cualquier plano de la forma a(az+by+cz+d)+pG(d v+ y+c z2+d) =0, con
a 'y 3 no simultaneamente nulos, contiene a L. Dando valores a a y a [ obtenemos todos
los planos que contienen a L. Esta familia se denomina haz de planos que contienen a L.

Ejemplo

_ -1
Dada la recta L : {x y+ =z

y+52=0" hallar la ecuacion del plano que contiene a L y es

paralelo al vector ¢ = (—1,2,0).
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Si el plano 7 contiene a L, es uno de los de la familia a(x—y+2z—1)+F(y+52) = 0, entonces
ar+(f—a)y+ (a+58)z—a=0. Como 7 es paralelo al vector ¥ = (—1,2,0) se tiene que
(M, V) =0 = ((a,  —a,aa +50),(—1,2,0)) = —a+2(f — o) = =3a+ 20 luego (3 = Pl

Entonces a(z—y+z—1)+3a(y+52)=0. Como « y # no son simultdneamente nulos,

a#0 yporlotanto 7: 2x4+y+172—-2=0.

Angulos entre rectas y planos

Angulo entre dos rectas

Sean L y L' dos rectas con directores dj; y d} respectivamente, la medida o del
angulo que ellas determinan esta dada por:

(dy,dy)
Ll fldz |

Angulo entre dos planos
El dngulo « entre dos planos 7 y 7 es el que se obtiene a partir de:

— —

_ (T, Ty |

Figura 41
Si « esla medida del angulo entre L y 7, la misma se obtiene como sigue: a = g -0
donde
ﬁ <ﬁ7r7 dL>
0s = ————
72| [l
Ejemplo

Sean m :x—y—4z—-5=0y m:2x+y—2z—4=0. Como n, = (1,—1,—4)
y na, = (2,1,—2) se tiene que el coseno del angulo que forma m y m estd dado por
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|<(17_17_4> ) (2717_2>>| \/i

cos o = = —, lo que implica que 7; y me forman un angulo que

V18 V9 2

. ™ .
mide 1 radianes.

Distancias

Distancia de un punto a una recta

Sea Py(xo,Y0,20) y L una recta en el Espacio.

A diferencia de lo que ocurre en el Plano, existen infinitas rectas perpendiculares a L que pasan
por Fp, todas se hallan contenidas en el inico plano 7 que pasa por F, y es perpendicular
a L. 7 intersecta a L en un unico punto (). Definimos la distancia de F, a L, y la notamos
d(Py, L), como la distancia entre Py y Q.

Figura 42

Sea P, € L y consideremos el vector P Fy. Si 6 es el dngulo entre PPy y dj; entonces

—— - —_— -
A(Po. L) = (P, Q) = | PiFy| seng = DT oen O el BTN
Iz | |2

Distancia de recta a plano

Sea L una recta y 7 un plano.
e Si LNm#0, entonces d(L,m) = 0.

e Si LNm =10, entonces L es paralela a 7, luego d(L,w)=d(Fy,n), con Py € L.
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Ls
L/ A
7 | T
| _
R,/ b -
/
LNnw#1) LNnm=1
Figura 43

Distancia entre planos
Consideremos los planos 7y 7'.

e Si TN7 #(, entonces d(w,7’) =0.

e Si mNa’ =1, entonces 7 es paralelo a 7', luego d(w,n") =d(m, R), Py € =

TN £ =0
7 Figura 44

Distancia entre rectas
Sean L; y Lo rectas en el Espacio.

1. Si Ly y Ly son coplanares, puede suceder que:

LiNnLy #0 Ly || Ly
Figura 45

e L, y Ly secorten en un punto, luego d(Lq, L) = 0.
e [, y Ly sean paralelas y entonces d(Li1,Ls) = d(L1,P), Py € Lo.

93
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2. Si Ly y Lo son alabeadas, existe una tnica recta L perpendicular a ambas y que las
corta. Es claro que dp = dp, Adp,. Sean Py @ los respectivos puntos de interseccion
de Lcon Ly y Ls.

Definimos la distancia entre Ly y Lo como la distancia entre Py @, es decir d(L, Lo) =

d(P, Q).

Figura 46

d(Lyi, Ly) = d(P,Q) = ’proyJLl/\JLgPng

; PL e Ly, P, e Ly. Obtenemos entonces que:

)<P1P2, dn, Ady,)

HdLl A dL2 H

d(Ll,Lg): ,donde P1 < Ll, P2 < L2.

Para hallar las coordenadas de los puntos P y () que realizan la distancia se procede de
la siguiente manera:

Por un punto P, € L; trazamos la recta L' perpendicular a L; y a Ls. Es claro que
dpy =dp, Ndy,.

L' y L; son coplanares y el plano 7 que las contiene, intersecta a Lo en @), en caso
contrario L; y Lo serfan coplanares. Por () trazamos la recta L paralela a L' y
hallamos P intersectando L con L.

Ejemplo

r=—44+2\ r=-5+4pu

Sean L : {y:zl—)\ AER vy Lo {y:5—3,u ;€ R, rectas alabeadas.
z=—-1—-2A\ 2=5-5pu

Queremos calcular la distancia entre L; y Lo y hallar las coordenadas de los puntos Py @

que la realizan. Sea P;(—4,4,—1) € Ly, hallemos la ecuacién de la recta L' que pasa por
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P, y es perpendicular a Ly y a Ls.

r=—4— )\
Como dL/:dLl/\dZ2 =(—1,2,-2), tenemos que L': {y:4—|—2)\ A€ R.
z=—-1—-2\

Como L; y L' son coplanares, la ecuacién del plano m que pasa por Py y contienea L y
a L' estd dadapor m:2x+2y+2z+1=0, pues 7, =dp, A(dr, Ndyg,).

r=3-X
Si hallamos 7 N Lg, obtenemos Q(3,—1,—5). Sea L : {y =—14+2X ; XN €R, larecta
z=-=5-=-2X

que pasa por @ y tal que dj; = dz/. Al calcular Ly N L obtenemos P(2,1,—7), por lo tanto
d(Ly, Ly) = d(P,Q) = v/9 = 3.
Verifiquemos el resultado aplicando la formula:

- o -

aPe duy N)|[((<1,1,6), (<1,2,-2))

9
ALy, Ly) = " _ ) _
( ' 2> HdL1/\dL2H \/§ \/§
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5.3 Ejercicios

En los ejercicios correspondientes al Plano sugerimos hacer todos los graficos.
1. Hallar la ecuacién paramétrica de la recta,

a) que pasa por Py(1,2) y es paralela al vector @ = (—1,4).

b) que pasa por Fy(1,2) v Pi(3,5).

2. a) Escribir la ecuacién paramétrica y cartesiana del eje Y.

)
)
)
b) Dada la recta L de ecuaciéon —5z + 3y =1 y el punto P(0,2), hallar la ecuacién

paramétrica de la recta que pasa por Py es perpendicular a L. Encontrar su ecuacion
implicita.

3. Dadas las rectas de ecuacion:

Ly: 20 —y=2 ; Ly: z—3y=0 ; Ls: {:c:—l—i—Q)\ , AER y

=3\

L, : R.
4 {y =6\’ A€

Hallar analiticamente: LiNLs, LoNLsy y LiN Ly En caso de intersectarse, averiguar

si son perpendiculares.

4. Hallar el coseno del dngulo determinado por las rectas:

‘ T =p ‘ ;. r=1+6A
a) L {y=2u  puER : L {y:Q—S)\ A ER
b) L: 2x—y=0 ; L': —x+2y—1=0.
=1
c) L: 3z—y=0 ; L: {;:2—1—3 , a € R.

5. a) Dadalarecta L: 2+4+3y+2=0y Q(0,1), hallar d(Q,L) y el punto Q" de L
que la realiza.

b) Calcular el drea del tridngulo que determina la recta de ecuacién 3z —4y—12 =0,
con los ejes coordenados.

6. Sea L la recta que pasa por los puntos M(—1,—5) y N(5,—1).

a) Hallar en L el punto P cuya abscisa es 3.
b) Hallar la ecuacién de la recta L', perpendicular a L y que pase por P.
c) Hallar el drea del tridngulo determinado por L, L’ y el eje Y.
7. Sean A(—1,5) y B(1,1) dos vértices de un tridngulo rectangulo en B. Hallar el

restante vértice y las ecuaciones de las rectas que contienen a sus tres lados, sabiendo que
el area del triangulo es 10. ; Cudntos triangulos puedo obtener ?
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8.

10.

11.

12.

13.

El punto A(—1,8) es el vértice de un rombo cuya diagonal menor se encuentra en la

recta L : { ; f if’i Ap w1 € R. Hallar las coordenadas de los restantes vértices sabiendo
D xd
que su area es 30. Recordar que Agompo = 5

Hallar la ecuacion de las siguientes rectas:

a) Que pasa por el punto P(2,—1,3) y es paralela al vector v = (—1,6,5).

r= 142\
b) Que pasa por el punto Fy(—5,0,1) y es paralela a L : {y:O A ER.
z=—-1+ A

¢) Que pasa por los puntos A(1,-3,2) v B(4,—2,6).
d) Que pasa por el punto @(2,—1,2) y es perpendicular al plano de ecuacién

m: Tx+6y+5z=—4

Escribir la ecuacion de los siguientes planos:
a) Perpendicular al vector v = (—1,0,1) que pase por el punto P(4,2,0).
b) Paralelo al plano 7: 5x —y+32z—1=0 y pasa por el origen de coordenadas.
¢) Que contenga los puntos Py(—7,1,0), Pi(2,—1,3)y Pa(1,—1,0).
Escribir, como interseccién de planos,
a) El eje Y.
b) La recta paralela al eje X que pasa por el punto P(1,5,0).

c¢) Las rectas del ejercicio 9.
Escribir las ecuaciones de los siguientes planos:

a) Paraleloa m: 6x—2y+32—7=0 que diste 3 unidades del origen. ; Es tinico ?

b

C

)

) Normal al vector ¢’ = (0,2,1) que diste dos unidades del punto P(—1,3,5).
) El plano X Z.

d) Paralelo al plano Y Z, que pase por el punto P(1,2,3).

r—y+z=1

y+5z=0 hallar las ecuaciones de los siguientes planos:

Dada L : {

a) Paralelo a L que pasa por el origen de coordenadas. ; Es tinico ?
b) Perpendicular a L que pasa por el punto P(—1,3,0).
¢) Que contenga a L y pase por el punto P(1,2,3).
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—9 1 - = =2
x % - y Lo: {x e —4 y el punto P(1,1,2),

14. Dadas L; : — = 5 62— 2y+32 =
hallar:

a) La ecuacién del plano 7w que pasa por Py es paraleloa Ly y Lo.
b) La ecuacién de un plano 7’ paralelo a 7, tal que d(n’, Ly) = 2+/3.
¢) La distancia de P a Ly y las coordenadas del punto @) que la realiza.

15. Sea 7 el plano de ecuacion 6x — 3y — 2z + 12 =0. ; Para qué valores de o y [ la
r+a y—1 z-4

recta 5 = 3 = 3 estd contenida en 7 7
r=14+ )\
Jr+y—-2=0 P ) _
16. Sean Ll'{y—i-Qz—l:O , Lo 5 =% 2—_2 y Ls: {y_;z)\)\, AeR.
z2=2—

a) Verificar que L; y Lo son paralelas, y hallar la ecuacion del plano que las contiene.

b) Hallar la ecuacién de una recta perpendicular a L; y Lo que corte a ambas.
;, Existe una recta en estas condiciones que pase por P(1,1,1) 7

c¢) Determinar todos los valores de a para los cuales Ly y Ls son alabeadas.
17. Dado el haz de planos 7y : (1+2XN)z+(1—-AN)y+(1+3N)z+(2A—-1) =0, AeR,

a) Hallar la recta L; determinada por .

b) Estudiar la posicién relativa de las rectas L; y Lo, siendo L la recta dada por:
r—1 y+1 2z2-2
L2 . = = .
4 -1 -3

c¢) Calcular la distancia entre ambas rectas.

18. a) Losplanos x+2y+az=1,2zx+y+az=0y 3z+3y—22z =1, sec intersectan
en una recta, ; cuanto vale a ?

b) Determinar el simétrico del punto P(1,0,1) respecto a la recta determinada por
los planos del inciso anterior.

r—y=1 T=2+4A
19. Dadas las rectas: le{ y= y Ly: Sy=1 , AER.
—2x+2z=0
z=—4+ A

a) Hallar la ecuacién de una recta que corte a Ly y Lo, vy sea paralela al vector
u=(-1,-1,-1).

b) Hallar la ecuacién de una recta perpendicular a L; que pase por P(1,—1,0) vy
corte a L.

c) Hallar la ecuacién de un plano paralelo a Ly y Lo que diste v21 de la recta Lo.
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r—y—5=0

20. Sea P(2,1,3) y]1 L: |
0. Sea P(2,1,3) y larecta 10

a) Hallar la ecuacién de la recta que pasa por Py corta perpendicularmente a L.

A
b) Hallar dos puntos A y B de L de modo que el triangulo PAB sea equilétero.

r+2 y—-7 =z2-2
3 -4 4

r—2 y+2
L' = = 1.
y 3 1 2z +

21. Sean L :

a) Encontrar la distancia al origen de la recta que pasa por (2, 3,4) y es perpendicular
) g que pasa p ,3,4) y es perp
alLylL.

b) Hallar la distancia entre L y L'.
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6 Espacios vectoriales

6.1 Definicion. Propiedades

Definicién 6.1.1 Un R-espacio vectorial o espacio vectorial sobre R consiste en: un conjunto
no vacio V (cuyos elementos se denominan vectores) provisto de dos operaciones, una de ellas
interna, llamada suma que indicaremos u + U; u,v € V 1y otra externa llamada producto
por escalares que indicaremos \.u, A € R, « € V| para las cuales se verifican los siguientes
azTiomas:

Vi) (4 4+ ¥) + W =4 + (U + W), para todo u, U, & € V.
Vo) @ + =0+ @, paratodo i, Ve V.
V3) Eziste un elemento 0eV tal que @+ 0=, para todo @€ V.
Vi) Para cada @ €V existe W eV tal que @ + o =0.
Vs) A(U + U) = A\ + AU, paratodo N € R; 4,7 € V.
Vo) (A + p).i =\t + pad, paratodo \,pu € R, @ eV.
Va) (Ap).0 = A (u.¥), para todo \,u € R, 7€ V.
Vi) 1.9 =4, para todo U € V.
Propiedades

1) El vector 0, denominado vector nulo, es tnico.

2) Dado u €V, existe un tnico « € V' tal que @ + « = 0. Lo notaremos v’ = —4 y lo
denominaremos el simétrico de .
Ademés, por definicién, escribiremos: @ — ¥ =4 + (—7).

3) 0.7 =0, para todo @€ V.
4) M.0 =0, para todo \ € R.
5 ANii=0 < A=06 7=0.
)

6) —(\©) = (—A).« = \.(—u), para todo A € R; @ e V. En particular, —t = (—1).4.

Ejemplos
Son R-espacios vectoriales:

1. E, y E3 con lasuma y el producto por escalares definidos previamente.

2. R, con la suma y el producto usuales.
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3. C, el conjunto de los nimeros complejos, con la suma y el producto de un nimero real
por un complejo, habituales.

4. R? ={(z,y): =,y € R}, definiendo
(r,y) + (@ y) =@+ y+y) A(z,y) = Az, Ay), A€R.
5. R" = {(z1,22,...,2,) : ; € R, 1 < i< n}, definiendo

(xlax%-“axn) + (y17y27"'7yn> = (.%'1 +y17x2+y27"'7xn+yn>a
A(xy,Toy . xn) = (AT, Ao, .o, A Ty,), A ER.

6. Mpxn(R), con la suma de matrices y el producto de un nimero real por una matriz,
habituales.

7. R[X], con la suma de polinomios y el producto de un nimero real por un polinomio,
usuales.

8. El conjunto de todas las funciones reales de dominio D C R ., definiendo

(f+9)(z) = f(x) + g(x), vy (A\.f)(z) =X f(x), paratodo A € R, z € D.

Definicién 6.1.2 Sea V' un R-espacio vectorial. Un vector @ € V se dice una combinacion
lineal de los vectores vi,vs,...,v, Si existen escalares Ai, Ag, ..., A\, € R tales que
U= )\1.’U_i + )\2.’03 + -+ )\n’U_;-L

Ejemplos

1. Sea V = R3. Expresar, si es posible, a los vectores @ = (—1,-8,2) y o = (0,0,1)
como combinacion lineal de los vectores o) = (1,—1,1) y 72 = (3,6,0).
u es combinacién lineal de o} y ¥y si, y solo si existen A1 y Ay € R tal que
U= )\1.’(71 + )\2.’(72. Entonces (—1, —8, 2) = )\1.(1, —1, 1) + )\2.(3, 6, O)
A3 =-1
La combinacién lineal anterior es posible si, y sélo si el sistema ¢ —A; +6X\ = —8 es
A =2
compatible. En este caso A\; =2 y Ay = —1 por lo que 4 = 2.7; + (—1).7s.
Si consideramos ¢ = (0,0,1) y realizamos el mismo planteo el sistema resultante es
incompatible, por lo que ¢ no es combinacién lineal de v} y 5.

2. Dados 4= (1,2,—1), ¥=(6,4,2) y @ =(9,2,k), hallar el valor de k para el cual
es combinacion lineal de 4 y v.

W es combinacion lineal de @ y ¥ si, y sélosi A1.(1,2, —1) 4+ X2.(6,4,2) = (9,2,k) con

AM+6X=9
A1 v A2 € R. Es decir debo hallar el valor de k£ para el cual el sistema { 20 +4X =2
M +2M =k

sea compatible. Aplicando el método de eliminacion de Gauss se obtiene k = 7.
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6.2 Subespacios

Definicién 6.2.1 Sea V' un R-espacio vectorial. Un subconjunto no vacio S CV se dice un
subespacio de V' si con las operaciones que hereda de V' es un R-espacio vectorial.

Proposicion 6.2.1 Sea V' un R-espacio vectorial y S C V. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1) S es un subespacio de V.
2) 8)0¢€s.
Sp) Si i, vES, entonces Ui+ 7T ES.
S3) St weS y NeER, entonces \id € S.

Dem.

1)=2) Como S #( existe ¥ €S, esto implica que —0 € S y entonces v — 0 = 0 € S, luego
se verifica S1). S3) y S3) se verifican trivialmente pues vale 1).

2)=1) Como 0 € S entonces S # (. S verifica Sy) y Ss), entonces es cerrado respecto a la
suma y al producto por escalares definido en V' y se verifican claramente los axiomas
Vi, Va,... Vs

O

Observacion
Las condiciones Si), S3) y S3) son las usadas habitualmente para probar que un subconjunto
S de un R-espacio vectorial V' es un subespacio de V.

Ejemplos

1. {6} y V  son subespacios del R-espacio vectorial V', denominados los subespacios
triviales de V.

r+y+2=0

. El conjunto S, de las soluciones del
y—2=20

2. Sea V =R3 y el sistema, {

sistema anterior, es un subespacio de R3.
S={(-2z,z22): z € R}. Verifiquemos S1),S2) y S3).
Si z =0, entonces (0,0,0) € S y vale S;).

Sean 01 y v3 € S, luego U1 = (—220,20,%0), 20 € Ry 03 = (=221,21,21), 21 € R
entonces U1 + U3 = (=225, 2o, 20) + (=221, 21, 21) = (=2(20+21), 20+ 21, 20+ 21) € S,
por lo tanto vale Sj).

Si 7€ S y AeR entonces N0 = A.(—22,, 2o, 20) = (=225, A 2o, A2,) € 5, luego se
verifica S3 ) y por lo tanto S es un subespacio de R3.

Observemos que el sistema representa una recta de R?, que pasa por el origen de coor-
denadas.
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3. Sea V = M;s(R). S ={(a;;) € M3(R): a1 =0} es un subespacio de V.
4. S={P(X) e RIX]: P(X)=0 6 grP(X) <n} esun subespacio de V =R[X].
5. Sea V =R% S ={(z,y) € R?: 2 = y*} no es un subespacio de V.
En efecto, @ = (1,1) y ¥ = (1,—1) pertenecen a S. Sin embargo 4+ 7= (2,0) ¢ S.

Proposicion 6.2.2 5i S y T son subespacios de un R-espacio vectorial V', entonces S N'T es
un subespacio de V.

Dem. Veamos que SNT verifica las condiciones S1), S2) y S3).
S1) Como S y T son subespacios 0ecS y0eT, luego 0 SNT.

S,) Si
y

€ SNT, entonces w € S,u €T, v € Sy veT, porlotanto u + v € §

s
U € T, de donde resulta @ + v € SNT.

@L @l

y
+
S3) Si € SNT, y A € R entonces @ € S, € Ty A € R, luego A\t € Sy
Al € T,esdecir Au € SNT.

O
Ejemplo
Sean S ={(z,y,2)€ER®: v +y+2=0} vy T={(x,y,2) eR®: 22 —y+32=0}.
SNT ={(z,y,2) ER3: z+y+2=0; 20 —y+ 32z =0} y por lo tanto el subespacio de

r+y+z=0

soluciones del sistema { 2r—y+32=0"

r+y+2=0 r+y+z=0
20 —y+32=0 —3y+z2=0

entonces SNT ={(—-4y,y, 3y) :y € R}.

—z=3y=cr=—y—z2=—-y—3y=—4vy,

SNT eslarecta que pasa por el origen, interseccion de los planos Sy T'.
Observaciones

1. La proposicién anterior es valida para una familia arbitraria (finita o no) de subespacios.

2. Si S y T son subespacios de un R- espacio vectorial V, entonces S UT no es necesa-
riamente un subespacio de V, como lo muestra el siguiente contraejemplo:

Sean V =R? S={(xv,y):2=0} v T={(z,y):y =0}. Entonces (0,
pertenecen a SUT = {(z,y): =06 y =0}, pero (1,1) = (1,0)+ (0,1)

) v (L,0)

1)y

¢ SUT.
Subespacio generado

Definicién 6.2.2 Sea V' un R-espacio vectorial y M C V', llamaremos subespacio generado
por M en V' y notaremos M, a la interseccion de todos los subespacios de V' que contienen a
M. Es decir, respecto a la inclusion de conjuntos, M es el menor subespacio de' V' que contiene
a M. Entonces M wverifica:
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a) M es subespacio.
b) M C M.
c) Si S" es un subespacio tal que M C S’ entonces M C S

Estas condiciones caracterizan a M. Es decir: Si un subconjunto S de V verifica a), b) y c),
entonces S = M.

Observaciones
1. Si M =0, entonces M = {0}.
2. S es subespacio de V si, y sélosi S = S.
Teorema 6.2.1 Sea V' un R-espacio vectorial y M = {v1,03,...,0:} C V. Entonces
M={TeV :T=M0 + Xt + -+ M1;, MER, 1<i<t)

Dem. Sea C={0eV:0=XM\201 + X03 + -4+ M0, M ER, 1<i<t}.
Probemos que

a) C' es subespacio de V.
b) M C C.
c) Si S’ es un subespacio de V' tal que M C S’ entonces C' C 5.

Dem a) Es claro que 0=0.0, + 005 + -+ 0.0 € C.

Sean u y v € C. Entonces @ = \.01 + X003 + A3.03 + -+ M0y y U= pu1.01 +
U205 + -+ -4 pup. 0y, luego U407 = (M +pu1).01 + Ao +p2). 03+ - -+ M+ ).0r € C
v AU = (AAN).01 + (AX2).03 + -+ (AN).0: € C. Por lo tanto C' es un subespacio
de V.
Dem b) Sea 0; € M, 1<i<t. Como v; =1.0; resulta que v; € C' y por lo tanto M C C.
Dem c) Sea S’ CV, S’ subespacio de V tal que M C 5",

Si ¥ € C, entonces U = .01 + Ao.03 + - -+ + A\,.0;, y como v; € M C S’ entonces
0; € §" para todo 1 < i <t. Como S es subespacio, ¥ € S’ y por lo tanto C' C 5’.

O

Definicién 6.2.3 Si V es un R-espacio vectorial y G CV es tal que G =V, entonces G se
dice un sistema de generadores de V.

Si existe un conjunto finito G de generadores, V' se dice finitamente generado 6 de dimen-
sién finita.
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Ejemplos

1. Sea M = {(1,2,0),(0,—1,1),(3,5,1),(—2,—4,0)} CR®. Si (x,y,2) € M entonces
(z,y,2) = M1.(1,2,0) + Ao (0, —1,1) 4+ X3.(3,5,1) + Ay.(—2,—4,0), luego el sistema

)\1+3)\3—2)\4:$
{2)\1 — X + 53 — 4\ =y escompatible.
)\2 + )\3 =z

)\1+3)\3—2)\4:$ )\1+3)\3—2)\4:$
{—)\2 — 3=y — 2z :>{—)\2 — A3 =y —2x y como el sistema es compatible
A+ A3 = 2 0=y —2x+ 2

se verifica que —2z + y + 2 =0, luego M = {(v,y,2) €ER3: —22 + y + 2z = 0}.

2. Si V =R[X], entonces M ={1,X, X2 ..., X" ...} estal que M =R[X], pero V no
es finitamente generado.

0 00
0 0 0 |, entonces
0 01

Proposicion 6.2.3 Sea V' un R-espacio vectorial y vi,v03,...,0; € V. Entonces si 4 =

)\1.’(71 + )\2.’(72 + -+ )\t.’ljt se tiene que {’171,’172, e ,Ut,'zf} = {’171,’172, e ,’17,5}.

Dem. Si ¢ € {t}, 0, ..., 0, U}, entonces U = py.0 + po.Vs+ -+ -+ s Uy + .t = g 01 + po. Vo +
cee —|—/Lt.’17t—|-/i.()\1.’171+)\2.’172+ e '+)\t-77t) = (,U1 + M\ ,u).'171 + (,uz—i-)\z ,u).’172+ R (,ut—i-)\t /L).?Tt <

(01, Uas - 01}

Reciprocamente, si ¢ € {#, Vs, ..., U;}, entonces U = 1.0y + po.Us + -+ + .0y = 1.0 +
U2 Ug + -+ - + pp. Uy + 0.4 € {Uy, U, ..., 0, u}. Por doble inclusién se obtiene la igualdad de los
subespacios. O

El resultado anterior nos permite calcular subespacios generados eliminando generadores supér-
fluos.

En lo que sigue trabajaremos con R- espacios vectoriales finitamente generados, si bien los
resultados que se obtienen son, en general, para espacios vectoriales arbitrarios.
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6.3 Dependencia lineal y bases

Dado un R-espacio vectorial V' 'y v7,03,...,0; € V siempre es posible escribir al vector 0
como combinacién lineal de v7, v, ..., v; ; basta tomar todos los coeficientes de la combinacién
lineal iguales a 0. Asi: 0 = 0.v7 4+ 0.0 + --- + 0.0;.

Definicién 6.3.1 Si la unica forma de escribir al vector nulo como combinacion lineal de los

vectores V1,03, ...,0; es tomando todos los coeficientes 0, se dice que los vectores U1, Vs, ..., U
son linealmente independientes o que el conjunto {v1,v5,...,0;} es linealmente inde-
pendiente.

Es decir: {U),0s,..., 0} es linealmente independiente si \1. U1 + Ag.Ua+- - -+ N\ .Uy = 0 implica
AMM=X=--=X\=0.

Se dice que los vectores v1,v3,...,0; son linealmente dependientes si no son linealmente
independientes, es decir, si es posible escribir al vector nulo como combinacion lineal de los
vectores v1,03,...,0; con alguno de los coeficientes distinto de 0. También se dice que el
conjunto {v1,v3,...,0:} eslinealmente dependiente.

Ejemplos

1. Sea V=R?% M ={(2,3),(1,—1)} es linealmente independiente pues si

20+ A =0

1 impli =
3 — Ay =0 o que implica 5A\; =0 y por

A1:(2,3) + A2.(1,—1) = (0,0) entonces {
lo tanto A1 =0 = Ao

2. 51 V=R[X], M={1,X,X% X%+ X +1} es linealmente dependiente pues
I+ X+ X2+ (-1)(X?+ X +1)=0.

1 00 011 0 01
3. Sea V=»M;R) y M= 000],100O07],] —-100
0 0 0 0 0 0 0 0 0
Supongamos que:
1 00 011 0 01 0 00
AL OO0 0 )J+X] 000 |4+ —-1001}=(000]=
0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0
Al A A+ A3 0 0 0
—A3 O 0 = 0 00 = A1 = Ay = A3 =0, por lo tanto M es
0 0 0 0 00

linealmente independiente.
Observaciones
1. {#} es linealmente independiente < @ # 0.

2. Dado M = {01,05,...,0,} CV, si 0; = 0, para algin ¢ = 1,2,...,n, entonces M es
linealmente dependiente.



Algebra y Geometria por Ana Maria Suardiaz y Julio A. Sewald 107

3.8 @#0y 0+#0 entonces, {u, U} es linealmente dependiente < existe A € R,
A # 0 tal que @ = A\.v.

4. Sea V =R? y M = {(1131,y1,21), (x27y2722>7 (xg,yg,Z;g)} C R?.

Tr1 T2 X3
Entonces: M es linealmente dependiente < | y1 vy2 y3 | = 0.
21 R2 23

Generalizar el resultado para n vectores de R™, n € N.

Dem. Ejercicio a cargo del lector. O
Teorema 6.3.1 Dados v1,03,...,0, €V, las siguientes condiciones son equivalentes:

1) {v1,05,...,0,} es linealmente independiente.

2) Si A0+ Ao 05+ - A Up = 1101 + o 03 + -+ [y Up, entonces N = pi, 1 <i<n.

3) Ningin v; es combinacion lineal de los restantes.

4) Uy # 0 y ningun U;, 2 <i<n es combinacion lineal de los precedentes.
Dem.

1)=2) Si \.01 + A0 + -+ 4 AUy = 101 + o0 + -+ 4 fin.Up, entonces
(A — 1)o7 + -+ + ()\n—,un).v;:@ luego por 1), A\, — ;i = 0 , 1 <i<mn, porlo
tanto \; = p;, 1 <7< n.
2)=3) Si0;=A.01 + X032 + -+ + No1.001 + Nip1.0i41 + -0 + A, U, entonces
MO+ A0 + -+ Nis1vi — U+ N1 Vi e+ AUy = 0= 0.01 + 0wy +--- +
0.0; +-+- + 0.0, y como —1# 0, se contradice 2).
3)=4) Si v; = 0=0.7 +--+0.7, contradice 3), por lo tanto, @) # 0.
Supongamos que algin v; , 2 <17 <n estal que U; = \.U1 + AoV + -+ + Nj_1.7;1,
esto implica que U; = A;.01 + + -+ + N\j—1.0i—1 + 0.0;41 + - - - + 0.7, que contradice 7).
4)=1) Supongamos que A\y.T + Xp.Ts+ - - -+ AT, = 0, debemos probar que \; = 0;1 <i < n.

Supongamos que existe ¢, 1 <17 <n tal que A\ # 0. Sea t el mayor subindice tal
que N # 0; t > 1, yaquesi t =1, \.0j = 0 con N\ # (0 entonces v} = 0.
Por lo tanto 0 = AUy + -+ + M0 + 00441 + - -+ + 0.9,, de donde se deduce que

B __ﬁfg —&v Rl

t N T N, U

Luego #; es combinacién lineal de los precedentes, en contradiccién con 4). Por lo tanto
Ai =0, paratodo i, 1 < i< n,y {¥h,0,...,0,} eslinealmente independiente.
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Observaciones

1. Si M = {¢},7,,...,Ux} es linealmente independiente, la manera de expresar a un vector
v como combinacion lineal de los vectores de M es tunica.

2. Si M = {0y,7,,...,0;} es linealmente independiente, todo subconjunto de M lo es.
3. Si M = {v},vs,...,0} eslinealmente independiente, entonces ; # ¥; para todo @ # j.

4. Si M = {U,¥s,...,U;} es linealmente independiente y @ no es combinacién lineal de
ellos entonces {7, vs, ..., Uk, @} es linealmente independiente.

Dem. Ejercicio a cargo del lector. O

Definicién 6.3.2 Sea V' un R-espacio vectorial. Un subconjunto finito B CV se dice una
base de V' si:

By) B es linealmente independiente.
By) V =B.

Es decir, una base de un R-espacio vectorial V' es un conjunto de vectores linealmente indepen-
dientes que genera a V', lo que es equivalente a decir, por el teorema 6.3.1, que todo vector de
V' se escribe en forma tnica como combinacién lineal de los vectores de B.

Ejemplos

1.Si V=R (C,={(10,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,0,...,1)} es una base de R"
llamada la base canénica.

2. 5i V=R B={(1,-1,0),(0,1,0), ( 1, 3)} es una base de R3. En efecto:

B es linealmente independiente pues A;.(1,—1,0) + A2.(0,1,0) + X3.(2,1,3) = (0,0,0)
M +2X =0

implica que {—)\1 + X+ A3 =0 yporlotanto \y = Ay = A3 = 0. Ademas si
3X3 =0

2
(l‘,y,Z) € Rga (l‘,y,Z) = (l‘ T 52).(1,—1,0) + (l‘ +y - Z)(Oala(]) + %(27173>7 por lo
tanto B genera a V.

3.8 V={0}, B=0 esunabasedeV.

4. Si 'V = FE5, una base de V esta formada por dos vectores no nulos ni paralelos. Si
V = Ej5, forman base de V tres vectores no nulos y no paralelos a un mismo plano (no
coplanares si los pensamos con origen comun).

. 1 0 0 1 0 0 0 0
5. SlV_MQ(R),B_{(O O)’(O O)’(l O)’(O 1)} es una base de V.
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.%'1—.%'2+21‘3:0

o 0 , por lo tanto
3— Tg =

6. Sea S C R* el subespacio de soluciones del sistema: {

S = {(1'2 — 2.%'4,.%‘2,1‘4,1‘4) T X9, %4 € R} = {.%‘2.(1, 1,0,0) + .%'4.(—2,0, 1, 1), Xo, T4 € R} =

{(1,1,0,0),(-2,0,1,1)}. Como B ={(1,1,0,0), (—=2,0,1,1)} es linealmente indepen-
diente, es una base de S.

Proposicién 6.3.1 Sea V' un R-espacio vectorial, V = {wy,ws, ..., ws} y {v1,03,...,0.} C
V' un conjunto linealmente independiente. Entonces r < s.

Dem. Como {wi,uws,...,ws} genera V entonces v; = ay;. w1 + Qg W + -+ + ag;.Ws ;
1 < i <r. Consideremos el sistema de s ecuaciones con r incégnitas homogéneo:

a1171 + ajpxy + -+ + apx, =0
2171 + a2y + -+ + agpx, =0

as1%1 + Q2T + -+ + ag w0y = 0

Si r > s el sistema es compatible indeterminado, y entonces existe una solucién no trivial del
mismo (A1, Ag, ..., A,). Entonces:

)\1.’U_i + )\2.’03 —+ -+ )\r.’U_;, = )\1.((111.’(171 + (7,21.’(172 —+ -+ (7,31.’(173) + )\2.(0,12.’1171 + (7,22.’(172 —+ -+
As2. W) + -+ - + Ao (A1 01 + QopWo + -+ - + g W) = (A1 @11+ A2 @12+ - -+ A 1) W1 + (A1 @21 +
A2a22+~-~+)\ra2r).1172+~-~+()\1 a31+)\2a32+~-~+)\ra8r).1178 = 0’1171+0’(172++0’1173 = 6,

con algin A; no nulo. Esto contradice la hipdtesis de que {v1,03,...,0,} es linealmente
independiente. Por lo tanto r < s. O
Corolario 6.3.1 Sea V un R-espacio vectorial, {vi,v5,...,0.} y {ui,us,...,u;}, bases de

V. Entonces r =t.

Definicién 6.3.3 Sea V' un R-espacio vectorial. Diremos que V' tiene dimensién n sobre R
si posee una base con n vectores. Se nota dimgV = n.

Proposicion 6.3.2 Sea V un R-espacio vectorial de dimension finita y S CV  un conjunto
linealmente independiente. Entonces existe una base B de V' que contiene a S.

Dem. Si S = {v1,03,...,0,} genera V la proposicién estd probada. Caso contrario, existe
uy €V tal que {v1,03,...,0;,u1} eslinealmente independiente. Si {v1,03,...,0,;,u1} no ge-
nera V', reiteramos el procedimiento anterior y luego de un niimero finito de pasos, pues V' es fini-
tamente generado, obtenemos 4}, u3,...,us € V. de modo que {uv1,03,..., 05, U1, Us, ..., Us}
genera V. Por lo tanto B = {01, 03, ...,0;, U1, Uy, ..., Uus} es base de V. O

Corolario 6.3.2 Todo R-espacio vectorial V' de dimension finita tiene una base.

Dem. Si V = {0}, entonces B =) es base. Si V # {0}, existe u1 € V, 0} # 0. Basta
entonces considerar S = {v1}, y aplicar la proposicién 6.3.2. O



Algebra y Geometria por Ana Maria Suardiaz y Julio A. Sewald 110

Observaciones
1. Si S es un subespacio de V, entonces dimgS < dimgV.
2. Si dimgV = n, entonces:

i) Todo conjunto de vectores con més de n elementos es linealmente dependiente.

ii) B = {v1,03,...,U,} es base de V' <= B es linealmente independiente.

3. 81 V ={uv1,03,...,0} entonces, dimgV es el nimero maximo de vectores linealmente
independientes existentes entre los k generadores.

Ejemplos
1. dimpFEs =2 y dimgFs = 3.
2. S5i V=R" dimgR" = n.
3. Si V = My(R), dimgV = 4.
4.V =R,[X] = {P(X) € R[X]: P(X) =0 6 grP(X)<n}, B={LX,X2...,X"}
es una base de V, por lo tanto dimgR,[X] =n+ 1.

6.4 Componentes

Una de las caracteristicas de una base B de un R-espacio vectorial V', de dimension n, es que
permite introducir componentes en V' en forma andloga a las de un vector ¥ = (z1,x9,...,2,) €
R™. Dada una base B = {v1,03,...,0,} y @ €V, las componentes de @ se obtienen a partir
de la unicidad de la expresién de # como combinacion lineal de los vectores de B. Si B es la
base candnica de R™ se puede decir cudl es la i-ésima componente porque se tiene un orden
natural, si B es una base arbitraria se lo debe fijar. Necesitamos entonces el concepto de base
ordenada.

Definicién 6.4.1 SiV es un R-espacio vectorial de dimension n, una base ordenada es una

sucesion v, Uy, ..., U, de vectores linealmente independientes que generan V.

Observacion

Si ©1,03,...,0;, es base ordenada entonces B = {v1,73,...,U,} es base de V. Por abuso de
notacién escribiremos B = {v1,03,...,v,} para notar a la base ordenada B. Tener en cuenta
que B = {v1,05,...,0,} # B' ={v3,03,...,0,,01} como bases ordenadas, pero iguales como
conjuntos.

Sea V' un R-espacio vectorial de dimensién n y B = {v1,03,...,U,} una base ordenada de
V. Dado @ €V existe una tnica n-upla (x,2s,...,x,) € R" tal que

U= x1.01 + 2.0 + - -+ + T,.U,, x; se denomina la i-ésima componente de w respecto a B.
Reciprocamente si (21, xg,...,%,) € R" entonces existe @ = x1.01 + 29.03+ - -+ + 205, €V,

unico, tal que sus componentes respecto a B son (z1, X2, ..., T,).



Algebra v Geometria por Ana Maria Suardiaz y Julio A. Sewald 111

Fijada la base ordenada B hemos establecido una correspondencia biunivoca ¢ : V. — R”
definiendo (1) = (z1,x2,...,%y,), sl U= x1.07 + X2.03 + -+ + Tp.Up.

—

Observemos que si 4 = x1.01 + T2.03 + -+ + TpUp, U= Yy1.01 + Yo.V3 + -+ +Yn.Un vy A € R,
se tiene que: @ + U= (z1 + y1).01 + -+ + (Tn + yn).Un; MU= (Ax1).07 + -+ + (Axy).0p.

Por lo tanto p(i@+7) = ¢(@)+¢(V) v @(A.@) = \.p(@). Porlo que ¢ respeta las operaciones,
y entonces podemos identificar cada R-espacio vectorial V' de dimensién n con R™.



Algebra v Geometria por Ana Maria Suardiaz y Julio A. Sewald 112

6.5 Ejercicios

1. Determinar cuales de los siguientes conjuntos son R-espacios vectoriales:

a) V =TR? con las operaciones:
(z,y,2) + (@¢,2) = (@ + 2"y + ¢, 2+ ),
MN(z,y,2) = (Na, N2y, \?2), AeR.

b) V =R3 con las operaciones:
(z,y,2) + (@9, 2) = (@ + 2"y + 9/, 2+ 2),
Az, y,2) = (Ax,y,2), A €R.

2. Sea V = R3. Hallar todos los valores de k para los cuales el vector # es combinacién
lineal de los vectores dados a continuacién:

2,3,5); v3=(3,7,8); v3=(1,—-6,1) y «=(7,-2,k).
3,4,2); v3=(6,8,7) y u=(9,12,k).

4,4,3); vy =(7,2,1); 0v3=(4,1,6) vy @=(59k).

01 =(1,2,-1); v3=1(2,4,-2) y u=(4,52k).

), escribirlo, si es posible, como combinacién lineal
de los vectores pertenecientes a los siguientes conjuntos, indicando si la expresién es
Unica:

{(-1,1,1), (0,0,1), (0,1,1), (1,1,0)} ; {(-1,1,1),(0,0,1), (2,—2,1)};
{(1,2,0), (0,0,—1)}.

b) Sea V = My(R). Verificar que la matriz A =

o (o) ("2 1)

c) Sea V = R[X]. Expresar,si es posible, al polinomio 4 X? +4X +5 como combi-
nacién lineal de los polinomios 2X? +3X +4 y X2 —-2X +3.

18 13/6

3 _18 ) es combinacion lineal

4. Determinar cuales de los siguientes subconjuntos son subespacios del correspondiente
R-espacio vectorial V:

a
b
c

d

e

S={(z,y,2)eR®: 2 +y+2=0}; V=R

S={(z,y) eR*:2-y>0}; V=NR2L

S={Ae M,(R):det A=0}; V= M,(R).
S=R,[X]={P(X): P(X)=0 6 gr(P(X)) <n}; V=R[X].
S={P(X)eR[X]: P(X)=aX>+b, a,b e R}; V =R[X].

D N P N Nl

5. a) Verificar que {(0,1,1),(0,2,—-1)} ={(0,1,2),(0,2,3),(0,3,1)}.
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b) Dados los siguientes subconjuntos de R3, hallar los subespacios por ellos generados:
i) {(1,0,-2), (—-1,0,2), (3,0,-1), (—1,0,3)},
i) {(1,2,-1), (-1,4,1), (0,1,0)},
iii) {(1,1,2), (0,0,1)}.
¢) Determinar el valor de los escalares p y ¢ para los cuales el vector (2,p,3,—q)
pertenece al subespacio de R* generado por (2,3,1,-5) y (0,2,—1,3).
6. Indicar cuales de los siguientes subconjuntos generan V':
a) V =R2%
i) {(2,-5), (=1,5/2) },
i) {(1,2), (=1,1), (2,3)},
iii) {(1,2)}.
b) V ={(1,0,-1), (1,1,0), (0,1,1)}.
i) {(27 17 _1> ) (17 27 1)}7
i) {(2,1,-1), (1,—1,0)}.

7. Determinar si los conjuntos de vectores indicados a continuacion son linealmente inde-

pendientes:
a) {(1,-2,1), (2,1,—-1), (7,—-4,1)},
b) {(1,1,1) (0,1,0)},
C) {(17 ) (2 O 6) (3 17_1>7 (2747_5>}7
d) {(171) (2,—1), (0,0)}.

8. Determinar en cada caso los valores de k para los cuales el conjunto de vectores que se
indica es linealmente independiente:

k,1,0), (1,0,0), (k,k,0)},
1,k,2k), (1,0,0), (1,—1,1)},
Lk, —3k), (k,1,-1)},

k), (14+k,0)}.

a) {(
b) {(1,
c) {(1,
d) {(1,

9. Sea {¥1, 02,73} un conjunto de vectores de un R-espacio vectorial V. Indicar, justificando
la respuesta, si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

a) Si {Uy, U, U3} es linealmente independiente, entonces:

i) {¢h, U2} es linecalmente independiente.
ii) {¥h, v, U35, W} es linealmente dependiente si, y s6lo si @ es combinacién
lineal de ’171, ’172 y ’173.
iii) {¢h, ¥h — Vo, U3 — 2.5+ U3} es linealmente independiente.
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iv) {01, U1 — ¥, 2.7 — U2} es linealmente independiente.
b) Si {@,, ¥, U3} es linealmente dependiente y @; # 0, 1 <1i <3, entonces:
i) {th, U2} es linecalmente dependiente.
ii) {t1} es linealmente independiente.

iii) {¢, vh, U3, W} es linealmente dependiente, para todo u € V.

10. Hallar una base y la dimensién de los subespacios siguientes:

a) {(1,0,—2), (0,1,0), (1,1,—2)}.

)
b) {(1, ) (2,1}
c) S={(z,y,2) eR’ 1y =0},
d) S={(z,y,2,t) eR*: x = t — Tz},
e) S:{(GU)EMQ(R)Ialgzan}.
)

11. a) Verificar que los vectores @ = (1,1,0,2) y ¢ = (1,—1,2,0) forman un conjunto
linealmente independiente y extenderlo a una base de R*.

b) Hallar una base de R* que contenga al vector (1,2, —1,1).
c) ; Existe una base de R3® que contenga a los vectores (1,—1,2) y (2,—2,4) ?

12. Sean S = {(z,y,2):2x+y=0} y T ={(1,-1,1), (1,3,0)}, subespacios de R3.
a) Hallar bases para S'y T.

b) Hallar un subconjunto linealmente independiente de S, que no sea base de S.

c¢) Hallar un conjunto de generadores de T', que no sea base de 7.

13. Sean Ty S subespacios de R*, T ={(1,2,-1,0),(1,0,0,-1),(2,2,—1,-1)} y
S={(z,y,2,t) ER*:x =y + 2, t =0}
a) Hallar una base de S y extenderla a una base de R*.
b) Escribir el subespacio T" utilizando ecuaciones.

c) Hallar SNT y su dimensién.
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7 Cambio de base. Bases ortonormales

7.1 Cambio de base

Recordemos que si V' es un R-espacio vectorial de dimension finitany B = {b:, b;, e ,b;} es
una base ordenada de V, todo vector v € V' puede escribirse de manera tinica como combinacién
lineal de los vectores de la base B. Es decir, existen aq,qs,...,qa, € R, univocamente
determinados, tales que o = al.b: + Oég.b; 4+ -+ an.b;. Los coeficientes aq, aq, ..., a,, se
denominan las componentes del vector ¢ con respecto a la base ordenada B. Usaremos, de
acuerdo a las circunstancias, las siguientes notaciones:

aq
a2 . ’ — ’ . .
(U] = . , matriz de orden n x 1 6 (¥)p = (a1,a9,...,0;,). En este ultimo caso, si
Qp
V =R" y B es la base candnica, escribiremos simplemente o = (aq, ag, ..., ay).
Sean B = {by,bs,...,b,} vy B ={b},b,,...,b,}, bases ordenadas de un R-espacio vectorial

V. Dado ¢ € V, queremos hallar sus componentes en la base B’, conocidas las mismas en la
base B.

Supongamos que ("7)B = (0417 Qg, ... 7Oén) ; Z;1 = a11-b7£ + a21.b72 +oee T+ anl-b_;; )
by = a2 4 agobl + -+ ana b, ..., by = awn b 4 age by 4 - + Qb

Entonces v = 041.(0,11.6_{ + a21.b72 + -+ anl.b_;;) -+ 042.(0,12.6_{ + a22.b72 + -+ ang.b_;;) + -+
Oén.(aln.b_{ + agn.b_g 4+ 4 anan) = ((7,11041 + a0 + - -+ + alnan).bz + ((7,21041 + ag9oug + - -+ +

agnan).bz + -+ (aprog + apgas + -+ + annan).bz.

1101 + @120 + - -+ + A1y a11 Q12 -0 Qi a1
. a2101 + Qo20vg + - - - + A2p 0y Q21 Q22 -+ Q2n 0%
Es decir, [v]p = : = ; S : ' : '
an10 + An202 + -+ ApnOin Ap1 An2 - Ann 7
a11 Q12 - QAlp
jweeo, [ = | T |,
Ap1 Qp2 *** Qpp
a11 Q12 - Qi
La matriz A = a:21 a:22 . a?n = < [b:]B/ [b;]B/ e [b;]B/ ) , cuyas columnas
Ap1 An2 - Ann

estan formadas por las componentes de los vectores de la base B respecto a la base B’ se
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denomina la matriz de cambio de base de la base B a la base B’ y la notaremos [B]p.
Obtenemos entonces que:

[0l = [Bls - [U]5
igualdad que nos permite hallar las componentes de cualquier vector ¢ respecto a la base
B’, conociendo sus componentes respecto a la base B. Andlogamente [U]p = [B'|p - [U]p
permite obtener las componentes de cualquier vector o respecto a la base B, conociendo sus
componentes respecto a la base B’.

Proposicion 7.1.1 Si B y B’ son bases ordenadas de un R-espacio vectorial V de dimension

n, entonces [B'|p = [Bly .

Dem. [t]p = [Blp - [t]p = [Blp - ((B]p - [t]p) = ([Blp - [B]p) - [U]p; paratodo 7€ V.

1
R — — O
Sea [Blp - [B']lp = (c¢ij). Tomemos ¢ = b}, entonces como [b}]p = , resulta
0
1 Ci1 Ci2 -+ Cin 1 C11
0 C1 C22 -+ (2 0 C21
= . . A = } . Repitiendo el procedimiento para
0 Cnl Cp2 " Cnp 0 Cnl

cada uno de los vectores de la base B’ obtenemos que (c¢;;) = I,, de donde resulta la
proposicion. O
Ejemplo

Sean B = {(1,-1,2),(1,0,1),(2,—-1,1)} v B’ ={(3,0,1),(—1,2,0),(2,2,3)} bases orde-
nadas de R3. Si las componentes de un vector ¥ en la base B son (1,2, —1) queremos hallar
sus componentes en la base B’.

Para hallar [B]p, debemos escribir cada vector de la base B como combinacién lineal de los
vectores de la base B’. Para ello planteamos, (1,—1,2) = «-(3,0,1)+3-(—1,2,0)+~v-(2,2,3),

Ja — B+ 2y=1 3 17 1
obteniendo el sistema < 20 4+ 2y = —1 , cuya soluciones a=——, f=——y v= —.
4 12 12
a+ 3y=2
3 17 11 . .
Por lo tanto, (1,—1,2) = (—Z) -(3,0,1) + (_E) (—=1,2,0) + o (2,2, 3). Haciendo lo mismo
1 1
para los otros dos vectores de B, se obtiene: (1,0,1) = (_§> -(—=1,2,0) + 3 (2,2,3) vy
1 3 1
(27 -1, 1) = Z ’ (3707 1) + (_Z> ’ (_1727(]) + Z ’ (27273> luego,
—3/4 0 1/4 1 ~1
Wl =Bl [0]p=| —17/12 —1/3 =3/4 |-| 2 | = —-4/3

11/12 1/3  1/4 —1 4/3
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Proposiciéon 7.1.2 Sean B, B’ y B” bases ordenadas de un R-espacio vectorial V de

dimension n. Entonces
[Blgr = [Bp - [Bls

Dem. Siguiendo un razonamiento analogo al de la proposiciéon anterior, basta probar que
[B]B” . [’(}13 = ([B/]B” . [B]B/) . [’lﬂB, para todo v € V.
En efecto, [Blgv - [t]p = [U]pr = [B]pv - [t]s = [Bpr - ([Blp - [t]8) = ([B]s - [Bls) - [0]5.0

Corolario 7.1.1 Si V. =R" y C es la base candnica, se tiene que [Blg = [Clp - [Blc =
[B'e" - [Ble-

Ejemplo
Resolvamos el ejemplo anterior utilizando el corolario 7.1.1. Consideremos la base canénica de
R3.

3 —1 2 1 6 3 —6
Como A=[Ble=] 0 2 2 | y detA=12, entonces A~ = o 2 7 -6
1 0 3 -2 -1 6
1 6 3 —6 11 2 1 -9 0 3
Luego [B]p = D 2 7 -6 || -1 0 -1 |= D —-17 -4 -9
-2 -1 6 21 1 11 4 3
1 -9 0 3 1 -1
Por lo tanto [v]p = D —-17 -4 =9 |- 2 | = —4/3
11 4 3 1 4/3

Interpretacion geométrica de un cambio de base

Recordemos que si V = Ey; 6 FEj5 , al fijar un punto O y una base ordenada B del Plano o
del Espacio, queda determinado un sistema de coordenadas cartesianas. Si cambiamos la base
B por otra B’ obtenemos, en forma analoga, un sistema de coordenadas cartesianas distinto

al anterior. Si P tiene coordenadas (x,y) en el sistema (O, XY) entonces [O—f’]B = (;) .
Al cambiar la base, si queremos hallar las coordenadas (z’,y’) de P en el sistema (O, X'Y”)

usamos que: (z«:) — [OP] = [Bly - [OP)5 = [Blp - (;)

De aqui resultan las formulas que nos permiten efectuar los correspondientes cambios de coor-

denadas en Fj :
Gme () ()em ()

Para FEj5 las férmulas son anélogas.
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Y
Y/
P(z,y) = P(',y')

Yr-——7-—=2=
Iy // !
|

. S X
> |
b2 by A A
b} l

b1 z X
Figura 47

Ejemplo
Sea V =R3 (0,XYZ) elsistema de coordenadas asociado a la base canénica 'y (O, X'Y'Z’)
el sistema asociado a la base B = {(1,0,0), (0,—1,2), (0,1,1)}.

1 00 1 0 0
Se tiene entonces que [Ble=| 0 -1 1 | y [Blz'=[ 0 —=1/3 1/3 |, por lo que
0 21 0 2/3 1/3
=
r=uxa , 1 —i—lz
z2=2y + 7 r_ £ Z
d=gytgz
a) Si P(1,0,—2) en (O,X'Y'Z’), hallar sus coordenadas en (O, XY 7).
x 1 00 1 1
y =10 -1 1 0 |=1 —2 |. Porlotanto P(1,—2,—2).
z 0 21 —2 —2

b) Si m:a'+3y +32'+2 =0, enelsistema (O, X'Y’Z’), hallar su ecuacién en (O, XY 7).

1 1 2 1
Reemplazando obtenemos x4 3 (—gy—l—gz)—i-?) (§y+§z)+2:x+y+22+220.

Luego m: x+y+224+2=0 en (O,XYZ).
Observaciones

1.Si m: a2’ +by +c2+d=0, en (O,X'Y'Z") asociado a una base B que no es la
canénica de R?, en general (¢)p = (a,b,c) no es perpendicular a .
/ / !/ _ S5 5 S
2. 51 L: {Z’fc’—i—_i—bb:’gy’—i_—i—ccz’ ;f;io n (0,X'Y'Z") asociado a B = {b1,ba, b2} , en-
T = xo + Alt
tonces la ecuacion paramétrica de L es: L : { Y =yo+ Agt; t €R, donde (zo, o, 20)
Z = 2o + Agt
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b1 by b3
es una solucién particular del sistema y (Ay, Ao, A3)=| a b ¢ |, como si fuera un
a v

producto vectorial.

Traslaciones

Supongamos que trasladamos el origen O de coordenadas a otro punto O, es decir a los
vectores de B los pensamos con origen en (O'. Obtenemos nuevos ejes X' e Y, distintos,
paralelos a los anteriores y con las mismas unidades de medida.

Sean (zo,yo) las coordenadas de O' en el sistema (O, XY) y P un punto del Plano que en
el sistema (O, XY') tiene coordenadas (x,y).

Si con (2',y’) notamos las coordenadas de P en el sistema (O, X'Y’) entonces se obtiene:
—_— — — — — — — —
00 = To.b1 + yo.bg, O—f; =x.by + ybg y O'P = z'.by + y/.bg.

Como O—fj = 0—07 + 075, entonces obtenemos x.b: + y.b; = xo.b: + yo.b; + x’.b: + y’.b; =
(xo + 2').b1 + (yo + ¥').b2. Por lo tanto,

(1) xz=x¢+a (2) 2'=x—ux
y=1y+y v =vy—1

(1) v (2) son las férmulas que nos permiten pasar del sistema (O, XY) al (O, X'Y') y
reciprocamente. En forma matricial (1) y (2) se expresan, respectivamente:

()=(t) (v)=(=)

X/

O
Figura 48
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Ejemplo

Consideremos la base C = {€3,é3} vy (O, XY) el sistema de coordenadas asociado. Sea
(O, X'Y") el sistema que se obtiene trasladando paralelamente los ejes X e Y al nuevo origen
O’ de coordenadas (—1,6).

a) Si P tiene coordenadas (2,5) en el sistema (O, XY'), ; cudles son sus coordenadas en
el (O, X'Y")?
¥y=x—xy=2+1, yYy=y—y=y—6. Si £ =2 entonces ' =3, ysi y=>5
entonces 3y’ = —1, luego P tiene coordenadas (3,—1) en el sistema (O, X'Y’).

b) Si @ tiene coordenadas (—3,2) en el sistema (O, X'Y"), ; cuédles son sus coordenadas
enel (0,XY)?
r=a'+xo=2"—1 , y=9y'4+yo=9y+6. Si 2/’ =—-3 entonces x =—4;si yy =2
entonces y = 8, luego @ tiene coordenadas (—4,8) en el sistema (O, XY).

c) Si 3z +y—2=0 eslaecuacién de una recta L en el sistema (O, XY), ; cudl es la
ecuaciéon de L en el (O, X'Y")?

Como L tiene ecuacion 3z +y—2 =0, z =2’ ' —1 e y =3y +6 tenemos que:
3’ —1)+y +6—2=0, loqueimplicaque 3z’ 4y + 1= 0. Luego L tiene ecuacién
32/ +y' +1=0 enelsistema (O, X'Y").

Traslacion y cambio de base
Supongamos ahora que trasladamos el sistema y ademéas cambiamos la base.

Sea B = {b,bs}, una base ordenaday (O, XY) elsistema de coordenadas asociado a la base
B. Sea O'(z0,y0) el nuevo origen y consideremos la base ordenada B’ = {b,b,}. El sistema
(O, X"Y") es el que se obtiene trasladando el (O, XY) al punto O’ y luego cambiando la
base. Si un punto P tiene coordenadas (z,y) en el sistema (O, XY') escribiremos (z2/,y’)

para representar las coordenadas de P en el sistema (O', X'Y’) y ((z",y")) para representar
las coordenadas de P en el sistema (O', X”Y"). Veamos la relacién que existe entre las mismas.

/ . " /
Trabajando en forma matricial tenemos que: (x/) = (x xo) y (x”) = [B]p - (x/)
Y Y—Yo Y Y
de donde,

" _
()= (5 3)
Reciprocamente tenemos que:
x " T '+ g T T " T
= B/ . = = = B/ .
(y’) Bl (y”) Y (y) (y’+yo) (y’)+(yo Blo\yr ) T o
de donde,
"
— B/ . X Zo
(y) Blo (y”)+(yo

8
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Figura 49

En lo que sigue trabajaremos con sistemas de coordenadas cartesianas ortogonales.

Ejemplos

1. Sea (0,XY) el sistema de coordenadas asociado a la base C = {é1,é3}, (O, X'Y’)
el sistema obtenido rotando el sistema (O, XY) un dngulo a y (O, X"Y") el
sistema obtenido trasladando los ejes X’ e Y’ al nuevo origen O’ de coordenadas
(zo,y0) en el sistema (O,XY). Si B = {b;,by} es la base asociada al sistema
(O, X'Y") entonces, b: = coS.€] + sena.€3 y b; = —sen«.€1 + cos a.€3, por lo tanto

cosa —sena _ cosa  sena , :
[Ble = vy [Bl¢ = . Las férmulas de cambio de
sena  cosa —Ssena  cos o

coordenadas son:

"\ _ [ cosa  sena) [z — g r\ _ [cosa —sena) [z" e
y' ]\ —sena cosa Y — Yo y) \sena cosa y” Yo

2. Sea (O, X"Y") el sistema que se obtiene rotando el sistema (O, XY) en un dngulo de
T radianes y trasladando el origen del sistema al punto O’ de coordenadas (1,1) en el
sistema (O, XY).

a) Hallar las coordenadas, en el sistema (O', X"Y"), del punto A que en el sistema
(O,XY) tiene coordenadas (2,1).

2"\ /2 V3/2 r—1
(y”) = (_\/§/2 1/2 \y-1) remplazando x por 2 e y por 1 se ob-
1

2

e Yy’ = ——, que son las coordenadas del punto A en el sistema

2

tiene z" =

(O/’ X//Y//).
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b) Hallar la ecuacién, en el sistema (O', X"Y"), de la recta L cuya ecuacién en el
sistema (O, XY) es y—2z =0.

(;):(%?2 —{/32/2).(;Z)Jr(}),porlotanto x:%x”_\/?gy”_i_l .
V3

y= x’ + 5 y" + 1, luego la ecuacién de la recta L en el sistema (O, X"Y") es

(V3—=2)a"+ (1+2V3)y" —2=0.

En forma analoga al caso del Plano, si O es un punto del Espacioy B = {b:, b;, b;} es una base
ordenada del mismo, queda determinado un sistema de coordenadas cartesianas (O, XY 7).
Cualquier punto P del Espacio tendrd, en el sistema (O, XY Z), coordenadas (A1, A2, A3) que
son las componentes del vector OP en la base B.

Sea (O,XYZ) el sistema asociado a una base ordenada B = {b:,b;,b;}, (O, X'Y'Z") el
sistema asociado a una base ordenada B’ = {V, b, b} v (O, X"Y"Z") el sistema que se
obtiene trasladando paralelamente los ejes X', Y’y Z’ a un nuevo origen O’ que en el
sistema (O, XY Z) tiene coordenadas (xo, Yo, 20)-

Las formulas del cambio de coordenadas son:

T — I x x Zo
y" | =Bls- | ¥ =% y | =Bl | v |+ w
" zZ— 2 z 2" 20
Ejemplo
Sea (O, XY Z) el sistema de coordenadas asociado a la base canénica de R3, la base
1 1 1 1 1 2 1 1

B = ,—,—), (0, ——, —), (—=, ———=, ———=) } con sistema asociado (O, X'Y'Z’
{(\/g\/g\/g)( \/i\/§>(\/€\/6\/6>} ( )
(O, X"Y"Z") el sistema obtenido del (O, X'Y'Z") trasladando los ejes al nuevo origen
O', cuyas coordenadas en el sistema (O, XY Z) son (0,—1,3).

" 2+ V3
"_ _\/g

" =3V6A
hallemos su ecuacién en el (O, XY Z).

x T — T T — X 1/vV3  1/V/3 1/V3 x
V' | =0l {y—w | =Bl |y-—w|=| 0 -1/v2 1/v2 | [y+1],
2" ) zZ— 2 2/v/6 —1/v6 —1/V6 z—3

x x Zo 1/V/3 0 2//6 x” 0
y|=Ble- |y |+ w]|=|1V3 -1/vV2 =1/V6 | [y |+]| -1
z 2" 20 1/vV3 1/vV2 —1/V6 2" 3

8

Dada la recta L de ecuacién , A€R, enelsistema (O, X"Y"Z"),

IS
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Un vector director de L es dy, = ({(v/3,0,3/6)) y un punto perteneciente a L es

P0<<\/ﬁa _\/ga O>>

Observacion

Cuando se realiza una traslacion del sistema de coordenadas las componentes de los vectores
no cambian por la misma, si las coordenadas de los puntos. De acuerdo con la observacion,
obtenemos:

T 1/vV3 0 2//6 V3 7
y =1 1/V3 —1/v2 —-1/v6 |-| 0 = | =2 |, porlotanto, d = (7,—-2,—2).
2 1/vV3 1/vV2 —1/V6 3v6 —2

Las coordenadas de F, se ven afectadas por la traslacion y por el cambio de base:
x 1/v/3 0 2/V6 V12 0 2

y =1 1/vV3 -1/v2 -1/v6 |- | =vV8 |+ [ -1 | ={3].Como Py(2,3,3),
z 1/V3 1/v/2 —1/V6 0 3 3

T=2+TA
entonces la ecuacién de L en el sistema (O, XY Z) es: {y:3—2)\, AeR.
2=3-2A

7.2 Espacios con producto interno

Definicién 7.2.1 Sea V un R-espacio vectorial. Un producto interno sobre V' es una fun-
cion (,) :V xV — R que asigna a cada par ordenado de vectores (i,V) wun nimero real
(@, V) de tal modo que para cualquier w, U, w € V y todos los escalares X\ € R se verifiquen:

Definicién 7.2.2 Un R-espacio vectorial que tiene definido un producto interno se denomina
espacio vectorial con producto interno o espacio euclideo.

Ejemplos
4 - 0 sii=061v=0
1. V=FEy6 E3 dond = S .
26y donde (i 7) {HﬁH |5 cos® st AT y G40
donde 6 es la medida del angulo comprendido entre 4 y v .

2. V=R" 4 = (z1,22,...,2,) ¥ U= (Y1,Y2,.--,Yn) €V, (&, V) = 101 + -+ + TpYn
define un producto interno llamado producto interno o producto escalar candnico.

3. V=R% 4 = (x1,19) y U= (y1,42) €V, (&,V) = 3z191 + 272y2 define un producto
interno en V', distinto al considerado en 2.
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Definicién 7.2.3 Sea V' un R-espacio vectorial con producto interno (, ) , llamaremos norma
de U €V yla notaremos ||V]| al nimero real ||v] = +/(V, 7).

Ejemplo

Si V' =R", con el producto interno canénicoy v = (x1,2a,...,x,), entonces

17| = /a2 + 23 + -+ + 22,

Si V' es un R-espacio vectorial con producto interno, la norma posee las siguientes propiedades,
cualquierasean 4 y v €V, A € R:

L) A =[ A [|7].

2) ||7]] > 0. Ademas, ||7]] = 0 <=7 = 0.
3) lu + || < [l + [|7].

4) | (u, o) [< ||| ||7]]-

Bases ortonormales

Definicién 7.2.4 Sea V un R-espacio vectorial con producto interno. 4 y v € V  se dicen
ortogonales si (4, 7) = 0.

Definicién 7.2.5 Sea V' un R-espacio vectorial de dimension finita con producto interno y
B = {v1,03,...,0,} una base de V. B se dice ortonormal si
o 1 sii=]j
(i, 03) = {0 si i
Ejemplos
1. En Ey y E5 las bases {é1,é3} v {€1,€3,€é3} son bases ortonormales.

1 2 . 2 1 >} b . 1
—, =), =, —= SOn bases ortonormales.
NGRS

VERRY]
3. En R? C={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} y B= {(

son bases ortonormales.

2. En R% C={(1,0),(0,1)} y B= {(

1 2 2 1
ﬁ’o"ﬁ’(ﬁ’o’ﬁ)’m"(’)}

Nota: El producto interno considerado en los ejemplos anteriores es el candnico.

)y,
] {]]]
lo que permite definir la nociéon de angulo entre los vectores u y U a partir de la igualdad

(4, )

1l 7]

La propiedad 4) de la norma implica que si @ y ¢ son vectores no nulos —1 <

cCoSs a0 =
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Proposicion 7.2.1 Sea V un R- espaczo vectorial con pmducto imterno Y B = {bl, bg, .. b n
una base ortonormal de V. Si iU = )\1 bl+)\2 bg—i- A\, b Yy U= . b1+,u2 bg—i- —l—,un bn,
entonces (U, V) = A1 + Aopta + -+ + Nufin.

Dem. (@, 7) = (M.b1+ Xoby+ -+ Mb ) pi1.br+ piabs + -+ poby ) = Agur (br, by )+
A2M2<b_éab;> +)\nﬂn<bnabn>:)‘1ﬂl+)‘2ﬂ2++)\n,un o

Proposicion 7.2.2 Sea V un R-espacio vectorial con producto interno, y M = {b:, b;, cee b:}
un conjunto de vectores mo nulos ortogonales dos a dos de V. FEntonces M es linealmente
independiente.

— -

Dem. Supongamos que ;. by 4 Ao.by + - + A\ bq 0. Si b; € M, entonces 0 = (bj, 0) =
(bi  Abi+ Aaba o+ Ab) = Ay (b, by Y+ Xg (b, Do)+ X (b, D)+ A (7, by ) =
i (b, bi) = i [|6i]|?, lo que implica A; = 0 pues [|bi]| # 0. O

Caélculo de una base ortonormal de R3

Sea 07 € R3, vy # 0 y consideremos by = HUTIH Si b = (21, T2, x3), sea b= (0, — x3, z2).
U1
Lo . b . L
Como ( by, b) = xox3 — x302 = 0, tomemos by = W y by = by A by. Es claro que
B = {b:, b;, b;} es un base ortonormal de R3.
Ejemplo
Construyamos una base ortonormal de R? a, partir de 0v1 =(1,1,1).
o 1 1 1 - 1 1
Sea by = =(—,—=,—=) v b=(0,— ) Luego by = (0, ——=,—=), entonces
I~ *v3' V3 V3 \f V3 22
- 2 1 1
bs =b; A b —_— =
3= b1 A by (\/6 7 \/6)
1 1 1 1 1 2 1 1

Por lo tanto B:{( ), (0, — ) (

V333 V2V VB VG
mal de R3.

Sea V' un R-espacio vectorial de dimensién finita con producto interno, (podemos suponer
V =R"), S un subespacio de V' y B una base de S. Queremos hallar, a partir de B, una
base ortonormal de S.

)} es una base ortonor-

Método de ortonormalizacion de Gram-SghrILidt .
Sea V =R" S CR" unsubespacioy B ={by, by, ...,b.} una base de S.

—

. by — = - A
Sea U] = HH, y consideremos '02 — by — (proys; ba) = by — (by, U7 ).01.
by
Se tiene entonces que (v}, v1) = (b; - (b;, 01) U7, V1) = (b;, 01) — (b;, 1) |52 =0
W
Si vy = vaH entonces (v1,v5) = 0 y ademds ©; y ©3 pertenecen a S, pues son
Uy

l
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combinacion lineal de b: y b;.

Supongamos conocidos v1,vs,...,U; tales que:
1) (&, ) 1 si1 =7 l<ii<s
Vi, U;) = L, 1 )
v 0 sii#j"’ =hJ=
2) Cada ©; es combinacién lineal de by, bs, . . ., bs.
/!
v —_ — —_— —
— s+1 / - - = =
Entonces, v541 = H/j, donde vy, = bey1 — ((bsy1, V1).01 4 -+ + (bgy1, Us).05).
v
s+1

. , /—> - . /—>
Se verifica ademés que (v, ,,7;) =0, 1<i<s y v, €S

Sea B = {01,03,...,0;}, donde cada ©0;, 1 <1i < r, se obtiene aplicando el método anterior.
Como dimgrS =r y B es linealmente independiente, entonces B es base ortonormal de S.

-
Proys, be N .
N N /Ué
b N
A
Figura 50

Ejemplo

Sea S ={(1,0,0,0), (1,1,0,0), (0,1,1,1)} CR* B =1{(1,0,0,0), (1,1,0,0), (0,1,1,1)}
es linealmente independiente, por lo tanto es base de 5.

Sea v; = (1,0,0,0), v5 =(1,1,0,0) — ((1,1,0,0), (1,0,0,0)).(1,0,0,0) =

(1,1,0,0) — (1,0,0,0) = (0,1,0,0).

Como |[vh|| =1, entonces o3 = (0,1,0,0).
vl =(0,1,1,1) — (((0,1,1,1), (1,0,0,0)).(1,0,0,0) + ((0,1,1,1), (0,1,0,0)).(0,1,0,0)) =
0,1,1,1) — (0,1,0,0) = (0,0, 1,1).
v 1 1 1 1
Por lo tanto, 3 = —— = (0,0, —, —) ¥y B’:{ 1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,—,—)} es
vl ( 2 2> ( ) 2’ V2

una base ortonormal de S.
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7.3 Ejercicios

1.

Sean B = {(~1,1,0), (1,2,3), (=1,-2,—4)} y B = {(1,-1,1), (1,2,3), (1,3,4)},
bases de R3.

a) Hallar [Ble, [C]z, [Be, [Cl, [Blp v [Bls
b) Si v=(1, —1, 1), hallar () y (V)m.

Sean B = {by, by, b3} y B ={V., U, bé} bases ordenadas de R? tal que by = 2.1/ |
by =U, + b, — b, y by =—bl,

a) Encontrar [Blp y [B']s.

b) Sabiendo que (¥)p = (—2,0,3), hallar (¥)p
1 11
Sabiendoque A= 1 —1 2 es la matriz de cambio de base que permite pasar de
0 0 3
la base B ={(1,-1,0), (1,0,1), (0,2,—1)} a una base B’, encontrar B’'.

Sea B = {vi, v3, v3, v}} una base ordenada de un R-espacio vectorial V.

a) Probar que B’ = {207, —v1 + 03, —03 + Uy, U1 + 03} también es una base de V.

b) Si un vector de V' tiene componentes (0, «,0,«) respecto de la base B,
., qué componentes tendra respecto de la base B’ 7

c) Hallar los vectores v € V' tales que (0)p = (U)p.

s v=an®, 5={(y 1) (5o) (T 8)(50)}

w_ L1 -1 11 00 00
- 0O o0/J"\00/)"\1 1)\ —11 ’
Si A e My(R) estal que (A)p=(1,2,—1,0), hallar [A]p.

Sea V=RyX], B=1{1,X,X?> X* v B'={1,1-X, X +X2, X2+ X*).
Si P(X) €V estal que (P)p=(—6,5,-3,2), hallar (P)g.

Sean B = {(1,3),(2,—-1)} y B’ = {(-1/4/10,3/4/10), (3/4/10,1/4/10)} bases orde-
nadas de R?; (O, X'Y") y (O, X"Y") los sistemas de coordenadas cartesianas asociados
a B ya B’ respectivamente.

a) Si la recta L tiene ecuacién implicita 2x +y —5 = 0 en el sistema asociado a la
base candnica, hallar su ecuacién en (O, X'Y”).

b) Si P(y/10,—+/10), hallar las coordenadas de P en (O, X"Y").
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8. Sea B = {(2/v5,1/v5),(1/v/5,-2/v/5)}, una base ordenada de R*. Sea (O, X'Y”)
el sistema de coordenadas asociado a la base By (O, XY') el sistema asociado a la base
candnica.

a) Si (0,4/5) son las coordenadas de un punto en el sistema (O, X'Y”) , hallar sus
coordenadas en el sistema (O, XY).
b) Hallar la ecuacién del eje X en el sistema (O, X'Y").

=2+ 3\

V1 AER

c) Sea L larecta que en el sistema (O, X'Y’) tiene ecuacién {
Hallar su ecuacién en el sistema (O, XY).

9. Sea (O,XYZ) elsistema de coordenadas asociado a B = {(2,0,1),(0,—1,1),(1,1,0)}

y (O, X'Y'Z’) el sistema asociado a la base B’ = {(1,-1,0),(1,0,1),(0,2,—1)}.
Hallar, en el sistema de coordenadas (O, XY Z), la ecuacién paramétrica de la recta L

=1+
que, en el sistema (O, X'Y’Z’), tiene ecuaciéon < ¢/ =1 A ER.
2 =2\

10. Sea (O,XY) el sistema de coordenadas asociado a la base canénica de R?. Sea
(O, X'Y") el sistema que se obtiene trasladando paralelamente los ejes X e Y al nuevo
origen O' de coordenadas (—1,4).

a) Si P tiene coordenadas (4,3) en el sistema (O, XY'), hallar sus coordenadas en el
sistema (O, X'Y").

b) Si @ tiene coordenadas (—3,1) en el sistema (O, X'Y’), hallar sus coordenadas
en el sistema (O, XY).

o =1+2M\

y——n AER

c) Sea L la recta que en el sistema (O', X'Y”’) tiene ecuacidn, {

Hallar su ecuacién en el sistema (O, XY).

d) Verificar graficamente los resultados anteriores.

11. Sea (O', X"Y") el sistema que se obtiene rotando el sistema (O, XY) en un dngulo de
& radianes y trasladando el origen del sistema al punto O'(1,2) en el sistema (O, XY).

Hallar la ecuacién paramétrica, en el sistema (O, XY'), de la recta L cuya ecuacién en
. " _ 1 + \/g)\
el sistema (O, X"Y") es < * , A €eR.
( ) {y// — \/§ + )\
12. Sea (O, X"Y") elsistema que se obtiene a partir del sistema (O, XY') trasladando el ori-
gen al punto O'(—1,1) y considerando la base B = {(—1/v/2,1/v/2), (=1/v/2,—1/v/2)}.
r=—-1-—-2\

y=2-3\ » AER

Sean L; larecta queen el sistema (O, XY') tieneecuacién L : {

"n_ _
y Ly larecta que en (O, X"Y") tiene ecuacién Ly : {;,, ; 2\//%_’_ 5 weR.



Algebra y Geometria por Ana Maria Suardiaz y Julio A. Sewald 129

a) Averiguar si L; y Lo son coincidentes.

b) Graficar los sistemas de coordenadas utilizados y la recta Lo.

13. Sea (O,XYZ) elsistema de coordenadas asociado a la base canénica de R3 y
(O, X"Y"Z") el sistema asociado a la base B = {(1,—1,0),(0,—1,1),(2,0,—1)} con
origen en el punto O’ cuyas coordenadas en el sistema (O, XY Z) son (1,0,1).

a) Siel plano 7 tiene ecuacién x” —2y”" + 2" +1 =0 en el sistema (O, X"Y"Z"),
hallar su ecuacién en el sistema (O, XY Z).

r—y+1=0

y+22=0

que tiene coordenadas ((4,—4,—3)) en el sistema (O', X"Y"Z") pertenece a L.

b) Silarecta L en (O,XYZ) estd dada por , verificar que el punto

4. B = {(ﬁa_ﬁa(])’ (ﬁ7_270>7 (07071)}7 B = {(é 07_§)7 (§ O’%>7(07170>} y

a) Averiguar si son bases ortonormales.

b) Hallar [B]BN y [B/]BN.

15. Sea T = {(1/\/6, k,0), (—k,1//6, O)} . Hallar los valores de k para los cuales T' pueda
extenderse a una base ortonormal de R3. Indicar una de esas bases.
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8 Transformaciones lineales

8.1 Definicion y ejemplos

Definicién 8.1.1 Sean V y W R-espacios vectoriales. Una aplicacion T :V — W  se
dice una transformacion lineal si verifica:

Ty) T(u + ©) =T (u) + T(v), para todo i, ve€ V.

Ty) T(A\.4) = N\T(4), para todo N e R; @ € V.

Consecuencias de la definicién

Sea T :V — W una transformacion lineal. De la definicién se deduce que:

1) T(0) = (/. En lo que sigue notaremos al vector nulo de cualquier espacio vectorial con 0.
2) T(—v) = =T(?V), para todo v € V.
3) T(u—v)=T(u) —T(V), para todo u, 7€ V.
4) T(A.T1 + AUy + -+ + MTn) = MT(0h) + N T(02) + -+ + M. T(0,,), para todo
eV, MeR, 1<i<n.
Ejemplos

1. Sea V un R-espacio vectorial, ¢ € R, cfijo. T:V — V definida por T'(¥) = c.¥ es
una transformacion lineal denominada homotecia de razén c.

e Si c=0, T = 0, para todo @ € V. T se denomina transformacién lineal
nula y se nota T = O.

e Si ¢c=1, T(V) =7, para todo U € V. T se denomina transformacién lineal
identidad y se nota T = Idy.

2. T:R? — R? definida por T(z,y)= (2% y) no es una transformacién lineal pues,
T(1,0) + T(~1,0) = (1,0) + (1,0) = (2,0) # (0,0) = T[(1,0) + (—1,0)].

3. T:R? — R? definida por T(x,y) = (z,z+y,x —y) es una transformacién lineal.
En efecto, si @ = (z1,y1) y U= (x2,y2) entonces 4 + U = (z1 + x2,y1 + Y2).
T+ 0) =T +zo,y1 +y2) = (1 + T2, 21+ T2+ Y1 + Yo, 01 + T2 — Y1 — Yo) =
(z1, 21+ y1, 21 — 1) + (22,22 + Y2, 22 — y2) = T(w1, 1) + T2, 42) = T(@) + T(0).
Si AeR, A= A(x1,y1) = (Ax1,Ay1) entonces,

TNz, A1) = Az, Az + Ay, Az — Ay) = Az, 21+ v, 210 — 1) = AT (2, 01) =
AT (1).
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4. T : R* — R?® definida por T(z,y,2) = (z,4,0) es una transformacién lineal que se

interpreta geométricamente como la proyeccién ortogonal de un punto P(z,y,z) sobre
el plano XY

5. T : R® — R?® la aplicacién que a cada punto de coordenadas (z,y,z) le hace corres-
ponder su simétrico respecto al eje X.
Sea P(xg, Yo, 20) un punto cualquiera del Espacio y m un plano que contiene al punto P
y es perpendicular al eje X.
Si @ es el punto de interseccién de m con el eje X, T'(P) es el punto que pertenece a la
recta L, que pasa por Py @, y que verifica d(T'(P),Q) = d(P,Q).

Figura 51

Tr = Xy
m:x—x9=0, Q(20,0,0), L:¢ y=ay, , a €R.
Z =z

Si T(P)(xp, yh, 20), entonces xzy = xo, Yp = QYo y 2{ = Q& Zp.
Ademés d(T(P),Q) = d(P,Q), es decir, o y2 + a?22 =y2 + 22, por lo tanto
(@ —1)(y2 + 22) =01lo que implica o> —1=0 6 yo = 20 =0.

Si yo = 20 =0, P estd sobre el eje X y por lo tanto T'(P) = P. Para a =1 obtenemos
el punto P y para a = —1 obtenemos T(P)(x¢, —yo, —20). Luego T esté definida por

T(:L‘,y,Z) = (l‘, —Y, _Z)‘
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6. Sea T : R? — R? la aplicacién que a cada punto de coordenadas (z,y) del Plano
le hace corresponder el que se obtiene rotandolo un angulo #, 0 <6 < 27 alrededor
del origen. Sea P(z,y) un punto cualquiera de R? ¢ el dngulo que forma el vector
OP con el semieje positivo de las abscisas y supongamos que T'(P) tiene coordenadas

(@', y).
Y
/ T(P)(x',y)
Yyr——7773 |~
| h N
[ AN
| \
|
gl L __ e WP(@y)
oo |
| |
9 |
| |
(b | |
O x’ r X
Figura 52
—
Observemos que HO—f’H = [|OT(P)|| y notemos a este nimero con r. Entonces

x=rcosp, y=rsend, ' =rcos(¢p + 0) e y =rsen(p +0). Es decir:
' =rcospcosh —rsendsentd = xcost —ysend

Yy =rsengcos + rcospsent =ycosh + xsend

Luego T'(x,y) = (xcost —ysenb, xsenf + ycosb).

7. Sea T : R® — R? la aplicacién que a cada punto de coordenadas (z,y,2) le hace
corresponder el que se obtiene rotandolo un angulo 6, 0 <6 < 27 alrededor del eje Z
y en forma paralela al plano XY.
Es claro que T'(z,y,2) = (2',y/,2), donde 2’ =z cosf —ysent e y' =xsend + ycosh.

Luego T'(x,y,z) = (xcosf —ysenf, xsend + ycosh, z).

El siguiente teorema es elemental, pero de gran importancia. Nos muestra que las transforma-
ciones lineales son funciones, entre espacios vectoriales, con propiedades muy particulares.

Teorema 8.1.1 Sean V y W R-espacios vectoriales, B = {51,52, .. ,Z;n} una base de V' y
U1, Vs, . . ., Uy € W, entonces eziste una unica transformacion lineal T :V — W tal que

T(b) =1, 1 <i<n.
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Dem. Sea @ € V, entonces v = ay1.by + ag.by + -+ + a,.b,, donde ay,as,...,q, € R
estdn univocamente determinados. Definimos T'(¥) = a1.t) + a9.U2 + -+ + @,.U,. Debemos
probar que T es la tnica transformacion lineal que verifica las condiciones del enunciado.

T)) Si @@ EV, G=p1by + Baby + -+ + Buby v W=.b1 + Y2.b2 + -+ + Yu.by,
entonces 4 + W= (1 + 71).51 + (62 + ")/2).52 + -+ (B + ”yn).gn, por lo tanto
T(i@ + @) = (B + 71).0 + (B2 + )ta + - + (By + Yo).Tn =
(B1.07 + Bty + -+ 4 Bnth) + (.01 + Y2t + -+ 4+ 1.0,) = T(1) + T'(0).

Ty) Si o €R, a.ii = (afBy).by + (a52).52 + oo+ (af
T(o.@) = (@ B).01 + (aBs).Fy + - + (0 B).To = a(Br0h + Bolls + -+ + Budly) =
a.T().

)by, luego

Ademds T(b;) =T(0.by + -+ + Lby 4+ -+ + 0.by) =0.0, + -+ + LT + -+ + 0.0, = &
Sea T’ una transformacién lineal tal que T"(b;) = @, 1 <i < n.

Cualquiera sea v €V, U= al.gl + ag.gg 4o+ an.gn, por lo tanto

T'(%) = ar.T' (b)) 4+ o T'(bs) + -+ + an.T'(by) = 1.y + Qo.Ty + -+ 4 .0 = T(D).
Luego T =1T". O
Entonces concluimos que para conocer a una transformacion lineal basta con conocer los efectos
de la misma sobre los vectores de una base.

Ejemplo

Sean V = R3 W = R? B = {(1,-1,0), (0,1,1), (0,1,0)} una base de R® y S =
{(1,-1), (0,1), (3,1)} € R% Hallar la tinica transformacién lineal T : R® — R? tal que
T(1,-1,0)=(1,-1), T(0,1,1)=(0,1) y 7(0,1,0) = (3,1).

A partir del teorema anterior obtenemos que:

(x,y,z) =x(1,—-1,0)+2(0,1,1)+ (z+y—2)(0,1,0). Porlo tanto T(x,y,z)=2T(1,—1,0)+
ZT(Oa 17 1) + (l‘—i—y—Z) T(07 17(]) = .%'(1,—1) +Z(07 1) + (x—i—y—z)(?), 1) = (4x—|—3y—3z,y)

8.2 DMatriz asociada a una transformacion lineal

Sea V un R-espacio vectorial de dimensién n, W uan—qespacio vectorial de dimensién m,
= {b1,bs,...,b,} una base ordenada de V' y B’ = {b, b}, ... b} una base ordenada de W.
Como toda transforma(non lineal T":V — W queda determlnada por su efecto sobre los

vectores de una base de V, se tiene que T(b ) = ai;. b + as;. b’ Ay b 1 <5 <n,
Qa1j
. . - Q2; . .
lo que implica que [T(bj)i| = ; 1 <5 < n. Entonces T queda determinada por
B/
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m -n escalares a;;.

La matriz A = (a;j) € Myuxn(R) se denomina matriz de T respecto a las bases B y
B’, senota [T|pp y se tiene que

Tlss = (TG T E)]e - TG

Ademas,

[T(W)]p = [T]ss - []5
Reciprocamente, si A = (a;;) € Mpuxn(R), la aplicaciéon T': V — W definida por
T(by) = a.b, + asi.bhy + -+ amibl, T(bo) = ara.b, + assb, + -+ + amabl,, ...,
T(Z;n) = aln.b71 + agn.b72 + -+ amn.bzn, es una transformacién lineal.

Como consecuencia, para cada par de bases B, B’ de V' y W respectivamente, existe una

correspondencia biunivoca entre el conjunto de las transformaciones lineales de V' en W y
Mpxn(R).

St V=W, B=By T:V — V es una transformacién lineal, [T|gp se denomina la
matriz de T respecto de la base B y para abreviar notamos: [T]g. Se tiene entonces
que:

[T(@)]s = [T]z - [1]5

Ejemplos

1. Sean B = {51,52,53}, B = {5’1,5’2,5’3}, basesde R? y T : R3® — R3 la transformacién
lineal definida por T'(by) = b} + b, — 3.0 , T'(be) = b — 2.5 y T'(bs) = 3.0} + 2.0,
Entonces

1 1
[T]BB/ = 1 0
-3 -2

SN W

2. Sea T :R? — R? la transformacién lineal definida por T'(z,y,2) = (x —y, x + 2, 2x).
Queremos hallar la matriz de T con respecto a la base candnica de R3.

7(1,0,0) =(1,1,2), 7(0,1,0) = (—1,0,0) y 7(0,0,1) = (0,1,0). Entonces:

1 -1 0
Tle=(1 01
20 0

Proposicion 8.2.1 Sea V un R-espacio vectorial de dimension n, T : V. — V una
transformacion lineal, B y B’ bases ordenadas de 'V, entonces:

[Tp = [Blg - [Tz [Bs
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Dem. Paratodo v €V se tiene que [T'(V)|g = [Blp - [T(V)|lg = [Blp - ([T)5 - [V]) =

(Bl ([T]5-([B'5- [v]p) = ([Blp - [T]p- [B']p) - [V]p. Como [T'(0)]p = [T]p: - [0]p:, resulta
que
[T]p - [0]p = ([Blp - [T]p - [B]B) - [V]s

Si B’ = {b},b,,...,0,}, reemplazando ¥ sucesivamente por ¥},b,,..., b, se obtiene la

igualdad que queremos demostrar. Teniendo en cuenta que [B]p = [B']5", resulta que

[Tl =[B5 - [Tls - [Bs

Los célculos se simplifican cuando B y B’ son bases ortonormales pues en ese caso
[B']5' = [B']%, de donde obtenemos que [T = [B']5 - [T)s - [B']s. O
Ejemplos

1. Sea T :R* — R? la aplicacién que a cada punto del Espacio le hace corresponder su

simétrico respecto de la recta L : {z ; % =0 .
Sabemos que T' es una transformacién lineal, usando una base adecuada queremos hallar
[Te-
Sea B = {51, 52, 53}, la base ortonormal de R?, donde by = m , by es un versor
L
11 1 1

ortogonal a by y by =by Aby. B= {( —,0), (0,0,1), (—

9 s T = 0)f.
VoG vz
Como T(gl) = 51 = 151 + 052 + 0.53, T(gg) = —52 = 051 + (—1)52 + 0.53, y
T(bs) = —bs = 0.by + 0.by + (—1).bs, entonces,

1 0 0
Tlp=| 0 -1
0 0 -1

Por otra parte, sabemos que: [T)¢ = [Blc - [T]p - [B];'. Luego, reemplazando:

1 1 0 1 0 O 1 1 0 01 0
[T]C:§~1O—1~O—1O~OO\/§:100
0 V2 0 0 -1 1 -1 0 00 —1
r=A
2. Sea T : R® — R3 la proyeccién sobre la recta L : y=—X, A €R, en forma paralela

al plano 7 de ecuacién z+ z+1 = 0. Queremos hallar, usando una base adecuada, [T]c.

Si T':R? — R3 es la proyeccién ortogonal sobre el eje Z, entonces T'(z,y,z) =
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0 00
(0,0,2). Porlotanto [Tc= | 0 0 0 |. Debemos hallar B = {by, by, b3} tal que
0 01
0 00
Tg=[T]c=| 0 0 0 |.Sea by =d; = (1,—1,0). Consideramos 7' :z + z =0,
0 01
paralelo a 7 por el origen de coordenadas y by = (0,1,0) y by = (1,0,—1).
0 00
Si B = {by,by,bs}, entonces [T]p=| 0 0 0 |. Luego [T]c = [Ble-[T]5-[Blz' =
0 01
10 1
-1 0 -1
00 O
Observaciones

1. En el ejemplo anterior la base adecuada no puede elegirse ortonormal.

2. En el caso de una rotacién la base adecuada debe tomarse con orientacion positiva, es
decir det[B]¢ > 0.
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8.3 Ejercicios

1. Aplicar la definicion e indicar cuales de las siguientes aplicaciones son transformaciones
lineales:

a) T : R? — R? que a cada punto P(z,y) del Plano le hace corresponder su
proyeccién ortogonal sobre el eje de las abscisas.
b) T:R3 — R3 definida por T(z,y,2) = (=2, =, y?).

c) T :R® — R3 que a cada punto de coordenadas (z,y,z) del Espacio le hace co-
rresponder su simétrico respecto al plano X 7.

d) T:R?> — R3 que a cada punto de coordenadas (z,y,2) le hace corresponder su
proyeccién ortogonal sobre el eje Y.

e) T :R> — R3 que a cada punto de coordenadas (z,y,z) del Espacio le hace co-
rresponder su simétrico respecto al eje Y.

f) T : M,(R) — R tal que T(A) = det A.

g) T : My(R) — M1 (R) tal que T(A)=A- ( _} ) .

h) T : Ru[X] — Ru[X] tal que T(P(X)) = P(X) + 1.
2. Hallar la expresién de T'(U) para todo vector ¢ € V, siendo:

a) V=R* T:R*> — R? tal que T(—1,2)=(1,0) y T(-1,1) = (2,3).

b) V=R} T:R®— R? la transformacién lineal tal que 7T(—1,1,1) = (0,0,1),
T(-1,-2,1) = (0,0,0) y T(1,1,1) = (1,1,0).

c) V=R3 T:R>— R? es una transformacién lineal tal que 7'(1,0,0) = (2,0,0) y
7(0,1,0) = (0,3,1). ¢ Es tnica 7 Justificar la respuesta.

3. ¢, Existe alguna transformacién lineal T : R* — R? que verifique T'(1,—1) = (1,0),
T(2,-1)=(0,1) y T(3,-2) = (1,2) ? Justificar la respuesta.

4. a) Considerar las transformaciones lineales del ejercicio 1, incisos a) al e) y hallar la
matriz de la transformacion respecto de la base canonica.

b) Hallar la matriz de la transformacion lineal del inciso a) del ejercicio 1, con respecto
alabase B={(-1,2),(1,-1)} de R%

c¢) Idem para la transformacion lineal del inciso d) del ejercicio 1, con respecto a la base
B=1{(1,-1,2),(0,1,0),(—=2,0,1)} de R3.
5. a) Hallar la matriz, respecto de las bases usuales de My(R) y R;[X] de la transfor-

macion lineal T : Ry[X] — My(R) tal que T'(a X +b) = (Z 2 .
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-1 0 1
b) Sea A = 2 1 0 . Hallar la transformacion lineal que, con respecto a la
-1 2 2

base candnica de R? | tiene a A como matriz asociada.

6. Para cada una de las siguientes transformaciones lineales T : R® — R", hallar la matriz
de la transformacion con respecto a la base candnica de R™ y usando esta matriz, hallar
la matriz de T respecto a la base B indicada:

a) n=2 T(z,y) = (v —2y,—y), B={(2,1),(-3,4)}.
b) n = 3, T la aplicacién que a cada punto del Espacio le hace corresponder su
proyeccién ortogonal sobre el plano XY, B = {(1,0,0),(1,1,0), (1,1,1)}.

7. Si B= {51, 52, 53} es una base ordenada de E3 y T : F3 — E3 es una transformacién
lineal tal que T'(by) = by + b3, T(bs) = —by y T'(bs) = —bg + b3, hallar [T]p.

8. Sea T :R3? — R?, la transformacién lineal definida por:

T(1,0,0) +T(0,1,0) = (a,a+1,1)
T(1,0,0) +7(0,0,1) = (—1,a,2)
T(0,0,1) = (-1,0,1)

Hallar A = [T)¢, y determinar los valores de a de modo que det A = 0.

9. Para cada una de las transformaciones lineales 7 : R* — R? hallar, usando base
adecuada, la matriz de T con respecto a la base canénica de R3.

a) T la aplicacién que a cada punto del Espacio le hace corresponder su proyeccién
ortogonal sobre el plano 7: 2z —y+ 2z =0.

b) T la aplicacién que a cada punto del Espacio le hace corresponder su simétrico

respecto a la recta L : { r-y=0 .
y+z=0
c) T la simetria con respecto al plano 7 :x —y + 2z =0, en forma paralela a la recta

r=1+\
L:X y=2—X , AeR.
z=20
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9 Autovalores y autovectores

9.1 Definicion y ejemplos

Sea V un R-espacio vectorial de dimensiéon ny T : V — V una transformacion lineal.

Queremos hallar, si es posible, una base ordenada B = {51, 52, cee Z;n} tal que
M O - 0

> - - 0 X -+ 0
A=1T]p = (0@ TE)s - TE) = | .

0 0 - M\,

Es decir, queremos hallar una base ordenada B = {51, by, . .. ,Z;n} tal que T(Z;Z) = \;.b;, para
todo i, 1 <i <mn. Nos interesa hallar vectores no nulos @, tales que T'(¥) = A.¥.
En R? y R3 buscamos vectores no nulos de modo que T'(¥) y @ sean paralelos 6 T(7) = 0.

Definiciéon 9.1.1 Sea V' un R-espacio vectorial de dimension finita y T :'V — V'  una
transformacion lineal. Un nimero real X se dice un autovalor de T, si existe un vector no
nulo v €V tal que T (V) =\ ¥; U se denomina un autovector asociado a .

Ejemplos

1. Sea V = FE, y T la proyeccion ortogonal sobre el eje X.

Y P

O T7(OP) X
Figura 53

Si P # O se halla sobre el eje X, entonces T(O—ﬁ’) — OP = 1.0P. Por lo tanto
A =1 es un autovalor de 'y v = OP es un autovector asociado.

Si P # O se halla sobre el eje Y, T(O—ﬁ’) —0=0.0P yentonces A =0 esun
autovalor de T' con autovector asociado O—f’

2. Sea V = FE3 y T la simetria respecto al plano XY.

Si P # O pertenece al plano XY, entonces T(O—ﬁ’) = 0P = 1.0—f>’, de donde se
deduce que A =1 es un autovalor de T', con autovector asociado OP.
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Si P # O pertenece al eje Z, entonces T(@) = 0P = (—1).@, por lo tanto
A= —1 es autovalor de Ty OP es un autovector asociado.

Z

20 -
~

h P(x07y0720>

)

~
~

| T~o // Y

iy - —

~
~

[
[
X —20,
[
[ N T(P)(wo, Yo, —20)
[
Figura 54

Proposicion 9.1.1 Sea V' un R-espacio vectorial de dimension finita y T : V — V  una
transformacion lineal. Si v € V' es un autovector de T asociado a A y N, entonces X\ = N.

Dem. Si T(7) = \.¥% = X.7, entonces (A\—X).0=0 ycomo ¥ # 0 se tiene que A—\N =0
y en consecuencia A = \. O

Proposicion 9.1.2 Sea V' un R-espacio vectorial de dimension finita y T : V — V  una
transformacion lineal. Entonces V\ ={v €V : T'(¥) = \.U} es un subespacio de V.

Dem. Ejercicio a cargo del lector. O

9.2 Calculo de autovalores y autovectores
Proposicion 9.2.1 Si V' es un R-espacio vectorial de dimension n, T :V — V una
transformacion lineal y A = [T)p, donde B es una base ordenada de V' entonces A € R es

un autovalor de T si, y solo si det (A —\-1,) =0.

Dem. Sea ¥ un autovector asociado a A. Si (¥)p = (z1,%2,...,x,) se tiene que:
T T 1 T 0 T 0

al =P = a2 =Y =@ 2=V
- - - 2 0 2 0
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luego el sistema de ecuaciones lineales homogéneo:

X 0

X
a-xn) |22 =Y

X, 0

tiene solucion no trivial y por lo tanto la matriz de los coeficientes tiene determinante nulo, es

decir, det (A —X-1,) =0.

Reciprocamente, si det (A — X - I,) = 0, el sistema (%) es compatible indeterminado y posee
una solucién no nula (z1,x9,...,2,). Tomando ¥ € V tal que (¥)p = (x1,29,...,2,), se
tiene que U es un autovector asociado a . O

Por lo tanto, si T : V — V' es una transformacién lineal y A = (a;5) = [T]p, donde B es
una base ordenada de V' entonces:

aip — A a2 cee Q1n
a21 gy — A - az
e )\ esun autovalor de T < det(A—\-1,) = ) ) . o = 0.
an1 an2 ccr Qpp — )\

Es decir, A es autovalor de T si, y sélo si A es raiz del polinomio det (A — X - I,,).

e U es autovector de T asociado a A si (¥)p = (x1,22,...,x,) es solucidén no trivial del
X1 0
) Xo )
sistema (A — X-1,)-| .7 | =] . |, es decir un vector no nulo de Vj.
X, 0

Teorema 9.2.1 Sea V un R-espacio vectorial de dimension n, T :V — V una trans-
formacion lineal, A = [Tlp y A" = [T|p; con B y B’ bases ordenadas de V. Entonces

det(A—x-1,) =det (A" —x-1I,).

Dem. Si D = [B|p, entonces det(A—x-1,)=det(D-A"-D' —x-1,) =
det[D-A"-D™' — D-(z-1,)- D' =det [D-(A'—x-1,)- D7 '] = det D det (A'—x-1,) det D™ =
det (A" —x - I,). O
El teorema 9.2.1 nos permite concluir que los autovalores de una transformacion lineal 7" no

dependen de la base elegida para representarla. Al polinomio det (A — X -1,,) se lo denomina
polinomio caracteristico de T

Ejemplos
1. Sea T:R* — R® tal que A= [T = L0 )
det (A—z- 1) = ' _gi -1 ' =122 + 1. Como 2? + 1 =0 no tiene solucién real, T' no

posee autovalores.
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3 1 —1
2. Sea T:R*—R3 talque A=[Tle=| 2 2 —1
2 2 0
33— 1 -1
det (A—x-13) = 2 2—2x —1|=—(z—1)(x — 2)2 Los autovalores de T son:
2 2 —x

e Autovectores asociados al autovalor 1

2 1 -l * 0 22 +y —2=0 22 +y — 2=0
2 L=y =10 220 + 2y —2=0  \y=0 '
2 2 —1 P 0 vz v

Luego Vi ={(z,y,2): y=0, z=2z} ={(2,0,22) : = € R}.
e Autovectores asociados al autovalor 2
11 -1 T 0 r+y—2z2=20 sy —2=0
20 -1 |- ly]l=10]=<22—2=0 =9 _9 L0
2 2 =2 2z 0 20 + 2y —22=0 y N
Entonces Vo = {(y,y,2y): y € R}.
Obsevemos que en este caso, no es posible hallar una base de R3 formada por autovectores.

Definicién 9.2.1 Una transformacion lineal T :V — V  se dice diagonalizable si existe
una base B de V' formada por autovectores de T'.

A0 0
La definicién anterior implica que si T" es diagonalizable, [T|g=| 0 X 0
0 0 A3

Ejemplo
T : R — R3 definida por T(r,9,2) = (-y — z, 2 + 2y + 2, ¢ + 2y + z), es una
transformacion lineal.

0 -1 —1
Sea A=[Tle=(1 2 1 ]|.Comodet(A—=z-I3)=—x(x — 2)(x — 1), los autovalores
12 1

deTson: A\ =0, \g=2, \3g=1.

e Autovectores asociados al autovalor 0

0 -1 -1 T 0 g~ 2=0
1 2 1 ]-{y]=1]0 :>{ L =z=—y, r=—y.
. 92 " 0 T+ 2y +2=0

Obtenemos asi Vo = {(—y,y,—y): y € R} = {(1,—-1,1)}.



Algebra y Geometria por Ana Maria Suardiaz y Julio A. Sewald 143

e Autovectores asociados al autovalor 2

-2 -1 -1 x 0 —2r —y—2=0
—2r—-—y—z=
1 0 1 1-{y]l=160 :>{x+z:0 :>{_ a0
1 2 -1 z 0 x+2y —2=0 y N
Entonces Vo = {(—z2,2,2): 2z € R} = {(1,—-1,-1)}.
e Autovectores asociados al autovalor 1
R x 0 T4y +z2=0 T4+ y+2=0
1 1 1 )-ly]l=(0]= v 4 2y =0 — L0 .
1 2 0 2 0 v yoET

Vi={(-2y,9,9): y e R} ={(-2,1,1)}.

B = {51,52,53} ={(1,-1,1), (1,—1,-1), (=2,1,1)} es una base ordenada de R? y se verifica
que:

0 0 0
Por lo tanto T es diagonalizabley [T]p= |0 2 0
0 0 1

Si se hubiera considerado la base B’ = {(1,—1,—1), (1,—1,1)(—=2,1,1)} entonces

T)p =

S O N
o O O

0
0
1

Proposicién 9.2.2 Si T :R3 — R? es una transformacion lineal, entonces a dos autova-
lores distintos les corresponden autovectores linealmente independientes.

Dem. Si A\ y X\, A # )\2, son autovalores de T con autovectores asociados b:, b;
respectivamente, entonces T(bl) — \.by y T(bg) — Mo.by. Si by + G. by = 0, entonces

0 = T(abi+ B.bs) = a.T(br) + B.T(b) = a.(\br) + B.(Aobs) = (=M1 B).ba + (Bh).by =
(A2 — A1) B.ba.

Como A9 — )\1 #0 vy bg =+ 0 se tiene que 6 =0 lo que implica «a. 61 =0 y en consecuencia
a =0, pues 61 =+ 0. Por lo tanto {61 , bg} es linealmente independiente. O

Proposicién 9.2.3 Si T :R?> — R3 es una tmnsformaczon lineal con autovalores A1, Az,
Az, distintos dos a dos, y autovectores asociados bl, bg, bg respectivamente, entonces
{b1, by, b3} es linealmente independiente.
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Dem. Como M\ # Ay entonces {bl, bg} es linealmente 1ndepend1ente Para probar la
proposiciéon basta ver que b; no es combinacién lineal de by y bs.

Supongamos que by = c.by + B.by, entonces M. bg = T(bg) = T(a. b: + B.by) = a.T(by) +
B.T(by) = a.(A\1.b1) + B.(Aa.ba), por lo tanto As.(a.by + B.b3) = (o A1).by + (8 Aa).ba.

Se tiene entonces que (a As).by + (8 As).by = (a Ay)-by + (8 Aa).bo.

Como {b:, b;} es linealmente independiente entonces

{g))\\z Z%iz , esto implica que {gg; : ;z; : @ como M =X #0 y A3— X #0. debe
ser = =0.
Entonces by = 0, contradiciendo la hipétesis de que by es un autovector de 7. O

Corolario 9.2.1 Si T :R3 — R3 es una transformacion lineal con autovalores \i, Ao, A3,
distintos dos a dos, entonces existe una base ordenada B formada por autovectores y por con-
siguiente T' es diagonalizable.

Dem. Si by, by, b3 son los autovectores correspondientes a A1, Ao v A3, entonces

o MO0
B={by,by, b3} esbasede R* y [T]lg=| 0 X 0 |. O
0 0 A

Observacion
Si T:R3 — R?® es una transformacién lineal con autovalores \; # A3 = A3, nada podemos
asegurar de su diagonalizacion, como lo demuestran los siguientes ejemplos:

11 0
1. Sea T:R3>—R3 talque A=[T]e=| 01 0
0 0 -1

Como det (A —z-1I3) = —(z — 1)*(z + 1), resulta que A\; = -1 y Ay = A3 =1 son
autovalores de T'.

210 T 0
e Si A\ = —1, entonces 020 |-y |=10] implica que:
000 z 0
20+y=0
2y =0 =2 =y =0. Porlo tanto V_; ={(0,0,2) : z € R}.
01 0 x 0 _0
e Si A\ =1, entonces 00 O01-ty]=160 :>{y:0.
00 —2 2 0 °T

Por lo tanto Vi = {(,0,0) : x € R}.

Entonces T' no es diagonalizable pues no se puede elegir una base formada por autovec-
tores.
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10
2. Sea T:R*—R3 talque A=[Tle=[ 0 1 —1
0 0

Entonces det (A —x-I3) = —(z+ 1)(z — 1)? = 0 implicaque A\ = —1, Ay = A3 =1
son los autovalores de T'.

20 0 © 0 S
eSi A=—1, entonces [ 0 2 =1 |-y ]|=1|0 :>{2 :2_0.
00 0 z 0 voes
Por lo tanto V_; = {(0,y,2y) : y € R} .
00 O x 0
eSi A =1, entonces 00 =1 |- ly]|l=10]|=2=0.
00 -2 z 0
Entonces Vi = {(z,y,0) : z,y € R}.
-1 0 0
Si se considera B = {(0, 1,2), (1,0,0),(0,1,0)} se tiene que [T]g = 010
0 01

9.3 Transformaciones lineales simétricas

Definicién 9.3.1 Sea V' un R-espacio wvectorial con producto interno de dimension finita,
T :V — V  una transformacion lineal y B una base ortonormal de V. T se dice una
transformacién lineal simétrica si [T)|p es simétrica.

Observacion
Si B’ es una base ortonormal de V, B’ # B y T es transformacién lineal simétrica, entonces
[T es una matriz simétrica.

En lo que sigue consideraremos V = R3. con el producto interno candnico.
b

Entre las mas importantes propiedades de las transformaciones lineales simétricas, cuya demos-
tracion se puede consultar en el Apéndice, se encuentran:

a) Todas las raices del polinomio caracteristico son reales.
b) (T(u), v) = (u, T(¥)), para todo u, v e V.
c) A autovalores distintos corresponden autovectores ortogonales.

Los resultados anteriores permiten caracterizar a las transformaciones lineales simétricas como
sigue:

T es una transformacién lineal simétrica si y solo si es diagonalizable en una base
ortonormal.
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Ejemplos
-2 0 -36
1. Sea T:R3> — R3 tal que A=[T]c= 0 -3 0
—-36 0 —-23

Como C en una base ortonormal y [T]¢ es simétrica entonces T' es transformacién lineal
simétrica.

Calculemos los autovalores y una base ortonormal B, formada por autovectores, con
respecto a la cual [T]p es diagonal.

-2 -z 0 —36
det (A—x-1I3) = 0 -3 -z 0 = (=3 — x)(2* + 252 — 1250).
—36 0 —23 —x

Son autovalores: A\; = —3, Ay =25, A3 = —50.

e Autovectores asociados a A = —3
1 0 =36 T 0 v 36s =0
00 o) fy|={0) ={ "% 5. _, = v=2=0.
36 0 —20 2 0 v T AUE =

Vs =={(0,4,0): y e R} = {(0,1,0)} .

Considero a by = (0,1,0) como autovector asociado al autovalor —3.

e Autovectores asociados a A = 25

—27 0 —36 x 0 —27x — 362 =0 A
0 -2 0] [y]=1o0 :>{—28y:O = y=0, 1=—3=
—36 0 —48 z 0 —36x — 482 =0

4 - .
Por lo tanto Va5 = {(_§ 2,0,2):z€ R} ={(—4,0,3)}. Sea by =(—4/5,0,3/5) un

autovector asociado a A = 25.

e Autovectores asociados a A = —50
48 0 —36 T 0 48 — 362 =0 4
0 47 0 y|] =10 :>{47y:0 — y =0, z:§x,
—-36 O 27 z 0 —36x +272=0

4 "
entonces V_s9 = {(z,0, 3 x):x € R}. Sea by =(3/5,0,4/5) un autovector asociado
a A= —50.
B = {by, by, b3} = {(0,1,0), (—4/5,0,3/5), (3/5,0,4/5)} es una base ortonormal de R?
y
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2. Sea T:R?* — R3 tal que [T]¢ =

NN
[\GRE \V)
=N N

Por lo enunciado anteriormente 7' es una transformacion lineal simétrica, y por lo tanto
existe una base ortonormal B tal que [T]p es diagonal.
4 —x 2 2
det (A—z-1I3) = 2 44—z 2 =—(z — 2%z —8)=0= )\ =38,
2 2 4 —x
A2 = A3 = 2 son autovalores de T

e Autovectores asociados a A =8

-4 2 2 x 0 2z +y+2=0
r—2y +2=0
2 2 —4 2 0 T4y —22=0 y -
— y=2z=u, porlotanto Vs ={(z,2,2): z€e R} ={(1,1,1)} .
Sen I, <1 1 1)
ea by =(—,—,—).
BERVERVENVE
e Autovectores asociados a A = 2
2 2 2 x 0
2 2 2 yl=10| =2+y+2=0 = Va={(z,y,—x—y): z,y € R}.
2 2 2 z 0
- 1

by = ( ), es un autovector asociado al autovalor 2. Para completar la base
1 2 1
V6 VBT V6

pedido. Por lo tanto B = {51, by, 53} es una base ortonormal y

1
.0, ——
V2T V2

debemos hallar by € Vo tal que [|bs]| = 1. by = by Aby = ( ), verifica lo

T)p =

o O
S NN O
N OO

Proposicién 9.3.1 Sea T : R3 — R?® una transformacion lineal no simétrica tal que sus
autovalores son A1 = Ao = A3. Entonces T no es diagonalizable.

Dem. Si T fuese diagonalizable existiria una base B tal que [T]p = A; - I3. Entonces
[Tle = [Ble- [T]s- [Blg' = [Ble- (M - Is) - [Blg' = A\ - I,

que es una matriz simétrica, de donde se deduce que T' es una transformacion lineal simétrica,
contradiciendo la hipdtesis. O
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9.4 Ejercicios

1. Indicar, haciendo uso de un grafico, cuales son los autovalores y los autovectores de las
siguientes transformaciones lineales T : R" — R :

a) n =3 y T la proyeccién ortogonal sobre un plano que pasa por el origen.
b) n =2 y T la proyeccién ortogonal sobre una recta que pasa por el origen.
c¢) n=3 vy T la proyeccién ortogonal sobre una recta que pasa por el origen.
d) n =3 y T la simetria respecto de un plano que pasa por el origen.

e) n=2 y T el simétrico respecto de una recta que pasa por el origen.

f) n=3 y T larotacién alrededor de una recta que pasa por el origen.

2. Si cada una de las matrices siguientes es la matriz asociada a una transformacion lineal
T respecto a la base C, hallar los autovalores reales y los correspondientes autovectores

asociados:
011 4 6 6
NEHAHNEEE
0 -7 00 1 1 -5 -2
1 1 1 1 1 0 1 1 0 0 —1 -1
0 1 1 ; 0 1 1 : 0 0 0 : -2 1 —1
0 0 1 0 0 1 0 0 1 -2 2 2

3. Hallar los autovalores y los correspondientes autovectores de cada una de las siguientes
transformaciones lineales:

a) T:R" — R"; T =0.

b) T:R" — R"; T = Idgn.

) T:R? —R?% T(z,y)= (—2z -2y, —bxr+y).
d) T:R*— R T(v,y,2)=(x4+y+z, x4y, —2).

C

4. Hallar todos los valores de k € R, de modo que A = 9 sea autovalor doble de la
transformacion lineal T : R® — R3 definida por T'(z,y,2) = (k*x—2y, Ty, 5y+92).

5. Determinar para que transformaciones lineales, correspondientes a los ejercicios 1 y 2,
existe una base B tal que [T]p es diagonal. Indicar claramente By [T]p.

6. De una transformacién lineal T : R? — R? se sabe que ¥ = (1,1) es un autovector de
T asociado a A =2 y que T(0,1) = (1,2).

a) Hallar [T]c.

b) Hallar, si es posible, una base respecto de la cual la matriz de T' sea diagonal.
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10.

11.

12.

Sabiendo que la transformacién lineal T : R? — R? posee a 07 = (1,2) ya v5 = (3,1)
como autovectores y que T'(5,—5) = (2,—1), hallar los autovalores de Ty [Tc.
. Es T diagonalizable 7

. Cada una de las siguientes matrices es la matriz asociada a una transformacién lineal

simétrica con respecto a la base candnica. Hallar una base ortonormal B tal que la
matriz de la transformacién con respecto a la misma sea diagonal.

(3 4) (2 1) (1—1) _1 _1 j
4 -3 1 2 -1 1 I
00 1 1 -1 0 2 0 1
o10] ., -1 2 —-11].,1010
1 00 0 -1 1 1 0 2

Definir una transformacién lineal 7 : R* — R* de modo que 0 sea un autovalor doble
asociado a v; = (2,1,0,0) y a 03 =(0,1,0,1) y sus otros autovalores sean 3 y —1.
i, Es @=1(-2,2,0,3) un autovector de T" 7

Definir una transformacioén lineal T : R?* — R? que tenga autovalores 1 y —1, de modo
que Vi ={(z,y,2): 2e —y+2=0} y Vi ={(-22,0,2): z€R}.
Sea B={(1,1,1), (1,—1,0), (1,1,0)} una base de R® y T :R3> — R3 tal que
-1 0 0
Tlz=| 01 o0
0 0 -1
a) Indicar los autovalores y los autovectores de 7.

b) ; Es una transformacién lineal simétrica ?

3 0 —1
Sea T :R3 — R? la transformacion lineal tal que [T]e=1{ 0 b =3 | y
00 —1

v =(7,2,0), un autovector de T" asociado a A = 3.

a) Hallar b.
b) Calcular todos los autovalores de T y los respectivos autovectores.

c) ¢ Es T diagonalizable ? En caso afirmativo mostrar claramente B y [T]p.
. Es T diagonalizable en una base ortonormal 7 Justificar la respuesta.
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10 Coébnicas y Cudadricas

10.1 Conicas

Estudiaremos someramente un grupo de curvas que los griegos denominaron coénicas.

Son ellas: la elipse (y como caso particular la circunferencia), la hipérbola y la parabola.
Los matematicos griegos consideraron un cono circular e intentaron describir todas las curvas
obtenidas al intersectar el cono con un plano. Si el plano no pasa por el vértice, se obtienen las
coOnicas propiamente dichas:

Elipse Parabola Hipérbola

Figura 55

Si el plano pasa por el vértice del cono las posibles intersecciones seran: un punto, una recta o
un par de rectas; denominadas cénicas degeneradas.

Par de rectas

Punto

Figura 56
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Circunferencia
Fijemos en el Plano un sistema de coordenadas cartesianas ortogonal (O, XY'). Consideremos

C(zo,yo) un punto fijoy r € R, r > 0.

Definicién 10.1.1 Llamaremos circunferencia con centro C' y radio r, al conjunto C de los
puntos P del Plano cuya distancia a C es r.

Y
Y----- P(l‘,y)
Yo - - -
—
|
: |
|
@) To x X

Figura 57

P(z,y) €C si, ysélosi d(P,C) =r. Luego \/(z —x0)%2+ (y — )2 =, y en consecuencia

(z = 20)* + (y — y0)” =17 ().

Si 29 =10 =0, el centro es el origen de coordenadas y la ecuacién toma la forma z%+y* = 2.

Desarrollando (*) obtenemos 2 +4* — 2202 — 290y + 22 + y2 — 172 = 0.

Si A=xp, B=yoy C=a2+y2—r* resulta 2> +y* —24Ax—-2By+C =0.
Reciprocamente, toda ecuacién del tipo 2?2 +y*>—2Ax—2By+C =0; con A?+B?>—-C >0,
es la ecuacién de una circunferencia con centro C(A, B) y radio r = VA% + B2 —C.

Basta “completar el cuadrado” y obtener (%), donde zop=A e yo = B.

Ejemplos

1. La ecuacién de la circunferencia de radio 4 y centroen C'(1,—2) es (z—1)?+(y+2)? = 16.

1
2. Dada la circunferencia de ecuacién x? + 3% + 32 + 5y — 5 = 0, queremos hallar las

coordenadas de su centro y su radio.

3 5}
_2A:3y—2325:> A:xoz—i’ B:yoz—iy'r:‘/AQ_i_BZ_ —

5
v/9 = 3. Por lo tanto la circunferencia tiene centro C( —5) y radio 3.

—5
Elipse
Definicién 10.1.2 Llamaremos elipse al lugar geométrico € de los puntos del Plano tales

que la suma de sus distancias a dos puntos fijos llamados focos, Fy y Fy, es constante y
mayor que la distancia entre Fy y Fb.
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Observacion

La suma de las distancias de un punto M a dos puntos fijos F; y F, nunca es menor que
la distancia entre Fj y F5. La suma es igual a la distancia entre F} y Fy siy sélo si M
pertenece al segmento FiF5. La restriccion respecto a la constante elimina esta posibilidad.

Sea O el punto medio del segmento FiF,. Como eje X consideremos la recta que contiene
a los puntos Fj, F» y como eje Y, a la recta perpendicular a la anterior que contiene a O.
Supongamos que F; y Fb tienen, respectivamente, coordenadas (—c¢,0) y (¢,0), ¢>0 y
llamemos 2a, a > 0 a la constante.

Figura 58
Sea M(xz,y) e €={P:d(P,F1)+d(P,F;) =2a}. Se tiene entonces que

(x+c)2+y?> + J(@e—c)?+y’=2a = (x+c)?+y*=2a — J(r—0)?’+y? =
(z4+e)?+y?=4a* — da/(x—c)2+ 92 + (2 =)+’ = d®*—xc=a /(z — )2 +1y2 =
(a*>—zc)?=a? [(z—c)* +y?] = a*(a* — )= (a* —A)2? +a*y* (%)

Como d(Fy, M) +d(Fy, M) =2a > d(Fy,F,) =2c setiene que a>c>0 = a>—c? > 0.

2

Sea b? = a® — ¢?, reemplazando en (x) obtenemos que a?b* = b? 2% + a®y* y dividiendo por

a’b? resulta:
x
€ L+ L 21 a>b>0
que es una de las formas canonicas de la ecuacion de la elipse.

Los ejes X e Y se denominan los ejes de simetria de la elipse. Los segmentos A’A y B'B
se denominan, respectivamente, el eje mayor y el eje menor de la elipse. Los segmentos OA
y OB se llaman, respectivamente, el semieje mayor y el semieje menor y los niimeros

a y b, son sus respectivas longitudes. Si a = b obtenemos le ecuacién de una circunferencia
de radio a. La ecuacién (£) implica que |z] < a e |y| <b. Los cuatro puntos en que la
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elipse corta a los ejes se llaman vértices y sus coordenadas son A’(—a,0), A(a,0), B(0,b)y
B'(0,—b). O se denomina el centro de la elipse.

Y

A A

29

B/

Figura 59
Observacion
Si en los casos anteriores se considera como eje Y a la recta que pasa por los focos y como eje
X su perpendicular por O obtendremos, por un procedimiento analogo,
2 2

z Y
(5/) ?+b—2:1,bza>0
Ejemplo

Hallar la ecuacién de una elipse con vértice en V(—1,1), centro en O'(3,—1) y tal que
c . . ..

=3 ., Cuantas elipses existen en esas condiciones ?

a

Figura 60
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—
Como V es un vértice y O es el centro de la elipse, entonces ||V O'|| puede considerarse como
la longitud del eje mayor 6 la longitud del eje menor. Luego existen dos elipses que verifican
las condiciones del problema.

—

Supongamos que a = [|[VO'|| = v/20 eslalongitud del semieje mayor. Como O'(3, —1), necesi-

tamos hallar una base ortonormal B de manera que en el sistema de coordenadas (O, X"Y"),
—

) ) ) ) . - VO
asociado a O' y B, la elipse tenga ecuaciéon canénica. Consideramos b; = =

—
Vo
(2/vV5, —=1/V5) y by = (1/v/5,2/V/5). B = {by, by} es una base ortonormal y en el sistema

x//2 12

de coordenadas (O, X"Y") asociado a O’ y B la elipse tiene ecuaciéon — + v 1.
112 112

20 b2
c Y

Como c2=a?—-0 y — = 3 entonces b? = 15. Por lo tanto 50 + T = 1.
a
Para hallar la ecuacién en el sistema (O, XY) de partida consideramos las correspondientes

formulas de cambio de coordenadas:

x B! r—x0\ _ (2/V5 —1/V5 x—3
y" “\v—1o 1/vV5  2/V5 y+1
20 —y—7 , T+2y—1
V5 Y V5
calculos se obtiene 1622 +19y? +4zy — 922 + 26y — 149 = 0.

Anélogamente, si consideramos a = /20 como la longitud del semieje menor obtenemos
2422 +21y* —4xy — 1482 + 54y — 251 = 0.

Se tiene entonces que z” = . Reemplazando y efectuando los

a a
Si a>0b, lasrectas * = —— y o = — se llaman directrices de la elipse y cada una de ellas
€

tiene la siguiente propiedad:

Si r es la distancia de un punto arbitrario de la elipse a un foco y d es la distancia del mismo

. . . . r
punto a la directriz, unilateral a este mismo foco, entonces i E.

Observacion
El nimero ¢ = — se denomina la excentricidad de la elipse. Es claro que 0 < e <1 y que

a
€ =0 en el caso en que la elipse es una circunferencia.

Hipérbola

Definicién 10.1.3 Liamaremos hipérbola al lugar geométrico H de los puntos del Plano
cuya diferencia de distancias a dos puntos fijos llamados focos, Fy y F,, es constante en
valor absoluto, menor que la distancia entre los focos y no nula.

Observacion

La diferencia, en valor absoluto, entre las distancias de un punto M a dos puntos fijos F; y
F5, nunca es mayor que la distancia entre F} y Fj. La diferencia, en valor absoluto, es igual
a la distancia entre F; y Fb si M pertenece a la recta determinada por F; y Fb, pero no
al segmento abierto FyF,. La diferencia es nula si M equidista de F|, y Fy, es decir, si M
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pertenece a la recta perpendicular a la determinada por Fj y F, por su punto medio.
Estos casos han sido excluidos por la restriccién dada a la constante.

Sea (O, XY) el sistema de coordenadas de la Figura 58 y los focos de 'H : Fi(—c,0), Fy(c,0)

¢ > 0. Llamemos 2a, a > 0 a la constante.

Y

Fl(—C, O) O FQ(C, O) X

Figura 61
Sea M(z,y) e H={P:|d(P,F1) — d(P,F,) |=2a}. Entonces obtenemos que

\/m — \/m = +2a. Por un célculo analogo al caso anterior resulta:
at+ P =a’r? +a’ P +a?y? = 23(? —a?) —a*y? = a*(? —a?) (%)

Como 2c¢ =d(F,Fy) > |d(Fi,M) — d(Fo,M) |=2a = c>a>0 = & > d* =
A —a*>0.

Sea b = c? —a?, reemplazando en (x) obtenemos x?b* — a?y? = a? b%.

Dividiendo por a?b? resulta:

.%'2 y2
(H) Pl b—2zl;a>0,b>0

que es una de las formas canodnicas de la ecuacion de la hipérbola.

El eje X se denomina el eje de la hipérbola. La ecuacién (H) implica que |z| > a, luego la
hipérbola consta de dos partes, llamadas ramas. La hipérbola intersecta a su eje en los puntos
A'(—a,0) v A(a,0), llamados vértices. O es el centro de la hipérbola y los nimeros a y b
las longitudes de sus semiejes. Si a = b la hipérbola se dice equilatera.

Las diagonales del rectangulo |z| < a , |y| < b son las rectas de ecuacion y = —zx e
a

b
y = ——x, que se denominan las asintotas de la hipérbola.
a
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Y

Figura 62

Observacion
Si en los casos anteriores se considera a la recta que pasa por los focos como eje Y, y como eje
X su perpendicular por O obtendremos, por un procedimiento analogo,

que es la otra forma candnica de la ecuacién de la hipérbola.

Ejemplo
Hallemos la ecuacién de la hipérbola con vértices A’(—3,4), A(1,—1) y foco Fi(5,—6).

Encontremos un sistema de coordenadas (O’, X”Y") en el cual la cénica tenga una ecuacién
candénica. Para esto, debemos hallar O’ y una base ortonormal B.

Como A’ y A son los vértices de la hipérbola es claro que O’ es el punto medio del segmento
S 3
A’A, es decir, O'(—1, 5)

Tomemos como eje X” alarecta L:5x+4y—1=0, que contienea A" ya A, como eje
Y"” elegimos la recta perpendicular a L que pasa por O'.

4 5)(5 4
VAL VAT VAT VAL

l‘”2 y//2
T 1, pues F) pertenece al
a

Una base ortonormal adecuada es B = {( )} . Ver Figura 63

En el sistema (O, X"Y") la hipérbola tiene ecuacion
eje X",

41 369
2 -1 Yc2za2+b2zz+b2. Como ¢* = [d(0', Fy)]* = —

d(A, A 4
4

Entonces a? = [

369 41 2 12
b = T 82. La ecuacién de la hipérbola es: :211 — y8—2 =1=387"2—y"? =82 (1).
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Y

Figura 63

Hallemos su ecuacién en el sistema (O, XY'). El cambio de coordenadas queda determinado
por:

(z"::) — [Blh - (yiv_+3}2) _ (151?\/\/% —45/\/\%_1) : (yx_+3}2) , de donde obtenemos

45w, 5 4
Vi ovm Toym Y T ym vm YT v
10322 — 360z y + 18492 + 746 1 — 912y — 2305 = 0.

"

Reemplazando en (1) se obtiene

3 " _
En el sistema (O, X"Y"), F, < —5\/ZH,O >, y como (;) = [Blc - (;N) + ( 1)
obtenemos que Fy(—7,9).

Parabola

Definicién 10.1.4 Llamaremos parabola al lugar geométrico P de los puntos del Plano cuya
distancia a un punto fijo F' llamado foco, coincide con su distancia a una recta fija D, que no
pasa por el foco, llamada directriz.

Sea L la recta perpendicular a D por F'y {M} = DN L. Consideremos el punto medio O del
segmento F'M, como eje X la recta paralela a D por O y como eje Y la recta L. Suponemos
que F(0,p), p#0, y directriz D de ecuacién y = —p. Ver Figura 64

Observacion
Si la directriz pasara por el foco, los puntos pertenecientes a la recta que pasa por F y es
perpendicular a la directriz verificarian la definicion.
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Y

Figura 64

Sea P(z,y) € P={P: d(P,F)=d(P,D)}. Se tiene entonces que:

V24 (y—p)?=ly+p|= 2+ (y—p)° = (y+p)° = 2°+y’—2py+p° =y +2py+p°.

De aqui obtenemos:
(P) 4py =2’

que es una de las formas canonicas de la ecuacion de la pardbola.

El eje Y se denomina el eje de simetria de la parabola y O el vértice.

Observacion
Si consideramos como eje X a la recta L y como eje Y la recta paralela a D por O, se tiene
que el foco tiene coordenadas (p,0), p # 0 y la directriz ecuaciéon D : x = —p. Por un

procedimiento analogo, obtenemos la ecuacion candnica:
/ 2
(P') dpz =y

que es la otra forma candnica de la ecuacién de la parabola.

Ejemplo

Hallemos la ecuacién de una pardbola que tenga foco en el punto de coordenadas (0,0) y
directriz de ecuacion D : x — \/§y +16 = 0.

Para hallar un sistema de coordenadas (O', X"Y") en el cual, la pardbola tenga una forma
candnica, consideremos como eje Y la recta L perpendicular a la directriz que pasa por el
foco. Por lo tanto, la ecuacién del eje Y es L: v3z+y=0.

El nuevo origen O es el punto medio del segmento F'M, donde {M} =LnND, estoimplica
que M(—4,4+/3), por lo tanto O'(—2,2/3).

El eje X" es la recta paralela a la directriz por O'.
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La base ortonormal que determina junto con O’ el nuevo sistema de coordenadas es

B = {(—ﬁ —1), (%, —?)} = {by, by}. Ver figura 65

En el sistema (O, X”Y") la cénica tiene ecuacién 4py” = 2”2, con p = d(F,0’) = 4. Esto
1

: li " //2.

implica que " = 7= @

X//

£(0,0)
-4 -2 0 X

Y//
Figura 65

Para obtener su ecuacion en el sistema (O, XY) de partida usaremos las férmulas de cambio
de coordenadas.

(7)-me(,2220) - (V) ()= T

e A Y|

Esto implica que la pardbola tiene ecuacién 3z2 +y?> +2v3zy — 32z + 323 y — 256 = 0.

10.2 Reduccién de una cdnica a la forma canonica

Supongamos fijado, en el Plano, un sistema de coordenadas cartesianas ortogonal (O, XY) y
consideremos el conjunto de puntos cuyas coordenadas (x,y) satisfacen:
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(1) ax’+2bxy+cy! +dr+ey+f=0: a,bcde f R,

a, by ¢ no simultaneamente nulos.

Es claro que las ecuaciones candnicas (P), (£) y (H) de las cénicas son casos particulares
de (1). El conjunto de puntos considerado anteriormente puede ser vacio (z?+ 1 = 0), un
tinico punto (z* + 3* = 0), una recta ( #? = 0), dos rectas paralelas (z? = 1) o dos rectas
que se cortan (zy =0).

Veremos que mediante un cambio adecuado de coordenadas, (1) es la ecuacién de una cénica o
una conica degenerada.

Sea f(z,y)=az?+2bxy+cy’?+dr+ey+ f=0 y consideremos la transformacién lineal
) ) )

simétrica T : R* — R?, tal que A= [T|c = (Z i) )

Si ¥ = (x,y) es un vector cualquiera de R?, sabemos que:

roe=a (5) =05 2)-()= (i22)

Luego, (T(v),7) = ((ax +by,bx + cy),(x,y)) = ax? + 2bxy + cy®. Entonces, notando
L = (d,e), resulta:
f(x,y) = (T(0),7) + (L, 7))+ f =0

Como T es una transformacién lineal simétrica, existe una base ortonormal B, formada por
A0
0 X
para todo vector ¥ € R?, se verifica que:

(T'(0),7) = ((T(?))B, (V)B)

Supongamos que (¥)p = (2/,y’), entonces:

r@le = wa= () (0) = (20)

Si notamos (L)p = (d',¢/), tenemos que:

autovectores, tal que [T]p = ( ) . Como B y la base canoénica son bases ortonormales,

(T@)p, @) + ((L)p, (D) + f=Ma" +hey +da'+y +f

Por consiguiente, en el sistema de coordenadas (O, X'Y”’) asociado a la base B, (1) toma la
forma:

f’(x’,y') _ )\11'/2+)\2y/2+d/$/+€/y/+f:0
Agrupando las variables y de ser necesario, “completando cuadrados ” se efectia una traslacién
de los ejes a un nuevo origen O’ y asi se obtiene un sistema de coordenadas (O, X"Y") en
el cual f”(z”,y") = 0 es la ecuacién candénica de una cénica propiamente dicha o de una

cénica degenerada.

X" sera paralelo al autovector asociado a A\; e Y” paralelo al asociado a .
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Ejemplos

1. Sea f(z,y)=32>+10zy+3y*+222+10y+5=0.

B (3 5 _|3—x 5 9 A
A_[T]C_(5 3) luego det(A—x- 1) = 5 3_x'—x 6z — 16, sus
raices son A\; =8 y Ay = —2. Hallemos los autovectores asociados.

e Si A\=28,

( B ) ( ) ( ) —r+y =0, de aqui resulta * =y vy
tonces Vi = {(z, e R} El ( L. )
entonces = DT egimos ] —,— .
: VG VG
e Si \=—

5 O T 0
(5 5) . (y) = (O) — z+y=0 entonces x = —y Yy por lo tanto

1 1
Voo ={(-y,y): y €R}. Elegimos v3 = (_575) .

X//
Y//

N[

|
[\D/
T gl ~
g

Figura 66

1 1 1 1

Sea B — {<_27_)7 (__2,—)}. Es claro que [T]p = ( g _g )

\&}
[\
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22 T 1/V2 1/V2 22\ [ 16v/2
me= (%) = we=tr-we= (475 va)- () - (10a)-
Luego f'(2,y) =82° — 2y 4+ 1622 — 62y +5=0, y por lo tanto
82 +16v22" — (2y* +6V2y)+5=0 = 8(3:’+\/§)2—2(y’+g\/§)2—220.

3 .
Consideramos " = 2'+v2 ; ¢/ =y + = V2, es decir efectuamos una traslacién de ejes

a O tal que [00']5 — (_g\/\/gﬂ), liego [00]e = [Ble - (_g\/\/g/Q) _ (_15/?2)

"2
1 2
(5)

2. Sea f(x,y) =32>+2V3zy+1y®— 32z +32V3y + 256 = 0.

A:[T]C:(\/?’g \f) s det(A—z-Ty) = 3\;; 1{2 e

Los autovalores de T'son A\; =4 y Ay = 0.

"2 sz
— 1y~ =1 que es la ecuacion

Tenemos entonces que 82" — 2y —2 =0 =—

canoénica de una hipérbola.

Y// Y
0 2
! X
E X//
N
—2/31__Y 2\
O/

Figura 67
e Si \=4,

(D 6)- ()~ (o=
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31
Por lo tanto V; = {(v/3y,y): y € R} . Elegimos i = <\/_ —) .

279

o Si A=0,
(5 %) G) =) = {3 =g

1 1 V3
Luego Vo = {(—ﬁy,y): y € R}. Elegimos v3 = (—57%_) )

Sea B = {(@ l), (—l ﬁ)} Entonces [T)p = (E)l 8)

o= (o) = We=188-e= (35 40) () = (g) - Lo

Flay) =42 +64y +256 =0 = 42”7 +64(y +4) =0 = 2> +16 (y +4) = 0.

Si #”"=2a', y' =y +4, setiene que z”* +16y” =0 y por lo tanto y’ = BT x”2, que es
la ecuacién de una parabola. Tenemos ademaéas que

00 = (_04) —s (00 = (\{%2 \_/:17,@) . (_04) _ (_22\/5). Ver Figura 67,

10.3 Cuadricas

Supongamos fijado, en el Espacio, un sistema de coordenadas cartesianas ortogonal (O, XY 7).
Estudiaremos superficies tales que las coordenadas cartesianas de sus puntos, (z,y,z) satis-
facen una ecuacion del tipo:

f(@,y,2) = ana’+any*+ass 2 +2a10y+2a1302+2a3y z+arx+azy+azz+k =0, (%)

donde los coeficientes de los términos cuadraticos no son simultaneamente nulos. Estas super-
ficies se denominan cuadricas.

Cilindros

Un cilindro es una superficie S tal que, para un apropiado sistema de coordenadas, consta de
todas las rectas perpendiculares al plano z = 0, que pasan por una curva 7y en dicho plano.
En nuestro caso 7y es una cénica. Obtenemos entonces:

2 2
(1) cilindro eliptico: % + :Z_Q =1; a>b>0.
. : e 2y
(2) cilindro hiperbélico: el 1; a>0,b>0.
a

(3) cilindro parabdlico:  4py =2?; p+#0.
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/_—]—Z\ T T Z
R /
\ 1

*\/\{;,/*Y e

) G [ XL—t---- -~ Y
W /

Cilindro eliptico Cilindro hiperbdlico Cilindro parabdlico
Figura 68
Elipsoide

Es una superficie que en un sistema de coordenadas adecuado tiene ecuacion:

2y 2
(4) ﬁ+b_2+§:1; a>b>c>0

Elipsoide Esfera

Figura 69
Si a =b=c, obtenemos la ecuacién de una esfera de radio a.

Conos
Son superficies que en un sistema de coordenadas adecuado tienen ecuacién:

2 2

(5) x—2+Z—2—z2:O;azb>O
a
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Si a = b, el cono se dice circular y se obtiene por rotacién alrededor del eje z de una recta
que pasa por el origen. Si a # b, el cono se dice eliptico.

Figura 70
Hiperboloides
Son superficies que poseen ecuacion:
22 g2 P
6) ——— 0 +—5=1; a>b>0, c>0. Hiperboloide de dos hojas.
a c
22y 2
) —+=5——==1; a>b>0, c>0. Hiperboloide de una hoja.
a? b 2

Hiperboloide de dos hojas Hiperboloide de una hoja
Figura 71
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Paraboloides
Existen dos cuadricas llamadas paraboloides, el paraboloide eliptico de ecuacion:

2 2

z Y
(8) Z:?—i_b_?; a>b>0

y el paraboloide hiperbdlico o “silla de montar” de ecuacion:

.fll'2 y2
(9) 229_6_2’ a>0,b>0

Paraboloide eliptico Paraboloide hiperbdlico

Figura 72

Las ecuaciones (1), (2), ...,(8) y (9) son casos particulares de (*) y se denominan ecuaciones
candnicas de las cuddricas. Observemos que las mismas pueden clasificarse en dos grupos:

I: (1), (2), (4), (5), (6) y (7) se denominan cuddricas con centro y en un sistema de
coordenadas adecuado tienen ecuacion:

flr,y,2)=A2?+By*+C22+ D=0 con A, B y C no simultdneamente nulos.
IT: (3), (8) ¥ (9) se denominan cuddricas sin centro y tienen ecuacién:
flr,y,2)=Az?+By*+C2=0 con C #0, A y B no simultdneamente nulos.

Observacion

La ecuacién (x) puede representar el conjunto vacio (22 = —1), un punto (2?+y?+ 2% = 0),
una recta (z? +y? =0), un plano (2% =0), dos planos paralelos (z? =1) o dos planos que
se cortan (xy = 0).

10.4 Reduccién de una cuadrica a la forma candnica

Consideremos la ecuacién :

flr,y,2) =ana® + any® + a3z’ +2a122y +2a1302 +2aiyz+a1x+ayy +azz +k=0.
Veremos que con un cambio adecuado de coordenadas obtenemos la ecuacién candénica de una
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cuddrica o uno de los casos considerados en la observacién anterior. A f(z,y,2) =0 le

a11 a2 Qs
asociamos la transformacién lineal simétrica T : R3 — R? tal que [T]e = | a1z az a3

@13 Aa23 ass

Si L = (a1, az,a3), en forma andloga a lo visto para cénicas f(z,y,2z) =0 se expresa:

f@,y,2) = (T(x,y,2), (z,y,2)) + (L, (z,y,2)) + k = 0

Como T es transformacién lineal simétrica existe una base ortonormal B formada por autovec-

A 000
tores de T, tal que [T]p=| 0 A2 0 |. B es base ortonormal y determina un sistema de
0 0 A3

coordenadas (O, X'Y'Z") en el cual f(x,y,z) =0 toma la forma

Py, ) =M+ xy” + X2 +d a4 dby + a2 + k=0
Veamos ahora como proceder en cada caso, de acuerdo a los autovalores obtenidos.
Primer caso: A\ #0, A #0, A3 #0

En tal caso agrupamos las variables, y si fuera necesario “completamos cuadrados” efectuando
una traslacién que permite obtener un sistema de coordenadas (O', X"Y”Z") en el cual
f'(@,y,2") =0 tiene ecuacién:

f”(x",y", Z”) _ )\1 l‘”2 + )\2 y//2 + )\3 Z”2 + k/ -0

Ejemplo
Consideremos la cuddrica de ecuacién f(z,y,2) = —2? +yz+2x—42—-5=0.
-1 0 0 —1—z 0 0
A=[Tle={( 0 0 1/2 =  det(A—a-I3) = 0 -z 1/2|=
0 1/2 0 0 1/2 —x
B —x 1/2| 5 1Y\ 1 1
_(—1—33)'1/2 . =(-1—12x) (x _Z) ——(x+1)(x—§)(x+§).
1 1
Son autovalores: \; = —1, Ay = —3 y A3 = 5
e Si \=-—1,
0 0 0 T 0 y+=0
o 1 12]-fy|l=(0|] = y 2 = y=z=
0 1/2 1 z 0 5 TET

Por lo tanto V_; = {(2,0,0): = € R }. Elegimos 01 = (1,0,0).
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oSi)\:—l,
2
~1/2 0 0 r 0 o
0 1/2 172 |-y |=10 — { —;z—O — 2=0,y=—2
0 1/2 1/2 2 0 yre=
1 1
entonces V_i = {(0,—2,2): z € R}. Elegimos v3 = (O,—Q,——Q).
1
Si A==
[ ] 1 27
—3/2 0 0 x 0 N
0 —1/2 1/2 y]l=10 {:2_ r=0,y=z
0 1/2 —1/2 p 0 yoET

1 1
Entonces Vi = {(0,y,y): y € R}. Elegimos v3 = (O, ) .

1 1 11
Sea B = {(1,0,0), (0,757 —75),(0,%,—2)}, luego,
-1 0 0
[T)p = ( ~1/2 0
0 1/2
2 1 0 0 2 2
Como [L]¢ = 0|, [Lls=0 1/v2 —1/vV2]- 0 |=1 4/Vv2
—4 0 1/vV2 1/V2 —4 —4/V/2

1 1
Por lo tanto f'(2',y/, %) = —a'* — iyﬂ—ir iz’2+2x’+2\/§y’—2\/§z’—5 =0.

Agrupamos las variables y “completamos cuadrados” y determinamos la traslacion a efectuar.
1 — 1 —
flay ) = (" =22)) = S (* —4V2y) + 5 (7 - 4V22) -5 =

= [ =1 =1 S [ - 2VE? 8 o [ - 2VE) ] - 5=

2
_ —(:L'/—l)2—%(y/—Q\/i)2+%<Z/—2\/§)2—4:O

Si #'=a'—1; y'=y —2v2 ; 2/ =2 —2+/2 obtenemos

—x"2—%y”2+%z"2—4:0 = -

hiperboloide de dos hojas.

2

x// L,

— =1, que es la ecuacién de un
4 b

"2 "2
z
Yy
8 8
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Segundo caso: A\ 0, My #0, A\3=0
Se tiene que: f'(2,y,2") = M a’® + Moy/* + a2’ +ayy +ay 2 + k= 0.
e Si a} =0, “completando cuadrados” se obtiene f”(z”,y",2") = M 2> + X y* + Kk = 0.

e Si aj # 0, “completamos cuadrados” y, sacando un factor comin conveniente, obtenemos

f”(x”,y”, Z”) — )\1 l‘”2 + )\2 y//2 + ag S — 0.

Ejemplo
Consideremos la cuddrica de ecuacion f(ZU,y,Z)=x2+y2+6xy—2z—20:0,
130 -z 3 0 L. 3
A=Tle=3 1 0] = det(A—a-I)=| 3 1-2z 0|=- ' e 3]
0 0 0 0 0 —r x

—z[(1-2)? -9 = —w(2? — 22 — 8) = —z(x — 4)(z + 2).

Por lo tanto los autovalores de T'son A\ =4, Ay = =2 y A3 =0.
e Si \=4,
3 30 x 0 0
3 30 |-{yl=[0] = {x_y:o — =0, y=2z
0 0 3 2 0 7
. o 1 1
Entonces V, = {(z,2,0): x € R }. Elegimos v = (—2,—2,0).
e Si \= -2,
33 0\ [« 0 »
3 30 yl=(0] = {J”Fy_—o — 2=0,y=—z
0 0 2 2 0 7
. R 1 1
Por lo tanto V_3 = {(—y,4,0) : y € R }. Elegimos v3 = (——2,—2,0).
e Si \=0,
1 3 0 T 0 v+ 3y =0
0 0 0 2 0 v=
En consecuencia Vj ={(0,0,2): z € R }. Elegimos v3 = (0,0, 1).
1 1 1 1
Sea B=14(—=,—=,0), (——=,—=,0), (0,0,1) &,
{75 750 75 750 000}
0 1/vV2 1/v/2 0 0 0
Como [L]¢c = 0 | entonces [Llp=| —1/vV2 1/v/2 0 |- 0| = 0
—2 0 0 1 —2 —2
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Luego f/(2,y,2) =42 =2y =22 —20 =42 —2y* —2(2' + 10) = 0.
Entonces si 2" =2a', y' =9 y 2=z + 10, tenemos que:

"2
x 2 ., . . o
T - y"" =2", que es la ecuacién de un paraboloide hiperbdlico.

2
Tercer caso: A\ #0, \a = A3 =0

Fy,2) = a” +ad 2 +ayy + a2 +k=0.

a) Si a, =0 6 a4y =0 obtenemos, realizando una traslacién conveniente, una cuéddrica
2 7 2
degenerada, f"(z",y", 2")=Ma"" +as2" =0 6 f'(a".y" 2") = 2" +ay" =0.

b) Si a, #0 y a4 # 0 debemos elegir, en el plano que contiene los vectores 03 y 03,

otro par de vectores v5 y v4 perpendiculares entre si de modo que en la nueva base

ortonormal B’ = {vi,v5,vi}, (2", y",2") =0 tenga ay =0 6 af =0.

- 1 - 1
_ 12 12 : 7 r= = 7 e o
Sea a = y/ay” + a4” y consideremos v} = a.(ag.vg —ay.U3) y vh= E.(GQ.’UQ + a3.03).

B’ = {v1,v,v5} es una base ortonormal y permite solucionar nuestro problema.

x’ x” 1 0 0 x”
/ !/ 17 !/ !/ 1
y | =WBls-| v | =10 as/a ayja]-|y" |, luego

z' 2" 0 —aby/a ay/a 2"
!/ !/ !/ !/
a al al a

T =" ’ y/ _ 3 y// + 2 S y o= _2 y// + 3 S

a a a a

Reemplazamos en f'(z',y/,2') = 0 y obtenemos A\ 2> + a 2" + a2+ k =0, por lo
que estamos en las condiciones del inciso a).

Ejemplo
Sea f(x,y,2) =52 +5y* — 100y — 22 +3y+2+1=0.
5 —5 0 5—x —9H 0
A=[Tle=|-5 5 0 — det(A—x-L)=| =5 b5—z 0 |=—z%z—10).
0 0 0 0 0 —x

Los autovalores de T"son A\ =10 y Ao = A3 = 0.

o Si A=10,
5 -5 0 x 0 g
-5 =5 0 |-ly|=(0] = {:c+y_—0 = 2=0,y=-x
0 0 —10 2 0 s

Por lo tanto Vig = {(x,—x,0) : * € R }. Elegimos 0] = (
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e Si \=0,
5 =5 0 T 0
-5 5 0 1y ]l=120 — rz—y=0 — x=y.
0 00 z 0
. . 1 1
Obtenemos entonces, Vo = {(z,z,z): =,z € R }. Elegimos v5 = (ﬁ,—Q,O) y
% = (0,0,1).
Sea B {(1 Loy, 22 001)} Luego, [T 0 00
€a = < _—7 —7 —7 . uego, B =
VARG 00
—2 1/vV2 —1/vV/2 0 —2 —5/V2
Como [L]¢ = 3 1/\/5 1/v2 0]- 3 =1 1/v2 |.
1 0 1 1 1

1
Por lo tanto f'(2’,v/, 2 —1Ox’2——x +—y +2+1=0,
f'@y, ) BT 5Y
1 1 V3
luego ay = —= y a5 =1, loqueimplicaa =4/=-+1=—.
g0 Qs 5 y as q p 5 2
1 0 0
2 1 1 2
Si B = {/U_)7 L_._é——.’l]_é, —3+£U§}7 [B/]B: 0 \/i/\/g 1/\/§
3 3 3 V3 0 —1/v3 V2/\3
—5//2
Observemos que [L]z = [ 1/v/2 |, por lo tanto,
1
1 0 0 —5//2 —5//2
e =B Ls= [0 Va3 —yv3 || 1/v2 | ={ o
0 1/V3 V2/V3 1 3/V6
Se tiene entonces,
5} 3 9 1 3
" l‘”, ”,Z” _ 101,//2_ e 21 =10 (l‘” B l‘”) 42 =

1\* 1 3 210 3
10 (|(2'———%) — = —i——z”—l—l:lO(x——) —— 41+ —=2"=
[( 4\/5) 32 V6 42 32 V6

2 2
3 22 1 3 22/6
10 +—"+==10 (x——) +—=[2"+==| =0.
( 4[) V6 32 442 NG 3-32

1 11 3
Si 2" =a"——= , y"=y" y 2" =2"+——, setiene que: 102" + —z" =0, que es

4y/2 86’ V6

un cilindro parabdlico.
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10.5 Ejercicios

1. Hallar las ecuaciones candnicas de las circunferencias indicadas a continuacion. Graficar.

a) Con centro en (2,3) y radio 3.

b) De ecuacién z*+y? +4x — 6y — 17 = 0.

c¢) De radio 4 y concéntrica con la de ecuacién x? + y? — 10x + 16 = 0.

d) Pasa por los puntos A(5,0), B(1,—2) y C(1,0).

e) Su didmetro es el segmento de la recta de ecuaciéon 4z — 3y + 12 =0 situado entre
los ejes coordenados.

f) Su centro es el punto C(1,—1) y larecta de ecuacién bx—12y+9 =0 es tangente
a la misma.

g) Pasa por los puntos A(3,1), B(—1,3) y su centro esta en la recta de ecuacién
3z—y—2=0.

. D N
2. Dada la elipse de ecuacién 100 + 35 = 1, hallar:

a) Las coordenadas de sus focos.

b) Las coordenadas de sus vértices.

c¢) La longitud de sus semiejes.

d) Los puntos de la elipse que distan 14 unidades del foco derecho.

3. Hallar el area de un cuadrilatero que tiene dos vértices en los focos de la elipse de ecuacién
922 4+ 59y% =1 y los restantes coinciden con los extremos de su eje menor.

4. En cada caso hallar, en el sistema (O, XY'), la ecuacién de la elipse que satisface las
siguientes condiciones y dibujarla.

Dos vértices son A(—1,2), A'(=7,2) y su eje menor es de longitud 2.

Posee centro en el origen de coordenadas, semieje mayor sobre la recta de ecuacion
2z —y =0 de longitud 10 y un vértice en A’(2,—1).

7 7
Dos vértices son A’(1, —5) , A(5, ~3

Posee focos F1(0,—4) , F»(2,0) y un vértice en A’(3,-3).
Posee centro en O'(3,—-2), foco en Fi(—1,1) y pasa por P(8,—2).

) vy un foco Fi(3,—2).

Tiene centro en el origen de coordenadas, semiejes de longitud 2 y 6 y el eje menor
forma un angulo de 60° con el eje X.

Sus focos se hallan en el eje X, su centro en el origen de coordenadas, d(Fi, Fy) =6
y 5c=3a.
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2 2
Y
— =— =1 hallar:
9 allar

5. Dada la hipérbola de ecuacién %

a) La longitud de sus semiejes.

Las ecuaciones de sus asintotas.

)
b) Las coordenadas de sus focos y de sus vértices.
c)

)

d) El area del tridngulo determinado por las asintotas y la recta 9z + 2y — 24 = 0.

6. En cada caso hallar, en el sistema (O, XY'), la ecuacién de la hipérbola que satisface las
siguientes condiciones y dibujarla.
a) Sus vértices son A’(4,-3), A(0,-3) y d(Fy, F») =6.
b) Sus vértices son A(1,—-2), A’'(—1,2) y uno de sus focos es Fi(3,—6).
c¢) Posee un foco en F'(2,—1) y asintotas de ecuacién z =0, 3z —4y =0.
d) Sus focos son Fi(4,—4), F»(—2,2) y sus asintotas forman un dngulo recto.
)

e) Sus asintotas se cortan perpendicularmente en el origen de coordenadas y posee un

foco en Fi(1,3).

f) Posee centro en O'(3,—4), un vértice en (— +3, —4) y un foco en Fy(6,2).
V5 \f
g) Sus focos son Fi(—1,0), F»(1,2) y pasa por el punto P(£ -1 g +2).

7. En cada caso hallar, en el sistema (O, XY'), la ecuacién de la pardabola que satisface las
siguientes condiciones y dibujarla.

a) Posee foco en F(2,—1), pasa por P(2,2) y su eje de simetria es paralelo al eje X.
i, Es tnica 7

b) Posee el vértice en el origen de coordenadas y el foco en F(—3,—1).

c¢) Tiene directriz de ecuacién 3x +4y —1=0 y focoen F(5,9).

d) Posee el vértice en O'(—2,—2), pasa por el punto P(4,—4) y su directriz es
paralela al eje X.

e) La ecuacién de la recta directriz es = + 2y +6 = 0 y su vértice es el origen de
coordenadas.

8. Para cada una de las siguientes cénicas, hallar un sistema de coordenadas (O, X"Y") en
el cual la ecuacién de la cénica tenga forma canénica. Clasificarla. En a), d) y f) graficar.

a
b

C

) 322 —2xy+3y* +18x + 10y = —19.  (elipse)
) 22 +y?+4xy =17 (hipérbola )

) 22 =22y +y*=0. (una recta)

)

d) 112? - 242y +4y?>+6x+8y = —15.  (hipérbola)
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322+ 10zy +3y* + 162+ 16y + 16 = 0.  (rectas incidentes)
162% —24zy +9y?> —30x —40y = 0.  (pardbola)

2 +y*+x—1=0. (circunferencia)

e
f

g

)
)
)
h) 422 —dzy+y>+4x—2y—3=0. (par de rectas paralelas)
i) 222 —4zy —y*+8=0. (hipérbola)

) 162? — 242y +9y* —30x —40y —5=0. (pardbola)

)
)

Ta?+3y? +28x — 42y + 166 = 0.  (elipse)

i
]
k

9. a) Para cada una de las siguientes cuadricas, hallar un sistema de coordenadas respec-
to del cual la ecuacion de la cuadrica tenga forma candnica. Indicar la ecuacion

canonica. Clasificarla.
b) En (1), (4) y (14) hallar las coordenadas de O en el sistema (O, XY Z) de partida.

c) En (6) y (8) hallar la ecuacién del eje Y en el sistema (O, X"Y"”Z") en el cual la
cuddrica tiene forma canénica.

r=-2+3A
d) Dada la recta L : {y:—)\ ;A € Ryelplanonm: 2 —2y4+24+2=0 en
z=14+5\

el sistema (O, XY Z) de partida, hallar las ecuaciones en el sistema (O', X"Y"Z")
obtenidos en los incisos (2),(3) y (7).

1) 422 +36y* — 922 — 162 — 216y + 304 = 0. (hiperboloide de una hoja)

\V]

222 =0. (par de planos que se cortan)
3
4
)
6
7
8

)
)y
) 622 +6y*+ 82 =1. (paraboloide eliptico)

)

)

)

)

)
9) 222 —y*+ 22+ 22+ 3y+42z—2=0. (hiperboloide de una hoja)

)

)

)

)

)

)

)

202 +2y* +222 +2x2—2xy—2yz=1. (elipsoide)

2?2+ 422 +4r2+2V52+4v/52=0. (par de planos paralelos)
—2y*+xz—4y+62=>5. (hiperboloide de dos hojas)

2?2+ + 22 —2x+4y —62=11. (esfera)

2 22 +8x+4y 9=0. (cilindro parabdlico)

10
11
12
13
14
15
16

20y — 6z + 10y +2—31=0. (paraboloide hiperbdlico)

42?2 +9y* — 22 — 54y — 502 = 544. (cono eliptico)

522 +5y> — 10wy — 2z +3y+2+1=0. (cilindro parabdlico)

202 +2y? +522 —dry—2x2+2y2+102—26y —22z = 0. (paraboloide eliptico)
2?2+ y?+222+6xy+4rz+4yz—2=0. (cilindro hiperbdlico)

322 +222=0. (recta)

2?2 =9. (par de planos paralelos)
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17) 42? +4y* +522 —4x2—8yz—36=0. (cilindro eliptico)

10. Dada la cuddrica 222 — 102y —8x 2z —7y> — 10y 2 +222 +62x+12y —62+5+ X =0,
calcular su ecuacion canodnica y clasificarla en funcién del parametro .
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11 Apéndice

11.1 Rango de una matriz

Sea A = (aij), 1 <1 <m, 1 <j <n, una matriz de m filas y n columnas. Elijamos k filas y k
columnas de A, digamos las filas i1, 22, ..., ik, con i1 < iy < ... < i, y las columnas j1, jo, ..
Je,con 1 < Jo < ... < gk, kK <m, k <n.

*)

all PR aljl PR a1j2 PR aljk, PR aln

ale PR alel PR aleQ PR alek, PR aZl’rL
A — . . .

aZk,l PR aZk,jl PR aZk,jQ PR aZk,jk, PR aan

aml PR amjl PR amj2 PR amjk, PR amn

Sea B = (b;;) la matriz k x k definida por b,s = a;,,, es decir, los elementos de la matriz B
son los elementos interseccion de las k filas y k columnas de A elegidas.

Se llama menor de A de orden k al de cualquier matriz B de orden k X k elegida de la manera
indicada. En general, una submatriz de una matriz A es una matriz (no necesariamente
cuadrada) construida tomando la interseccién de ciertas filas y columnas de A. En consecuencia,
un menor de A de orden k es el determinante de una submatriz £ x k de A.

Definicién 11.1.1 Sea A = (a;;) una matriz de orden n x m. Elrango (o caracteristica)
de A, que notaremos Rg A estd definido como sigue. St A es la matriz nula, Rg A= 0. Caso
contrario, Rg A es el numero entero k, definido por la siguiente condicion: existe un menor
de A de orden k no nulo, y todo menor de A de orden mayor que k es nulo. La matriz de un
tal menor de orden k se llama submatriz principal. También el menor se [lama principal.

Ejemplos
1120 1 2 3

Rgl 1 1 0 0 | =2 ; Rgl 1 0 =3
2220 1 01
1111

Rgl 2 2 2 2 | =1 ; Rg(1l 2 3)=1
33 3 3

Observacion

Si en la matriz A hay un menor de orden k no nulo y todos los menores de orden k41 son nulos,
entonces Rg A = k. En efecto, cualquier menor de orden k + 2 serd también cero (desarrollarlo
por los elementos de una fila o columna). De la misma manera, los menores de orden k + 3,
k +4, ... son nulos.

Sea A una matriz de orden m X n. Si indicamos con 1, Cs,...,C, las columnas de
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A, diremos que la columna C; es combinacién lineal de las columnas C; y Cj, con
1 < j,k < m, siexisten nimeros «, 3 talesque C; = a- C; + (- Cj. En forma andloga
se define una combinacién lineal de un nimero cualquiera de columnas, y una combinacién
lineal de dos o mas filas.

Lema 11.1.1 Sea A = (a;;) una matriz de ordenn. Si RgA=n—1 entonces una columna

(fila) de A es combinacion lineal de las columnas (filas) de un menor principal cualquiera de
A.

Dem. Vamos a suponer sin pérdida de generalidad que

ai Q12 c a1n—-1
a21 22 c Q2n
a = det : : ) : # 0.
Qp-11 QAn—-12 - QGp-1n-1
Por hipoétesis, det A = 0, luego
anAm + aAne + 0+ adn, = 0
anAnmr + azAne + 0+ A, = 0
anlAnl + an2An2 + -+ annAnn = det A = 0
Luego, como A,,, = a # 0, resulta
Anl An2 An,n—l
Aip = ———a11 — — Q12 — =+ * — 1,n—1
o o
Anl An2 An,n—l
Q2pn = —— Q21 — — QA2 — *** — a2mn—1
o o
Anl An2 An,n—l
App = ———Apl1 — —Ap2 — *** — — Qpnp-1
o o o
Es decir,
Anl An2 An n—1
Ch= ="My — 220 — o Cos
o o
Una demostracion similar vale para filas en lugar de columnas. O

Proposicién 11.1.1 Todas las filas (columnas) de una matriz son combinacion lineal de las
filas (columnas) de un menor principal.
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Dem. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que las primeras k filas y las primeras k
columnas de la matriz m x n A = (a;;) forman una matriz M = (m;;) cuyo determinante es
principal.

a;  aiz - Al v Qs Qlp
Q21 Ag2 -+ A2kt Q2s  ccc A2p
Qk1 Qr2 ccr Ak crr Qgs st Akn
A= . . . . .
ar1 Ar2 e Ark e Qrs e Qrn
Aml AGm2 **° Qmkg " Ams *** Qmn

Elijamos una fila, digamos r, y una columna, digamos s, de A, y formemos la siguiente matriz
ampliada de M:

air Qa2 - A1k Q1s
N =

a1 Qg2 Ok Qks

ar1 Ar2 e Ark  Qpg

Como M es una submatriz principal, se tiene que detM # 0 y det N = 0. Entonces, la columna

Cs de N es combinacién lineal de las columnas de M, o sea, existen A, Ao, ..., A\x € R tales
que
(Nan + Aarn + -+ Meay = ag,
AMaz + Asax + 0+ Apay = ags
Map + Xoare + o0+ Apaps = Qg
L )\1 ar + )\2 arp + -+ + )\k Qr, = Qps

Las k primeras ecuaciones de este sistema se pueden escribir M - A = d,, donde

A1 a1s
A2 A2s

)\ = : Y dS = : Y
A ks

de donde N\ = M"1'.d,.

Luego la matriz k£ x 1 A estd determinada por ds y no depende de r. En consecuencia,
cualquier columna Cy, 1 < s < n, de A es combinacion lineal con coeficientes A1, \o, ..., A; de
las columnas Cy, Cs, . .., Cy.

En forma andloga se prueba para las filas de A. O
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Proposicion 11.1.2 Sea A una matriz y sea B la matriz obtenida de A al sumar a una fila
(columna) de A una combinacion lineal de las demds. Sean iy,ia, ... ik Y j1,J2,- -, Jk filas y
columnas respectivamente de una matriz principal de A. Entonces i1,%o,...,%% Y J1,J2, - - Jk
son filas y columnas de una matriz principal de B. En particular, A y B tienen el mismo rango.

La proposicién anterior permite calcular Rg A utilizando operaciones elementales. En efecto,
la triangulacion de A se logra sumando a filas de A combinaciones lineales de otras filas de A.
Luego las filas 41, 49,...,%; y columnas ji,J2,...,Jx de A corresponden a una matriz principal
si y s6lo si lo son de una matriz principal de la matriz triangulada, en esta ltima se detectan
de inmediato tales 71,79, ...,%% V J1,J2, -, Jk-

Ejemplo
1 2 0 -1 11 1 2 0 -1 1 1
A 1 1 2 0 00 . o -1 2 1 -1 -1 .
|3 1 0 0 01 0O -5 0 3 -3 -2
1 -2 =21 -1 0 0 -4 -2 2 -2 -1
1 2 0o -1 1 1 1 2 0o -1 1 1
_ 0 -1 2 1 -1 —1 _ 0 -1 2 1 -1 —1
0o 0 -1 -2 2 3 0o 0 -1 -2 2 3
0o 0 -1 -2 2 3 0 0 0O 0 0 0

El rango de la tultima matriz es evidentemente 3. Luego, como se ha obtenido por el proceso
de triangulacién, todas las anteriores, incluyendo A, tienen rango 3.

11.2 Matrices ortogonales

Definicién 11.2.1 Sea A € M, (R). A se dice ortogonal si A- AT = AT .- A=1,.

De la definicién se deduce que si A es ortogonal entonces es inversible y A~! = AT,
Propiedades

1) Si A es una matriz ortogonal entonces A~! es ortogonal.
2) El producto de dos matrices ortogonales es una matriz ortogonal.
3) Si A es ortogonal, entonces det A = +1.

Proposicién 11.2.1 Si B es una base ortonormal de R™, entonces [Blc es una matriz orto-

gonal.
Dem. Sea B = {b:, b;, ceey b;} una base ortonormal de R"™ y supongamos que
bin bz -+ bin

— — — 621 622 ct e an

bnl bn2 bnn
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bll b21 e bnl bll 612 e bln
BT Ble= | e e
b bon o b )\ b b o b
(Bry b by, bg) o (by,by)
(bas b)) (b2 ’ b) (b ’ be) = I, luego [B]c es ortogonal. O
(B B) (BaBa) oo (BB

Corolario 11.2.1 Si B y B’ son bases ortonormales de R™ entonces [B|p: es ortogonal.

Dem. [B]z = [B'|;' - [Ble = B - [Blec y como [B]ec y [B']c son ortogonales, [B]p: es
ortogonal. O

Proposicién 11.2.2 Si A € M,(R), entonces A es ortogonal si y solo si las columnas de A
forman una base ortonormal de R™.

Dem.

(=) Sea A = (b;;) € M,(R) una matriz ortogonal y B = {b;, b;, e ,b;} con
bj = (b1j,b2j,...,bn;), 1 <7 <n.Entonces:

by ) (by. by o (by. b,
AT A=A AT =], = <2_ % <2.2> . <2. , por lo tanto
(bnsb1) (ba,ba) - (bu, ba)

0 sii#£j "’

(<) Trivial de la proposicién anterior, pues A = [B]c.

o 1 i =
(bi, bj) = { r=Jq <1,j5 <n, luego B es una base ortonormal de R".

11.3 Sobre transformaciones lineales

Ncleo e Imagen de una transformacion lineal

Definicién 11.3.1 Sean V y W R-espacios vectoriales y T : V — W una transformacion
lineal. Se llama nicleo de T al conjunto NucT = {u €V : T'(u) = 0}.

Definicién 11.3.2 Sean V y W R-espacios vectoriales y T : V — W una transformacion
lineal. Se llama imagen de T al conjunto ImT ={ve W :v=T(d), con u € V}.
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Ejemplos

1. Si T : EF3 — FEs5 es la transformacion lineal que consiste en una proyeccién ortogonal
sobre un plano 7 que pasa por el origen, entonces NucT = L, donde L es la recta
perpendicular a 7 por el origen e ImT = 7.

2. 81 T:V — V es la transformacién lineal identidad, T(#) = @ para todo @ € V,
entonces NucT = {0} y ImT =V.

3.8 T:V — W es la transformacién lineal nula, T(@) = 0 para todo @ € V y
entonces NucT =V e ImT = {0}.

Proposicion 11.3.1 Sean V y W R-espacios vectoriales y'T : V. — W wuna transformacion
lineal, entonces NucT es un subespacio de V.

Dem. Por definicion NucT es un subconjunto de V. Veamos que se verifican las tres
condiciones para ser subespacio.

S1) NucT # 0, pues T(0) = 0.

Sy) Si @ y ¥ € NucT entonces T(@) =0 y T(7) = 0. Esto implica que T(@ + 7) =
T(d) + T(0)=0+ 0=0 y por lo tanto @ + v € NucT.

S3) Si % € NucT entonces T(A\i) = \T(@) = \.0 = 0 y entonces M\.ii € NucT, para
todo A € R.

O

Proposicion 11.3.2 Sean V y W R-espacios vectoriales y'T : V. — W wuna transformacion
lineal, entonces ImT es un subespacio de W .

Dem. Por definicién ImT es un subconjunto de W.
S1) ImT # 0, yaque T(0) =0 y entonces 0 € ImT.

w €V tales que T(@) =7 y T(u) =1,

Sy) Si v y o' € ImT entonces existen « y
+ v/, porlo que v + v' € ImT.

luego T(@ + o) = T(@) + T(v/) = 0

S3) Si v € ImT entonces existe « € V tal que T(d) = ¥, luego Ad € V y
T(A\@) = NT (&) = A0, por lo tanto A\.v € ImT, para todo \ € R.

Como se verifican S7, S y 53, entonces ImT es un subespacio de W. O

Definicion 11.3.3 Una aplicacion f: A — B se dice inyectiva si para z,2’' € A, x # 2/,
se tiene que f(x) # f(a') o lo que es equivalente f(x) = f(a') implica = = 2.

Definicién 11.3.4 Sean V y W R-espacios vectoriales y T : V. — W una transformacion
lineal, entonces T se denomina:
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a) Monomorfismo, si T es inyectiva.
b) Epimorfismo, si T es epiyectiva.
¢) Isomorfismo, si T' es biyectiva.
Ntcleo de una transformacion lineal inyectiva

Proposicion 11.3.3 Sean V y W R-espacios vectoriales y T : V — W una transformacion
lineal, entonces T es inyectiva si, y sdlo si NucT = {0}.

Dem.

=

=) Si @€ NucT, entonces T(@) =0 y como T(0) =0 resulta por ser T inyectiva que
i=0.

<) Supongamos que T(@) = T(«/). Como T(i—u') = T(@)—T(u') =0 resulta que
i —u' € NucT = {0}, luego 4 —w =0, lo que implica que 4 = u'.

O
Generadores de ImT

Proposicion 11.3.4 Sean V y W R-espacios vectoriales, T : V — W wuna transformacion

lineal y V = {4, U, ..., Us}, entonces ImT = {T(th), T(¥a), ..., T(¥s)}.

Dem. Si o€ {T(0h), T(0a), ..., T(Us)} entonces w0 = A\ T(0h) + AT (V2) +- - -+ X T (05) =
T(A.U1 4+ AUy + -+« + As.Us) = T'(V), por lo tanto w € ImT.

Reciprocamente, si @ € ImT entonces w = T(¥), con ¢ € V = {ty, ¥, ..., Us}, por lo

tanto W = T (A1.01 4+ AoV + -+« + Xg.Ts) = AT (V1) + Ao T (Vo) + - - - + A T(Us), y por lo tanto
w e {T(771>7 T(772>7 R T(778>} U

Observacion
La dimensiéon de la imagen de 7' se denomina el rango de 7' y es igual al nimero de colum-
nas(filas) linealmente independientes de [T p.

El siguiente teorema establece una relacion entre las dimensiones de la imagen y el nicleo de
una transformacién lineal definida en un espacio vectorial de dimensién finita y proporciona
una importantisima herramienta para el estudio de las trasformaciones lineales.

Teorema 11.3.1 (Teorema de la dimensién)
Sean V' y W R-espacios vectoriales tal que dimgV =n y T :V — W una transformacion
lineal. Entonces

dimrpV = dimrNucT + dimrImT
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Dem. Si NucT =V, entonces T es la transformacién lineal nula e ImT = {0} y el
teorema se verifica.

Si NucT #V, sea r =dimgNucT y probemos que dimgImT =n —r.

Sea {51, by, ..., Z;r} una base de NucT.

Si r # 0, por ser r vectores linealmente independientes de V| se pueden extender a una base
{b1, ..., by, by, ..., by} de V.

Si r =0, se elige una base cualquiera de V.

Vamos a demostrar que {T'(byy1), ..., T(by)} es una base de ImT, de donde resulta que
dimpImT =n —r.

1) {T(byy1), ..., T(by)} es linealmente independiente.

—

En efecto, supongamos que AT (bry1) + AT (bria) + -+ + Apy.T'(by) = 0,

entonces T()\l.gr+1 + )\2.gr+2 + -+ )\n_r.gn) =0, esto implica que

@ = M.bry1 4 Aabypgs + -+ Ay by € Nuc T

Si NucT = {6} entonces @ =0y A\ = 0 para todo i, 1 <i <n —r, pues

{Z;TH, byio, ..., Z;n} es linealmente independiente.

Si NucT # {6}, es decir, si r #0, 4 = al.gl + ag.gg + ar.gr,

con ai,...,a,. € R. Entonces A1.5r+1 4+ 4 )\n_r.gn = al.gl + ag.gg + -+ ar.gr,

por lo tanto (—al).gl + (—042).1;2 + 1t (—ozr).gr + A1.5r+1 bt Ay =0 y como

{51, cee Z;r, Z;TH, cee Z;n} es linealmente independiente, resulta que todos los escalares
de esta combinacién lineal son nulos, en particular \; =0 para todoz, 1 <i<n—r.

—

2) ImT = {T(bry1),...,T(by)}.

Como V = {by, by, ...,by}, entonces ImT = {T(by), ..., T(b,), T(by1), ..., T(by)}.

Pero T(by) = T'(by) = --- = T'(b,) = 0, luego ImT = {T(bys1),...,T(bn)}.
Por lo tanto, dimgImT =n —r = dimgV — dimgNucT o sea

dimgV = dimg NucT + dimgImT y el teorema queda demostrado.

Corolario 11.3.1 i T :V — W es una transformacion lineal biyectiva entonces

Dem. T es biyectiva, entonces NucT = {0} e ImT =W, por lo tanto dimgNucT =0
y dimgIm T = dimgW. Por el teorema de la dimension dimrV = dimg NucT + dimgIm T =

dimpImT = dimpW. |
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Corolario 11.3.2 5i dimgV = dimgW y T : V. — W es una transformacion lineal,
entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

a) T es inyectiva.
b) T es suryectiva.
c) T es biyectiva.
Dem.
a) = b) Como T es inyectiva NucT = {0} y dimgNucT = 0.
Por el teorema de la dimension dimpV = dimpIm T = dimgW.
Como ImT es un subespacio de W de igual dimension,
resulta que I'mT =W vy entonces T' es suryectiva.
b) = ¢) Como T es suryectiva ImT =W y dimgImT = dimgW. Falta ver que es inyectiva.
dimgW = dimrV = dimgNucT + dimgImT = dimg NucT + dimrW, de donde resulta
dimgNucT = 0y entonces NucT = {0}, por lo tanto T es inyectiva.

¢) = a) Trivial.

Ejemplos
1. Consideremos la transformacién lineal 7T : R* — R?® definida de la siguiente manera:
T(x1, 29, x3,24) = (r1 — X2 + 3 — 224, 1 — 322 + 423 — 324, X1+ T2 — 223 — X4).
NucT = {(x1, 2, x3,24) : T(x1, 22, x3,24) = (0,0,0)}.
Resolvemos el sistema homdgeneo

$1—$2+$3—2$4:0

_ 4xs — = ‘
1 —3x9+4x3 —32x4 =0 y obtenemos 20y 4+ 315 — a4 = 0

$1—$2+$3—2$4:0 {
$1+$2—2$3—$4:0
Luego, NucT = {(—3x9+5x3, xa, 3, =229 + 3x3) : x2,23 € R},

Una base de NucT es B ={(-3,1,0,-2),(5,0,1,3)}. Como dimgNucT =2 resulta
que dimgImT = 2.

Para hallar una base de ImT basta con extender la base de NucT a una base de R*
y calcular los transformados de los vectores que se agregan.

Asi, {(-3,1,0,-2),(5,0,1,3),(0,0,1,0),(0,0,0,1)} es una base de R* y los vectores
7(0,0,1,0) y 7(0,0,0,1) forman una base de ImT.
Entonces B’ = {(1,4,—2),(—2,—3,—1)} es una base de ImT.
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2. Definamos una transformacién lineal 7 : R* — R”, para n adecuado, de modo tal que

T sea un epimorfismo y NucT = {(1,0,—1,0),(2,1,1,—1)}.

Como dimgNucT =2, entonces dimgImT =2 y debemos tomar n = 2.
Extendemos la base de NucT a una base B de R*.

Sea B =1{(1,0,-1,0),(2,1,1,-1),(1,0,0,0),(0,1,0,0)}.

Definamos T : R* — R? como sigue:

T(1,0,—1,0) = (0,0) T(2,1,1,-1) = (0,0)
T(1,0,0,0) = (1,0) T(0,1,0,0) = (0,1)

Los transformados de (1,0,0,0) y (0,1,0,0) deben ser linealmente independientes pues
forman una base de ImT.
Queda a cargo del alumno hallar la expresion general de la transformacion lineal definida.

Observemos que si T no es epimorfismo, se puede tomar n > 2 y elegir otra base de R*.
Por otra parte, los transformados de los vectores de la base pueden definirse de muchas
maneras, siempre que se respeten las condiciones del ejercicio.

Transformaciones lineales ortogonales

Definicién 11.3.5 Sea V' un R-espacio vectorial con producto interno. Una transformacion
lineal T :V — V  se dice ortogonal si ||U]] = [|T(0)||, para todo ¥ € V, o lo que es
equivalente, (T'(V),T(0)) = (¥,¥) para todo U € V.

Ejemplos
1. SiT : Fy — FE, es la rotacion alrededor del origen en un angulo «, entonces T es
ortogonal.
2. SiT: E3 — E3 es larotacion en un angulo « alrededor de una recta que pasa por el
origen, entonces 71" es ortogonal.
3. SiT: F3 — FE3 es la proyeccién sobre un plano que pasa por el origen, entonces T' no

es ortogonal.

Proposicion 11.3.5 Sea V' un R-espacio vectorial con producto interno. SiT :V — V es
una transformacion lineal ortogonal se verifican las siguientes propiedades:

a) ||@— 7| = ||T(a) — T 0|, para todo @w,v € V.

b) (u,v) = (T'(1),T(v)), para todo u,v € V.

c) Si (u,0) =0 entonces (T(u),T(v)) = 0.

d) ang(u,v) = ang(T(@), T(V)), para todo u,v € V.



Algebra y Geometria por Ana Maria Suardiaz y Julio A. Sewald 186

Dem.
a) |T(a@) = T@) = T (@ - V)| = ||u - 7.
b) (@47, d+7) = [[u+0]]* = |T(d+0)||* = ||T (@) +T (@) = (T(i) + T(9), T (@) + T(2)) =
1T (@)1 + 2(T(@), T(¥)) + 1T @) = [[d]]* + 2 (T (@), T(¥)) + [|17]]*.
Por otro lado (@+7, u+v) = ||@|*+2 (@, ¥)+||v]|* de donde resulta (@, v) = (T'(4), T(7)).

c) Resulta trivialmente de b).

: (i, V) (T'(), T(v))
d) Resulta de la igualdad ———= = — e
[alllall T @7 @)l

O

Proposicion 11.3.6 Sea V' un R-espacio vectorial con producto interno de dimension finita y
T :V — V una transformacion lineal. Si con T'(B) notamos al conjunto de los transformados
de los vectores de una base B, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

a) T es ortogonal.
b) T(B) es una base ortonormal de V, para toda base ortonormal B de V.

¢) T(B) es una base ortonormal de V, para alguna base ortonormal B de V.

Dem.

a)=b) Si B= {51, by, ..., Z;n} es una base ortonormal, como T es ortogonal, entonces por la

—

proposicién 11.3.5 b) <T(b;),T( ) = (1;,6?} _ { 1 sii=y

0 sit#j°
Luego T(B) = {T(by), T(bs), ..., T(by)} es una base ortonormal de V.
b) = ¢) Trivial.

¢) = a) Sea B = {by, by, ..., by} una base ortonormal de V tal que {T'(by), T(b), ..., T(bn)}
es ortonormal y supongamos que ¥ = )\1.51 + )\2.52 4+ 4 )\n.gn.
Entonces (7,7) = A2 + A2+ -+ + A2. Ademdas T(7) = T(A1.by + Aa-by + - + An.by) =
AT (by) 4+ Ao T(bs) + - - -+ A.T(by) lo que implica que (T(7), T(7)) = A2+ A2+ - -+ A2,
de donde concluimos que (v, 0) = (T'(¥), T'(?)).
O

Las propiedades anteriores muestran que si 7' es una tranformacion lineal ortogonal entonces T'
conserva distancias, angulos y productos escalares entre vectores y ademas transforma vectores
ortogonales en vectores ortogonales.
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Teorema 11.3.2 Sea V un R-espacio vectorial con producto interno de dimension finita y
T:V — V' una transformacion lineal. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

a) T es ortogonal.

b) [T)g es ortogonal, para toda base ortonormal B de V.

c) [T|g es ortogonal, para alguna base ortonormal B de V.
Dem.

a)=b) Sea B = {51,52,---,571} una base ortonormal de V. Como T es ortogonal, por la
proposicién 11.3.6, los vectores columnas de [T']p forman una base ortonormal de R”"
lo que implica que [T]|p es ortogonal.

b) = ¢) Trivial.

¢) = a) Sea B = {bi,bs,...,b,} una base ortonormal de V tal que [T]p es ortogonal.

Por la proposicién 11.3.6, como {T'(by),T(b), ..., T(b,)} es una base ortonormal de V,
T es ortogonal.

O
Ejemplo
r=14+A
Sean m:x—y+2=0y L:¢ y=0 A€ R
z2=2+A

Queremos determinar si la transformacién lineal T : R® — R3 que es la simetria con respecto
a 7, paralelamente a L, es una tansformacion lineal ortogonal.

Por el teorema 11.3.2, debemos hallar la matriz de T' con respecto a una base ortonormal, por
ejemplo la base canodnica, y ver si dicha matriz es ortogonal.

Observemos que con respecto a la base B = {(1,0,1),(1,1,0),(0,1,1)},

-1 0 0
T|p = 0 1 0 |, esuna matriz ortogonal, pero como B no es una base ortonormal,
0 0 1

para ver si la transformacién lineal es ortogonal, debemos calcular [T]c.

1 10 -1 0 0 /2 —1/2  1/2
[Tle=[Ble-[Tls-Bl;*=1 0 1 1 010 |- /2 1/2 —-1/2 | =
1 0 1 0 0 1 -1/2  1/2  1/2
-1 1 0 /2 —1/2  1/2 0 1 -1
01 1 ]- /2 1/2 —1/2 | = 01 0
-1 0 1 -1/2  1/2  1/2 -1 1 0

Por lo tanto T' no es ortogonal.
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El espacio vectorial de las transformaciones lineales

Si V' 'y V’ son R-espacios vectoriales, indicaremos con L(V,V’) al conjunto formado por todas
las transformaciones lineales de V en V.

Proposicién 11.3.7 L(V, V') es un R-espacio vectorial si se definen:

1) La suma T +T' de dos transformaciones lineales T :V — V' yT':V — V' de la
siguiente forma: T +T":V — V', (T'+1T")(4) = T(4) + T'(4), para todo @ e V.

2) El producto de un escalar A por una transformacion lineal T :'V — V' como sigue:
ATV — V' (ANT)(4@) = \T(4), para todo u €V, X € R.

Dem. Ejercicio. Probar que si Ty T" estdn en L(V,V’) también lo estan T + T’ y
AT, A€ R y verificar los axiomas de espacios vectoriales.

El vector nulo de £(V,V’) es la transformacién lineal O :V — V' definida por O(#) = 0,
para todo @ € V, ya que se verifica que (T + O)(@) = T(i0) + O(@) = T(i@) + 0 = T(1),
estoes T+ O =T, para cualquier T € L(V,V’). O
Ejemplo

Si T y T' son las transformaciones lineales de R3 — R? definidas por:

T(x1,x9,23) = (x1+ 22 — 23, 221 +23) , T'(21,22,23) = (221 + 322 — 23, 1 + 223)
entonces,

(T+T/)(l'1,l'2,l'3) = (31‘1 +4$2—2$3,3l‘1+3l‘3)
(5.T)(l‘1,l‘2,l‘3) = (51‘1 +5l‘2 — 5.%'3, 101‘1 +5l‘3)
Proposicion 11.3.8 Sean V y V' R-espacios vectoriales de dimension finita, T :V — V'

y T V. — V' transformaciones lineales. Si B y B’ son bases ordenadas de V y V'
respectivamente, entonces:

a) [T+ T e =T+ [T"]BB"
b) [)\-T]BB/ = )\-[T]BB/ ) A eR.

Dem. A cargo del lector entusiasta. o
Ejemplo

Sean T y T" las transformaciones lineales de R® — R? tales que,

T(x1,x9,23) = (x1 + 22, 1) y T' (21, 22, x3) = (73, —T2).

Consideremos las bases: B = {(1,0,1),(0,—1,0),(2,0,0)} y B’ ={(1,-1),(0,1)}.
Entonces:
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) [T+T']BB/=(§ " i)

En efecto: T(by) = T(1,0,1) = (1,1) = 1.(1, —1) + 2.(0,1) = L.t} + 2.5,
T(by) = T(0,—1,0) = (—1,0) = —1.(1, —1) = 1.(0,1) = 1.5, — 1.b},.
T(bs) = T(2,0,0) = (2,2) = 2.(1, —1) +4.(0, 1) = 2.5}, + 4.t}

— — —

Luego: [T]pp = ([T'(b1)]s [T(b2)]5 [T'(bs)]5) = ( ; :1 121 ) '

Analogamente, T'(5y) = T'(1,0,1) = (1,0) = 1.t} + 1.b).
T'(by) = T"(0, —1,0) = (0,1) = 0.5, + 1.t}

T'(bs) = T"(2,0,0) = (0,0) = 0.5, + 0.5,
1 0 0
Por lo tanto, [T"]pp = ( 11 0 )

I -1 2 1
/ —
Resulta entonces, [T'+1"|pp = ( 2 —1 4 ) + ( 1

)
o O
N
Il
7 N
W DN
|
O =
N V)
N

b) [3.T]ss = 3.[T]ss — ( g :g o )

Composicién de transformaciones lineales

Proposicion 11.3.9 Sean V.V’ y V" R-espacios vectoriales T :V — V' y T': V' — V"
transformaciones lineales. La composicion T'oT : V. — V" definida de la siguiente manera:
(T" o T)(uw) =T'(T(1)), para todo i € V, es una transformacion lineal.

Dem. Siu, v € V, entonces (I"oT)(d+0) = T'(T(a+ 7)) = T'(T (@) + T (7)) =
T(T (@) +T(T (V) = (T"oT)(@) + (T" o T)(7).

(T o T)(\@l) = T'(T(\.@)) = T'(\T (%)) = MT(T(@)) = \.(T' o T)(@); X € R. 0
Ejemplo

Sean T :R* — R?2y T'":R? — R? definidas por:

T(x1, 29, x3,24) = (¥1 — T2 + T3 — T4, T1 + T3) T/(3317332) = (21 — 22, 1 + 22, T2)

Entonces:

(T"oT)(x1,x2,x3,x4) = T'(x1— T2+ T3— 24, T1+T2) = (—2X2+ 23— T4, 201+ T3—Ts, T1+T2).

Proposicion 11.3.10 Sean V,V' y V" R-espacios vectoriales, B, B’ y B” bases ordenadas
de V,V' y V" respectivamente. Si T :V — V' yT' : V' — V" son transformaciones
lineales se tiene que: [T" o T\ppr = [T'|pr - [T BB
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Dem. ([T'|ppr-[T)sp) V] = [T"s5 - ([Tlsp - [0p) = [T 55 [T(0)]s = [T'(T(V))] s =
[(T" o T)(V)|gr = [T o T)|pp» - [V], para todo U € V. O
Ejemplo

Sean T:R* — R? y T":R? — R?® definidas por:
T(ZU17~’U27~’U37~’U4) = (1131 — X+ T3 — Ty, T1+ 332) ) T'(3317332) = (1131 — Ty, X1+ X2, iU2)-

Considerando las bases canénicas Cy , C; v C3 de R*, R? y R3 respectivamente, las
matrices asociadas son:

1 —
1 -1 1 -1
[Tec, = (1 L0 0) s Teses =11 1 ]y
0 1
1 -1 o1 0 -2 1 -1
[T oTlees = | 1 1 ~(1 L 0 0): 2 0 1 —1 |, porlotanto
0 1 1 1 0 0

/
(T @) T)($1,$2,$3,1'4) = (—21‘2 + x3 — Ty, 2.%'1 + x3 — Ty, Tq + .%'2).
Transformaciones lineales inversibles

Definicion 11.3.6 Sean V y V' R-espacios vectoriales de dimension finita y T :V — V'
una funcion. T se dice inversible si eziste una aplicacion T' : V' — V' tal que ToT' = idy:
Yy T oT = ’Ldv

Si T" existe, es tinica y se denomina inversa de T'. La notaremos 7' =T

Proposicion 11.3.11 Sean V y V' R-espacios vectoriales de dimension finita y T :V — V'

una transformacién lineal inversible, entonces T~ es una transformacién lineal y si B y B’

son bases ordenadas de V y V' respectivamente, entonces [TV g = [T] 55

Dem.

(¥), lo que implica

T)) Sean u' y v’ € V'. Como T es una biyeccién ' = ( i) T
T(¥) =T(u+v) de

que @ = T '(u)) y 7 =T"'(v). Por lo tanto, w4 =
donde @+ 7 =T '(u +v"). Luego T (u/)+ T~ () T/

Ts) Se@ w eV y A eR.
Al = \T (@) = T(\.@), de donde resulta que T-' (/) = @ = \.T - (u).

De T1) y T3) resulta que T~ es transformacién lineal. O
De la proposicién 11.3.10, considerando V" =V, B”" =B y T' =T se deduce que
[T = [T]5p-

Observaciones
1. T es inversible si, y s6lo si T' es biyectiva.

2. Si T:V — V' esinversible, entonces dimgV = dimgV”’.
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3. T es inversible si, y sélo si det([T]gp:) # 0.

Ejemplo
1 2 0
SeaT:R3>—R3 talque A=[T]c=[ -1 1 0 |. Como det A +# 0, entonces T es
0 0 1
1/3 —2/3 0
inversible. [T e = [T];'=A"'=| 1/3 1/3 0
0 0 1
-2
Por lo tanto T~ Y(x,y,z) = (x 2 v x—;—y , 2).

11.4 Sobre transformaciones lineales simétricas

Proposicién 11.4.1 Si T : R? — R?® es una transformacion lineal simétrica entonces
(T(u), v) = (a, T(V)), para todo i, v € R3.

Dem. Basta probar el resultado para los vectores de una base ortonormal B = {b: , b;, b;}
de R3.

Sea [T]p = (ai;). Si he{l,2,3} entonces (bp)p = (o1, aa, as) con ap =17y ax=0,
para todo k # h.

~ ai; a1 a3 Qaq Q14 . .
[T(bz)]B = 21 A22 Q23 . (6] = a2; , por lo tanto <T(bz) s bj> = Qjj-
as; asz ass Q3 asi

Anélogamente (b;, T(b;)) = a;;. Como T es una transformacién lineal simétrica y B es una
base ortonormal entonces [T']p es simétrica, es decir a;; = aj; y entonces (T'(b;), b;) =
<bz ) T(bj>> o

Proposicién 11.4.2 Si T : R? — R?® es una transformacion lineal simétrica entonces
autovectores correspondientes a autovalores distintos son perpendiculares.

Dem. Si A\, X2, A # \o, son autovalores de T' con autovectores asociados by y b;,
respectivamente, entonces T(b:) — \.by y T(b;) — \o.by.

Como T es una transformacion lineal simétrica entonces (T'(by), by) = (by, T'(b3)), lo que
irripliga ()\1.1;1, b;> = (b:, )\2.1;2>, por lo tarito (A1 —_))\2)<Z_?;, b;Z: Oq. Como A\; # A2 entonces
(b, ba) =0 luego by es perpendicular a by pues by #0 y by # 0. O

Proposicién 11.4.3 Si T : R?* — R? es una transformacién lineal simétrica, entonces todas
las raices del polinomio caracteristico son reales.
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Dem. Sea A= [T]¢c. Como det(A—z- Ig) es un polinomio de grado 3 con ceficientes reales,
admite por lo menos una raiz real A1. Sea 191 un autovector unitario asoc1ado a )\1, es decir
T(by) = A1.by. Consideremos by perpendicular a by tal que ||ba]| =1 y bs = by A ba.

Entonces que B = {bl, bg, bg} es una base ortonormal de R3.

d
Como [T(b)s=[ 0 | . [TW)s=|b| v [T®:)]z=| e |, entonces

)\1 a d
A/ = [T]B = 0 b e
0 ¢ f

Como B es una base ortonormal y 7" es una transformacién lineal simétrica A’ = A’?, de donde
a=d=0y e=c. Luego,

>~
e
Q

0 0
A/ = [T]B b ¢
c f
Teniendo en cuenta que det (A — x - I3) = det (A’ — = - I3) resulta
)\1 — X 0 0
det(A—z-I3)=| 0 b—x ¢ |=M\—2)2*= b+ flz+bf — .
0 c f—x

(b+ f)>—4(0bf —*) = (b— f)*+4c¢* > 0 por lo tanto 2% — (b+ f)z+bf —* tiene sus raices
reales y como A; € R, det (A —x - I3) tiene todas sus raices reales. O

Los resultados anteriores permiten caracterizar a las transformaciones lineales simétricas a
partir de los dos teoremas siguientes:

Teorema 11.4.1 Sea T : R? — R3 wuna transformacion lineal. Si existe una base ortonormal
B tal que [T|p es diagonal entonces T es una transformacion lineal simétrica. Ademds B
estd formada por autovectores de T' y los elementos de la diagonal principal de [T]p son los
correspondientes autovalores.

Dem. Como A= [T]p es una matriz diagonal entonces A = AT y como B es una base

ortonormal, T" es una transformacién lineal simétrica.

A 00
Sea B = {bl, bg, bg} y [T]B = ([T(bl)]B [T(bg)]B [T(bg)]B) = 0 )\2 0 , por lo tanto
0 0 As

T(b:) = )\1.1;1, T(b;) — XDy y T(b;) = )\3.1;3, con b:, by y 1;3 vectores no nulos, lo que

implica que b1, bo y bs son autovectores asociados a A1, Ay y A3, respectivamente. O
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Teorema 11.4.2 Si T : R* — R3 es una transformacion lineal simétrica entonces existe
una base ortonormal B tal que [T|p es diagonal.

Dem. Sea A = [T]c. Como T es una transformacién lineal simétrica, posee sus autovalores
A1, A2 v As. Se presentan los siguientes casos:

a)

M # £ A #N |

Sean b1, by y by autovectores de médulo 1, asociados a A1, A2 y A3, respectivamente.
Como T es transformacion lineal simétrica, estos vectores son perpendiculares dos a dos
es decir, B = {by, by, b3} es una base ortonormal de R3.

Por otra parte, T(by) = A.by, T'(by) = Aa.bs y T(bs) = As.bs, de donde,

A 00
Tls=[0 X 0
0 0 As

| A # X = s

Sean b y b, autovectores de médulo 1, asociados a A1 y Ao, respectivamente.

Como Ay # Ay y T es una transformacion lineal simétrica by es perpendicular a b.
Sea by = by A by. Observemos que ||bs|| = 1, es decir, B = {b1, by, by} es una base

ortonormal de R?® y si T(gg) — a.by + b.by 4 c.bs

)\1 0 a
A=[Tlg=[0 X b
0 0 c

Como B es una base ortonormal y 71" es una transformacion lineal simétrica, entonces
A" =[T]p es una matriz simétrica, lo que implica a =b =0 y por lo tanto

AN 0 O
Tlg=10 X 0
0O 0 ¢

Sabemos que,
det(A—z-I3) =M —x) (N —2)( Ao —x) =det (A —x-I3) = (M —2)( X2 — x)(c — ),

entonces ¢ = Xy y T(b;) = )\2.1;3. Luego 1;3 es un autovector asociado a Ag y
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C) ‘)\1:)\2:)\3‘

Sea b; un autovector de médulo 1 asociado a A;. Consideremos bs perpendicular a

by tal que Hb;H =1y 1;3 — by A by. Asi, B = {b:, b;, b;} es una base ortonormal de

)\1 a d
R y [T(0)]g=| 0 |.Sean [T(by)lg= b | vy [T(b3)]z= | e |, entonces
0 c f
)\1 a d
A/ = [T]B = 0 b e
0 ¢ f

Como B es una base ortonormal y 71" es una transformacion lineal simétrica, entonces
A" =T]p es simétrica, lo que implica a =d=0, c=ey

A 00
A/ = [T]B = 0 b ¢
0 ¢ f

Teniendo en cuenta que, det (A’ —z - I3) = det (A — z - I3), resulta

)\1—1' 0 0
0 b—x ¢ |=\—2)2>= b+ flz+bf -] =\ —x)3
0 c f—x

Luego, A; es rafz doble de z? — (b+ f)z +b f — ¢* por lo tanto,
b+ [)> —4(bf —A) = (b— f)*+4c¢®* =0, lo que implica (b— f)?=0y 4¢* =0, es

decir, b= f y ¢=0. Tenemos entonces que

A 00
Tls=[0 M 0] =x-I
0 0 N
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