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Prefacio

La creacion de los sistemas automatizados integrados modernos semejantes
a los de proyeccion automatizada (SPA), de produccién automatizada fle-
xible (SPAF), sistemas automatizados de mando (SAM), sistemas automati-
zados de investigaciones cientificas (SAIC), es inconcebible sin la introduc-
cidn acelerada de los resultados del progreso cientifico-técnico, especial-
mente de los logrados en la esfera de las matematicas.

Para crear y explotar los sistemas automatizados integrados, de uso en
complejo, de procesamiento de la informacién y sus componentes (apoyo
matemadtico, paquetes de programas aplicados, bancos distribuidos de los
datos, sistemas incorporados de microprocesores, redes de trasmision de
los datos, sistemas con particion de recursos y procesamiento distribuido
de la informacidn) es necesario conocer la matematica discreta, cuya parti-
cularidad principal es la ausencia del paso limite y la continuidad, lo que
es caracteristico para la matematica clasica.

El libro comprende cinco capitulos e incluye las partes principales de
la matematica discreta moderna: los sistemas algebraicos, la Idgica matema-
tica, la teoria de grafos y mografos (hipergrafos), la teoria de autématas
y gramaticas formales, la teoria aplicada de algoritmos y el andlisis de ca-
racterizaciéon. Al final de cada capitulo se ofrecen problemas y ejercicios
de dificultad distinta destinados para fijar los conceptos introducidos, algo-
ritmos y construcciones examinados. El ultimo capitulo se dedica a la parte
central de la matemadtica discreta, es decir, al analisis de caracterizacidn,
la solucion de cuyos problemas es la base en el disefio de los algoritmos
optimos y de apoyos eficientes matematico, de programas de informacién
y técnico para los sistemas automatizados integrados, de uso en complejo,
modernos de procesamiento de la informacion.

El aufor
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El resultado final del trabajo del ingeniero matematico y del de sistemas
es un algoritmo realizado mediante un procedimiento de programas, de
aparatos o de programas y aparatos. La eficiencia de los medios de cédlculo
utilizados se define en grado considerable por la optimicidad del algoritmo
elaborado, la cual se estima por la complejidad temporal y capacitiva. Co-
mo complejidad temporal se toma el tiempo de trabajo del algoritmo, como
capacitiva, la capacidad de memoria necesaria para resolver el problema.
Las complejidades temporal y capacitiva son funciones de la dimensién
del problema. Actualmente, debido a la amplia aplicacién de la técnica de
calculo en las distintas esferas de la actividad humana, adquieren cada vez
mayor importancia los calculos sobre estructuras discretas, o sea, los calcu-
los combinatorios. Numerosas publicaciones se dedican a la investigacion
de algoritmos sobre estructuras discretas,

El analisis de las dificultades habidas durante la busqueda de algoritmos
eficaces de la resolucion de los problemas de la matematica discreta condu-
jo a la enunciacion del problema tedrico y metodolégico central de la mate-
matica discreta, es decir, a la posibilidad de excluir el sondeo de variantes
cuando se resuelven los problemas sobre estructuras discretas. Fue presenta-
da la hipétesis que para una amplia clase de problemas de la matematica
discreta, de interés para la practica, no existe un algoritmo eficaz para resol-
verlos v cuya densidad de trabajo sea una funcién polinomial de la dimen-
sién del problema. Estos problemas forman la clase de los problemas NP-
completos, cuya densidad de trabajo para resolverlos se estima por una
funcién exponencial. Segiin esta hipdtesis, los problemas de la dimension
real (equivalente a unas centenas) no pueden ser resueltos eficazmente,
incluso mediante los ordenadores de generaciones futuras. En realidad, si
imaginémonos un ordenador, para el cual los simbolos del sistema de célcu-
lo utilizado o de la légica se simulan por los distintos estados de dtomos,
con la particularidad de que la masa del ordenador es igual a la de la Tierra,
entonces, basandose en las leyes generales de la fisica este ordenador no
podra procesar mas de 10" érdenes binarios de la informacién ni siquiera
durante todas las épocas geoldgicas. Por lo contrario, resolviendo los
problemas NP-completos de la dimension real el volumen de la informacion
procesada supera el valor de 1077, Este hecho suscitd el pesimismo entre
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los matematicos tedricos que centraron la atencién principalmente en la
investigacion del nivel conceptual de la matemadtica discreta. Los especialis-
tas en matematicas aplicadas orientaron sus esfuerzos a disefiar algoritmos
para resolver problemas de la matematica discreta, lo que se debe a la nece-
sidad prictica del movimiento acelerado “desde el contenido del sentido
fisico de un problema hacia las construcciones algoritmicas’ y, también,
hacida un amplio empleo de los ordenadores.

Al resolver el problema de reduccién del sondeo de variantes existen
grupos de algoritmos: heuristicos y de caracterizacién. Entre los heuristicos
figuran algoritmos de la clase amplia a partir de los FBI-algoritmos (FBI
signmifica fuerza brutal e ignorancia) hasta los “astutos”, “dvidos” y otros
algoritmos heuristicos. El nombre de algoritmo corresponde al tipo de
heuristica que determina el procedimiento de la lucha contra el sondeo.
Es imposible por principio estimar cémo dista la resolucion obtenida por
medio de un algoritmo heuristico de la calidad de resolucién minimal en
el sentido del valor de la funcional. Son libres de este defecto esencial los
algoritmos de caracterizacién, cuya estructura fue propuesta por el autor
en los afios 60. A base de la caracterizacién de transformaciones combina-
torias realizadas se puede hallar la resolucidén minimal sin buscar todas
las resoluciones equivalentes, excepto su sondeo. El algoritmo de caracteri-
zacion de la resolucion del problema consta de un procedimiento de forma-
cion de la equivalencia y de la obtencidn real de la resolucién. El primer
procedimiento consiste en la transformacién de la informacién inicial en
la forma que permite, sin construir de hecho la resolucion, calcular la fun-
cional de su calidad. La densidad de trabajo de los algoritmos de caracteri-
zacion para problemas practicos se estima por las funciones polinomiales,
cuya potencia no supera 3—S5. Dos razones explican la divergencia de los
resultados obtenidos por los matemaéticos tedricos. En primer término, los
matematicos tedricos estiman la densidad de trabajo de los algoritmos de
la resolucién de un problema combinatorio por una dependencia exponen-
cial, partiendo del peor caso que, como regla, es artificial v no tiene lugar
en la practica. En segundo término, ellos demuestran estimaciones asintéti-
cas, es decir, consideran el paso limite cuando # — o (n es la dimensién
del problema). Pero, en la prictica, la dimensién del problema es un valor
finito. Por ejemplo, para obtener la estimacién exponencial de la laboriosi-
dad en la coloracion de los vértices de un grafo arbitrario hay que basarse
en conocer el mimere maximal f{n) de subgrafos vacios en un grafo de
n vértices:

= Ll n = 0{mod 3),
fin) = 4.3 =93y = | (mod 3),
23023 p = 2(mod 3),
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sin embargo, esta dependencia es vilida solamente para los grafos de una
clase tinica que son complementos de los grafos de Moon—Moser hasta
los completos. La resolucién de los problemas combinatorios no debe con-
siderarse en general, sino tomando en cuenta la informacion concreta
inicial.



“Lrel musmo modo que el don de la palabra
nos enriquece con opiniones de otras perso-
nas, el lenguaje de los signos matemdticos es
un medio todavia mds perfecto, mds exacto

y ¢claro,.”

N, [ Lobachevski

CAPITULO 1
Sistemas algebraicos

§ 1.1. Conjunto, funcion, operacion.
Modos de su prefijacion

Cualguiera nocion de la matematica discreta puede definirse empleando
el concepto de conjunto.

Por conjunto se comprende la unién, en un todo comun, de los objetos
muy diferentes por nuestra intuicién o nuestro pensamiento. Esta definicion
intuitiva del concepto de conjunto fue dada por Cantor, fundador de la
teoria de los conjuntos. En las matemadticas este concepto es primario v,
por consiguiente, no tiene definicion rigurosa que satisface las exigencias
modernas. Los objetos que forman un conjunto los denominaremos ele-
mentos del conjunto y, como regla, los designaremos con las letras minus-
culas del alfabeto latino. Si el elemento m pertenece al conjunto M utilizare-
mos la denotacion m € M, en caso contrario, la denotacién m ¢ M, donde
el signo de pertenencia de un elemento a un conjunto € es una estilizacion
de la primera letra de la palabra griega gori (ser, estar).

Un conjunto que contiene un numero finito de elementos se denomina
Jinifo. Pero, si un conjunte no contiene cualesquier elementos éste se deno-
mina vacio y se denota con .

Un conjunto puede ser prefijado mediante diversos procedimientos al
enumesar los elementos (conjuntos finitos) o al indicar sus propiedades
(con ello, para prefijar un conjunto se usan las llaves | }). Por ejemplo,
el conjunto M de las cifras del alfabeto decimal puede estar planteado en
la forma

M=1{0,1...,9}) o M= [i/i es entero, 0 £ i < 9],

donde a la derecha de la raya inclinada se indica la propiedad de los elemen-
tos de este conjunto. El conjunto M de los nimeros pares puede escribirse
en la forma M = {m/m es un niimero par].

El conjunto M’ se denomina subconjunto del conjunto M si, y solo
si, todo elemento del conjunto M’ pertenece al conjunto AM:

M CcMeo(meM = meM),
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donde C es el signo de inclusién del subconjunto; —* es “si..., entonces..”,
«» eg “si, y solo si... En particular, los conjuntos M’ y M pueden coincidir.

No inclusion del conjunto M’ en el conjunto M se denota asi: M" M.

Es obvio, que si el conjunto M; es un subconjunto del conjunto M,
y el conjunto M, es un subconjunto del conjunto M;, ambos estos conjun-
tos constan de los mismos elementos. Tales conjuntos se llaman eguivalen-
tes: My = My. Pero, si el conjunto M’ es un subconjunto del conjunto M,
mientras que el copjunto M no es un subconjunto del conjunto M’ enton-
ces el conjunto M’ se denomina subconjunio propio del conjunto M. Para
designar este hecho utilizaremos el simbolo doble de inclusién de subcon-

Jjuntos € C, €s decir, escribiremos M' € C M.

Para cada conjunto M existe un conjunto, cuyos elementos son los sub-
conjuntos del conjunto M y sélo ellos. Tal conjunto lo denominaremos fa-
milia del conjunrto M o booleano de este conjunto v lo denotaremos con
B(M), mientras que el conjunto M se denominard universal universo o
espacio y s¢ designara con 1,

Examinemos la formacién del booleano B(1) de un universo 1 = {»
x, a}. El primer conjunto es el conjunto vacio & que no contiene ningtn

elemento. Después formemos ( I'lll ) [( |:| ) , s decir, el numero de com-

binaciones de |1] elementos tomados 1 a 1 | de los conjuntos que contienen
un elemento cada uno, luego (I;I ) conjuntos, cada uno de los cuales

contiene dos elementos, ..., ¥, por fin, el conjunto que contiene todos los
elementos del conjunto 1. Aqui, |M| es el nimero de elementos del conjunto
finito M, lo que en adelante denominaremos pofencia de un conjunto.

Evidentemente que la potencia |[B(M)| de un booleano de un universo
M es igual a 2/M;

|B(M)| = 21,
En el caso examinado

B(l) = [@1y], [x], {a}, (3 x1, la x], {a »}, (X X a]}.

Frecuentemente, un conjunto s¢ prefija también en forma grafica con auyda
de diggramas de Euler. Por ejemplo, en la fig. 1.1 se expone el conjunto
l{a & cl, |5 d e}] en el espacio 1 = fa, b, ¢ d e}, donde la linea
cerrada llamada efrculo de Euler corresponde a uno de los conjuntos consi-
derados y limita sus elementos, con ello, el marco, en cuyo dngulo superior
derecho se situa 1, limita los elementos del espacio. Otras formas de prefijar
los conjuntos se examinaran a medida que sea necesano.

Uno de los conceptos importantes de la teoria de los conjuntos es el
concepto del producto cartesiano de conjuntos.
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Fig. 1

Un conjunto M de tipo
M= {{m,—, m)/nn € My, nty € My |

se denomina producto cartesiano M, X M, de los conjuntos M, y M. Aqui
y en adelante mediante los paréntesis ( ) se denota una sucesion, es decir,
un conjunto con el orden fijado de elementos.

El subconjunto F C M, X M, se llama funcion, si para cada uno de
los elementos x, x € M, no existe mds de un elemento y € M, de tipo (x
) € F; con ello si para cada elemento x existe un elemento y de tipo (x,
y) € F, la funcion se denomina completamente definida (definida en todos
los puntos), en caso contrario, parcialmente definida (incompletamente de-
finida). El conjunto M, forma campo de definicidn de la funcidn F, el con-
junto M, es el campo de valores de la funcion F Frecuentemente, en vez
de la denotacién (x, y) € F, se utiliza la denotacion y = F(x); en esto caso
el elemento x se llama ergumento o variable, mientras que y se llama valor
de la funcion F

Comparemos con el producto cartesiano de dos conjuntos un reticulo
rectangular, cuyos nodos corresponden biunivocamente a los elementos del
producto cartesiano. En las figuras el subconjunto del producto cartesiano
sefialemos rayando los elementos respectivos.

Ejemplo 1.1. En la fig. 1.2 (a) estd representado un subconjunto del producto cartesiano
de los comyunios My = Xy, X2, X3, xa| ¥ My = |y, ¥2, 1] que no es funcidn; en la fig.
L2 (b), un subconjunto que es una funcién completamente definida; en la fig. 1.2. (&), un

subconjunto que es una funcidn completamente definida; en Ia fig. 1.2 {¢), un subconjunto
que e una funcién parcialmente definida.

El nimero de argumentos determina el #ipo-ddico de la funcion. Ante-
riormente han sido examinados las funciones monddicas (de un
argumento).

Por analogia con el concepto del producto cartesiano de dos conjuntos
definamos el producto cartesiano de n conjuntos.

Lldamase producto EﬂrfESfﬂﬂﬂﬂ.

My x My x ... xM,= ] M

i=n

de los conjuntos M,, M, ..., M, €l conjunto
M= [(m, my, .., m)/m; e My, my, €M, ... m, €M,].
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F F F
Xy k-9 L Xy 0~
Xy o~ Ay O
X o ¢ Xy == | |
1
& & & ] & o
4y Y2 43 Ys Y2 Ys
a) c)

Fig. 1.2

Los elementos del producto cartesiano M; x M; X M, son todas las po-
sibles sucesiones, cada una de las cuales consta de 7 elementos, con la parti-
cularidad de que el primer elemento pertenece al conjunto M, el segundo,
al conjunto M:,..., el elemento n-ésimo, al conjunto A,.

Si el conjunto M; en la definicién de la funcion y = F(x) es el producto
cartesiano de los conjuntos M,, My, . . ., M, obtenemos la definicion de
la funcidn n-ddica ¥ = Flxi, X3, . . ., Xa). Un caso particular de la funcion
n-adica y = F(xi, Xz, ..., Xx} €5 la operacion n-adica. Por operacion n-
adica O, en el conjunto M se comprende una funcién n-adica y = f{x,
X3, . ... Xn), Cuyos campos de definicién de los argumentos y el campo
de valores de la funcién coinciden: My, = My, = ... = My, = M,. De este
modo, una operacion n-ddica respecto a n elementos del conjunto M deter-
mina el elemento (# + 1)-ésimo del mismo conjunto.

Examinemos el espacio 1 v, en él, definamos cuatro operaciones sobre
conjuntos: union, interseccion, diferencia y complemento.

La unidn M, UM, de dos conjuntos M, v M, ¢s un conjunto M com-
puesto de los elementos del conjunto M, y de los elementos del conjunto
My :

M=MUM, = {mi/m; e My, Mp].

La interseccion M, M, de dos conjuntos M, y M es un conjunto M

compuesto de los elementos pertenecientes tanto al conjunto M, como al
conjunto Mp:

M=MNMs= |m/nyeM;, y M € Mz},

a menudo la conjuncidén “y” se sustituye por el signo &
M=MNMy = |m/m e M, &m; € Mpl.
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My My e My
a) Mg U My &) My (1 My
() 20
&) Ma\ 1 a) i1 Mo U P,

Fig, 1.3

La diferencia M, ~ M}, de los conjuntos M, y M es un conjunto M
compuesto de los elementos pertenecientes al conjunto M, y no pertene-
cientes al conjunto Mj:

M= M, \ M, = imjfm.tEMa&ml¢Mb;-

Las operaciones introducidas son binddicas. Consideremos la operacién
de complemento que es monadica.
El complemento M de un conjunto M es el conjunto

M= {m/m; § M).

Las operaciones de union, interseccidén, diferencia y complemento se
ilustran en la fig. 1.3 (@, & c vy d), respectivamente; el conjunto resultante
de cada operacién estd representado mediante una zona rayada.

Empleando estas operaciones se puede expresar unos conjuntos por me-
dio de otros, con ello, en primer lugar, se cumple la operacién monadica
de complemento, luego la de interseccion y sélo después la de unién (de
diferencia). Para cambiar este orden en la expresion se emplean los
paréntesis,

Ejemplo 1.2. Examinemos la operacién de complemento de un conjunic que es la inter-
seccidn de los conjuntos M, ¥ Me. Su resultado coincide con la unién de los complementos
de estos conjuntos

M= m = H.:'UEH
se puede cerciorarse de esto con ayuda de los diagramas de Euler (fig. 1.4).

De tal modo, un conjunto puede ser prefijado mediante una expresion
que tiene identificadores (indices) de conjuntos, operaciones y, tal vez, pa-
réntesis. Semejante modo de prefijar un conjunto se llama analitico.
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§ 1.2. Concepto del dlgebra. Algebras fundamentales

Lladmase dlgebra A una coleccion { ) del conjunto M con operaciones
prefijadas en éste S = [fi1, fiz, -« - Sins 20, 220 <o o Pon + o o Jimis Sy
oo fnaly, A = (M, 8), donde el conjunto M es el portador y § es la sig-
natura del dlgebra. El primer indice inferior del identificador de la opera-
cion sefiala su fipo-adico.

Observacion. Para identificar un todo dnico que contiene objetos de
distinta estructura matematica, por ejemplo, un conjunto y operaciones e€n
él, se propuso utilizar el término coleccion y designarlo con los paréntesis
angulares { ).

Consideremos dlgebras fundamentales. El dlgebra de tipo (M, f2) se
denomina grupoide.

Si f> es una operacidén de tipo de multiplicacién (x ), el grupoide se
llama multiplicativo; si f2 es una operacién de tipo de adicidn (+), se llama
aditivo.

Sea A = (M, f2) un grupoide; designemos la operaciéon f; mediante
. Entonces un elemento e € M se denomina elernento neutral derecho del
grupoide A, si para cualquier m € M se cumple la igualdad me- e = m; el
elemento e € M del grupoide 4 = (M, <} se denomina elemento neutral
izquierdo, si para todos los m € M se cumple la igualdad e m = m. En
estas definiciones se utilizaron las expresiones *“‘todos los elementos™, *‘cual-
quier elemento”. En adelante, para abreviar, emplearemos el simbolo v (la
letra volcada A, la primera letra de la palabra inglesa All, es decir, todo)
en vez de las palabras “todos” o “cualquier”. Si un elemento e, e € M, del
grupoide A = (M, «) es simultdneamente elemento neutral izquierdo y de-
recho, se llama elemenio neutral bilateral o simplemente elemento neufral.
Ningun grupoide puede tener mds de un elemento neutral. En efecto, si

mee=gegem=mymee =g ecm=m
es vilido para todos los m € M, entonces
e’ =g ' ce=¢e
Si el grupoide (M, » ) es multiplicativo, el elemento neutral se llama unidad

y se depota por 1; si es aditivo, el elemento neutral se llama cero y se designa
por 0.

El grupoide A = (M, ) se denomina idempofente, si su signatura satis-
face la ley de idempotencia

(v e MYmaom = m).
El grupoide (M, -), cuya signatura satisface la ley conmutativa,
(Vx, yeEM)x ey = yeXx),
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se denomina conmutativo o abeligno. El grupoide (M, =), en el cuaal se
cumple la ley asociativa, a

(vx, 3, ZeM)(xe(¥ez)=(xoy)-2),
se denomina asociafive o semigrupo.

El semigrupo (M, =}, en el cual se cumplen operaciones inversas (para
cualesquiera @, b € M cada una de las ecuaciones geox = b, y o 2 = b tiene
solucién tnica), se llama grupo.

Hustremos este concepto de grupo tomando come ejemplo un grupo de sustituciones
que contiene seis elementos. El grupo de sustituciones fue investigado, resolviendo ecuaciones
en radicales, por Galois, célebre matemaitico francés. Lldmase sustitucion de n-ésimo grado
una aplicacion biunivoca de un conjunio de n elementos sobre si.

Consideremos tres elementos: x3, x3, x3. Existen seis permutaciones de tres elementos:
XiXoXy, X2X0X), XpXeXs, XaXpx, Xax X, xxex. Escnibamos dos permutaciones de tres elementos
una debajo de otra:

X X3 Xy
X xx X
Esta denotacidn significa que x;, pasa en i3, ¥z €n X3, X3 en X

El mimero de posibles sustituciones equivale al nimero de permutaciones. Introduzeamos
las siguientes designaciones para seis sustiluciones posibles:

b { R - T X1 X X3 X1 Xz X3
a= y b= L 0=

Xy X3 X X X X Xi X1 Xz

Xy XNxooXy X Az X A1 X3 Xy
d’ = ' g = .f:

X Xy X X3 A1 A2 A3 A X

Intreduzcamos la operacidon de muluplicacion ® sobre las sustituciones, Se denomuina

producto de sustituciones una sustitucidn obtenida como resuliado del cumplimiento sucesivo
de las sustituciones multiplicadas, de la primera, al inicio, y, luego, de la segunda. Por ejemplo,

e n D) G-l n D)

La tabla 1.i determina la expresion ¢ X 8, o, B =@ b, ¢, d & [
s
Tebla L1
3]
£
a b € d @ ¥

B L TR~ B -
L T T T
an-mno o
BT Aan
TR A &
n Ao oSN
oA

2—6577
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En el dlgebra considerada (M, X ) se cumple la ley asociative, pero no se cumple la

ley conmutativa, o

El 4lgebra (M, x, +) que seglin la multiplicacion es el grupoide mul-
tiplicativo v segtin la adicién, el grupo abeliano, con la partificularidad
de que la multiplicacién y la adicion estdn ligadas mediante las leyes
distributivas

ax{b+c)=axb+axec
b+c)xa=bxa+cXa

se denomina anillo. Un anillo, en el cual todos los elementos diferentes
de cero componen un grupo segtin la multiplicacién se llama cuerpo. Un
cuerpo, cuyo grupo multiplicativo es abeliano, se denomina campe.
Examinemos el digebra de conjuntos (dlgebra de Cantor)
= {B(p, V. N, "3,

cuvo portador es booleano de un conjunto universal 1 y cuya signatura
son las operaciones de unién U, de interseccién My de compiemento —.
Para las operaciones del algebra de Cantor se cumplen las siguientes leyes:

conmuiativa de unidn y de interseccion

M, UMy = MyUM,, M, O\M, = My M,

asociativa de unidn y de interseccion

MU (M UM,) = (M;UMp)U M,

M, (MMM = (M; NAMYN M.,

distributiva de interseccion respecto a la union y de union respecto da
la interseccidn

M, N(MpUM,.) = MMM UM, NM,

Ma U (My VM) = (Mo U My) N (M, U M,); ,

de idempotencia de unién y de interseccion

M UM, = My, Mo\ Mg = My,

de operacion con los conjuntos universal 1 y vacio ¢/

MUZ =M MNQ =&, MUl =1, MN1 =M, MUM =1,

MNOM =,

propuesta por De Morgan

M, My = M,UMy, M, UM, = M, M,

v de complemento doble

M=M

El dlgebra de Cantor &5 un semigrupo abeliano segun la operacion aditiva de union y
multiplicativa de interseccidn, ya que para estas operaciones se cumplen las leyes conmutativa
y asociativa, pero no es un grupo, dado que !as ecuaciones M, U X = M,, MaNX = My no
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tienen soluciones, por ejemplo, para ¢l caso cuando los conjuntos no se intersecan:
M,M My = i, Por consiguiente, ¢l dlgebra de Cantor segiin las operaciones binaddicas U y
M no es un anillo. Esta dlgebra pertcnece a otra clase de dlgebras fundamentales, o sea a
la clase de reticulos gque se examina a continuacion.

§ 1.3. Relaciones binarias, procedimientos de su planteamiento
y sus propiedades

El concepto fundamental de la matemadtica discreta es el de relacidn que
se utiliza para designar la ligazon entre objetos © nociones.

Lldamase cuadrado del conjunto M el producto cartesiano de dos con-
juntos equivalentes entre si: M X M = M?*. Se denomina relacion binaria
T en el conjunto M un subconjunto de su cuadrado: T C M?, Se dice que
los elementos m; v mi; estdn en relacidn T, si (nn, my) € T. La colecccidn
del conjunto M y la relacién binaria 77 € M>, prefijada en él, se denomina
grafo G:

G=(M T),

donde M es el poriador def grafo (conjunto de los vértices); T es la signatu-
ra del grafo (conjunto de los arcos).

Consideremos el planteamiento de la relacién binaria empleando una
matriz de adyacencia y un conjunto cociente.

En el planteamiento matricial se emplea una tabla de dos dimensiones,
es decir, la matriz de advacencia, poniendo un elemento del conjunto A
en correspondencia biunivoca a cada fila (columna) de la misma. Entonces
cada célula (i, j) corresponde biunivocamente a los elementos del conjunto
M*, Una célula (i j) que corresponde a un elemento perteneciente a
T C M* se distingue de algin modo, por ejemplo, la dejan ennegrecida
o con una unidad puesta en ella; las otras células se quedan blancas o con
CEeros INSCritos en eéstas.

Consideremos un esquema en blogue, propussto por von Neumann v perienccienie a
un ordenador gue consta de un conjunie de dispositivos

M=1a b c d e],

donde a es un dispositivo de entrada, b es un dispositivo aritmético (procesor), ¢ es un blogue
de mando, @ es una unidad de memoria y e, es un dispositive de salida.

Examinemos el cambio de informacidn entre los dispositivos sy ¥ m; que estdan en la
relacidn T, si la informacion pasa del dispositiva my en el dispositivo m,. Esta relacion puede
ser prefijada en forma de una matriz de adyacencia:

cCo—oon
S e O -
—— O ==
SO mem -y
= "
L T~ S e =~
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- .
Q Y v/
m Ld
Ay 4T
a) &) &)
Fig. 1.5 Fig. 1.6

El grafo G, que se prefija mediante la relacion T examinada, se ofrece
en la fig. 1.5. En esta figura (v también en adelante) los vértices del grafo
se representan en forma de circulos (a veces, de puntos), 10s arcos, en forma
de flechas que salen de m; y entran en my, si (7, n1)) € T con ello, el vértice
my es el origen de arco v el my, su fin.

Consideremos el planteamiento de |a relacion binaria empleando el con-
junto cociente.

Lldmase entorno de radio unidad del elemento m; € M un conjunto de
elementos m; € M tales que (nm, m) € T, T C M>. A menudo en vez del
término entorno de radio unidad se utiliza el iérmino Seccidn.

Un conjunto de entornos de radio unidad tomados para todos los ele-
mentos del conjunto M, al prefijar en él una relaciéon T C M?, se denomina
conjunto coctente M/T del conjunto M respecto a la relacion T. El conjun-
to cociente M/T determina completamente la relacion 7.

Prefijemos &) conjunto cociente para el ejemplo considerado en forma de dos filas. En
ia primera se colocan los elementos del conjunto M, en Ja segunda debajo de cada elemento
se anota &) entorno de radio unidad de éste. Entonces, la segunda fila prefija ¢l conjunto
cociente de Af respecto a T

a b e d &
{ib ¢, d) e d, el ta b d e] {b c e} [ctl

La relacién binaria prefijada por el grafo G = (M, T} (fig. 1.5) puede ser planteada
mediante la enumeracién de sus arcos:

M= |g bcdel, T=1ia b, (a ), (a d), (& ),

b e) (& &), (c a), (c B) (c. d), (c &), (d. ), (d, b))

(d, e), (e c}}.

Examinemos las propiedades mds importantes de las relaciones
binarias.

Una relacién T en el conjunto M se llama reflexiva, si para cada elemen-
to m € M es valido que (m, m) € T. Al prefijar la relacion mediante la matriz
de adyacencia, el cardcter reflexivo se caracteriza por el hecho de que todos
los elementos de la diagonal principal estdn marcados (equivalen a 1 o son
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ennegrecidos); al prefijar la relacidon por medio del grafo, cada elemento
tiene lazo, es decir, arco de tipo (m, m) (fig. 1.6, a).

La relacién 7 en el conjunte M se llama simétrica si de (my, my)) € T
se desprende (my, my) € 7, my &= my.

La matriz de adyacencia de la relacién simétrica es simétrica respecto
a la diagonal principal, mientras que al prefijar ia relacién en forma del
grafo la consecuencia del caracter simétrico es que entre cualquier par de
vértices, que se encuentran en la relacion 7, existen dos arcos dirigidos
contrariamente (fig. 1.6, b).

La relacion T en el conjunto A se llama fransitiva, si de (my, m) € T
y (mj, myi) € T se desprende (my, me)e T, mig, my, e € M; iy 2 my, my 7 nig,
my &= .

En el grafo, que prefija una relacidén transitiva 7, para cualquier par
de arcos tales que el extremo del primero coincide con el origen del segundo
existe un arco tercero que tiene origen comun con el primero y extremo
comiin con el segundo (fig. 1.6, ¢), o sea el arco de cierre transitivo.

La relacion T’ prefijada por el grafo parcial G* del grafo G (véase la
fig. 1.5) se hace simétrica una vez quitados los arcos (a, b), (a, d), (b, €)
y (d, e).

Se denomina grafe parcial G’ del grafo G = (¥, U} el grafo de tipo
G'={K U U CU

La relacidon T", prefijada mediante el grafo parcial G” del grafo G
(fig. 1.5) obtenido una vez quitados todos los arcos, excepto (a, b), (a, d),
(b e) y (d e) (fig. 1.7, @) no posee propiedades del caracter simétrico (o),
ni del reflexivo (¢), ni del transitivo (). Apreciemos a cuil de estas pro-
piedades se aproxima mas la relacion T7. La proximidad A(T, o) de la
refacion T a la propiedad o la apreciaremos por el mimero minimal de
arcos que hay que quitar o agregar al grafo que plantea esta relacidn, para
que este grafo prefije la relacidon T que posee la propiedad o, o = o, g,
y. Para el ejemplo examinado (fig. 1.7, b).

A(T”, o) =4, A(T", o) =4, A(T", ) = 1.

Empleando estas propiedades definamos la relacion binaria de ordena-
- ¢idn que tiene gran importancia tedrica y practica.
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Fig, 1.8

La relacion binaria R en el conjunto M, la que tiene las propiedades:

reflexiva

(vae M) ((a a) € R),

antisimétrica

(va, be M) ((la, B)eR y (b @) ER)+ a = b);
fransitiva

(va, b, ce M) (({a, b)e R y (b, c)€R) v (g c)€ER),

se llama relacion de ordenacidn v se designa con <. La relacion binaria
en el conjunto M es antirreflexiva, antisimétrica y transitiva lldimase refa-
cion de ordenacidn estricta y se designa con <. La relacion reflexiva y
transitiva R en el conjunto M se denomina relacion de suborden.

Examinemds la relacién de inclusién <. Es reflexiva: M; C M; (el con-
junto M; incluye a si mismo); si M; C M; y M; C M, entonces M; = M;
y, por consiguiente, ésta es antisimétrica; si M; C M; y M; C M, entonces
M. C My v la relacién C es transitiva. La relacién de inclusion C es la
de ordenacién <. Un conjunto M, con la relacion de ordenacion < prefija-
da en él, se llama ordenado mediante esta relacion.

Si cualesquiera dos elementos my ¥ m; de un conjunto ordenado estan
en la relacién de ordenacion m; < m; o my < m; este conjunto se denomina
linealmente ordenado, es caso contrario, parciaimente ordenado.

Un ejemplo del conjunto parcialmente ordenado se ofrece en la fig.
1.8 (como relacién < se examina la relacion de inclusion C).

Con frecuencia un conjunto parcialmente ordenado se répresenta en for-
ma de grafos H = (¥, <) que tienen omitidos todos los lazos y arcos de
cierre transitivo. El grafo H = (V, <) que prefija un conjunto parcialmen-
te ordenado con los lazos alejados y los arcos de cierre transitivo omitidos
se denomina diagrama de Hasse H. En la fig. 1.9, a se representa el diagra-
ma de Hasse H que expresa el conjunto parcialmente ordenado mostrado
en la fig. 1.8. El diagrama de Hasse es conocido desde fines del siglo XIX
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Fig. 1.9

y durante muchos anos se aplicaba en la genealogia para prefijar el paren-
tesco. El concepto de mayor directo se plantea con facilidad en un conjunto
parcialmente ordenado por la siguiente definicion: my; cubre my, esto signifi-
ca que m; < m; y no existe ningun elemento m, tal que m; < m, < m;.

Consideremos el subconjunto M° del conjunto ordenado A Si existe
un ¢lemento m, € M tal que m; < m, para cualquier elemento rm; del sub-
conjunto M’, este elemento se denomina mayorante del subconjunto M’
De modo andlogo, si existe un elemento mig € M’ tal que mg < m; para
cualguier elemento m; del subconjunto M’ el elemento my se llama rmeno-
ranfe del subconjunto M’. En el diagrama de Hasse H (fig. 1.9, a) el ele-
mento [x] es la menorante del subconjunto [ [y x}, {a x}, (¥ x al},
el elemento {a, x] es la mayorante del subconjunto {fx}, {a), &1}.

S1 la mayorante m, de un subconjunto M’ pertenece a M’, me M’
se llama elermnento maximal My, de este subconjunto. De modo andlogo,
si la menorante mz de un subconjunto M’ pertenece a M', mze€ M’ se
denomina elemento minimal My, del subconjunto A ’. En el diagrama de
Hasse H (fig. 1.9, @) los elementos minimal y maximal del subconjunto
flx), {» x), la x}, [ x a}l] son {x}, {¥ x, a], respectivamente. Para
un par de elementos de un conjunto linealmente ordenado siempre existen
elementos maximal (equivalente a uno de ellos) y minimal (equivalente al
otro elemento). Un par de elementos de un conjunto linealmente ordenado
se llaman con frecuencia comparables, o sea, elementos my, m;, para los
cuales nmu < my 0 my < my.

Si un conjunto de mayorantes (menorantes) tiene, a su vez, elemento
maximal (minimal), lldAmase cota superior (inferior) del subconjunto M’
y se denota por medio de sup M’ (inf M').

La cota superior (inferior} del subconjunto M’ que pertenece a M’ se
denomina elemento mdximo (minimo) del subconjunto M’.

Teorema 1.1. Un conjunto ordenado M no contiene mds de un elemenio
mdaximo (minimao).

o Demostremos el teorema para el caso de elemento maximo. Efectiva-
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mente, si M., ms son dos elementos MAximos, M. € Mg ¥ Mg < M., de
donde m, = ms debido a la antisimetria de <. Para el elemento minimo
la demostracién es andloga. m

Si el elemento maximo de un conjunto ordenado Af existe, lo denomina-
remos unidad v denotaremos por medio de 1. 51 el elemento mintmo de
un conjunto ordenado M existe, lo denominaremos cero y denotaremos por
medio de 0,

En una familia ordenada del conjunto M el conjunto vacio corresponde
al elemento cero vy M, al elemento umdad.

Un elemento que cubre 0 en el conjunto parcialmente ordenado M, es
decir, el elemento minimal en un subconjunto de! conjunto M obtenido
por medio de excluir 0, se dengmina dtomo o punto. Al prefijar una familia
del conjunto M por un grafo al punto (atomo) se le corresponde un elemen-
to del universo.

Por isomorfismo entre dos conjuntos ordenados M y M * comprendere-
mos una correspondencia biunivoca y entre M y M*, tal que de m; < my
se desprende 5(m;) € nimy) v de n (my;) < n(m;) se desprende my; < my.

Dos conjuntos ordenados M y M* se denominan isomorfos si, y solo
si, entre ellos existe el isomorfismo.

Por relacién R inversa de R se comprende una relacién tal que (m,
;) € R si, y solo si, (my, nu) € R

Principio de dualidad. La relacidn inversa de la relacidn de ordenacion
también es la relacion de ordenacidn.

Se llama dual el conjunto parcialmente ordenado M el conjunto parcial-
mente ordenado M definido sobre el mismo portador empleando la relacion
inversa. En la fig, 1.9 (b) se ofrece el diagrama dual al diagrama de Hasse
(fig. 1.9, a). Muchas veces el principio de dualidad se formula del modo
siguiente: si el teorema es vdlido para los conjuntos parcialmente ordenados
tambien es vdlido su reorema dual.

Es evidente que el subconjunto M " del conjunto ordenado M es el con-
junto ordenado v si es lineal, el subconjunto M’ es cadena M’ en M. Una
de las caracteristicas numeéricas importantes de la cadena M’ es su longitud
l, igual a |M’| — 1, donde |M ' | es la potencia del portador del subconjunto
linealmente ordenado M’ . Cada cadena de longitud { es isomorfa a la cade-
na de los numeros reales 1, 2, ..., [+ L

Lldmase afrura d(m;) del elemento #y de un conjunto ordenado Af el
maximo de la longtitud /_. de las cadenas mop < my < ... < en M,
para los cuales m; es el elemento méximo (m, es el elemento minimo del
conjunto M).

Se llama longitud d{(M) de un conjunto ordenado M el mdximo de lon-
gitudes de las cadenas en M. En otras palabras, se llama longitud d(M)
de un conjunto ordenado ¢l maximo de alturas di(#m;) de sus elementos
d{M) = mi:ix di{m;), m; € M.
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Se denomina cofa superior minima una cota superior que es menor que
cualquier otra cota superior. La cota inferior mdxima se define de manera
andloga. Es obvio, que un subconjunto de un conjunto ordenado no tiene
mds de una cota superior minima y una cota inferior maxima.

Otra relacién binaria importante es la relacidon de equivalencia o. La
relacion binaria oo que posee propiedades reflexiva, simétrica y transitiva
se llama relacién de equivalencia,

Denominaremos clase de equivalencia K(m,) del elemento m, un con-
junto de todos los elementos 7, cada una de los cuales est4 en relacién
de equivalencia con este elemento (conjunto de elementos equivalentes)
K(ma) = {mi/m;co g},

Segun la propiedad reflexiva de la relacién e, m, € K(m,). De la pro-
piedad transitiva de la relacién de equivalencia (rm, o mp) & (r1p 00 ) —
= Mg o m. se desprende que K(ma) D K(mp) v de la propiedad simétrica
se deduce que 1, 00 my — K(na) = K(mp).

Las dos clases de equivalencia diferentes K(m,) y K(my), m, dom,, no
se intersecan: K(m,) N K(m,) = &, va que en caso contrario éstas coincidi-
rian. En efecto, sea que existe un elemento m. perteneciente a estas clases:
mz € K(m.) v K(my), pero entonces, debido a las propiedades dadas ante-
riormente, K(m.) = K(m;) = K{m,). O sea, si existe un elemento m, perte-
neciente a dos clases de equivalencia K(m,) y K(m,), entonces
K(my:) = K(n,), lo que se puede escribir como

{amt € K(m.l']! K{m.l'}} e K{m-l') — KUHP}F

empleando la designacién 3 en lugar de la palabra “existe’ (3 es la primera
letra vuelta de la palabra inglesa Exisf, es decir, existe).

La representacion del conjunto M en forma de subconjuntos que no
se intersecan dos a dos [Af;] la denominaremos particidn de este conjunto:

UM =M M, NM,= @, i #ip

Por lo tanto, las clases de equivalencia forman una particién del conjun-
to. En calidad de prueba para reconocer la relacion de equivalencia, prefija-
da por una matriz de adyacencia, puede aparecer la reduccién de la matriz
de adyacencia a la forma representada en la fig. 1.10. Tal reduccion se reali-

7

Fig. 1L.10
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za empleando la permutacion de filas (columnas). En la fig. 1.10, se situdn
junto a la diagonal principal las submatrices compuestas de unidades (estdn
rayadas), los otros elementos de la matriz son iguales a cero. Toda submatriz
rayada corresponde a una clase de equivalencia.

§ 1.4. Reticulo

Al usar la nocion del conjunto parcialmente ordenado, definamos ¢l con-
cepto del reticulo. Lldmase reticu/o un conjunto ordenado (M, <), en
el cual cualesquiera dos elementos m;, my; tienen cota inferior maxima o
interseccion m N m; y cota superior minima o unidn m; U my;, Es obvio, que
el conjunto ordenado A, dual al reticulo M, es el reticulo, en el cual la
interseccién y la unién cambian de papeles.

Un conjunto ordenado, en el cual cualquier subconjunto tiene cotas
inferior médxima y superior minima se denomina reticulo completo. Eviden-
temente, si en reticulo todas las cadenas son finitas, cualguier subconjunto
en €ste tiene cotas superior minima e inferior maxima.

En calidad de ejercicio hallemos la interseccion y la unién de ciertos elementos del reticulo
determinade por el diagrama de Hasse & (véase la fig. 1.9, a):

iU lx] = 1p xi, U =1,
t¥INia ¥ = {¥i. ¥ xjNla} = &
fx x]Nla x} = [x], {(yiUlg x} = L.

El reticulo puede ser definido también como el dlgebra A = (M, U,
M), cuya signatura posee las siguientes propiedades:

idempotente

mUm=m, mim = m; (1.1}
conmulaliva

mi Uy = my\dms, g Oimy = my N (1.2}
asociativa

(m:Ump)Umy = m;iV (my; U my),
[anHIJJHMk - m.'i’"lfm_,-ﬂ mi);
de absorcidn

m,—U(m;f"lm_,—} = mny, m.:ﬁ{rml..lm;} = M;. (1.4)

Aqui U es la operacién de determinar la cofa superior minima de clementos
(de unidn); N es la operacién de determinar la cofa inferior mdxima de
elementos (de interseccion).

Ahora demostremos qgue las dos definiciones del concepto retfculo son
equivalentes. Supongamos que sea dado un reticulo definido por medio
de un conjunto parcialmente ordenado. Entonces, es obvio, que se cumplen
las propiedades idempotente v conmutativa, Comprobemos si se cumple
la propiedad asociativa, por ejemplo, para la unién U, Como U es una cota

(1.3)
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superior minima, se tiene
(i UmdUmyg = m\Um; = my,
(miUmpUny = miUny =2 my,
(U y Uiy 2= iy

De modo analogo tenemos:
(mUm)Ume = m;\Umg,

(mUmpUmg = mp U (myJ o),
miU(mUmg) = (m; Un) U g,

La propiedad asociativa gueda demostrada.
Demostremos la validez de la propiedad de absorcidn:
m;U(mfﬁmj} = Iy,

va gque el resultado de la union es la cota superior minima; my < i,
m; 2 ny (1 my puesto que nuMNim; es la cota inferior maxima. Entonces,
m; = n\J(m Momg), porque U es la cota superior minima. Debido al princi-
pio de dualidad, la afirmacion es vilida también para la interseccién.

Ahora, sea que el reticulo estd definido como algebra con operaciones
M y U que satisfacen las condiciones (1.1)—(1.4). Sefialemos de antemano
que si my, m; € M, entonces las igualdades

mfl"lmj = my, mylUm; = m; (1.5)

pueden o no pueden cumplirse simultaneamente. En efecto, si n1; Ny = my,
debido a las propiedades (1.4) v (1.2) se tiene

miUm; = (miNmyJ m; = my;

si myUm; = my, segun (1.4} pu0my; = miN{nyUmy) = my

Si para los elementos m; y my; tienen lugar las igualdades (1.5), pongamos
n = my. De esta manera, en el conjunto M estd introducida la ordenacion
parcial. En efecto, en virtud de la propiedad (1.1), ny < m,.

Luego, si my < m; ¥y m; < nmi, O sea myNmy; = my;, m;N0mg = my,
entonces debido a la propiedad (1.3), mNme = (m N N =
= m;OV(m;0vmg) = m O\ = my, es decir, m; < mg.

En fin, si m; < m;y my < my, 0 sea, miOmi; = g, my N mg = my, segin
la propiedad (1.2), nu = m;.

Demostremos que se cumple la condicion de la cota inferior maxima.
De la igualdad (nu M) N = s OV Nomy) = (N ooy) Oy = g N
se deduce que m; Ny < my. De modo andlogo tenemos # Ny < my.

Sin embargo, si en M tomamos un elemento arbitrario m., que satisface
las condiciones m, < my;, My < My, 0 s€a, Ma M = My, Ma DV = My,
se tiene m. NNy = (M. m) Nmy = ma Ny = me, de donde m, <
< mi Ny, Por consiguiente, el elemento mMmy; es la cota inferior
maxima.
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En virtud del principio de dualidad obtenemos que U n; es la cota
superior minima en el dlgebra a examinar.

En calidad de ejercicio calculemos el valor de cierta férmula F considerando el reticulo
camp el algebra. Tencmos

Fla, )y = ((aN{@Ub)dpNileaUi@N ) NiaL eV 0Ug = (@anNlaNiaU b)) UoUa=

= (@aNa)UlUeg = aU0Ug =alUg = a.

Al simplificar Fia, b) habian empleadas las propiedades (1.4), (1.1} v (1.2).

Aqui vy a continuacion denominaremos cero v unidad estructurales 0
y 1 en el reticulo.

Definamos la propiedad distributiva en un reticulo. Se llama subreticulo
A’ del reticulo 4 un subconjunto del reticulo 4 que junto con cada par
de elementos mu, m; de A contiene, también, m;Uny y my Ny Lldmase
intervalo I, determinado por los elementos m, y ms en el reticulo 4, un
subreticulo .4 del reticulo 4 con el elemento maximo ms v el elemento
minimo #i,:

I = [Ms, mgl = [Pu€A" /ma < m; < mg).

En un reticulo A con el cero y la unidad estructurales dos elementos
Ma ¥ Mg se denominan complementarios 5i

meimsg =0, meUmg = 1.

Un elemento m complementario a m se denomina también complemen-
to del elemento m en el reticulo 4. Dos elementos gue tienen un comple-
mento comun en ¢l reticulo A se llaman ligados en A. .

Una clase importante de reticulos representa la de reticulos distributi-
vos. El reticulo A se llama disiributivo, si satisface las siguientes
identidades:

(i mNime = 0y mgJ g Uy

ny N (g Uy} = o vy U s O iy

para todos los s, my;, mg € M.

Segun la propiedad conmutativa de interseccién es suficiente cumplir
una de estas identidades para definir el reticulo distributivo.

Citemos el criterio de distributividad de un reticulo: el reticulo A es
distributivo si, v solo si, en todo intervalo I del reticulio A cualesguiera
dos elementos conexos en I son iguales,

Este criterio se lo puede expresar en una forma mds cémoda para célcu-
los, si se muestra la estructura de subreticulos, cuva existencia pone el reti-
culo fuera de la clase de los distributivos.

Introduzcamos el concepto de reticulos de Dedekind (modulares). EI
reticulo A se llama de Dedekind si, y solo si, (mu\Jm) 0w = (im0
Mme YU m; para todos los mn, my, nmg € A, tales que my; < m.
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Fiz. 1.il a) &)

Criterio del cardcter de Dedekind de un reticulo: el reticulo A es de
Dedekind si, ¥ sdlo si, éste no contiene subreticulo isomorfo al reticulo
Am (Iig. 111, a).

El reticulo A, contiene un elemento de altura nula, dos de altura uni-
dad, uno de altura 2 y otro de 3.

Al emplear el criterio de modularidad de reticulos formulemos el crite-
rio de distributividad en una forma mds comoda para célculos: un reticulo
es distributivo si, y sdlo si, no contiene subreticulo isomorfo a A,., 0 seaq,
es de Dedekind, y no contiene subreficulo isomorfo al subreticulo A (fig.
1.11, ). El reticulo A, contiene tres cadenas de longitud 2 compuestas de
un elemento de altura nula, tres elementos de altura unidad y de un elemen-
to de altura 2.

El reticulo A representado por el diagrama de Hasse A (véase la fig.
1.9, a) es de Dedekind y también distributiva.

En un reticulo A4 con el cero y la unidad estructurales, en el cual cada
elemento m tiene el complemento m, puede considerarse dada la operacién
monaria fi(rm) = m. El reticulo 4 se denomina retficulo con complementos,
si posee el cero estructural y una operacién monaria fi{(m) = m, tal gque

m = m; .l (1.6)
mi\Jm; = Ny, i (1.7)
mNm =0, (1.8)

En virtud de (1.6) y (1.7), una de las operaciones U, N puede ser represen-
tada por medio de otra. Por consiguiente, el reticulo con complementos
puede definirse como dlgebra, cuya signatura se compone de U, ~.

Sefialemos unos corolarios de las identidades (1.6)—(1.8). Tenemos
0 < m para todos los m € Ay por consiguiente, 0Mm = 0,

Si hacemos 1 =0y OMim =0, 0Um = m insertamos en (1.7), obtene-
mos 1Mim = m, 1 Um = 1. Por consiguiente, 1 es el elemento maximo del
reticulo, o sea, es la unidad estructural.

Segun las identidades (1.8) v (1.7).

mUm = 1.
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Un reticulo distributivo con complementos se denomina dfgebra de
Boole.

Se denomina isomorfismo n entre las algebras A, = (M), Si) ¥
As = (M, §) una correspondencia biunivoca entre los elementos de por-
tadores y signaturas, tal que

Jiltfay, Mayy . o, M, ) = M, 29(H0(M,), 9(Ma)s . . .
ﬂ{mﬂt-r}} = T}{l‘:ﬂui},
Mg, €M, nima)eMs, j=1, 2, ..., k fi€5, Tj(ﬂ} € 5;.

Las algebras, entre las cuales existe isomorfismo, se llaman isomorfos.
Todas [as leyes del algebra A, son validas también en el 4lgebra A4; isomorfa
a la primera.

Teorema 1.2. (teorema de Stone). E! digebra de Boole es isomorfa al
dlgebra de Cantor.

Para las dlgebras consideradas tiene lugar el siguiente isomorfismo:
aUb « M,UM,, aN\b < MaO\Mp, @ < M,,

donde en los miembros izquierdos de las expresiones figuran las opera-
ciones tedrico-reticulares v en los derechos, de la teoria de conjuntos. Estas
operaciones tienen la misma denotacién. Por eso, para distinguirlas desig-
naremos los argumentos de operaciones teorico-reticulares mediante letras
minisculas y los argumentos de operaciones de la teoria de conjuntos por
medio de letras mayusculas del alfabeto latino.

En la fig. 1.12 se representa un retfculo distributivo con complemenios, en el cual los

resultados de la actuacion de las operaciones tedrico-reticulares de unidn, interseccion y
complemento se determinan en las wablas (1ablas 1.2, a. b v ¢).

Fig. 1.12
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Tabla 12, a U@

f
c k H
¢ K |
e | |
k Kk 1
C K 1
I I 1
e | 1
K k I
1 I i
Tabla 1.2, b anf
o}

Ly & 1
0 0 )
0 0 u
0 b b
c c C
0 b o
L‘. c €
< k k
} € 1 k I




32 Capilulo 1. Sistemas algebraicos

Tabfg 1.2, ¢

o o Camentarios

i} 1 ]l =1, 001 =0
a k gk =1, eNk=20
il e bile=1I, blNe =10
C o f‘Uu‘.’f—-rlll cfld=10
e b ellb=1eMnb=0
k a kUag= 1, kNg=0
1 0 10 =1 110 =0

A los elementos o v o les corresponden los vértices del diagrama A que distan ma-
ximalmente (en el sentido de la longitud de ia cadena que une estos elementos).

§ 1.5. Modelo. Algebra de relaciones

Definamos la relacidn n-aria andlogamente a la relacién binaria.

Un producto cartesiano de n conjuntos M, iguales entre si, se denomina
n-ésima potencia M™ del conjunto M. Por relacidn n-aria T en el conjunto
M se comprende un subconjunto 7 de su n-ésima potencia T € M”". Si ele-
mentos M, Mi, - .., "M, e M, (my, M, ..., M) e T, se dice que los ele-
mentos my,, My, . . ., M;, estan en la relaciéon 7. Cualquiera relacion r-aria
puede ser prefijada en la forma de una /iszg, cuyvos elementos son las suce-
stones (cortejos) determinadas por esta relacién,

Consideremos la propiedad simétrica de relaciones n-arias que permiten
emplear aficazmente relaciones n-arias para la formalizacidon de muchos
problemas practicos. Se llama siméirica tal relacién n-aria 7T en €l conjunto
M tal, que si (i, my, ..., M) e T, entonces cualesquiera sucesion (1,
My, .. .5 M) obtenida de (my, M, . .., mi) permutando los elementos
estd también en la relacion T0 (m;, my, ..., m)eT.

En esencia, una relacion n-aria que posee la propiedad simétrica prefija
los subconjuntos compuestos de z elementos, es decir, subconjuntos de po-
tencia n. A continuacién, una relacidn wn-aria que tiene la propiedad si-
metrica la denominaremos refacion S-rica (S-relacidn) v, si se trata de una
S-relacion, simplemente relacion S o relacién verbal. Los elementos de un
conjunto M, en €l cual esta determinada una S-relacion, los llamaremos
letras y los subconjuntos determinadas, por la S-relacion, los denominare-
mos palabras y los designaremos con la letra griega u; con ¢l indice inferior.

Se puede prefijar S-relaciéon en formas mas cédmodas: mediante la
matriz de incidencia y el grafo modelo (mografo).

Llamase matriz de incidencia Q = [q;;] una matriz de dos dimensiones,
a cada columna de la cual le corresponde biunivocamente una letra, a cada
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fila, una palabra determinada por la S-relacion v

_— 1 para m; €
£ et 3
= 0 en caso contrario.

Por ejemplo, ta 3-relacidn en el conjunto M = |g, 4, ¢, 4, m, 0} que determina las pa-

labras wi = (@, j, 0], pa = {4, m, 0], s = o, ¢, @}, pa = | & 0 j§ puede ser prefijada,
empleando la matriz de incidencia @, del modo siguiente:

ab ¢ j m o

1.0 & 1 '@ 1}
) = 10 O 0 1 1

14 1 Qo cge 71

01 0 1 0 1

Si la relacién § determina el subconjunto M’ C M?, llamaremos poten-
cig de la relacion S el ndamero s.

No se puede prefijar la S-relacion de potencia arbitraria empleando un
grafo, cuiyo portador coincide con el conjunto de letras {véase el teorema
1.3). '

Diremos que un arco u es incidente a un vértice v, si v es su origen
o s5u extremo. Llamase subgrafo G’ de un grafo G el grafo G’ obtenido
del grafo G después de eliminar unos vértices y sus arcos incidentes. Un
grafo se llama completo, si todos sus vértices son adyacentes dos a dos.

Teorema 1.3. Si por lo menos tres palabras distintas determinadas por
una relacion § corresponden a un subgrafo completo de un grafo G el grafo
G no prefija la relacidn S.

o Al prefijar una relacion verbal por un grafo asociaremos la palabra
determinada con un subgrafo completo del grafo . Entonces, el teorema
queda obvio. En efecto, es suficiente considerar el siguiente ejemplo. Sea
que una 3-relacion en el conjunto M = {a, 5, o, [} determina las palabras
=I5 0 1], pp=1, o a}, pa = [a 5 0], a las cuales corresponde el
grafo G representado en la fig. 1.13, 4. Esto es un grafo completo de cuatro
vértices. Este puede prefijar la palabra [a. s, o /] o las palabras {s, o
[], [, 0, a}, {a, o0, s} o las palabras |s, o}, {/ e}, {s ], [a I}, {s
al, {a, o}, es decis, tiene lugar la multiformidad. =

Para prefijar univocamente las relaciones verbales, es necesario poner
en correspondencia a cada letra (vértice) un conjunto de identificadores
de las palabras que contienen esa letra., Entonces, a cualquiera palabra le
corresponde biunivocamente un subgrafo completo, a cada vértice del cual
corresponde el identificador de esta misma palabra. Tal subgrafo completo,
correspondiente a la palabra, lo denominaremos a continuacién de elemen-
to. El proceso de poner en correspondencia a cada letra un conjunte de
identificadores de las palabras que contienen esa letra, lo llamaremos mo-
delizacidén del grafo G. Como resultado de modelizacién del grafo G, a

3—6577
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0 0423

5 g T3 {1.2)

8(2,3)
aj b) Fig. 1.13

cada vértice corresponde biunivocamente una letra ponderada por un con-
junto de identificadores de las palabras que la contienen, con ello, dos vérti-
ces son adyacentes (se unen mediante una linea no orientada es decir, la
arista), si les corresponde por [o menos un identificador comun. Una fun-
cion obtenida por este modo en el grafo, cuyo campo de definicién son
los vértices del grafo y cuyo campo de valores son los conjuntos de identifi-
cadores de las palabras, la denominaremos grafo modelo (mografo) v la

denotaremos con G* = (¥, W), U). Aqui W es el conjunto de identifica-
dores de palabras.

Los mografas Gy G’ que prefijan, respectivamente, las relaciones 5, = [ (s o, 1), {1
g al, la, 0, 51§ en el conjunto M, = (& 5, o, I} ¥y Ss=1{la s ¢ ], {a m o},
w’ \Hl-b-l-lh?-"

1

lo. ¢, al, {8 6 7)) en el conjunto Mz = {a b, ¢, j, m, o) se ofrecen en las figs. 1.13,
| — "‘--;--.-I"

L}
y LI4, a

Para prefijar S-relaciones se utiliza también el término hipergrafo.
Cuando lo representan geométricamente, sus letras se ponen en co-
rrespondencia biunivoca a los vértices y sus palabras, a los circulos de Euler
que abarcan las letras que integran la palabra correspondiente.

La interpretacién geométrica del hipergrafo que determina la coleccidn (A, S3),

M= [a b ¢ j m o},

3 = [{a J o}, {a, m, o}, to, ¢, al, |8 o f})
esta representada en la fig. 1.14 b,

Empleando un grafo se puede prefijar univocamente una S-relacion,
si en calidad de portador del grafo tomamos tanto el conjunto de letras,
como el conjunto de identificadores de palabras, Tal representacion de S-
relacién se realiza por medio de un grafo de dos partes.

Un grafo G = (¥, U) se denomina de dos partes, si su portador estd
partido en dos subconjuntos V¥, ¥~ que no tienen vértices comunes y
el origen de cada arco u € U pertenece al subconjunto V*, y solo a él,
mientras que su extremo pertenece al subconjunto V™, y s6lo a él. Al prefi-
jar S-relaciones a los elementos del subconjunto V™ en un grafo de dos
partes G = (¥, U) se les ponen en correspondencia binivoca las letras, a
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o(1.2 3.4)

Fig. 1.14

los elementos del subconjunto ¥V, es decir, los identificadores de las pa-
labras y (va, vg) € U 8i, y sdlo si, el vértice v, corresponde a una letra que
figura en la palabra vz, El grafo de dos partes que prefija la 3-relacion

Ss= [{a. /i o}, [a m, 0), |6 ¢ a), b o ji] en el conjunto [a, b ¢
e

4 m, o] estd representado en la fig. 1.14 ¢

Uno de los principales conceptos de la matematica discreta es el concep-
to de modelo. Lldmase modelo ¥ una coleccién del conjunto M con las
relaciones prefijadas en él.

S = E-R“'r Rll: . e o=y Rlﬂu Rzl: R-’Jl! « e oay RZ-H':: < uy Nmi, leg s = ap
% B g R"ﬂ'ﬂu]’t

donde el conjunto M es el portador del modelo v las relaciones prefijadas
Ria, Rz € M' forman la signatura del modelo % = {M, §).

La potencia del portador determina el tipo-ario de la relacidn. Dos rela-
ciones R, ¥ Rg con la misma potencia se llaman compatibles segiin la union
o simplemente compatibles,

Esta claro que la operacién n-ddica fu(irg, m12, . . ., #a) = Mu. puede
ser examinada como una relacion (n + 1)-aria R, 4+1.

Denominaremos, segin A, I. Mdiltsev, sistema algebraico una coleccién
del conjunto M con las operaciones y relaciones prefijadas en él.

Un caso particular del sistema algebraico es dlgebra de relaciones v su
extensidn, dlgebra relacional.

L
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Examinemos el dlgebra de relaciones, cuyo portador es un conjunto de
relaciones y la signatura son las operaciones de unidn, interseccidn, diferen-
cia y del producto cartesiano extenso de relaciones.

La unidn R, Rz de dos relaciones compatibles R, ¥ Rs es el conjunto
~de todos los cortejos, cada uno de los cuales pertenece por lo menos a
una de estas relaciones. La union de las relaciones

Ro=1(a. boh(a b d), (b c e)) y
Ro={{a b d), (b d e), (c d e) es
R.URs = (g, b ¢}, (@ b d), (b ¢ e), (b d e) (c d e)l.

Las relaciones consideradas son compatibles, ya que sus potencias son igua-
les: s(Ra) = s(Rp) = 3, Roy R C M, M= [g b ¢ d e).

La interseccion R, N Rg de dos relaciones compatibles R, y Rg es el con-
junto de todos los cortejos pertenecientes tanto a la relaciéon Re, como a
la relaciéon Rs. La interseccién de las relaciones R, ¥ Rp es

R.NRz= fla b ¢), (a b d), (b c e)iN{(a b 4d),
(b d e)lcd el =g b d].

La diferencia R, ~ Rz de dos relaciones compatibles R, y Rg es €l con-
junto de todos los cortejos pertenecientes a la relaciéon R, y no pertenecien-
tes a la Rs. Asi, por ejemplo, Ro > Rs= {(a, b, c), (& b d),
(b e, &) N f(a b d), (b d e)(c d e} =1{a b o, (b ¢ el.

El producto cartesiano extenso R. X Rg de dos relaciones Ry y Ry es
el conjunto de todos 1os cortejos 7 tales que 7 es concatenaciéu del cortejo
a € R, v del cortejo b € Rg({concatenacidn de cortejos (@i, @z, - . - @) ¥ (b1,
b1, ..., bm) es el cortejo (ay, @z, . . ., Gn, b1, 2, . . . bm)). Por ejemplo,
para las relaciones examinadas R, y Rg €l producto cartesiano €xtenso €s

Ry X {‘Eﬁ= {(a, b), (¢ d), (@ e)] X [(a b ©),
(b d el=I{a b a b ¢), (a b b d e), (c. d a b c),
(c, d b d e), (a e a b ¢), (g & b d e)}.

Los conceptos del modelo y del dlgebra de relaciones tienen amplio
empleo para formalizar los objetos reales. Consideremos como se utiliza
el dlgebra de relaciones para elaborar el apoyo de informacién, es decir,
una base relacional de datos.

La construccidn de una base relacional de datos se asienta en una tabla bidimensional,
cada columna de la cual corresponde a un dominio (o a vn atributo correspondiente a una
parte del dominio) v cada fila, @ un cortejo de atributos que estin en la relacién K.

Consideremos una relacidn S-aria Ry {(examenes) (rabla 1.3).
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Tabia 1.3
rRs| D, o Ds B D
1 | K5-01 TEORIA DE LOS PROF. IVANOV 03 AULA 210
AUTOMATAS ENERO
2| K502 LINGUISTICA PROF PETROV 03 AULA 211
MATEMATICA ENERO
1| K5-03 FISICA PROF, SIDOROV 03 AULA 211
ENERO
4 | K504 LENGUAJES PROF. PETROV 0s ALILA 210
ALGORITMICOS ENERO
5| K5-0 FISICA PROF. SIDOROV 09 AULA 210
ENERQ
6 | Ks-02 TEORIA DE PROF, IVANOV 09 AULA 211
LOS AUTOMATAS ENERO
7 | K5-03 LENGUAJES PROE. PETROV 10 ALULA 211
ALGORITMICOS ENERO
g | K5-04 LINGUISTICA PROF, IVANOV 10 AULA 210
MATEMATICA ENERO

La abla 1.3 determina una relacién de un modelo relacional de datos. La relacidn Rs
es un subconjunto del producta cartesiane Dy x Dz X Dy X Dy % D5, cuyo factor es el domi-
nio 4. Los elementos del dominio [ representan valores de atributos. E! domunio £, (grupo)
contiene valores K5-01, K5-02, K5-03 y K5-04:

Dy = | K5-01, K5-02, K5-03, K5-04|;
de medo andlogo tenemos dominios:

Ds (asignatura):

D; = (TEORIA DE LOS AUTOMATAS, LINGUISTICA MATEMATICA, FISICA,
LENGUAJES ALGORITMICOS]):

D {(examinador):

Dy = |PROF. IVANOV, PROF. PETROV, PROF. SIDOROV;

By (fecha):

Dy = |ENERO 03, ENERO 05, ENERO 09, ENERO 10};

D (aula):

Ds = [AULA 210, AULA 211].
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El orden de las columnas estd fijade, las filas, en el cago coman, se sittan arbitrariamente.
Las cifras de la primera columna 1, 2, .. ., 8 identifican los elementos de la relacién Rs.

Definamos dieebra relaciona! para transformar relaciones. El portador del dlgebra rela-
cional es un conjunio de relaciones. La signatura, exceplo las operaciones introducidas (ta
unién, la interseccién, la diferencia vy el producto cartesiano extenso de relaciones) incluye
operaciones especiales en las relaciones: eleccidén, proveccién y agrupacién.

La operacidn de eleccidn es un procedimiento de la construccion de un subconjunto "“ho-

rizontal” de una relacidon, o sea, un subconjunto de cortejos gue poseen una propiedad
planteada.

Ejemplo 1.3. Empleando !a operacién de eleccion construir una relacién R (el horario
de examenes del Prof. lvanov). El resultado de la operacién de eleccidn son las filas, en fas
cuales el dominio D; se representa por el valor Prof. Ivanov; son las filas 1, é ¥ B (tabla 1.4),

Tabla 14
Ry ) Ix Dy Ly Dy
1| K5-01 TEORIA DE LOS PROF. IVANOV 03 AULA 210
AUTOMATAS ENERO
6 | K502 TEORIA DE LOS PROF. IVANOV 09 AULA 211
AUTOMATAS ENERO
2| K504 LINGUISTICA PROF. [VANOV 10 AULA 210
MATEMATICA ENERO

Para definir proyecciones de las relaciones en ¢l dlgebra relacional el conjunto se parte

en dos subconjuntos en el caso de la relacion binaria v en # subconjunios en el caso de la
retacién m-arial

R:C M M=AUB ANB= @, R C A x B;

L
Ree M, M= )A4; A,0A4,=01,

1=}
jﬂ"n iﬁﬁn’#i’p}E Liy, i_Zj v ow e ll_rrl. Re T Ay A ™, o0, X Ap.

Lldmase praoveccion Pr {R2/4) de una relacidon binaria Rz, Rz C A % B 50bre 4 un con-
junio de clementos |a:/(a:, b)) € Rzi.

Lidmase proyeccion Pr(R./A;, A, .. Ag) de una relacion n-aria
R, C Ay % Az 3 .. .% Ay, n = m, sobre 4, 4A;,, ..., A, un conjunto de corteyos (@), ai;,
.. &), donde a;, € A, a, € Ay, .. .8, €A, cada uno de los cuales es una parte de un

elemento de la relacién n-aria R..
La operacién de proyeccidn determina la construccidn de un subconjunio “vertical” de

una relacidn, es decir, de un conjunto de un subconjunte de cortejos que se obtiene eligiendo
unos y excluyendo otros dominios.

Ejemplo 1.4. Una proyeccién Pr (Rs/Dz, D;) engendra un conjunto de pares, cada uno
de los cuales determina la asignatura y al examinador (tabla 1.5).
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; Tabla 1.5.
Ra D; Ds
TEORIA DE LOS AUTOMATAS PROE. IVANOV
LINGUISTICA MATEMATICA PROF. PETROV
FISICA PROF. SIDOROV
LENGUAJES ALGORI[TMICOS PROF. PETROV
LINGUISTICA MATEMATICA PROF. IVANOV

En la tabla 1.5, las filas iguales se unen en una sola.

La operacidn de agrupacidn de dos tablas que tienen un dominio comin permite con-
struir una tabla, cada fila de la cual se forma uniendo dos filas de las tablas de partida.
En las 1ablas prefijadas se toman las filas de un mismo valor que integran un dominio comiin;
una columna se pone en correspondencia al dominio comun.

Ejemplo 1.5. Por dos tablas prefijadas (tablas 1.6, a v 1.6, &) hailemos el resultado de
la operacién de agrupacién segin el dominio D, (tabla 1.6, ¢).

Tabla 16, a
R Ih D Ds D, Dy
K5-01 |TECORIA DE LOS PROF. IVANOV 03 AULA 210
AUTOMATAS ENERO
K5-02 |LINGUISTICA PROF. PETROV 03 AULA 211
MATEMATICA ENERO
K5-03 |FISICA PROF, SIDOROV 05 AULA 211
ENERD
K5-04 [LENGUAJES PROE. PETROV 05 AULA 210
ALGORITMICOS ENERO
Tabla 1.6, b
-R."- ﬂl DI ﬂ.‘l iy D:l-
K5-01 |FIsicA PROE. SIDOROV o9 AULA 210
ENERO
K5-04 |LINGUISTICA PROF. IVANOV 10 AULA 210
MATEMATICA ENERO
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Tabla 1.6, a
Rs Dy oy I fah I
K5-02 |TEORIA DE LOS PROF. [VANOV o9 ALULA Z11
AUTOMATAS EMERO
K503 |LENGUAJES PROF, PETROV 10 AULA 211
ALGORITMICOS EMERO
Tabia L6, ¢
Ry Iy iy Dy £ i Fay ey oy s
Ks.01 I TEORIA PROF. 03 |AULA|FISICA PROF, 09 [AULA
DE LOS IVANOV | ENERO| 210 SIDOROV | ENERO| 210
AUTOMATAS
K3-02| LINGUISTICA |PROF 03 |AULA|TEORIA PROV. 09 |ALULA
MATEMATICA |PETROV | ENERO| 21l |DE LOS IVANOV | ENERO| 21
AUTOMATAS
K3.03| FISICA PROE 05 |AULA|LENGUAIES | PROF, 10 JAULA
SIDOROV | ENERO! 21t |ALGO- PETROV | ENERO| 211
RITMICOS
K504 LENGUAJES |PROF a5 | AULA|LINGUISTICA | PROF. 10 |AULA
ALGO- PETROV | ENERC| 210 |MATEMATICA| IVANOV | ENERO| 210
RITMICOS

donde X ¢5 upa parte de g, mieniras que ¥ es una parte de & y X > Y.

De manera analoga, como por la condicion de “igualdad”, se puede definir 1a operacidn
de agrupacién por otras condiciones de comparacién: >, =, #, <, <. Por gjemplo, defina-
mos la operacidn de agrupacion por la condiciém “mayor que” ().
Se llama agrupacidn por la condicion “mayor que™ de la relacion R, respecto al atributo
X y de fa refacion Ry segun el atributo Y (los atributos X y ¥ son de un mismo dominio
comun para las relaciones Ry v Rp), X > ¥, un conjunto de todos los cortejos =; tales que
7; €s la concatenacion del cortejo a; pertenecientie a R, y del cortejo b, perteneciente a Rs,

En una base de datos, un pedido serd cumplido tanto mas rdpido cuanto menos opera-
ciones sobre relaciones contiene. De este modo, es de interés prdctico un problema que se
examina a continuacidn de simplificacién de expresiéa de uh conjunto por medio de opera-
ciones introducidas.
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§ 1.6. AXIOMATICA DE LA TEORIA DE LOS CONJUNTOS.
MINIMIZACION DE LA REPRESENTACION
DE LOS CONJUNTOS

Al emplear el enfoque axiomatico construiremos formalmente una teoria
de conjuntos a base de los siguientes axiomas.

Axioma de existencia. Existe por lo menos un conjunio.

Axioma de voluminosidad (de extensionalidad). Si los conjuntos M,
¥ My se componen de los mismos elementos, ellos coinciden (son iguales):
M; = Mb- ’

Axioma de unién. Para los conjuntos arbitrarios M, vy My existe un
conjunto, cuyos elementos son todos los elementos del conjunto M, y todos
los elernentos del conjunto My y que no contiene ningun oiro elemento.

De los axiomas de voluminosidad y de unidén se deduce que para los
conjuntos arbitrarios M, y M, el conjunto que satisface las condiciones
del axioma de unién es unico. En efecto, si existieran tales dos conjuntos
M., y M., contendrian los mismos elementos (todos los elementos perte-
necientes al conjunto M, y todos los elementos del conjunto M,). Por esta
razém, en virtud del axioma de voluminosidad, Af,, = M., = M.. Este tini-
co conjunto M. se Hamara union de los conjuntos M, y M, y se denotard
M, = M, U M,.

Axioma de diferencia. Para los conjuntos arbitrarios M, vy M, existe
un conjunio, cuyos elementos son aquellos, v sélo aquellos, elementos del
conjunto M, gue no son elementos del conjunto Ms.

De modo analogo, de la segunda y la cuarta axioma deducimos que
para los conjuntos arbitrarios M, v M} existe exactamente un conjunto que
contiene elementos del conjunto M, no pertenecientes al conjunto Mp. Este
conjunto M. se denominara diferencia de los conjuntos M, y My:
M. = M; Mb-

Axioma de potencia. Para cada conjunto M existe una familia de con-
Jjuntos B(M) (booleano), cuyos elementos son todos los subconjuntos M,
M; C M, y solo ésios. ;

Axioma de existencia del conjunto vacio. Existe ral conjunto 7} que
ningin elemenio le pertenece.

Si las operaciones y los conceptos de la teoria de los conjuntos fueron
introducidos intuitivamente, el enfoque axiomaitico permite definir formal-
mente estos conceplos y operaciones de la teoria de los conjuntos basdndo-
se en los seis axiomas introducidos.

Con auyda de las operaciones de unién y de diferencia, empleando los
axiomas introducidos, definamos otras {res operaciones sobre los
conjuntos.

La interseccion de los conjuntos M, v M, se¢ determina mediante la
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férmula
MﬂﬁMb = M_ﬂ ™~ (Mu' y Mb}-

Se puede mostrar que los elementos de interseccién M, M, son
aquellos, y s6lo aquellos, que pertenecen al conjunto A, y también al con-
unto Ms.

El complemento M del conjunto M se define por la férmula

—_—

M=1%M,

La diferencia simétrica de los conjuntos M, v M se determina por me-
dio de la {ormula

Mo N My = (M, N Mp) UMy \ M,).

A base de la axiomadtica introducida puede ser demostrada la validez
de las leyes aducidas anteriormente que determinan las propiedades de Ia
signatura del dlgebra de los conjuntos (las leyes idempotente, conmutativa,
asociativa, distributiva, de operacién con constantes, de complemento
doble y las leves propuestas por De Morgan) y también de las siguientes
IﬂYEny disiributiva de interseccicn respecto a la diferencia

M OV (Me N M) = M, MMy N\ M, N M-

ley conmutativa de diferencia simétrica

Moy "My = My \ " M;;

ley asociativa de la diferencia siméirica

My N (My N M) = (Ma N Mp) N M.:

ley distributiva de interseccion respecto a la diferencia simétrica

Mo V(M N M) = MoNM, N\ My NM,;

leyes de encolamiento

M, NMyUMNMy = Ma, (MoUMp) N(MUM) = M,

leves de absorcidn

M UM, My = My, MoN{(Ma\JUM) = M,:

leves de Poretski

M UM, MM, = M, U M,,

M, V(M UM = M, M.

Empleando estas leyes examinemos el problema de minimizacién de la
representacién del conjunto M mediante las operaciones U, N, ~.

Como complejidad de la representacion del conjunto M comprendere-»
mos ¢l numero de simbolos M;, M; en la expresion que lo prefija.
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Sea que en el espacio 1 = [M,;, M, M;} se prefija un conjunto de la forma

MM, Mz, My) = MiNMz N M UM N M N M UM OMNALUMNM:N
N M UM, NAM:NAM; UM O MD M.

A base de las leyes idempotents, conmutativa y asociativa de unién, obtenemos

MMy, My, Ms) (My N M0 My U M, 0 M2 N M) U (M0 M 0 M3 UM, DA 0 M) U
U (MG N M2 0 M UM, DM 0 M) U (MG DM DM UM M D M) U
U (M N M D M U A DM N A

Al usar | las leyes conmutativas de interseccion v de encolammento, tenemos Af(Af;, Mo,
Ms) = My N M UM, N M UM, N M UM, N M UM, N M,.

Segun las leyes conmutativas de unidn y interseccion y la ley de encolamiento obtenemos
M(My, M, My) = MiNMUMUMNMUM N M. En virtud de las leyes conmutativas
de interseccién y absorcion tenemos MM, Mz, M;3) = My 1 M U M; U M, N M. La comple-
jidad de la representacidn del conjunto prefijado disminuyd de 21 a 5.

Denominaremos estraiegia de transformaciones la sucesion de aplica-
cion de [as leyes. La complejidad de la representacién de un conjunto que
se obtiene aplicando estas leyes (cada una de las cuales determina una trans-
formacién equivalente) depende de la estrategia utilizada. Hallemos una
estrategia gue engendra siempre la expresion minimal de un conjunto
prefijado.

Consideremos una algebra A = (B(1), U, N, ~ ) y determinemos los
conjuntos que pueden engendrarse (formarse) de conjuntos arbitrarios A,
M, . . .. My, llamados generatrices del espacio 1 empleando las operaciones
U N

A continuacién un conjunto

M; para g; = 1 .
M"'={_ Yo, 2y e I
! M; para o; = 0, "

lo denominaremos ferma primaria. Un conjunto de tipo

(M= MOOMED. .. M, =0, 1.

=1

lo lamaremos constituyente.

El nimero comun de distintas constituyentes no supera 2”. A cada cons-
tituyente se le puede poner en correspondencia un juego binario de longitud
n, el nimero de estos juegos equivale a 2". Si unas constituyentes son
iguales a ¢, el nimero comun de constituyentes es menor que 2%, con
ello, entre los conjuntos existen al menos dos tales que pueden expresarse

uno por medio del otro, es decir, dependientes. Por ejemplo, sin =2 y
M, = M,, existen sélo dos constituventes distintas de &

@ = MINMS = M{NM;,
Cr = MINM;, G = M{NM;.
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Yema 1.1. La interseccidn de dos constituyentes distintas es vacia.

" n
a En efecto, si las constituyentes C, = (\M{'y Co = [ M{" son di-
i=1 T |
versas, entonces ox = ox por o menos, para un k, &k < n. Pero, entances,
MANME = @ vy, por consiguiente, C,NCy = . =
Lema 1.2. La unidn de todas las constituventes equivale a 1.
O Representemos 1 en la forma
n
1= N (MUM)
=1
y, abriendo el paréntesis, obtenemos la unién de todas las constituyentes
en el segundo miembro de la igualdad. m

Lema 1.3. El conjunta M; equivale a la unidn de las constituventes,
cada una de las cuales contiene M.,

& Segun el lema 1.2, )

1 = CJUCEU. " .UC{ = U Cj..
i=1
donde G, i = 1, 2, .. ., I, s una constituyente. Determinemos la intersec-
cion de los miembros primero y segundo de esta expresion con. M;. Tenemos

Mi = MiNCHUM NGV, . . UMNG).

Si C; contiene M{ en calidad de argumento de interseccién, se tiene
MNC; = 7. Pero, si C; contiene M, se tiene C;NM; = C;. Por consi-
guiente, M; es la unidn de aquellas constituyentes que contienen M! en cali-
dad de factor. =

Teorema 1.4. Cada conjunto no vacio formado de los conjuntos M,,
My, . . ., M, empleando las operaciones \J, N, ~ es la unidn de cierto niime-
ro de constituyenies.

a En virtud del lema 1.3, el teorema es valido para los conjuntos M,,
M, ..., M, Por consiguiente, es suficiente demostrar que si conjuntos
arbitrarios M, y Mp pueden representarse en forma de la unién de cierto
numero de constituyentes, los conjuntos M, UM, M, NAL v M, si no son
vacios, pueden también representarse en forma de unidén de las
constituyentes,

Sea que los conjuntos M, y Mp son representables en forma de la unidn
de constituyentes M, = C, UC,,U. .. UGy, vy My = Cp, UG, U. . . UG,
Entonces el conjunto A, U M, puede representarse evidentemente en forma
de union de las constituyentes.

Segun la ley de distributividad, M. NMp = (C,, NG )V . . . Q(Ca N
M Cs,). Ademds, si G, # Cp,, de acuerdo con el lema 1.1, C; NGy, = &,
en caso contrario, C,, # Cp,. Por consiguiente, la intersecciéon M, MM, o
bien es vacia, o bien es representable en forma de unién de las cons-
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tituyentes. Demostremos que el conjunto A es también representable en
forma de unién de las constituyentes, si M = C;UGU. .. UCk.
Debido a la ley correspondiente a De Morgan,

M=CUGY.. UG =GNGN...NC= M “NMN. ..
o NMpNMBPOMEN . OMeN. . .OMYOMYO. ..

L NMp = (MIWUMRU . UMSHIN (M UM U, .
CGUMEINL L N(M UM UL L UM,

Abriendo el paréntesis y empleando las relaciones M,NM, = @&,
M, UM, = 1 y también afiadiendo el factor MU M, a las intersecciones
que no tienen indice inferior 3, llegamos a que el conjunto M es también
representable en forma de unidn de las constituyentes, m

Teorema 1.5. De n conjuntos en el digebra A = ¢(B(1), U, N, ~) se
puede formar no mds de 2* conjuntos.

0 Debido al teorema 1.4, cada conjunto M es la unioén de constituyen-
tes, el nimero de las cuales no supera 27; por consiguiente, el nimero de
distintas uniones no supera 2*'. Ademas, si los conjuntos M, M, . . ., M,
son independientes, es decir, todas las constituyentes se distinguen del con-
Junto vacio, €l nimero de constituyentes diversas es igual a 2" y el nimero
de conjuntos formados por éstas en forma de su unién es igual a 22" (te-
niendo en cuenta el conjunto vacio). =

La introduccién del concepto de la constituyente permite prefijar un
conjunto M, para los conjuntos independientes fijados M, Ms, ..., M,
del conjunto universal 1, en forma de unién de las constituyentes:

M= UM

J i=m1

Cada conjunto fijado M; C 1 divide el espacio en dos partes: pro-
pilamente M; y M;. Para los conjuntos independientes M; € [M/i = |, . . .

..,n}elespacioseparteen2 X 2 x ... x 2 = 2” regiones. Cada regién
n veces

es la interseccion de 7 conjuntos AM; o M;, i = 1, ., ., #. Ponemos en co-

rresponidencia a esta regién un vector binario (o1, o2, . . ., Gx), €n el cual

a; = 1, 8i la interseccién C = [} M;' contiene M; v o; = 0, si contiene M,
i

y también el equivalente decimal

HC) = 3 o2,

i=1

Cualquier conjunto M en el espacio 1 puede representarse en forma
de unién de estas regiones. Al conjunto M le pongamos en correspondencia
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M, (1.3)
{434}
M, (3,4.5)
M (2.4,5)
c)

Fig. 1.15

un vector binario de la longitud 2", en el cual al orden i-ésimo le co-

rresponde una region con el equivalente decimal, igual a /. Representemos

el vector que determina el conjunto en forma de eguivalente decimal:
271

dM)y= 3, c2', c:=0, 1.
f=0
Por consiguiente, el conjunto M en el espacio puede prefijarse en forma
de equivalente decimal correspondiente.

En ¢l espacio tridimensional 1 = [M,, M:, M), consideremos, por
ejemplo, un conjunto MM, M, M;) con el equivalente decimal
d(M) = 217. Tenemos 217 = 1-27 + 1-2° + 0-2° + 1.2* + 1-27 + 0. 2% 4
+ 0-2" + 1.2°.

Al conjunto M le corresponde un vector binario (1, 1,0, 1, 1, 0, 0, 1)
que determina la inclusion de regiones en el conjunte M (fig. 1.15, a).

Ademas del diagrama de Euler, el espacio puede ser prefijado en forma
de hipercubo o cubo n-dimensional (n-dimensién del espacio, igual al ni-
mero de conjuntos fijados).

Se llama hipercubo (cubo n-dimensional) un grafo H, cada vértice del
cual corresponde biunivocamente a una regiéon del espacio y dos vértices
s€ unen por una arista, si corresponden a regiones colindantes (que tienen
la frontera comun). Los vectores binarios puestos en correspondencia a es-
tas regiones se distinguen en un, v sdlo en un, orden.

El hipercubo para el ejemplo considerado se representa en la fig. 1.15, B (los vértices
correspondientes a las constituyentes del conjunto M esidn rayadas).

Frecuentemente un conjunto M se prefija en forma de una tabla binaria, a cada fila
de la cuval le corresponde biunivocamente una constituyente. El conjunte de filas de la tabla
estd ordenado linealmente segiin el crecimiento del equivatente decimal de un juego binario
cerrespondiente. Los conjuntos que forman el espacio corresponden a las columnas. La tltima
columna se pone en correspondencia al conjunto A v la unidad indica que la constituyente
correspondiente entra en el conjunto A, En el caso dado tenemos la tabla 1.7.
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Analiticamente ¢l conjunto M se prefija en Tabla 1.7
forma '
M=MNMOMUMOMNOMU #0) | M My | My M

UM NMN MU _.
UM, N M: N M, UM, 0O M: N M,
¢ ¢n forma de mografo
GM = (¥ S,
V= {M,M/i=1223] 5CV

—_————_—- o0
——_O -~
— S == =2
—_—_O——0 O -

=~ oo b b b = O

SJ _ Ei_ﬁl'l H.h E3=1 iﬂh M!‘.l M!]:.
| |

| 2

}M:, Mo, ﬁ;li. (M, My, My}, [M, My, M)} (fig. LIS, 0),
l ] | |

3 4 5

En ¢l dlgebra considerada A = (B(1), U, N, ~ ) las operaciones son de-
pendientes. En efecto, debido a la ley segiin De Morgan se puede construir:
todo conjunto de 222 conjuntos empleando el dlgebra A = (B(1), U, 7).
Las algebras A = (B(1), U, ~)>, A = (B(1), N, ~ ) son equivalentes en el
sentido de engendrar cualquier conjunto de 2*" conjuntos. Ellas pueden
sustituirse por las dlgebras A = (B(1), U, N, 1), A = (B(1), N, \, 1),
respectivamente, en virtud de la férmula M = 1 ~ M, donde ¢l universo
1 se examina como operacion 0 adica.

Debido a las igualdades

M, UMy =(Ma - My - (M, N M,),
;'.’f;’ N Mb‘ = M, N\ {MﬂﬁMﬁ}

el algebra (B8(1), U, ~, 1) puede ser sustituida por el dlgebra de tipo
(B(1), N, N=, 1},

Examinemos el problema de minimizacién de la representacion de los
conjuntos en el dlgebra de Cantor. La interseccion de los conjuntos distintos
dos a dos NAM;' se llama elemental. La expresion que prefija el conjunto
M; en forma de union de intersecciones elementales diversas se llama forma
normal de Cantor (FNC) del conjunto M. La unién de constituyentes del
conjunto M se denomina FNC perfecta del conjunio M.

Llamase FNC minimal del conjunto M la FNC de este conjunto la que
tiene la complejidad minimal.

Consideremos el méfodo de Quine que utilizaremos para obtener una
FNC minimal del conjunto M. Este método consiste en el cumplimiento
sucestvo de tales etapas.

1. Formacion de los intervalos maximales. Se denomina intervalo del
conjunto M un conjunto de constituyentes del conjunto M que forman
un hipercubo (de cierta dimension).
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Es obvio, que la potencia de un intervalo es igual a 2 en una potencia
(o sea, 2°, 2!, etc).

Por ejemplo, escribamos un conjunto de intervalos para €l ejemplo con-
siderado anteriormente: {000, 100, 110, 011, 111, —-00, 1-0, 11—, ~11].
Aqui y en adelante “ — " significa que en conjunto correspondiente a este
orden estd ausente en la interseccidn, es decir, después de la unién de cons-
tituyenties correspondientes se hizo encolamiento por este conjunto. Por
¢jemplo, el intervalo —00 correspondiente al conjunto de constituyentes
000 y 100 se obtiene como resultado de la transformacion M;NMzN
NMUM OM,NM; = My N M,,

El intervalo 7, se denomina intervalo maximal I_. del conjunto M,
si no existe otro intervalo Iz de este conjunto que contenga el intervalo
f{u L thﬁ.

En el caso dado hay cuatro intervalos maximales: —00, 1 - 0, 11 =,
— 11; cada uno de éstos forma un hipercubo de dimensidon (arista).

La interseccién (1} M|’ que corresponde a un intervalo maximal del

I

conjunto M se denomina implicante simple de este conjunto.

La union de las implicantes simples del conjunto M se llama FNC abre-
viada del conjunto M.

El nimero de termas primarias que forman una implicante simple se
denomina rango de una implicante simple y una interseccion elemental se
llama rango de un intervalo correspondiente.

Al formar intervalos maximales, un conjunto de intervalos que tienen
un mismo rango se parte en zonas con la particularidad de que /-ésima
zona contiene intervalos, a los cuales corresponden juegos con i unidades
en cada uno. Entonces la formacién de intervalos maximales se reduce a
comparar elementos solamente de zonas vecinas, cuyos numeros difieren
en la unidad. Si los intervalos construidos no son maximales, ¢l proceso
de comparacion continna.

Los resultados de la comparacién para el caso considerado se ofrecen
en la fig. 1.16.

e R p——

111 Fig. 1.16
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LA FNC abreviada del conjunto M(M., M,, M) tiene la forma
MM, Mz, M) = ﬂ_fg ﬂﬂ; Ui A, ﬂﬁ;UM: MMz UM N A,

I.a primera etapa del método se termina al construir la FNC abreviada
del conjunto M.

Llamase FNC rope del conjunto M una FNC de este conjunto, la que
no determina M al omitir aungque no sea mds que una terma primaria.

Lema 1.4. La FNC minimal del conjunto M es de forma fope.

0 La complejidad de la FNC minimal del conjunto M no se puede
disminuir por eliminar una terma primaria. Por consiguiente, esta forma
es de tope, =

Lema 1.5. La FNC tope del conjunto M se compone de las implicantes
simples de este conjunto.

o Si al menos una interseccidon corresponde a un intervalo no maximal
del conjunto M, se puede cambiar esta interseccion por una implicante
simple eliminando las termas primarias correspondientes, sin salir de la
clase de las FNC equivalentes (que dan un mismo conjunto) del conjunto
M, lo que contradice a la definiciéon de 1a FNC tope. =

Teorema 1.6. La FNC rope del conjunto M, inclusive la FNC minimai,
se contiene en la FNC abreviada de este conjunto.

o La FNC tope del conjunto M, inclusive [a FNC minimal, debido
al lema 1.5, consta de las implicantes simples. La FNC abreviada del con-
junto M incluye todas las implicantes simples. Por consiguiente, la FNC
tope (minimal) del conjunto M se contiene en la FNC abreviada de este
conjunto.

En virtud del teorema 1.6, la mnstrucmdn de la FNC tope del conjunto
M se reduce al cubrimiento de una tabla bidimensional.

Llamase cubrimiento de las columnas por las filas en una tabla bidi-
mensional tal conjunto de filas, en el cual para cada columna existe por
lo menos una fila de este conjunto, intersecandose con la cual esta columna
tiene unidad, con la particularidad de que al eliminar aunque no sea mas
que un elemento de este conjunto de filas, la propiedad indicada no se
cumple.

2. Construccion y cubrimiento de la tabla de Quine. La tabla de Quine
es una tabla bidimensional, a cada fila de Ia cual le corresponde univoca-
mente un intervalo maxlmal y a cada columna, una constituyente, m:entras
que en el lugar de interseccién de la i-ésima fila y la j-ésima columna se
encuentra la unidad, si la j-ésima constituyente se incluye en el i-ésimo in-
tervalo maximal. En el caso contrario no se escribe nada o se pone 0 en
la célula (i, j).

4—6577
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Para el caso considerado, la tabla de Quine tiene tal forma:

Tabla 1.8

Constituyenic
Intervalo
maximal

D00 10 110 &1 il

1-0 1 1
1l - I
i | i 1

Un intervalec maximal se denomina obligatorio, si existe una cons
tituyente que pertenece a él, y sélo a él. Un conjunto de intervalos obligato-
rios forma el nucleo del cubrimiento.

En nuestro caso el micleo del cubrimiento es el conjunto { —00, —11)
que cubre la primera, la segunda, la cuarta y la quinta columnas. Para for-
mar un cubrimiento, se puede tomar ora la segunda, ora la tercera fila.
Como resultado obtenemos dos cubrimientos: [ —00, — 11, 1 — 0} [ =00,
—11, 11— ], cada uno de los cuales es minimal y tiene la complejidad 6.
Para mayor precision elijamos el primero de los cubrimientos que co-
rresponde a la FNC minimal que prefija ¢l conjunto MM, M,
M) = MoNMUMNM UM, NM,. Como resultado de la simplifica-
cidn, la complejidad L(M) disminuyé de 15 a 6.

La FNC minimal se determina como resultado del sondeo de todos los
cubrimientos realizado empleando la transformacién de una forma
multiplicativo-aditiva en una forma aditivo-multiplicativa.

Para el ejemplo considerado identifiquemos cuatro filas de la tabla 1.8
por las letras @, b, ¢, d, respectivamente. Escribamos un conjunto de filas,
cada elemento del cual cubre j-ésima columna:

j.ﬂlﬂ,ql;[a},jzz-r,qz:[g, b}:

El cubrimiento de columnas con las filas de esta tabla es un conjunto de

filas que cubre todas las columnas de la tabla, v al eliminar aunque no

sea mds que una de estas filas, existird una columna no cubierta. Por consi-

guiente, si se representa cada uno de los conjuntos A ; en forma de la unién

de sus elementos y se halla la interseccién de todos los conjuntos A4 iy ) Aj
J

cada interseccion en la forma aditiva obtenida corresponde a un cubrimien-
to y el niimero de todos los cubrimientos es igual al nimero de distintas
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intersecciones en la forma aditivo-multiplicativa obtenida:
N A =aM@uUd)ndUe)NdN(cUd) =

J
=ali{(bUc)Nd =aNbndJanenNd

Las intersecciones obtenidas aNbMd y aNeNd engendran dos cubrimien-
tos: [—-00, 1 —0, =11} v {—-00, 11—, —-11); cada uno de los iiltimos
corresponde a FNC minimal del conjunto prefijado M.

La disminucion sucesiva de la complejidad de expresidén que determina
un conjunto prefijado es posible en caso de pasar de la clase de FNC a
la de formas paréntesis de Cantor (FPC). Una expresién que determina

‘el conjunto M se denomina forma paréniesis de Cantor si, excepto las ter-
mas primarias y los signos de operaciones de unién e interseccién, la in-
tegran los paréntesis (,).

En el ejemplo examinado la complejidad de representacién del conjun-
1o, igual a 6, disminuye hasta 5 debido al empleo de ¢ la ley distributiva de
interseccion respecto a la unién MM, Ms, M3) = M3 N (M, U M) UMN
M M.

La transformacion de una forma multiplicativo-aditiva en aditivo-
multiplicativa se denomina método de Petrick que puede definirse por un
algoritmo correspondiente.

Definicion intuitiva (ingenua) de algoritmio. Un conjunto de reglas que
poseen [as propiedades de masa (invariabilidad respecto a la informacién
de entrada), dererminatividad (univocidad de la aplicacion de estas reglas
a cada paso), resultatividad (obtencion, después de haber aplicado estas
reglas, de una informacion que es resultado) y efementalidad (esti ausente
la necesidad de precisar ulteriormente las reglas) se denomina algoritrmo.

§ 1.7. Problemas y ejercicios

L1. Demostrar que
ACB» AUB =8B+ ANB=AwANB=C+AUB8=1.
1.2. Demastrar que
ANBNA) =2, ANBUO =(ANBNC
L3. Resolver un sistema de ecvaciones
ANX=BE

AUX = C,
donde A, B C son los conjuntos prefijados y B C 4 € C
L.4. Demosirar gque

A=B={4AN BYU(B N A)= 7.
1.5. Demostrar que si las relaciones R, y R: son reflexivas, las relaciones 8, U Ry, By N Ry
son también reflexivas.

1.6. Demostrar que 51 las relaciones Ry ¥ R: son simétricas, las relaciones R, U Ry, R( N R
son lambién simétricas.

&
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. e . m! :
1.7. Demostrar que un conjunto finito de potencia n contiene —T-[-——H subconjuntos
piln = p
distintos de potencia p < n.

1.8. Demostrar que | M; es el conjunto minime que comprende todos los
!
conjuntos M.

1.9. Demosicar que nM. e5 ¢l conjunto mAximo que se contiene en
i
todos los M.

1.10. Demostirar que si My, My, M. ¥ My no son vacios, se tiene

E}MnCMbYMfCMﬂ“ngM;CthMd;
b) My = My v Mc = My = M; x M. = My x Myg;

l..'!l. Demostrar que
Y Mo, x [\ Mo, = [} (Ma, x Ms).
i1 im} im]

1.12. Demostrar que
(M x M) U (M. 2 My) C (M UM;) %X {Mp\J Ma).

Verificar en qué caso tiene lugar la igualdad en esta formula.
1.13. Demostirar que

a) (MoU Mp) ¥ M, = (M x M) UMy X M),

b} M. X (MpUM:) = (Ms X My) UM, X M)

ch (Mo UMp) X (M. UM, =

= (Mo R Mc) U (Mp X MU (Ms X Ma) U (Mo U Ma),

d UM x UM, = U (M, x M

im FLN Fjml,  .n

e) n M., X n Mb; = ﬁ (M, X Mb:)‘

i=1 Jj=1 LIRS |

1.14. Construir una relacién binaria:
va) reflexiva, simétrica, intransitiva;
b) reflexiva, transitiva, asimétrica;
¢} irreflexiva, antisimétrica, transitiva;
d) reflexiva, antisimétrica, intransitiva.
1.15. ;Cudles entre tas siguientes relaciones son univocas, cudles son inversamente univo-
cas ¥ cudles son biunivocas:

(x, ¥) € R = y es el padre de x,
(x, ¥) € R «+ y es el hijo de x
(X, MER»x =%
{x, ,}’}ER""’I= =N
(% VIER « lx + 5 > [3 — y?

1.16. Hallar el nimero de todas las posibles relaciones binarias antisimérricas entre los
elementos de un conjunto finito que se compone de » elementos.

1.17. Sean M un conjunto de todos los paralelogramos en un plano, A, un conjunto
de cuadrados, A, un conjunto de rectdngulos, A;, un conjunto de rombos en un plano, Hallar
los resultados de las siguientes relaciones: A) Ay, AN A, ANAg i, j=1, 2, 3,

1.18. Demostrar que dos conjuntos son iguales si, y s610 si, los resultados de su intersec-
cidn ¥ su unidn coinciden.
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1.19. Es sabide que entre 100 estudiantes 28 son los aficionados a la pintura, 42, al depor-
te, 30, a la mudsica, 10, a la pintura y el deporte, 8, a Ja pintura y la mudsica, 5 at deporte
y ia miisica, 3 a la pinwura, el deporte y la misica. Determinar:

a) el mimero de esiudiantes aficionados solamente al deporte;

b) no aficionados a la nada.

1.20. Verificar si el algebra, cuyo portador es {0, 1, 2, . . ., p — 1] ¥ cuya signatura
¢s operacidn de adicidén segin ¢l modulo p, forma un grupo.

1.21. Dilucidar si una Algebra, cuyo portador es {0, 1, 2, . .. p — 1] y cuya signatura
&3 operacion de multiplicacidn segin el médulo p, forma un grupo.
1.22, ;Representa un campo el dlgebra, cuyo portador ¢s |0, 1, 2, ..., 2 — 1) ¥y cuya

signatura son operaciones de adicidn y de multiplicacidn sepin el mdédulo p?.

1.23. Demostrar gue en el conjunto de niimeros enteros de | a %, la relacion < puede
ser prefijada por una matriz triangular de adyacencia.

1.24. Demosirar que cualgquier subconjunte de un conjunto parcialmente ordenado no
tiene mds gue una c¢ota superior y una inferior,

1.25. Para un conjunto de vectores binarios de longitud 4 construir un grafo que prefija
la relacion Xs € Xp = {¥Xxg,, Xp) (X, € xp). Dilucidar, 51 este grafo prefija el dlgebra de Bo-
ole. Si prefija el resultado de operaciones de multiplicacién y adicidn.

1.26. Designemos mediante (M, % M, ¢) = Ra % Ry, Ra = (M, ), Bp = {Mp, <)
un conjunto, para el cual (7., Mo)e (M, My} <~ Mo < Ma, & My, < mp,. Demostrar que:

a) Rz » Ry es un conjunio parcialmenie ordenado;

b) R, % Ry es una cadena solamente en el caso cuando R, o R consia de un elemento.

1.27. Demostrar que toda cadena es un reticuto distributivo.

1.28. Un intervalo [a, &] de un conjunto parcialmente ordenado se compone de todos
los elemenios x que salisfacen la condicidn g =< x < b, Demosirar que: a) la interseccidn

de dos intervalos es intervalo (tal vez, vacio); b) en un reticulo cualquier intervalo es
subreticulo.

1.29. Examinemos la unién del conjunio de los nimeros mutuamente simples M v un
conjunto de tedas las productos, cuyos factores son elementos del conjunto M. En esta unidn
definamos la adicién v la multiplicacidn comao célcule del minimo comiin miiltiplo v el
midximo comiin divisor, respectivamente. Verificar si la coleccian de la unidn de conjuntos
examinados y operaciones de adiclidn y multiplicacién es el dlgebra de Boole,

L.30. Demostrar que en todo anitlo conmutativa

o
@+ b)Y =a" + E : (ﬁ)a”"b’ + "
i
im ] !

1.31. Demostrar que en (odo anillo conmugativo
g"a® = g™ ", (ab)" = a"b", (@™ = a™".

1.32. Al examinar la coleccion (0, +, ‘), donde 0 + 0 = 0 y 00 = 0}, ¥y averiguar si
es un anillo; un cuerpo; un campo.

1.33, Demostrar que el nimero minimal de cadenas en la representacidén de un conjunto
finito parcialmente ordenado en forma de suma de las cadenas es igual al nimero maximal
de dlementos no comparables dos a dos,

1.34. Demostrar que en cada reticulo se tiene:

A @esbh)&cgd) ~ale g bUds efagsb)l@acc)ra<bng
b)fa < b)&(c €bdb)—aVc < b; Db~ (ve){eNc < bNc)
clfaae b)—={vo) (glde g blcok

digs & (c<dy—alc < bNd;
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1.35, Demostrar que en cada reticulo para cualesquier elementos a, b, ¢

al alUbfic s (aUbNialc)y
byaenNBUcl ZzanbUane;
clasb—alUbNe £ (@Uecn b

1.36. Demostrar que un reticulo es modular si, y solo si, para cualesquier elementos a,
b, ¢ se tiene

aftbUcNi@aUhb) = (aNc B Mg s, |

1.37. Demostrar gue un reticulo es distributivo si, y sdélo si, para cualesquiera tres elemen-
tos a, b, ¢ se tiene

aWbUaYUbNe = (ceUab}MaU k)

1.38. Hallar un conjunto de “figuras prohibidas” que pone un conjunto parcialmente
ordenado fuera de la clase de reticulos.
1L.39. Un espacio métrico es una coleccion del conjunto A con una distancia prefijada

en €l s(m., myp) entre cualesquier dos elementos m,, my € M que satisfacen las siguientes condi-
ciones: :

s{mg, mp) > 0, 8i M #= My § ${mg, ML) = 0, si los elementos coinciden;
§(Ma, mp) = s(mp, ma);
s{ma, my) + s(mp, m.) = s(mes, M) (la condicién riangular).
Prefijar una métrica en un hipercubo y averiguar lo que representa,

1.40. Demostrar que en l2 FNC perfecta del conjunto M la igualdad no se rompe, si
cambia cada operacién de unién por la de diferencia simétrica. .

L4l. ver]ﬁ':al', si la farma M{M},. M;z, M‘j} = M, I'\M; 1 MU M O M] MNALU Mz. cs
perfecta. .

1.42. Verificar, si la forma AM(M,, M, MY = MG ﬁﬁ’; UM NAM UM NOM UM, NM
e5 abreviada.

1.43. Averiguar, si se puede trasmitir una sucesién de simbolos en el canal de trasmisién
en forma de mografo.

1.44. En la clase de las formas normales de Cantor minimizar el conjunto M, dado como
la umidn de sus constituyentes: M(M,, M, M, M) = LKO, 2, 7, 8, 11, 14, 15), donde los
nameros decimales son equivalentes numéricos de vectores binarios que determinan las cons-
tituyentes correspondientes de este conjunto.

1.45. Determinar la complejidad de la forma de paréntesis minimal del conjunto M prefi-

jado per su forma normal:
M=:'l:ﬁﬂ”znMjUM;”MzﬁM;UH]nMJﬁM;ﬁM@UMiﬂ
N M, M Ms N M.

1.46. Hallar ¢l nimero de las FNC tope del conjunto

MMy, My, My, M) = My O M O M U MM N MU M 0

MM UM N M. UM, OM N M.

1.47. Delerminar el rango (nimero de constituyentes} del conjunto

MMy, Mz, ..., M) = (Ma M, \U M, NM)) N (M, NAM U
U M M M),

1,48. Haltar la FNC minimal del conjunto M, determinado en un espacio cuadridimen-
sional: M = U1 — 00, — i10, 0101, -0 -1, 0010, —01—, 0 - O — ).

L49. Determinar la disminucién de la potencia de Ja signatura de un mografo G™(AM)
que determina el conjunto M(M,;, M, M, My) = (0, 4, 6, 7, 8, 9, 11, 13, 15) después de
la minimizacién en la clase de FNC,
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1.50. Determinar la disminucion de la potencia del portador de un mografo GM{A) que
determina el conjunto MMy, M, M, M) = U0, |, 2, 3, 5, 11, 15) después de la minimiza-
cidn en la clase de FNC.

1.51. Hallar la forma de paréntesis minimal de la represemacidn de un conjunte M{M,,
Mz, M, Mi) que contiene intervalos O — OF, 01 — 1, 110—, 01 —= 0 v no contiene intervalos
I0-1, 11i—= vy 00 - 0,

Comentarios

La teoria de los conjuntos fue reconocida oficialmente en 1897, en el Primer Congreso
Internacional de Matemadiicos, en el cual Hadamard v Hurwitz dieron numerosos ejemplos
de la aplicacion de esta teoria en el andlisis matemdtico, La teoria de los conjuntos fue la
base de la creacian de los sistemas algebraicos que tienen gran aplicacion préctica en el disefio
del apoyo matemndtico de los ordenadores. A. I. Méltzev y J. D. BirkhofT hicieron gran aporte
al desarrolio de la teoria de los sistemas algebraicos. La teorfa de los modelos, cuya signatura
posee la propiedad de simetria (modelos siméiricos), se desarrolla de modo especialmente
tempetuoso. Esta clase de modelos permite considerar eficazmente el objeto investigado como
una *caja negra'. Los elementos (constructivos o funcionales) del objeto forman el portador
del modelo y su signatura determina su interrelacidn. Para prefijar los modelos de esta clase
en forma Sptima, fue propuesto el concepto de mografo, tres afios mds tarde fue “introducido”
de nuevo en Francia e identificado por el término de Aipergrgfo.

Los conceptos algebraicos son muy eficientes para proyectar los sistemas complejos de
mando, ordenadores, sistemas de cilculo y redes de los ordenadores, bancos de datos v pa-
quetes de programas aplicados. A mediados de los afdos 70 fuc becho un gran paso por el
camine de resolver el superproblema de “eawnciar qué hacer sin derallar cdmo™ Este paso
fue hecho empleando el lenguaje de conjuntos, SETL, en el cual la construccidén principal
es un conjunto que permite simular objetos complejos en el programa.

Para profundizar los conocimientos de los sistemas algebraicos, recomendamos la litera-
tura adicional enumerada en la bibliografia.



“..1a prictica del hombre, que se repite mil
miiliones de veces, se consolida en la concien-
cia del hombre mediante tas figuras de la 16-
gica. Precisamente (y sélo) debido a esta re-
peticion de mil milliones de veces, estas figy-
ras tienen la estabilidad de un prejuicio, un

cardcter axiomadtico”

V. I Lenin, “Cuadernos filosdficos”

CAPITULO 2
Légica matematica

§ 2.1. Légica de enunciaciones.

Se denomina enunciagcién una oracién narrativa, sobre la cual se puede
decir que en un momento dado es verdadero o falso, pero no es la primera
ni la otra simultdneamente. La “veracidad” y la “falsedad” de una oracién
es ¢l verdadero valor de la enunciacién. Ponemos en correspondencia a cada
enunciacion una variable igual a 1, si la enunciacién es verdadera o igual
a 0, si es falsa. Si P y Q son ciertas enunciaciones se puede formar las
enunciaciones Po @ Py Q, no Pintroduciendo las operaciones de disyun-
cion Vv, de conjuncion & y de negacion. Los resultados de estas operaciones
se prefijan por las tablas de veracidad (“disyuncion®, tabla 2.1, a; “conjun-
cion”, tabla 2.1, b; “negacion”, tabla 2.1, ¢), a cada fila de las cuales corres-
ponde biunivocamente un juego de valores de las enunciaciones componen-
tes y el correspondiente valor de la enunciacién compuesta.

Tabla 2.1, a Tubla 2.1, b Tabla 2.1, ¢
P @ |Bve P Q |P&@ P F
0 0 0 0 0 0 0 1
0 I 1 O [ 0 1 it
1 0 1 | 0 0
i 1 1 1 1 1

Las operaciones de disyuncion, conjuncién y negacién se leen como
“O7, *Y” y “NO", respectivamente.

Sefialemos las leyes principales que determinan estas operaciones:

idempotente de disyuncidn y conjuncion

aVa=aga a&ka=a (2.1)
conmultativa de disyuncién y conjuncion
avb=>bvVa akb=>b&a (2.2)

asociativa de disyuncidn y conjuncidn
avVbvel=(avb)Ve a&b&e)= (a&b)&e (2.3)
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distributiva de conjuncion respecto a la disyuncidn y de disyuncion
respecto a la conjuncion

a&bvc)=a&bvake; | 24 a)

(Nota. No ponemos los paréntesis en la expresion a& b v a& ¢, va que
la conjuncién &, como una operacion multiplicativa, es mayor que la
disvuncién (que es una operacion aditiva) y se cumple en primer lugar.)

avb&e = f(avb)&(avc) (2.4 b)
de negacion doble

a=a (2.5)
segiin De Morgan

avb=a&b, a&b =avb; (2.6)
de encolamiento

a&bva&b=a (avb)&@Vvh) =a 2.7)
de absorcidn

avVa&b=a a&lavd)=a (2.8)

leves que determinan las operaciones con las constartes O y 1:

avVl=g a&0=0 avl =l
a&l =g ava=1,a&a=0, (2.9)

Todo enunciado compuesto con ayuda de las operaciones V, &, ~ tieng
cierto valor veraz que depende de los valores de las enunciaciones compo-
entes, Cualequier enunciacién f puede ser prefijada en forma de una
tabla de veracidad. Si el valor de la enunciacién f depende de »n enun-
ciaciénes componentes xj, X2, . . ., X la tabla de veracidad contiene 2" filas.
Una enunciacion componente x; se denominara emnunciacion aidmica o
simplemente variable x; examinando con esto la enunciacién compuesta co-
m¢ una funcién f de n variables. La funcion fque toma uno de dos valores,
0 6 1, v depende de n variables, cada una de las cuales toma uno de dos
valores, 0 6 1, se denominara funcidn booleana f(x\, X, ..., X) de n
variables.

Por ejemplo, examinemos un dispositive que fija la aprobacién de una resolucién por
un comité de los “tres”. Cada miembro del comite aprieta su tecla, si aprueba la resolucidn;
si la mayoria de los miembros estdn de acuerdo, !a resolucidn se aprueba, lo que se fija por
el dispositivo registrador. E} dispositivo realiza la enunciacion fix;, xz, x1), cuya tabla de vera-
cidad tiene forma de la tabla 2.2.
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Tabla 2.2

X A X Axy, x. x3) 5 X1 Kpoxy Jix, 3, o)

cooo
==
i - B

a
1
I
1

— o —

Se puede construir el cdlculo de enunciaciones empleando las co-
rrespondientes tablas de veracidad. Con ello, es evidente que el dlgebra de
enunciaciones es isomorfa al algebra de Boole (M, Vv, &, ~ ), los elementos
de cuyo portador toman valores 0 ¢ | y la signatura v, &, ~ posee las
propiedades de operaciones de los reticulos distributivos con complemen-
tos. El dalgebra de Boole es la mds simple en la clase de las dlgebras boole-
anas; €8 una dlgebra booleana de dos elementos. El dlgebra de enun-
ciaciones y las leyes que determinan su signatura pueden obtenerse, si consi-
deramos formalmente el caso limite de reticulos: un reticulo de dos elemen-
tos, en el cual ¢Ub = b, cuando @ < b. Este reticulo se transforma en el
algebra booleana, s1 ponemos ¢ = b b = 4. Uno de los elementos del 4l-
gebra booleana es 0, ya que el dlgebra booleana es un reticulo con comple-
mentos y por esta razon segundo elemento de esta dlgebra es 1.

En virtud de [os teoremas 1.2 y 1.4, cada enunciacién y su correspon-
diente funcién booleana f{x;, x2, ..., xy) puede representarse en forma
de disyuncion de constituyentes

n

& xi,

i=
donde

“ {.x; cuando ¢; = 1,
Xi'= {_
xi cuando ¢; = 0.
Para el ejemplo a examinar f{x;, X3, Xx3) puede representarse en forma

S(x1, X2, X3} = Xpxaxs V X103 V X1X2X3 V X1X3X3.

A continuacion la representacién de una funcién booleana f(x;, x2, . . .
x») en forma de disynncion de constituyentes se denominaré forma normal
disyuntiva (FND) perfecta de la funcion fix), Xz, ..., Xn).

Llamaremos terma primaria una variable o su negacion.

El nimero de termas primarias que [levan una forma que prefija una
funcién booleana f{x;, x2, . . ., X;) se denomina complejidad L(f) de esia
Jorma,

La complejidad de la FND perfecta de la funcién f(x, xz, x3) de la
votacién es igual a 12. Disminuyamos la complejidad de esta funcion
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empleando identidades principales del dlgebra de Boole. Segiin las pro-
piedades idempotentes de la disyuncién, se tiene

S(x1, Xz, X3) = X120X3 V XiX2X3 V X1X2X3 V XiXaxs V Xixzx V X1 X2.X3.

Utilizando las propiedades conmutativa, asociativa y distributiva
obtenemos

SO, x2, x3) = (x1 V X1)x2xs V (X2 V X2)X1X3 V (X3 V X3)x 1.
Finalmente tenemos

Sx1, X3, X3) = 26x3 Ve VXX = e V) VX

A consecuencia obtenemos la complejidad L(f) de la funcién f(x:, X3,
X3), 1gual a 5.

Las funciones f.(x1, X2, . . ., Xa) ¥ fa(x1, X2, . . ., Xa) s¢ llaman ‘guales,
si sobre cada uno de los juegos binarios (oy, o3, . . ., o))
Jelor, o2, o 2oy an) = falon, 03, . . ., on).

§ 2.2. Minimizaciéon de las funciones booleanas
en la clase de las FND

Empleando ¢l isomorfismo del dlgebra de Boole y del dlgebra de conjuntos
s¢ puede aplicar con éxito el método de tablas implicantes, para minimizar
las funciones booleanas.

Examinemos con anticipacién vna descomposicion de la funcién boole-
ana flxi, x3, . .., X,) respecto a k variables (con precisidon respecto a xi.
X2 .. . Xx): descomposicion de Shannon,

Teorema 2.1. Cualquiera funcién f(x\, x1, . . ., Xa) es representable en
Jorma de descomposicion de Shannon:

ﬂxh K2y vv oy Rhy KB+ 1y o+ oy xﬂ) = V ( )ﬂﬂh T2y « s =
. por todos =1
los juegos
(G5 Tageeiy O}
s Oky Xk4 1y o ooy Xn) (2.10)

; o ; cuando o = 1,
donde 0; =0, i=1, ..., &k x'= {f’ i R
X; cuando oi = 0.
o Empleando el método de induccidn completa, demostremos que
=1+ x; = o (tabla 2.3).

Tabfa 2.3

8
]

X oy 4 X L X,

=1
o
=l
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En vez de las primeras k variables sustituyamos arbitrariamente sus va-
lores: x3 = o3, X2 =03, ..., Xk = ox”. Entonces el primer miembro de la
formula que se demuestra es igual a f(or, 02, . . ., Oks Xk+1, - . -, Xn). El
segundo miembro es la disyunccién de 2% conjunciones de tipo x7'%5", . . .

s X f(01, 02, . 1y Oky Xk 41y ... Xn) QUE SE parten en dos clases me-
diante esta sustitucién. La primera clase incluye la conjuncidn, para la cual
el juego (o, 02, . . ., ok) coincide con el juego (o1, o3, ... OL)

(01)°402)7F . . . (08)S(O1, G2y - « vy Oks Xka1y =« -
T x—‘l.}=l'l--- l'ﬂﬂl't '5&.1---: ﬂi‘; Xk +1s =« =
] # ]
oy xﬂl=ﬂ'ﬂ‘11 az, = = = ﬂ*“. xk-l--l. . oy XH);

Esta conjuncién es igual al primer miembro de la férmula. La segunda
clase incluye 2*¥ — 1 conjunciones, cada una de las cuales tiene of 3 g; por
lo menos en una variable x;, i € {1, 2, ..., k1. Por consiguiente, cada una
de ellas es igual a cero.

Entonces, en virtud de la ley que caracleriza operaciones con las cons-
tantes, a V 0 = a, obtenemos que los miembros segundo y derecho de las
férmulas son iguales entre si para cualesquiera sustitucién de las variables
Xi; X325 - -« Ap- H

Corolario. Una descomposicion limite de Shannon (k=#) de la funcién

booleana f(xi, xz, ... X,), distinta de cero, tiene forma
n
o
JSCa, X2, ... X)) = % & xi° (2.11)
por todos i=]
los juegos
[ﬂlp L PO U-)

sobre [os cuales
Sy, 0. L |

La descomposicidon limite de Shannon de la funcién booleana f(x, xa,
. .« Xu) €5 su forma normal disyuntiva perfecta.

En el dlgebra de Boole es vdlido el principio de doalidad puesto que,
como fue demostrado en el capitulo 1, ella es un reticulo distributivo con
complemento. Debido a este principio, tenemos las siguientes descomposi-
ciones duales de Shannon de la funcién booleana f(xi, x2, ... Xk
XE#1y » = 4y -an}7

segin a k variables

ke —
f{xll n? - & 5y ij xk+ Iy » = =g xﬂ} & ( v x?r' Vf(ﬂ'h Uz'l . % =y 'ﬂk,
por todos =1

los juegos
(Ell

Dpo--rp Og)

A x,,;.); (2.12)
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la decomposicion limite dual

H
Mmoo = & \/ E"") (2.13a)
por lodos I=1
los juegos
(@1, ... .,
T}
sobre los

cuales fia.,
iy ean

0 D'.]En

La descomposicidén limite de Shannon de la funcién booleana fix,, . . .
X2, ... Xn) €5 8U forma normal cojuntiva (FNCj) perfecta,

Ejemplo 2.1 Construyamos las FND y FNC) perfectas de la funcién booleana f(x, ¥z,
x:) prefijada segin la tabla de veracidad {tabla 2.4).

Tabla 2.4
Xy Xz 0 Jlx, X2, Xx35) X Xy X Jex, Xz, x3)
0 0 0 1 I 0 0 0
O 0 1 0 P 0 1
1 0 1 1 1 0 0
D 1 1 0 1 1 1 1

n
Las FND y FNCj perfectos de esta funcidn tienen, respectivamente, la forma

I ey

flxy, X1, X3} = XXX V XiXaxs V XiXaxs V X XXy,
JOa, x3, X3) = (0 Ve V) v a v Vi vi)
(W X3 Vo,

En adelante se considerara la teoria de la FND, de la cual es facil cons-
truir la teoria de la FNCj basdndose en el principio de dualidad. -

Prefijemos una funcién booleana f(x,, x2, Xz) con ayuda de un hipercu-
bo, a cada vértice del cual le corresponde biunivocamente un juego binario
(o1, 02, . . ., 0,); lOs vértices estdn ordenados por niveles: el i-ésimo nivel

" H L] L] - L
contigne ( ) vértices, a los cuales les corresponden los juegos binarios
i

que contienen i unidades; los vértices se unen por una arista, si sus juegos
binarios correspondientes se distinguen en un, y sélo en un, orden.
Los juegos binarios se prefijan con frecuencia por equivalentes decima-
L]

fes (o1, 02, . . ., on) = 2, 02"~ 'y la funcidn booleana, por la enumeracién
i= |

de equivalentes decimales que corresponden a las constituyentes (a las con-

junciones de la descomposicion limite de Shannon). Por ejemplo, f(x;, x2,

)i = v(0, 1, 2, 3, 7) (tabla 2.5).
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Tabla 2.5
Equi- Equi-
valen- X X2 X3 ‘i “l’}”' vlen- X Xz X3 s, X2, )
te decimal 3 te decimal
0 0 L] 0 | 4 i D 0 i
| 0 0 1 1 5 i 0 1 i}
2 ] 1 0 1 (3 1 1 0 0
3 ] 1 l i | 7 | | 1 1
Los vértices, en los cuales f{xi, X2, . . ., Xa) = 1 v que forman un hiper-

cubo engendran el intervalo unitario de esta funcién. Un intervalo unitario
[. de una funcién booleana f se denomina maximal, si no existe ningun
intervalo unitario Ip que incluve L.

En el ejemplo dado los intervalos unitarios son los conjuntos de veérti-
ces: [0}, (1}, [2}, (3}, (7}, [0, 11, {0, 2], {1, 3}, {2, 3}, (3, 7}, [0,
I, 2, 3}; los intervalos maximales son {0, 1, 2, 3}, (3, 7].

La conjuncién que corresponde al intervalo unitario maximal de la fun-
cion f se denomina implicante simple de esta funcion:

(0, 1, 2, 3} & xi, {3, 7] © xx;.

Prefijaremos un intervalo unitario por la enumeracién de vértices vy,
también, con ayuda de una sucesién de simbolos 0, I —, donde €l guidn
significa que en la conjuncién estd ausente la variable correspondiente: {0,
11 2? 3! =0 - T IEF Ti & will,

La disyuncién de todas las implicantes simples de una funcién booleana
s¢ denomina FND abreviada de esta funcion.

El paso de la FND perfecta a la abreviada es univoco y se realiza emple-
ando la comparacion de dos a dos entre las constituyentes de los niveles
vecinos (cuyos ntimeros difieren en unidad).

Tienen gran importancia las funciones booleanas débilmente definidas
Jilxy, Xz, ..., x;) que poseen las siguientes propiedades:

I} el numero de variables # es grande;

2) la potencia de la unién de las regiones unitaria ¥; y nula Vp es mucho
menor gue 2", donde estas regiones se forman mediante los vértices, en
los cuales la funcién es igual a 1 y 0, respectivamente:

3) las regiones unitaria y nula se prefijan por los intervalos
correspondientes,

El conjunto de los vértices de un hipercubo, sobre los cuales una funcién
es igual a 0 y que forman un hipercubo, se denomina intervalo nulo. La
FND abreviada de las funciones débilmente definidas se construye con ayu-
da de la tabla de distinciones.

Llamase raebla de distinciones una tabla bidimensional de orden
n X |Vy|, a cada fila de la cual le corresponde biunivocamente un orden
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del intervalo unitario, que se examina y a una columna, el intervalo nulo.
En la interseccion de la /-ésima fila con la j-éstma columna estd el resultado
de la operacion:

0®0=0, 1®0=1 -B0=0,
0@l1=1, 1®0=1 -=-31=0,
0®-=0 1B-=0 -@~- =0

con la particularidad de que en calidad del primer argumento se toma el
valor del i-ésimo orden del intervalo unitario y del segundo, el valor del
i-ésimo orden del intervalo nulo correspondiente a la j-ésima columna.
La formacién de intervalos maximales se reduce al cubrimiento de las
columnas por las filas de Ia tabla de distinciones. En efecto, los intervalos
maximales en las funciones débilmente definidas constan de los vértices
de las regiones unitaria e incompletamente definida. La unidad en una
célula (f, j) de la tabla de distinciones muestra que si dejamos ¢l i-ésimo
orden en la conjuncidn, el j-ésimo intervalo nulo no se incluye en el hipercu-
bo que corresponde a esta conjuncién. Por consiguiente, ¢l cubrimiento
de Ias columnas por las filas engendra un intervalo maximal de la funcién
booleana débilmente definida, que se examina.
Ejemplo 2.2. Consideremos como se halla la FND nunimal de la funcién booleana
[1 en los intervalos 0-0-0-0, 11 -0-01, 0— —001L—,
i by B, PR o} I ,
0 en los intervalos 10=0-01, 00= —10~, 110f-0~-,
o una funcién prefijada con avuda de equivalentes decimales de los elementos minimales y

maximales de los correspondientes intervalos que se obtienen sustituyendo los cédigos nulo
00 ... 0 v umitario 11 ... 1 en vez de guiones,

1 en los intervalos (Q, 42), (97, 117}, {2, 51)%
fm--ﬁr F!llx‘lr.}= g
0 en los intervalos (65, 85), (4, 29), (104, 109).

Formemos un conjunto de intervalos maximales (/. |, que contienen un intervalo uni-
tario (0, 42), por la tabla de distinciones {tabla 2.6, @), cuyas filas se identifican por las letras
abocdegh

Tabla 2.6, a

Intervalos nulos

Intervale unitario

{65, B3) {4, 29)  |(104, 103)

Tgom RN R
sl olol s
- OO0 o~
(o W B = I e T T
CoD DO —
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Forma normal disyuntve [FVE]
a8 La Tumcion £1%y, Ks, .o ln)

PLATETED (38
! .ﬂ'a’::‘mcigng: 4
Exn a'd'r.gﬂﬂa’ﬂ a2
o Femoeom

£ Xy, ophirr)

E#&rfm:?gfa 55 ”% Eabla

das FND tope g (o
Funcion Fia, Xy, ... da) Fig. 2.1

Al emplebar el método de Petrick hallemos todos los cubrimientos de esta tabla (o v &)
ea = ge. Tenemos un cubrimiento gque corresponde al intervalo maximal 0 — — - 0 - =
(D, 59), al cual le corresponde la implicante simple xxs.

De modo analogo hallamos conjuntos de intervalos maximales que contienen los demds
intervalos unilarios:

[7 5 2 97, UD] = (32, N9} — 20X,
(£, D2 S1)) = |(0, 59), (2, 123)] * xuxs5, XaXs.

Como resultado se ha obtenido la FND abreviada de la funcién boole-
ana f(x1, X2, . . . x;) que va es completamente definida. La region unitaria
7, de la funcién f contiene la regién unitaria ¥, de la funcién £ ¥ D Vi,
la region nula ¥V, de la funcién f comprende la regidn Vi de la funcién
_J-",,_. ‘?u =) V{f:

ﬂxll B, i S x'-"} i EIES v.ﬁi::: WV XsX5.

La formacién de los intervalos maximales v la construccion de la FND
abreviada de la funcion fes la primera etapa de la minimizacion en la clase
de las FND. La segunda etapa es el paso de la FND abreviada de la funcion
J a la FND tope de esta funcién (fig. 2.1).

Se llama FND tope de la funcidn booleana f(xi, Xa, . . . x») una FND
que no determina la funcién fcon una exactitud de region incompletamente
definida cuando se elimina aungue mds no sea que una terma primaria
arbitraria x”. La FND tope de una funcidén booleana se obtiene como re-
sultado del cubrimiento de las columnas por las filas de una tabla implican-
te (una tabla bidimensional, en la cual a cada fila le corresponde biunivoca-
mente un intervalo maximal, v a cada columna, un intervalo unitario,
mientras que en la interseccién de una i-ésima fila con una j-ésima columna
se encuentra 1, si el j-ésimo intervalo se incluye en el i-ésimo intervalo maxi-
mal, en el caso contrario en la interseccion se encuentra 0).



§ 2.3. Completitud E&i

Construyamos una tabla implicante para el ejemplo considerado {tabla 2.6, b).

Tabla 2.6, b
b s Intervalos unitarios de la funcion f
maximales de la
luncién J {0, 42) (97, 117) {2, 30
(0, 59) 1 0 I
(32, 119) 0 1 o
2, 123) 0 0 :

La rabla tiene un cubrimicnto que 5¢ forma por la primera v la segunda filas, Este cubri-
miento engendra la FND tope de la funcidn fx, X2, ... X7) = XX V Xaxy.

Tedricamente, cuando n — =0, el niimero de las FND tope de la funcién
booleana f(xi, x3, . . ., Xx) crece como el mimero de todas las distintas fun-
ciones booleanas de n variables 22°. De modo préactico el nimero de las
FND tope aumenta con mds lentitud que 2*' a costa de un gran nimero
de los vértices incompletamente definidos del hipercubo. El sondeo de todas
[as FND tope de la funcion booleana f determina la seleccidon de la FND
minimal de esta funcidn.

En el ejemplo a examinar existe una FND tope; por consiguiente, es
la FND minimal de la funcién fxi, x2, ..., X7);

fla, b, ¢ d) = adV bc,

donde g = xa1, b = x3, ¢ = x4, d = xs. Contando con esta definicion suple-
mentaria, la funcién depende de cuatro variables.

Una funcidén booleana obtenida de la funcion f{x, x, . . ., X} fijando
una /-ésima variable, 7€ (1, 2, . . ., n], llamase residual. Si x; = 1, la fun-
cion residual se denomina wnitaria, si xi = 0, nula.

La funcidn booleana f(x;, X2, ..., Xn) depende insustancialmente de
la i-ésima variable, si sus funciones residuales respécto a esta variable son
iguales.

§ 2.3. Completitud

Cualesquiera enunciacién compleja puede representarse en la forma de una
expresion que contiene enunciaciones simples (variables) x;, operaciones de
disyuncion, conjuncidén, negacidén y, tal vez, paréntesis (,). Consideremos
qué propiedades deben satisfacer las operaciones por cuyo medio se puede
expresar cualquiera enunciacién compleja.

Simularemos la conjuncién y la disyuncidn por la conexion en serie
y en paralelo, respectivamete, de los elementos clave (para la exactitud: se-
miconductores), simularemos la negacién por la insercion de carga en €l

5—6b/7
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[

Q fab.c,d)

é‘ o]

a £ b Fig. 2.2

circuito colector del transistor. Entonces la funcion booleana, obtenida a
fines del parrafo anterior, se realiza en forma de un moédulo integral con
el circuito de sustitucidén representado en la fig. 2.2. Designemos la opera-
cidon que se realiza por este elemento mediante o (g, b, ¢, &) y consideremos
el algebra de enunciacién de tipo (M, a ), donde M son las enunciaciones
logicas y olg b ¢ d) = adV b

Establezcamos, si se puede representar cualesquiera funcién booleana
Jlx, x2, . . ., xa) en forma de superposicidn del sistema S = [ 0], como
lo es posible en el caso del sistema [v, &, ~ 1.

Lldmase superposicion del sistema § = {¢(x1, X2, - . . X&), @2(x), . ..
Cen X2y e X e o @iy, Xa, .. . x%,) cualesquiera funcidn f obtenida:

a) de ¢ix, X, ... Xx) cambiando las denominaciones de las va-
riables, ¢; € §;;

b) sustituyendo algunas variables de una funcion e.(xi, x3, .. ., Xk.)

por las funciones gilxi, X3, ..., X&), Yo G €S,

¢) aplicando repetidamente los puntos a) v b).

Un sistema S se llama complefa en Py, si cualesquiera funcién f, f€ Pk,
es representable en forma de superposicion de este sistema v se denomina
base, si la completitud de § se pierde, cuando se elimina, por lo menos,
una funciéon, donde Pi es una ldégica de & signos.

Expresemos la disyuncién y la negaciéon mediante o0 (4, & ¢ d); enton-
ces, debido a la descomposicion de Shannon y la ley propuesta por De
Morgan, cualquiera funcién booleana f(xi, Xz, . .., Xa) puede expresarse
por medio de S = {o }:

«=0 (o, @ o, a);

avf=oaaVBA= o B, 8, o) =

n [ﬂ{ﬂ-‘l ﬂl ul ﬂ}! B‘l D(ﬁt ﬁ'l ﬂ! ﬁ}i n{ai ai u'l a}}'

En el caso general para establecer la competitud de un sistema S de

funciones booleanas fi(S en P:) se utiliza el criterio de completitud de
Post—Yablonski.
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Definamos con anticipacion cinco clases de funciones booleanas.
Llamase clase Ko de funciones booleanas fi(x\, xa, . . ., Xn) Gque conser-
van la constante O un conjunto de funciones de la forma

[filxs, x20 o - o Xn)/ S0, O, ..., 0) = 0],

Se denomina clase K, de funciones booleanas fi(x:, X2, ..., Xx) que
conservan la constante 1 un conjunto de funciones de la forma

Ehi00 0 vy PG L v 4 ) =T

Tomando como ejemplo el sistema S = [ o ] examinemos los tests de reconocimienio
de funciones que poseen ¢stas propiedades:

ﬂ{ﬂ'. br ﬁ d:l - EU#E,
(0, 0,0, 0 =00v00=1v0=1 o b ¢ d €K,
o(l, L1, D=1livil=0v0=140, o(a b c ek,

Se llama clase Ky de funciones booleanas lineales fi(x1, Xz, . . ., Xa) un
conjunto de funciones de la forma

(SiGers X2y « oo X i1, X2y 2.0 X0) = G @ Biaxi ],
=0 hi=1L 23 oo

donde @, », son los signos de la operacién “‘adicidén segin el modulo
dos™:

0&0=0,01=1,120=1;1H1=0

Establezcamos si la funcidn booleana oia, b ¢, d) cs lineal,

Supongamos que ésta es fineal y, por consiguiente, representable en la forma

Oia, b, o d) = 6y @ G @& b @ e @ cad.

Hatlemos coeficientes incégnitos Co, oy Cy ey €y Pactiendo de la suposicién de linealidad
de esta funcion. Fijemos un juego Q000:

o, 0, 0, 0} = 1,

G ® el @ ol @ ol @l =, 6o = |

De manera andloga definamos los coeficientes ¢z, €3, €., Ca, fijando respectivamente los
juegos 1000, 0100, 0010, 0001, Tenemos:

a(l,0, 0,0 =10v00=0v0=10

1Pl B0 Pal@esd=13c,

| @ ea=0 00 =1

00,1, 0,0 =0-0v1-0=1v1=]

1 RI10BP el B DD = 1| @ 6,

1 @a=1a=10

a0, 0,1,0 =0-0v01l=1v0=L

1 B10R0OBc 1l Dcal=1De,

I@f¢=1, =

5
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G0, 0, 0, 1) =0-1v0-0=0v0 =0,

1@ 1-0@0-0® 0:0@ el =0,

l®Bca=0 co = 1.

De modo definitivo obtenemos

g b, c d=1a®@® d

Esta igualdad no se mantienc en cada uno de los demds 11 puntos. En efecto, en el punto
(1, 1, 1, I) tenemos -

a{l, , L, }=1-1v1-1=0v0=0,

1@1@1=10=L

Por consiguiente, la suposicion hecha es invdlida. La funcién o{a, & ¢ ) es no lineal:

Bla b ¢ d)d K.
Se denomina clase K; de funciones bocleanas autoduales fi(xy, Xz, . . ., Xz) un conjunto
de funciones booleanas de la forma

Lﬁ{:h Kis = v ooy xﬂ}{f{-‘h B o PR T -Irrl_] = _?:'[-;!p Ilp w8 = -_r.t}.,!.-

Consideremos la propledad de autodualidad de Ia funcién booleana o(a, b, ¢ ). Cons-
truvamos una tabla (1abla 2.7) 2 x 2"{n = 4) gue en la primera fila tiene equivalentes decima-
les correspondientes a los juegos (@, & c, ), en la segunda, valores de la funcidn al(a, b,
¢, d) que corresponden a estos juegos,

Tabla 2.7
0 1 213 |al5|6|7[B|%]l0 H |12 13 14 i5
1 0 Ljoj1{tL|1jojojo]1 0 1 | o 0

Una funcién es autodual, si sobre cualquier par de juegos contrarios
{juegos para los cuales la suma de sus equivalentes decimales es igual a
2" — 1) la funcidén toma los valores contrarios,

La funcién U(a, b, ¢ d) no es autodual: TI(7) = C1(8).

Se denomina clase K., de funciones booleanas mondtonas fi{xi, xz, . . .
.« »s Xn) Un conjunto de funciones booleanas de la forma

] L ] W,
I.f:(x]'l- X2y » v oap In}ftﬂ], O3y o s 4y al’:} ; {ﬂrlr O2y » a2y Jﬂ) o
* s L] L] L
Sloiza, i=12, ..., n= Ao, o2,. .., 0a) 2 flon, o2,. . ., o)},
Para realizar los tests de monotonia de la funcién (l{a, b, ¢, &) construiremos un hipercu-

bo y analizaremos la distribucidn de valores de esta funcién en £l (fig. 2.3), Si existe al menos
und arista, a cuyos fines se les ponen en correspondencia los juegos binarios

(o1, 02, .+ ., On) ¥ (o1, 02, . . ., 0a) de tipo
(o1, 02, . . ., 0a) 2 (o1, 02, - . ., 0n), Dara los cuales
Moy, 01, . .., 0a) < fioy, 03, . . ., Ox), tal funcidn

booleana no es mondtona. En otras palabras, en el hipercubo existe por lo menos un 0 que
cubge |.
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%

La funcidn booleana a examinar (g, & c &) no ¢s mondiona (fig. 2.3):

rl.l"' nl ﬂ'l ﬂ) ; {ﬂl ﬂ:- l:Il ﬂ]m
S, 0, 0, O) < A0, 0, 0, 0).

Fig, 2.3

Criterio de completitud. El sistema S de funciones booleanas f; es
completo si, v solo si, se cumplen cinco condiciones: exisien una funcion
fi€ S gue no conserva la constante cero: f; # Ko, una funcidon fi € § que
no conserva la constante unidad f; € K\; una funcidn no lineal, una funcion
no autodual y una funcidn no mondtona en el sistema S.

Al usar el criterio de completitud v el método de Petrick en P; cons-
truiremos las bases posibles con operaciones cero-, mono- y biddica.

Construiremos todas las funciones booleanas de dos variables (tabla
2.8).

Tabia 2.8.

Variables Funciones booleanas

X1 X2 H|hillaih|L|LllH B io (| Hz | S | fis Jis

0 0 OlojojojojO0|DjOl1I]|1] 1 1 I 1 1 1
0 1 Olojejo |t |11 11Q)10| O 0 1 I 1 1
1 0 clojrj1jo0(0]l1]1]|0([0] 1 1 0 0 | 1
I I oi1i1011 1011101110111 O 1 0 1 0 1

El indice i de una variable funcional f;, i =0, 1, 2, ..., 15, es igual
a un juego equivalente decimal de valores de esta funcion leido de arriba
abajo. Sefialemos estas funciones booleanas.

L™
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La funcién fo(x:, x2) = 0 es la constante cero.

La funcién fi{x;, x2) = x1x; es la conjuncion.

La funcidn filx, ) =xixm =x Vo =X — X3 = X P es la coim-
plicacion izquierda (se lee “no si x;, entonces x»"”, el prefijo co proviene
de la palabra latina conversus que significa inverso).

La funcidn fi(x1, x2) = xi10: V.ax = x.

La funcién fa(x, ®m)=xmm=xiV=xi+<xx=x14x es la

coimplicacion derecha.

La funcion fs(x;, %) = x,x& Vxixz = Xz.

La funcidn fs(x1, x2) = xix2 Vxixz = x1 ® x2 es la adicion segiin el mo-
dulo dos o la funcién de no eguivalencia.

La funcidén f7(x;, %) = X Vx2 es la disyuncidn.

La funcidn fi(x, %2) = xixa = xi VX2 = x°x3 es la funcidn de Webb.

La funcién folxy, ) =xeVxxa =xox es la funcién de
equivalencia.

La funcidn fio(x, x32) = xg es la negacidn

La funcién fii(x;, ) =xiaVxnevang =XV =x —x es la
implicacidn derecha (se lee *'si x3, entonces x,").

La funcién fi2(x6, x2) = x, es la negacion.

La funcidén fia(x, x) = XaVXXeVne = gV =x—x e la
implicacidn izquierda (se lee ‘'si xi, entonces x;").

La funcién fis(x, ) = xeVan Ve = Vi = X | x2 es la fun-
cion de Sheffer.

La funcidn fis(xi, x2) = 1 es la constante unidad.

Para engendrar todas las bases en P; construiremos una tabla bidimen-
sional (tabla 2.9), a cada fila de la cual le ponemos en correspondencia
biunivoca once funciones (no consideramos las funciones £, fi, fs, fio, fi1),
a cada columna le ponemos en correspondencia una clase: Ky (Kp son las
funciones que conservan la constante cero), K; (K; son las funciones que
conservan la constante unidad; Xj (K) son las funciones lineales); K. (K.
son las funciones autoduales); K, (K son las funciones mondtonas) y en
la célula (4, /) ponemos 1, si la i-ésima funcién no pertenece a la j-ésima
clase, en caso contrario dejamos la célula (i, j) vacia.

Tabla 2.9
Clases
Identificador Funciones

de la fila A K K K. Ke
a 0 1 l
& i | i
C 2 1 1 1 1
b & 1 1 |
e 7 | 1




§ 2.3, Completitud

7l

- Clases
Identificador Funciones
de la fifa ¥/
IE'Flfl- Kl -ﬁll fa Km
g 8 1 1 1 ! i
i 0 1 1 |
m 12 1 | 1
n 13 | 1 1 1
2 14 1 1 1 | I
r 15 | i

Por medio del método de Petrick, transformando la forma multipli-
cativo-aditiva en la aditivo-multiplicativa engendramos todos los cubri-
mientos de las columnas por las filas de esta tabla:

(gvkvmvavpvravevdvgvmvp)Xbvevevgvnvpl &
&{avbvevdvevVegvVkvavpvrilevdvegvkvmvnyvp)=
(gvakvkcvikdvmvanvenvdnNpvarvervrd)&
&bvevevevavplevdvVgvkvmvnvp) =
(evakvkevkdvmvanvVenvdnVpvarvervird) &
&{cvegvnvpvbdvbkvbmvedVekVem)=
gevpvVabkNkevanvenvdnV akeV kbdV ked v

V mie maN bmN meVerVrbdvired =
=gVpvkevanVenvdnVvmeN mnyv bmvmeVv

Vv crV abk Vv ake v kdb V ked v rbd v red.

Cada uno de los cubrimientos obtenidos m; engendra la base Bp

™
w2

3

= f{g] = By = {+] es la base de Webb;
= [pl © B = {|] es la base de Sheffer;
= [k, c] « By = [ o},

w3 = [a, n} o By=1—, 0 ) es la base implicativa;

ws = [ n] < By = {—, ¥,

Tp = [dr J’I] © B = {—, @}:

mr={m, ¢}~ B, = |¥ 7} es la base coimplicativa;

75 = [m, n}+ By = [—, "} es la base implicativa;

o= (b m) e« By = &, ~ | es la base conjuntiva de Boole;
mwo = {m, e} « Bio = |V, " | es la base disyuntiva de Boole;
7= {¢ r]l = Bu= (¥ 1] es la base coimplicativa;

2= [a b k} + By = {02, & 0);

T3 = [a, k, e] «» Bz = [oo, V, 0);

Te = [k b d} o Bua={®, & o};
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Tis={k e dj~Bs:s={®, Vv, o};
wig = {rn b d) = Big={®, & 1) es la base de Zhegalkin;
mT = [f; A d‘i HB]T’ = [&)1 1""'I‘l'll l}‘

Quedan obtenidas 17 bases, en cada una de las cuales no se puede quitar
ninguna funcién sin perder la completitud en Ps.

En la base {v, & T~} a cualesquiera enunciacién compleja le co-
rresponde una enunciacion equivalente en cualesquiera de estas bases.

Por ejemplo, en la base implicativa [ —, ~ ] a la enunciacién “no a
0 by ¢” le corresponde la enunciacién equivalente “‘si @, entonces no si
b, entonces no c".

aVbc=a—bc=a-bvc=a—(b—ec)

La realizacidon técnica de las funciones badsicas puede tener por funda-
mento el empleo de distintos fendmenos fisicos, por ejemplo, la implicacién
y la coimplicacidon se basa en los fendmenos magnéticos y las funciones
de Sheffer y Webb, en los fenémenos de semiconductores.

De acuerdo con las normas estatales de la URSS 2.473-72, los elementos
basicos se representan graficamente en forma de rectangulos, en los
cuales las entradas inversas y la salida se representan como circulos no rava-
dos y se pone encima 1 si la cépula exterior es la “disyuncién”, y &, si
lo es la “conjuncién”, excepto la adicidén seglin el médulo dos (entonces
encima se pone M2) y la equivalencia (que se designa por =) (fig. 2.4,
@). Los elementos mas complejos se representan graficamente en forma de
composiciones de los elementos enumerados a base de la representacidn

° | Constante Hagac.;'d;ﬁ' Disgune: g ;:‘gn_,:.:mwﬁn Efementa Elermenito
Efemenia g Webd agshatier
CECE £ v x X i
XYy ey
7 7 - 7 - & 7 i .
Designg- | @ X X ¥ X ¥
etdn | == ™ = = '
¥ Y = 4 Y
vy cignx&y |2 x-y X o if crndad
7 .. - = a Llr
{\Pesigaa-| x X & " i x| = y J F.4
cign — = = — | — e =
| | ¥l
¥ v y ¥ ¥
a) g

Fig. 2.4
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de una funcién booleana realizable en forma de una FND 0 una FNCj.
Por ejemplo, el elemento examinado antes U (a, b, ¢, &) puede ser represen-
tado graficamente en forma de un rectdngulo (fig. 2.4, b) que corresponde
a la FND de la funcion Li{a, b, ¢, d) = ad V bc.

§ 2.4. Sintesis de los circuitos ldgicos

Examinemos la sintesis de los circuitos l6gicos en una base prefijada,

Demos el método de simulacién directa de las copulas v, &, = con
ayuda de las copulas de la base prefijada.

1. Para una funcién booleana prefijada se halla su forma de paréntesis,
optima en el sentido del nimero de cépulas v, &, ~.

2. Se expresan las copulas cldsicas v, &, ~ en forma de una superposi-
cibn de la base prefijada.

3. Se ponen los resultados del punto 2 en la expresién obtenida en el
punto 1 marcando con trazos en esto las uniones de los blogues que simulan
v, & ~ en la base prefijada.

4. Al analizar las uniones y utilizando Ia ley de doble negacion, se elimi-
na la redundancia del circuito l6gico.

Ejempio 2.3. Sintetizar un circuito légico que realiza una funcién booleana

I : 1 sobre —0 — 10, 10 — 11, 0 — 101,
lrll hl x:l: x‘ -tj =
j 0 sobre 1 - 10—, | — 001, 0 — 100

en la base B = [—, ).

1. Al cubrir las tablas de distinciones (iabla 2.10, hallemos la FND abreviada de una
funcion booleana completamente definida f, cuyas regiones unitarias M, y nula M), incluyen
respectivamenie regiones unitaria y nula de la funcidn dada £ /D 1.

La FND abreviada de la funcidn f tiene siguiente forma:

ﬁxt, Xy iowey X5) = Mg Ui’..r;.

2. Expresamos las cdpulas v, & ~ por medio de tas de una base implicativa:
a=a—0,

avb=avb=g—=56b=_(a—0 5

-EHIREE O

ab=avb=aga—-b=a—-b-+B={@a—~H—0)—+0.

Tabla 2.10
Intervalos de fa regidn nula de la funcion f

Intervalos de la regidn

unitaria de la funcidn § | — 10 — | — 001 0 — 100

ern —_ 0 { 0

Xz 0 0 0 1]

o —_ 0 0 0

X4 ] 1 ] i

X5 (1] (E 1 0
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Intervalos de la regidn nula de la funcién §

Intervalos de la regidn
unitaria de la funcida 5 | — 10 — | — G0l 0 — 100
Xi l 0 0 1

Xz 0 0 (i} (H
—_ — 0 { 0
Xs 1 1 i 1

X3 1 0 0 1

x 0 1 1 0
-— — 0 0 0
X 1 0 i 0
X 0 0 0 LU
X5 1 0 0 1

El punto 3 es realizable en forma de un grafo con vértices ponderados, —, [ xi, 0 (fig.
2.5, a). En la base dada la ley de doble negacién puede representarse como en la fig, 2.5, b

Eliminando la redundancia, obtenemos el circuito logico S (fig. 2.5, c).

El método descrito de sintesis puede aplicarse con éxito para proyeciar circuitos simples.

Examinemos una serie de métodos de proyectar circuitos. La eficiencia
de cada uno de ellos aumenta en comparacion con los anteriores.

El método de cascadas basado en la descomposicién de Shannon

f':.x'[, . 1 -x;t-l-ll " w oAy xﬂ)=

&
i
= V &x‘ﬁﬂl’ ﬂl, T Ekt xk-*—l,, = % =y xﬂ],
fll"i‘fﬂlji!f,ﬂ]’l ll'Il

permite, al existir los bloques de exclusién de k variables, reducir la realiza-
¢idon de una funcién booleana de n variables a la realizacién de una funcion
de n — k, k = 1, variables. A su vez, la dimensién de funciones residuales

for, 02, -« o, Ok, Xie sty - . ., Xn) puede bajarse a su vez al excluir £ variables,
Jo’-—-«}T 'r ¢ | oo /
e— [
a &
&Y P
] F]
&) £l
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etc., hasta que las funciones residuales tengan la forma simple y su realiza-
cién no sea dificil en la base prefijada.

La complejidad de funciones residuales depende del grado de exclusion
de variables en una funcién booleana dada fix;, x3, . . ., xx). El nimero
de todos los posibles procedimientos de exclusion de variables aumenta de
modo combinatorio. Por ejemplo, si utilizamos s6lo los blogues que exclu-
yen una misma variable en cada nivel, ¢ste numero es igual a n!. Empero,
en todo nivel se puede excluir tanto una misma variable como también dis-
tintas; luego, a cada paso se puede excluir diverso niimero de variables (una,
dos, tres, etc.). Escoger una exclusion optima de variables mediante el son-
deo de todos los procedimientos de exclusidén e€s un proceso gue requiere
trabajo de mucha laboriosidad.

Una exclusién éptima se busca empleando criterios heuristicos uno de
los cuales se basa en el empleo de la nocion de la derivada de una funcidn
booleana.

Derivada de primer orden gf de la funcidn booleana [ respecto a una
variable x;
af ,
o =fxn, 0, o o0 Xim1, 1, .. X)) @S0, X, ..
AL T | N L {2.13b)
donde flxi, X2, .. ., Xi-1, 1, ..., X») €5 una funcion residual unitaria; f(x,,

X3y .0 o Xi-1, 0, . . ., Xa) £s una funcion residual nula; aqui y a continuacion
@ es la suma segin el médulo dos. Una funcién residual unitaria se obtiene
después de hacer una variable x; 1gual a la unidad, una funcién nula resulta
después de hacer x; igual a cero.

de la funcion booleana

Ejemplo 2.4. Calculemos la derivada

ﬁXIt A2y x]}l! e V{ﬂt 'dp ?:'

donde 0, 4, 7 son los equivalentes decimales de juegos binanoes, sobre los cuales la funcion
fes igual a 1,

B‘x.

fixu X2, x3) = XX V xixaxs.
Segan la definicion,

af

— = (ox V an) ® oy =
ﬂ.t'|

= ix:.x:; V Xaxs) & Xax V

V (s V xaxs) & oy =

=(xax3 vV n)in V ) v

Ve V xa)0a V ) & xoxs = 00X, _

Una derivada de primer orden T’:?% de la funcién booleana fix, ...

.. . Xn) determina las ¢ondiciones, para las cuales esta funcidn cambia su
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valor cuando se conmuta la variable x; (el valor de x; se sustituye por su
contrario).

En el ejemplo considerado la funcidn f{x|, x2, x3) cambia su valor ¢ por olo — o}, 0 = 0,
1, al cambiar el valor de la variable x;, ¢ = o, bajo la condicion de gue la conjuncidén xux
tome el valor de “verdad™, o sea, x3 = x3 = 1,

Se d ina derivada mixta *f ;

enom X, T 8 de la funcidn booleana

S una expresion de la forma
a*f

axflaxf: . 'axihlaxﬁ

d a-1r 21
= A4

ﬂ.'fh( O OXL oo OX oS ( )
La derivada mixta de orden k& s se calcula aplicando

ax; 90X, . . . dxy,

la relacion (2.13) k& veces y fijando las variables x;,, X, . . ., X;, (no tiene
importancia el orden en que se fijan las variables).

K
La derivada de orden k 30k L =) de la funcion booleana
Xivs lu CEL L] L

M, x2, ..., Xq) respecto a las a variables xi,, Xi., ... X, determina las
condiciones, para las cuales esta funcion cambia su valor sustituyendo si-

multaneamente los valores de las variables x, x, ... Xi.
# L} akf
Segin Bochmann, la derivada de orden k de la
a(xfn ¥ xh_}
Juncion booleana f(x1, xz, . . ., Xa) respecto a las variables xi,, xi,, . . ,, x,

es igual a la suma segun el modulo dos de todas las derivadas de primer

orden, de las segundas, !as Ierce'm.s v las k-ésimas derivadas mixtas fijando
las variables xi,, xi., ..., Xi:

akf
ﬂ{xh. xf:y & o8 wg xl_..} axf Eﬂ a'..ﬁﬁx:;
LT #]
af akr
® E X 0X;0Xs ®...® 0xi, 0Xiy . . . BX;,
iJj.5

I iR, jms

E % sversriy B wwls (2.15)

Ejemplo 2.5. En un circuito légico que realiza la funcidn booleana flx,, X,
X1} = Xyx3 V xyx5, detezminemos las condiciones de conmutacién de un canal de salida fcuan-
do se conmuta cada canal de entrada, se conmutan simultaneamente el primer canal y el
segundo, v, al mismo tiempo, los wres canales xy, x3, x.
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Tenemos:

ol - <.
..?L_x: vV X, -sz,@xlxgz.xltl @ x3) = X,
g axg

i =@y =x{(n®l) = X1X2.
daxs

La condicidn
aa

= | e35 la de conmuiacién del canal de salida f cuando se conmuta

el canal de entrada xy: 1 en caso de alimentacion del segundo canal 6 0 en caso del tercero;
para la conmutacidn del primer] canal v, de o 2 ala = a), el canal de salida se conmuta de
o aofe = ¢, ¢ = 0,1). El canal de salida f se conmuta, ¢ — o, cuando se conmuta et canal
de entrada x3, o=+ o, si Xy = x3 = 1, ¥y f se conmuta ¢ = g, cuando se conmuta x3, ¢ —* o,

para x; = 1, x3 = 0, o = (,1. Luego hallamos:

o . ar -
Wdxa ﬂn(axu) Y

l T
0 w5 ¥ o 3 _pevige

dxy, x1) dixy dxz dxydxs
@xaxn®xn = (xvis ® i ‘.':"_'] 1} =
=(aVn)®xno = (Vo) &anV
V{rﬂ-fxa]&xnx:- (X2 v Xahlxy V X35} V
V Xaxs & XX = X3V Xixa V nnax =

— }jVIjI‘,#,"h";prz.

El canal de salida f s¢ conmuta con cualquiera conmutacién simultdnea de los canales
de entrada x;, x3, cuando x;3 = 0, e independientemente del estado del canal de entrada x,,

cuando x; ¥ x3 s¢ conmutan de 1,1 a 0,0 o de 0,0 a 1,1. Determinemos

af
a{xh 5 :‘-3}
air i af
dxy o - oA ( ) -11&}]--:2’
< ( c)
= X,
daradary dix axy
ﬂi
ax8xdxs (ﬂxzﬂx‘s)
af - ﬂf af
alxy, x2, x3) dxy ® ® axs ®
s B f a%f
® dixy0x2 ® dxydx ® dxz0x3
¥

SR 1 | B T WX "
@ e v (x2 V x3) @ xyx @

Pxun@n@n@nd!l=
= @VH)@BE@ NS BMO NS
@un=va)@na@an@n =
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= V)@@ abe® 1) =
= {xaV x1) @ 2 J:l.ra @ A:{n &=
{2 V X3) & X063 ¥ 20 V X & Xuxs) @
® X% = (Ve Vi) v

V X2X3 &.J_ﬂfai @B xxz = (X3 V x5 V
W JI-;IX}} @ El.fz = (BVanVv

W xu’t‘it) [} X = (0 Vv Xuxz V xi1xz) &
&-ﬁv"’r’: v {-ﬁ VXiav xlxz] & Xy =
= (X3 Van VX Ve v

v Ih(:u Voo v .h'g].l’l.t'g =

o xllﬁ VXXV Xax V nrz N

v Il~fzx3 = .rl;t;ﬂ] W .l*].l:;.ﬁ Vo XV

V XpXzd M Xpxaxs VXXX,

Con la conmutacion del vecior de entrada 4 «+ 3, 6 «+ 1 v 7 + 0 se conmuta el canal
de salida [

El ¢riterio de exclusién 6ptima de las variables en el método de cascadas
consiste, primero, en la exclusion de variables, con la conmutacion de las
cuales la funcion booleana se conmuta con el namero maximo de condi-
ciones. Este nimero maximo se determina por el peso de la derivada.

Llamase peso de la derivada de la funcion booleana el niimero de cons-
lituyentes de esta derivada.

Al emplear los blogues que exciuyen k variables, se hallan las derivadas
de orden & de una funcién realizable y se busca el valor maximo del peso

&
de la derivada p( T 7 25 ) , que determina variables para
E"I xjjl a'm Ey ;Il.

excluir. Para las funciones booleanas residuales obtenidas se vuelve a hallar
las derivadas, se determinan los pesos, mientras que la derivada de la fun-
cién residual a examinar que tiene el peso méximo determina variables co-
rrespondientes que en este nivel se excluyen para esta funcién residual, ete.,
hasta que las funciones residuales tengan realizacién simple.

Ejemplo 2.6. Sinteticemos un circuito Idgico que realiza la funcion booleana

Sixy, X3, o X8) = XiXaky VXX
V XpxaXs V XXX V s Vo nxaxs,

empleando bloques de exciusién de una variable (fig. 2.6, ).

_ , ar . sy
Determinemos la variable x;, respecto a la cual la derivada e tiene peso mMaximo, s
A
decir, ta funcidn flx, x, .. ., xs) depende de elia del modo mas esencial.
Tenemos
_ar

e = (Xpds V XaXs V Xads V XaXaXs V XaXexs) @
i

B Oosxa V naxs V x:-,x.axs}.
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A5
o &| 7/
——) ffq;_}_E: ffﬁj
Y g
@. & |7 !
!
>
X; %y 1& Fi1.0) — 5 ¢ p
& X
T It d =L,
f1)
aj 7 €\
711
X — 1,
-H'ﬁ ‘i
Fig. 2.6 5

Para calcuilar el peso de la derivada que depende de cuatro varnables xa, x, X,

X3
X3 representamos un espacio cuadridimensional con las generatrices |z, X3, X4, X5 ] en forma
de un producto cartesiano de dos espacios bidimensionales |x;, x3} % | x5, x| con las gene-

ar

ratrices [xz, xa) ¥ | X, 43 ), respectivamente. Entonces, [a derivada T puede represeniarse
1

en forma de una tabla bidimensional: a cada valor de ;o0 de las variables x3, x3 les co-

rresponde biunivocamente una fila de la tabla, a una columna le corresponden los valores

de o0« de las variables xu, xs. En la interseccion de la i-ésima fila v la j-ésima columna que

corresponde biunivocamente a un punto de un espacio cuadridimensional con las generatrices

d : ;
| X2, X3, X4, X3}, escribimos el valor de axi en este punto. El peso de la derivada -‘:lf_ es igual al

i s
nomerd de unidades en esta abla (tabla 2.11, a).

Tabla 2.11, a

XXy My
AzXy X3y
1 2 3 1 2 3
0 0 ! " 2 0 0 0
1 O Q 3 0 1 i
. af
Asi, P1— | =7
pues, (M

De modo andlogo calculemos los pesos de las derivadas

:—f, i=2, 3, 4,5 (tablas 2.11, b, o 4, €).
X0
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Tenemos
8 oo : Y _
_EE = (XX Vo Voaaa W T = (Isz W .1'11"5 VoXixaxs W
Vo xyxaxs) @ (60X V XXX V V xp05) D (nixa VXX V x.x;]
VX X3Xs VX W Eg_.ra.xs}1
Tabla 211, b Tabla 2.1 ¢
gy Xl
XiX3 XXz
0 ] rl i 0 | 2 3
0 (] i n 1] 4] 0 (#] i 1]
| (] 1 (] 1 1 0 1 1 |
2 0 i} | ] 2 1 o I |
3 0 | ] 0 3 0 1 1] 0
a
P _&,l" = 5; i —f = §;
By axs
a - L . a
—f = (X00Xx V XX V Xxnxs V “—-f = (X122X3 V X X303 V
(iR dxs
VX V Gxxs) @ () v V XiXake VXaXs V X3xs) @
V XXX V X2XaXs V Xax), & (adax V axax v
Voanxs Vo rixsx),
Tabla 2,11, d Tabia 2.11e
ryxe X34
X XXy -~
Q | 2 3 0 | 3
0 1 I} 4] 0 0 1 0 1 1
| 1 0 0 0 i 1 ] 4] a
2 (] 1 I} 0 2 ] 0 0 4]
k] | 0 Q 1 3 ] [#] 1 ]

i’ . ar\ _
ﬂh) % P(Ei'xs)_.?'

El valor méximo mdx P( ar
i o

variable x3. Excluyendo esta variable, obtenemos dos funciones residuales- la unitaria Sixy,
X2, Xy = |, xa, x35) = f(1} ¥ la nula f{xi, x2, x3 = 0, x, xs5) = A0

) s¢ obtiene diferenciando la funcion f respecto a ia

JU) = x100 V X105 V X1X2% V X2,
F0) = Xixa V X300 V Xaxs.



§ 2.4, Sintesis de los circuitos logicos 8]

De manera andloga determinemos la exclusién 6ptima de las variables en el siguiente
nivel del circuito logico (1ablas 2,12, @, b, ¢, d tablas 213, a, b, ¢, d)

a - - 4 -
AL, =xVavoeauV "ﬁ“]“ = (KX VX @
Ex. B.‘H‘:
v -’_QIS} @ -}Ixh &V JG'].;-‘: W Xs),
Tablg 2.J2, a Tabla 2.12.F
XaXx X
X2 R
(i} i 2 3 b 1 2 3
0 1 0 | o i) i 1 (I} 1
1 1 0 l 1 | 0 mi 0 0
P ) = 5 P~ ___ml! =3
a_l_'; dxs
i i afl - =
ﬂf{ﬂ_ = (X Vaxsvaay ) = (X VX6 Vi) @
A ' dxs
V X2Xs) @ (Xik2 V XiXs V XaXs), @ (axe VXV xxa),
Tabla 2,12, ¢ Tahla 2.12.d
XXy Xrly
X a0
i | 2 3 0 1 2 k}
Q 0 o 0 | 1 0 0
| 0 1 i 0 0 l 0

a 0
g 0
P(ﬂﬂ“) - p(ﬂﬂ”) -3,
ﬂ.!j.
Excluimos la variable xy ¥ obtenemos funciones residuales de la forma
o= xa, =), 00, x) = f{l, 1) = 23 VX5V oexe VX = X3V Xs Vs,

o =0, xa3, x3 = 1, xa, Xs) = fi1, 0) = xyxs.
JO) = Xpa V X122K0 V XaXs = XiXa V XaXa V XaXs,

0) = (e V xaxs) @ E’@L=(}mvmv§mﬂ@
axy dxz
@ (xs V Xaxa V XaXs), " @ (x1X V XaXs),

6—6077
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Tahla 213, a Tabla 2.13,b
EA ek
33 Xy
0 i 2 3 L] 1 1 3
0 0 0 1 1 ] 0 ﬂ I]' 0
] 0 0 0 0 1 0 1
afid) df{0)
P w2 = duy
G2 A
0 - S0 =
Y (xpxz) @ xy b L i (g v o) @
dx aXxs
@ (N V Xu0),
Tabila 2.13, ¢ Tabla 2.13.d
X3X3 XXy
Xi X
o 1 2 3 0 i 2 3
0 1 0 l 0 (] | 0 1 L
] 0 I | ] | i 0 | 0
F(ﬂﬂﬂl) i P(&ﬂﬂ}) -
Xy das
Excluimos la variable x, ¥ obtenemos funciones residuales de la siguiente forma:
fix,xaon=0x=1 x)=A0 1)=xVx.
Sy, X2, s = 0, 24 =0, x3) = 0, 0) = x5
Como resultado obtenemos el circuito I6gico que realiza la funcidn filx;, x2, ..., Xs)

{fig. 2.6, b}

El criterio de exclusidén 6ptima de variables tiene cardcter heuristico,
lo que se basa en la siguiente suposicion: cuanto mayor es el peso de una

derivada P(—g% , tanto mas la funcion f depende de la variable x;. Si
i

existen bloques de exclusion de & variables, la construccién del eircuito se
realiza de mndn ant‘ilﬂgo, calculando el peso de las derivadas de orden

k P
(a{xﬁ: Kigy + o uy xﬁt})

En la matemdtica discreta no existe el concepto de limite. Sin embargo,
en las expresiones (2.13) ... (2.15) se usa el término “derivada”. Esto se
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vincula con la descomposicién de una funcién booleana en una serie, and-
loga a la serie de Maclaurin en el punto 00 , .. 0 0 a la serie de Taylor
en un punto arbitrario del espacio. Examinemos las descomposiciones da-
das en la funcion booleana flx, x, ..., Xa).

Dos funciones f,, ¥ fz se denominan mutuamente ortogonales si su con-
juncién es igual a 0: f. & fz = 0.

La expresién (2.11) equivale a la igualdad

n
SO, x2y o0y Xp) = ¥ & x, (2.16)
(lonoe  i=1
SR )
Ly opmeeey
oa) = 1]
puesto que a V@G = a @ 8 @ af y las constituyentes de la unidad de la
fencidn f(x, X2, ... X») son mutuamente ortogonales dos a dos.

En la expresion (2.16) en cada constituyente sustituyamos x; por
(x; @ 1). Aplicando las siguientes identidades:
de conmutatividad

a@B=0Da

de asociatividad
a@BDY=(c@H®7

de distributividad de la conjuncidn respecio a lg adicidn segiin el mddu-
lo dos

a&(B @ y) = (@&B) D (a&y); (2.17)

de operacion con constantes
e@Pa=0a®Pl=a c@®0=a, c@®a=1,
obtenemos una representacidn de la funcion fix, x32, . .., x;) en la forma

Joa, x2, . X)) =o @ g Jixi @® E_; Suxix; @
Li=1

®...® B Snank i ® . @ @.18)

FTE LT L, POUR Fompe 4
il !-'11--- |il'—-l

@ﬁz.,.ux:xa . oo Xny
Jfbl Jﬁl fijl‘ b ow ey ﬂ;f. eow o dgh v ow =y ﬁz“." =t 0‘1_

La expresion (2.18) se llama polinomio de Zhegalkin de la funcidn fix,
Xoy oo op Xn)s

Diferenciemos sucesivamente el polinomio de Zhegalkin de la funcién
flxi, x2, ... X, respecto a las variables x;, x3, ... X% y determinemos

R
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el valor de esta dcri'.-ada en el punto 00 ... 0. Teniendo en cuenta que

Woea L g (2.19)
F n
ax,(&*‘@) = & X (2.20)
J=1Jmi

después de la diferenciacion respecto a las variables x, Xz, . . ., Xx obtene-
mos gue
axf

axiox: .. . OXk

= f12.. ks

90...0

En efecto, después de diferenciar respecto a las variables x;, x3, .. .
Xx, en la expresion (2.18), todos los términos de la descomposicidon hasta
fiz. &« se anulan y, como resultado de la  sustitucidn
Xpsl = Xe+2 = ...=Xn =0, los demads términos de esta descomposicion,
exceplo a fi2 ..k, también serdn iguales a 0. De aqui obtenemos el teorema
de descomposicion de cualesquiera funcidn booleana f(x, x2, .. ., Xx) €n
el punto 00 ... 0.

Teorema 2.2. Cualquiera funcidn booleana f(xi, xa, ..., Xn) puede

representarse por su valor en el punto 00 , ., . 0 y los valores de todas las
derivadas

af ¥ a"f
ax; R Jqﬂxj ikl - &xlax; & 3.'!:‘,,

v b JU#Ef), .. =1, 2,...,.n

en este punto en la forma

JCx, Xz. oo Xn) = A0, O , 0) @

af _dr
D E_avx—lﬁn a & x; ® Z axia_:q !WD&

i, =1
EET)
]

it
&xix;®d ... @ E ax; %, . . . 0x, lm.,.n&

r-lli; 11111 i-"-' !
T i, eeuli- ri"ll

&If,xﬁ---xj‘@ '*'{-B

a"f
dx10x2 ... 0Xq

m_”ﬂ&.ﬂnn I, (2.21}

Para obtener la descomposicién de una funcién booleana en la serie,
andloga a la serie de Taylor, en el punto o102 . . . o, introduzcamos nuevas
coordenadas x{, x7, .. ., Xxn,dondexy = ;@ o1, i = 1, 2, . . ., n. Entonces,
en las coordenadas x;, X, .. ., X, €l punto o10; . . . 0, corresponderd al
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punto 00 . . . 0 en las coordenadas xy, x7, . . ., x». Empleando la descom-
posicion (2.21) de una funcién booleana en el punto 00 . . . 0 en las coorde-
nadas xi, % ... xx y sustituyendo cada variable x/ por xi ® o, { = 1,
2, .. ., n, obtenemos el teorema de descomposicién de la funcién booleana
fx1, X2, .. . Xa) en €l punto ooz . . . gy.

Teorema 2.3. Cualquiera funcidn booleana f(x, xz, . . ., Xz) Se determi-
na por su valor en el punto o102 : . . 0, ¥ los valores de todas sus derivadas

ar a*f a"f

ax; * dxox; T T T U axi0xz . . . OXa

rflj':f#.j};-r-=h2,...,ﬂ,

en este punio segin la expresion
f(‘x]'l- K2y o iiag -xﬂ) =ﬂ011 7 PR 'UH] (‘I"}

@ !E;: ax.l P SRR O RS (2.22)
a‘r
O Lo o RO NGB ) @
i=f

L

&
a*f
{B o @ Fii E:[ aﬂ'a-xlr = = s axil I“'ﬂ!-..n,lf&l (xif@ U!'J} Ei']'

hgiz®... e 9y
X3 l:r
= & ( 4 @ 1

® ... a7

éxi9x2 ...

§ 2.5. Cdiculo de las enunciaciones

El cdlculo de enunciaciones como una teoria formal se puede definir con
ayuda del método axiomatico.

Una teoria axiomdtica (formal} T se considera determinada, si se
cumplen las siguientes condiciones:

1) esta prefijado un conjunto numerable, es decir, un conjunto, cuyos
elementos pueden ponerse en correspondencia biunivoca a los elementos
de la serie natural 1, 2, . . . de simbolos, o sea de los simbolos de la teoria
T. Sucesiones finitas de los simbolos de la teoria se llaman expresiones
de la teoria 1]

2} existe un subconjunto de expresiones de la teoria 7 llamadas fdrmulas
de Ia teorfa T (a menudo se denominan férmulas de la teoria T las _fdrmulas
consiruidas correctamente). Para determinar, si una expresion es la férmula
en la teoria 7T existe un procedimiento eficaz;
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3) esta formado cierto conjunto de férmulas denominadas axiomas de
la teoria T}

4) existe un conjunto finito R, R, . . ., R, de relaciones entre las férmu-
las, llamadas reglas de deduccidn. Para cada R, existe un J natural tal que
para cualquier conjunto compuesto de j formulas y para cualquier férmula
F se resuelve eficientemente el problema de si estdn j formulas dadas en
la relacidn R, con la férmula Fy, en caso de “si”, F se denomina consecuen-
cig inmediata de j formulas dadas segiin la regla R;.

Lldmase deduccidn en T cualquiera sucesion Fy, £, . . ., F de formulas
tal que para cualquier /, la férmula F; es ora un axioma de la teoria T,
ora consecuencia inmediata de algunas formulas anteriores.

La férmula F de la teoria T se denomina teorema de la teoria T, si
en T existe una deduccién tal que, en ella, F es la tltima formula: esta
deduccion se lama deduccion de la férmula F. En caso general puede ser
que no exista ningtn procedimiento eficaz, con cuya ayuda se pueda deter-
minar por la férmula dada, si existe su deduccién en la teoria 7.

Una formula, para la cual existe tal procedimienio se denomina reso-
luble en esta teoria, en caso contrario, irresoluble. En otras palabras, para

 las formulas irresclubles no se puede construir un algoritmo para dilucidar
la propiedad de esta férmula de ser teorema. Para esto se necesitan cada
VeZ mas nuevos ingenios {inventos) que no pueden ser formalizados.

Al utilizar el concepto de la teoria axiomatica T definamos el calculo
de enunciados en la base disyuntiva de Boole.

1. Los simbolos de T'son Vv, ~, (,) y las letras m; con los nimeros positi-
vos como indices: m,, my, ... . Los simbolos v, ~ se denominan cdpulas
y las letras my, letras proposicionales.

2. a) Todas las letras proposicionales son férmulas;

b) si A4 y B son férmulas, entonces (A4 Vv B) v (4) son también formulas;

¢) una expresién es fdrmula si, y sélo si, se puede establecerlo emplean-
do los puntos a) y b).

De este modo, cualquier fdrmula del cdlculo de enunciaciones es una
forma proposicional construida de letras proposicionales con ayuda de las
copulas v y

3. Cualesquiera que sean férmulas A, B C de la teoria T, las siguientes
formulas son axioras de T

AvA—A AVEB- Bv A,

A= AVEB, (B2 C)=(AvB—-> AVv(O),

donde la denotacién « — 8 es equivalente a la denotacién « V 8.

4. Reglas de deduccidon del cdlculo de enunciados son:

regla de sustitucidn (si o es una férmula deducible v en vez de cualquier
variable por doguier en esta férmula se realiza una sustitucién de cualquier
formula, nueva férmula es también deducible);
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regla de conclusion (si « = 8 y o son formulas deducibles, § es también
una formula deducible) es la regla modus ponens. Simbdlicamente esta
regla se denota asi: . uﬁ_} B

Por ejemplo, s1 los enunciados A v A — (g —+ A) son verdaderos, el
enunciado ¢ — A es también verdadero en virtud de la regla de conclusidn.,

De manera andloga se puede definir otras dlgebras booleanas: digebra
de Webb A = (M, ©),

digebra de Sheffer A = (M, |);

dlgebra implicativa A = (M, —, 0);

digebra coimpiicativa A = (M, —, 1);

dlgebra de Zhegalkin A = (M, &, @, 1).

La generalizacion de Iégicas de dos signos son l6gicas de signos finitos.

Una funcién f(xi, X2, . . ., X») que aplica un cortejo n-dimensional de
k signos (g1, 2, . . ., %), @i €10, 1, .., k=1},i=1, 2y sty en el
conjunto (0, 1, . . ., k — 1} se denomina funcidn de una logica de k signos.
Prefijaremos una funcién de una lgica de k signos f{xi, Xz, . . ., Xx) emple-
ando una tabla de veracidad (tabla unidimensional) que tiene k" filas o
bien una tabla bidimensional que tiene A" células.

Examinemos una funcién de tres signos, funcién de Webb, prefijada
por las tablas 2.14, a y b.

Tabla 2.14, a Tabla 2.14.b
Xa X ¥ b
Xa

0 0 1 0 1 2
0 | 2

] 2 0

1 0 2 0 1 2 0
i 1 2 i 2 2 0
1 o) 0 2 0 Q 0
2 H 0

2 1 4]

2 2 0

La funcidn de Webb
P = Xg o Xp = Max(Xe, Xp) + 1{mod k)

es completa en una légica de signos finitos. Por lo tanto, el dlgebra de
Webb de signos finitos

Aw=(M o, M=1(0,1,2, ..., k—1],
determina una légica correspondiente de k signos.
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A menudo se encuentran otras dlgebras de k signos que se determinan
por:
el dlgebra de Post

Ap= (M, V, =), M = |0, I Livwag Ko Bl

donde x; V xp = max(xg, xp) es la disyuncidon;

X = x + l{mod k) es el ciclo;

el digebra de Rosser y Turguette

Apr = (M, VvV, &, Ji, i}

M=1{0, 12 ...k—-1},0gigk-1,
donde x, & x» = min(x;, x) es la conjuncion,

Jilx) LA ouanap e § son funciones caracteristicas,
ilx) = ;
0 cuando x # / '

i=01, ..., k-=1.

La signatura de toda algebra debe ser completa, independiente vy no
contradictoria. La signatura es completa, si cualguier otra férmula puede
representarse en forma proposicional con ayuda de sus elementos.

La signatura se denomina independiente, si no tiene elemento que se
deduce empleando reglas de deduccion de otros elementos de la signatura.

La signatura se llama no contradictoria, s1 no tiene ninguna formula
F, vidlida simultdneamente con la férmula F

Las légicas de signos finitos son la generalizacion de las logicas de dos
signos. Por ejemplo, la légica de Post (M, Vv, ) generaliza la légica de
Boole (M, v, 7).

Al minimizar las funciones Idgicas de las logicas de signos finitos se
puede utilizar los resultados de la ldgica de dos signos, es decir, la teoria
de la FND de funciones booleanas. Para esto introduzcamos una variable
booleana x.,, igual a 1 cuando x. = i y a 0 en caso contrario, X, # i Deno-
minaremos a x., de la fase i-ésima de la variable x., x. = {0, 1, ...
R e B

1 cuando x, = i,
Xo = :
0 cuando x, # i
La negacidn de la i-ésima fase es igual a la disyuncidon de las demas

fases de esta variable
E . k S :‘ &
d i
o v p e
S=lj=i
Es obvio que

xpvxiv... vxET =1 (2.23)
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Fig. 2.7

En efecto
VIV vt =x2val =1

Consideremos la minimizaciéon de la funcién de tres signos de Webb
prefijada por la tabla 2.14:

Y = Xa o Xp,

30 = xO2 v xixd v x2x) v xixp Vv xix3.

De acuerdo con la leyes conmutativa, idempotente, asociativa y distribu-
fiva tenermnos

¥y = (2 vxlvahxi v xExp v xp Vv xg) =

= 1-xpvxil=xtvxi

Se puede obtener este mismo resultado comparando las ternas de con-
juncién para determinar la veracidad de la expresion (2.23) después de apli-
car la ley distributiva (fig. 2.7). Cada conjuncién corresponde a un intervalo
maximal, es decir a la arista. Construyendo y cubriendo una tabla de Quine

(tabla 2.15) enterémonos, si se puede minimizar la complejidad obtenida
de la funcién.

" Tabla 2,15
Iniervalos
Int=rvatos
maximales
02 I2 20 21 22
2 — [ 1 1 1
— 2 1 i 1

Tenemos un cubrimiento r = {2 —, —2} al que corresponde una FND
minimal de la fase nula de la funcién de tres signos de Webb:

W =22V g,
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Andlogamente obtenemos formas minimales para 1a primera y la segunda
fases de la funcion y = x; o x»;

y' = xx3,

y o= xhxi v akxd v xlel,

De este modo, la minimizacidén de una funcion de la l6gica de & signos
se reduce a la minimizacién de un sistema compuesto de & funciones boole-
anas, cada una de las cuales determina una fase respectiva de esta funcién.

Al minimizar las funciones l6gicas [fi] disminuye el coeficiente de
conexidad del mografo correspondiente G*({/i]). Se llama coeficiente de
conexidad de un grafo s(G) la relacion de la potencia de la signatura a

la potencia del portador de este grafo. El coeficiente de conexidad de un

mografo se define como coeficiente de conexidad del grafo obtenido des-
pués de quitar su modelizacidn.

La funcién de Webb no minimizada se determina por un modelo de
la forma

TI. = {M.r "53}!
M= [IS, -rﬂl': -173- x,g, -xi!rs xfh .]"B: ,FIJ j"lll:r

8 = Hlxﬂ. x5, .P“}, ll-t.", Xb, y‘]:-, (x2 x5 "1,
L |

1 2 3
[*ri, x5, yzli. led, x}, fl}. {Ixa‘, Xb, .:v“lj,

4 5 G
[z, %% .P"]i. x5, xb )0 02 oxk P,
| i L |
7 N 8 9

M - L]
El mografo G{"determinado mediante este modelo se representa en la

fig. 2.8, a. Su coeficiente de conexidad S(G{) es igual a 2 1,

3
S(GM) = 2+060+6+4+54+54+6+4+4 =2l

2:9 a3
Después de la minimizacién esta funcidén corresponde a un modelo ¥;
de la forma
¥ = (M, 5, 53}1
M = {x3, Xz, Xas Xb, Xb, X5, ¥°, ¥', ¥*},
S = t(x3, ¥°), 153, Y},
WIS | ‘TI
1
8 = [{[IE, xgr J"lf! ix:']l xtln .}"zll'l
L

a a
1 1 2 I 1]
i:x-ﬁ'r Xpy ¥ ]7 {lxl*f Xbs .PZII ]'
1 {

L 6
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Fig. 2.8

El mografo G3!determinado por el modelo ¥; se representa en la
fig. 2.8, b. Después de la minimizacién su coeficiente de conexidad dismi-
nuira mas de dos veces:

S(Gi"=2+4+4+4+3+3+2+l+1 1

= | =
2-9 3
Nota. En la fig. 2.8 los vértices correspondientes a las fases de la funcién estdn rayados;
los vértices correspondientes a las fases de argumentos no estdn rayados.
El coeficiente de conexidad de un grafo se determina como suma de los niimeros de
aristas, incidentes a los vértices del grafo, dividida por el nimero duplicado de sus vértices.

§ 2.6. Cdlculo de los predicados

No basta uttlizar el cdlculo de enunciaciones para expresar razonamientos
logicos mas complicados. En esencial, una légica de & signos permite deter-
minar, si existe 0 no una u otra propiedad sobre un conjunto finito de ele-
mentos. En el caso de conjuntos infinitos, para establecer una propiedad
determinada de un concepto abstracto considerado, es necesario introducir
funciones, cuyos argumentos recorren el nimero infinito de valores en el
conjunto M. La funcién P que toma uno de los valores, 0 6 1, y cuyos
argumentos recorren valores del conjunto arbitrario M se denomina predi-
cade P en el campo-objeto M. E]l nimero de argumentos del predicado

Pla, x3, ... Xu) se denomina su orden.

El predicado P(xi, x3, . . ., X;) determina una relacion n-aria R en M-
. - L3 L ] - L3 i -
T 5o ORI o, = W 5 o~ X,) estan en una relacidn R determina-

da por este predicado y si P(x], X3, . . ., X3} = 0, estos elementos no estdn
en la relacién R, (x;, xz, - .., X;) ¢R.

Para simplificar la estructura de razonamientos légicos complicados
introduzcamos designaciones especiales para unas expresiones que se en-
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cuentran a menudo. Acordemos designar ia expresiéon “para cualquier ele-
mento x € M la propiedad R estd cumplida™ mediante (vx € M(R(x) = 1)
y la expresién “existe por lo menos un elemento x € M que posee la pro-
piedad R"™ mediante (@BxeM) (R(x)=1). En las expresiones
(vx € M)(R(x) = I) y (3x € M)(R(x) = 1) las designaciones vx y 3x se deno-
minaran  cuantificador  universal vy  cuantificador  existencial,
respectivamente.

Definamos inductivamente la férmula del cdlculo de predicados de mo-
do andlogo a la definicidn de la formula del cdlculo de enunciaciones, Utili-
zaremos comas, paréntesis, simbolos del cdlculo de enunciaciones,
variables-objetos x;, x», ... (variables que toman valores de un campo-
objeto), constantes-objetos, ay, @, . . ., letras de predicado Py, Ps, ...y
letras funcionales fi, 5, ... .

Definamos conceptos de las termas de la formula elemental.

La definicién de la terma es la siguiente:

1. Toda variable-objeto o constante-objeto es terma.

2. Si fes una letra funcional y 9y, %2, . . ., 7. sOn las termas, f{a;, .

« ey M2y .+ . .y Na) €8 la terma.

3. Una expresidn es la terma solamente en el caso cuando eso se despren-
de de las reglas 1 v 2.

Si P es una letra de predicado y m, %2, . . ., % son las termas, Py,
M2, « - ., Aa) €5 una formula elemental.

La definicion de la fdrmula:

1. Cualquier férmula elemental es la formula.

2. 81 A y B son formulas y x es una variable-objeto, cada una de las
expresiones A = B (= es la copula del célculo de enunciaciones) y (vx € M)
{(A({x)) es la formula.

3. Una expresion es la férmula en el caso, v soélo en el, cuando esto
se desprende de las reglas 1 y 2.

En la expresidn (Vx € M) (A(x)) la férmula A(x) se denomina campo
de actuacion del cuantificador v, !

Una variable-objero que forma parte de una férmula llamase libre, si
no sigue directamente a un cuantificador y no entra en el campo de ac-
tuacion del cuantificador respecto a esta variable. Todas las demas variables
que integran la formula se llaman conexas. En el limite cualquier férmula
sin variables libres (férmula cerrada) es una enunciacidn, verdadera o falsa,
y cualquier féormula con variables libres prefija una relacién en el campo-
objeto, a veces llamado campo de interpretacidn. Esta relacién puede ser
verdadera o falsa dependiendo de los valores de variables libres.

En la definicion de la férmula entre los simbolos principales no hay
signo 2 para el cuantificador existencial, puesto que se puede definirlo co-
mo la denotacién abreviada para vx(A4(x)).
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El cuantificador universal puede considerarse como generalizacién de
la conjuncidon. Si el campo-objeto es finito v comprende elementos n,
mz, ... My, la férmula (vYx){(F(x)) equivale a la conjuncién
Flr ) & F(mz) & . . . & F(m,) y el cuantificador existencial (3x) puede con-
siderarse como generalizacién de la disyuncidn con ello las denotaciones
(AxYF(x)) F(my) v F(mz) v . .. Vv F(m,) son equivalentes.

Para los campos-objetos infinitos, los cuantificadores interpretan el pa-
pel de disyunciones y conjunciones infinitas.

En el calculo de predicados, cada férmula F(Pi, P, ... Pw X1,
.+ X1, . . . Xy) prefija un operador que procesa un sistema de predicados
P, P, ..., Py en el predicado P, de argumentos xy, x3, . .., X5, donde
todas estas variables en la férmula son libres. Dos férmulas £F,(Py, P, . .
e oy Py X1y X35 o 2 oy Xn) ¥ Fo(Py, P2, . o oy Py X1, X2, . . ., X} que prefijan
el mismo operador que procesa el sistema de predicados Py, P2, ..., Pu
en el predicado P.(x), xz, . . ., Xx} las denominaremos equivalentes vy desig-
naremos F; = Fp.

Igual que en el cédlculo de enunciaciones, denominaremos fransforma-
cion idéntica el paso de la férmula F a su forma equivalente.

A base de los conceptos introducidos, pueden ser demostrados los si-
guientes cuatro grupos de identidades:

de dualidad

FNPE)) = (Yx)P)), (YXP)) = EXNP(x));

para w-operaciones {(de conjuncién y de cuantificador universal)
(V) (Fa(x) A Fa(x)) = (VxHFa(x)) A (Vx)Fp(X)),
(V)Y PIF(x ) = (WYHYXNFx »));

para g-operaciones (de disyuncién y de cuantificador existencial)
(B (Fa(x) V Fe(x)) = (Ax)Falx)) v Bx)(Fulx)),
(3)@EAVIF(x, ) = E)IEX)NF(x, )

de sacamiento de la constante
(X)) Fa » Fo(x)) = Fa o (Zx)(Fp(x)),

donde (Ex) = (3x), (¥Xx); = = V, A; F; €5 una subférmula que no contiene
variable-objeto conexa x lHamada a continuacidn constante respecto al
cuantificador (£x).

Para sacar una constante del campo de definicidn del cuantificador exis-
tencial una expresién subcuantificadora se reduce de antemano a la forma
de disyuncidn de conjunciones; para sacar una constante del campo de defi-
nicién del cuantificador universal la expresion se reduce a la forma de
conjuncion.
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Por e¢jemplo, examinemos el sacamiento de una constante G(y) en la
formula

(VX(FEX) + GOV (H(x) = GOM= (vxNFx) A GO v H) V G()) =
= (YX)(F(x) A G(y) Vv H(x) A GON= (VUG A (FI(X) V.F(x)) =
= (VXHGO) A (H(x) = F(x))) = GO A (Yx)(H(x) = F(x)).

En el calculo examinado, los cuantificadores se aplican solamente res-
pecto a las variables-objetos. El lenguaje serd mds expresivo, si junto a los
cuantificadores respecto a las variables-objetos se utilizan los cuantificado-
res respecto a las variables de predicado.

El cédlculo con la aplicacion solamente de los cuantificadores respecto
a las variables-objetos se denomina cdiculo estrecho de predicados al que
se puede transformar en el cdlculo extendido de predicados, anadiendo los
cuantificadores segiin las variables de predicado.

La definicidn de la férmula en el cdlculo extendido de predicados es
anadloga a su definicién en el cédlculo estrecho. La diferencia consiste en
que, en el punto 2 de la definicion de la férmula, la variable x puede ser
tanto la variable-objeto como también la de predicado. Las identidades de
dualidad, de - y g-operaciones y de sacamiento de una constante son vli-
das también en el cdlculo extendido de predicados.

Examinemos el problema de deducibilidad en el cilculo de predicados.
Extendamos el sistema de axiomas de un cdlculo de enunciaciones incluido
en el calculo estrecho de predicados, mediante los axiomas siguientes:

(VXNG(x) = GO)); H(y) = (3x)H(x).

El sentido de estos axiomas es siguiente: si el predicado G(x) es verdadero
para cualquier x, es verdadero también para cualquier Y si el predicado
H{y) es verdadero para cualquier y, existe un x tal que H{(x) es verdadero.

En el cdlculo estrecho de predicados dos reglas de deduccidn (de sustitu-
cién y de conclusién) del cdlculo de enunciaciones se completan con otras
tres regias:

' 1} regia para v (si @1 = ¢ se deduce, ¢: NO contiene x como variable
libre v &2, si la contiene en esta forma, entonces la férmula o; — V{x)en
también se deduce);

2) regla para 3 (si ¢1 — ¢ se deduce ¥ X se contiene como variable libre
€N 1, Mas no se contiene en forma de variable libre en 2, entonces la
formula 3(x)¢; = & también se deduce);

3) regla de redenominacion de variables conexas (si una formula ¢, se
deduce y en ¢, existe ora e| cuantificador universal ora el existencial, en
¢1 una variable conexa puede ser sustituida por otra igual simultdneamente
en todos los campos de actuacién del cuantificador ¥ en el mismo cuantifi-
cador. La fédrmula obtenida también se deduce).
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§ 2.7. Problemas y ejercicios

21,2.1. Demostrar que el ndmero de todas las funciones booleanas de 2 argumentos es igual
i .

2.2. Escribir la funcién booleana y = f(xi, X3, X1}, que toma el valor 1 sobre los juegos
con los nimeros 3, 4, 7, en las FND v FNCj perfecias.

2.3. Anotar la funcién booleana y = fixi, x2, X3, X)), que toma el valor 0 sobre los juegos
con los nimeros 2, 6, 7, 8, 11 ¥ 12, en las FND y FNCj perfecias.

2.4. Verificar la validez de la igualdad x = x @ L

2.5, Verificar la validez de las siguienies igualdades:

e e = ik
XN =XiVX, n—x=x Vi xka=x&xn

2.6. Demostrar que €l namero de funciones booleanas que dependen esencialmente de
n argumentos se determina por la relacion recurrente

donde A; es el nimere de funciones booleanas que dependen de § argumentos,

2.7. La funcién booleana f dependiente de tres argumentos se denomina mayoritaria,
sl tiene lugar la igualdad f = xxq V xuxa V xx;, Designaremos esta operacion mediante el
signo # v escribiremos x # X2 # xi. Demostrar que tienen lugar las siguientes relaciones:

N ox 2x #3x =x;
) #x #x2 = xn
DX B FEX =0 # X2 # X

2.8. Hallar la FND minimal (FNDM) de la funcidn v = flxi, x, X3, x) que toma el
valor 1 sobre los juegos 0, |, 2, 5, 6, 7, 8, 12 y 13.

2.9. Hallar 1a FNDM de la funcidn ¥ = flx;, x3, X3, X, X5) que toma el valor | sobre
los juegos con los nimeros de 0 a 7, de 11 a 21, de 26 a 31.

2.10. La funcién ¥ = f{x;, X2, x3) es igual a | sobre los juegos 1, 3, 4 y no es determinada
sobre el juego con el numerc 5. Hallar su FNDM.

2.11. Elaborar un test de reconocimiento de la representacidn contradictoria de una fun-
cién booleana incompletamente defimida f{x, Xz, . . . Xa) (Una funcion estd prefijada contra-
dictoriamente, si (3XJAX) = 0, 1))

2.12, Hallar la FNDM de la funcién booleana

Fo, o | sobre 1 — O —, 001 — 0, —010—,
T e 0 sobre 110 — 1, 000 — 1, 1001 —.

2.13. Determinar la forma con paréntesis de la funcion booleana

1 ] 1 sobre — 0 — 100, 100 —01, ] = — —1,
Xl Xy wvim X8 0 sobre 110 — 0 —, 01] — — ~ 0, 00 — 1 — 1.

2.14. Hallar la potencia de Ja regién unitaria de la funcidén booleana incompletamente
definida f{xi, X2, ... Xxs) después de su definicidbn completa

1 sobre 001 — 1, 01 — 01, 1001 —,

f{.rl. B R x’) = [ﬂ sﬂbm m]l —_ lm — l* ]I . ﬂl]i- )

La funcional de la calidad de definicion completa es ¢l numero minimal de las termas prima-
rias en la FND equivalente de la funcion f
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2.15, Verificar la linealidad de Ja funcion bocleana

S, x, xidh = V0, 1, 5, 6).

2.16. Establecer, si la funcién de equivalencia es autodual,

2.17.Verificar la monotonia de la conjuncién de n argumenios,

2.18. Poner un c¢jemplo de una funcién mondtona que sea simultdneamente lineal,

2.19. Poner un ejemplo de una funcién autodual que sea simultdneamente lineal.

2.20. Poner un ejempio de una funcidn lineal y mondtona.

2.21. Cerciorarse que las funciones de Sheffer y de Webb no sen hnealﬁs. ni mondtonas,
ni autoduales.

2.232. Establecer, si la funcidén booleana fix,, x2, x3, x| = v (0, 3, 7, 11, 13) forma base
en P;.

2.23. (Es vilida la afirmacidn: si una funcién booleana depende esencialmente de mds
que un argumento ¥y es mondtona, ésta no es autodual?

2.14. (Es valida la afirmacidn: si una funcion booleana depende (esencialmente) de mais
que un elemento y es lineal, ésta no s mondtona?

2.25. Hallar todas tas funciones booleanas que satisfacen el siguiente sisterma de
ecuaciones: B -

elx} — 1 = p(x), elx)ex) = 0.

2.26. Demostrar el siguiente reorema: con la superposicién (sustitucién de una funcidn
a otra en vez de sus argumentos) de las funciones lineales resultan funciones lineales.

2.27. Demostrar el teorema: con la superposicién de funciones autoduales vuelven a resul-
tar funciones auvtoduales.

2.28. Demaostrar el teorema; con la superposicida de funciones mondtonas vuelven a resul-
tar funciones mondtonas.

2.29. Una funcidn se denomina conservadora de iria constante r(r = 0,1), 51 sobre un
Juego de argumentos de tipo {r, 5, ... r) toma el valor r. Demostrar que la superposicién
de funciones conservadoras de la constante r es, otra vez, una funcidn que conserva esta
constante.

2.30. ;Son autoduales o, V 92 ¥ ¢, Sl @1 ¥ 2 Son autoduales?

2.31. ;Son lineales vy V o2, w1 ¥ @1 = ¢2, Si @1 V 2 son lineales?

2.31. Una funcién booleana se denomina siméirica, si no se cambia con cualquier redeno-
minacién de sus argumentos, Se llama funcidn booleana simétrica fundamental del indice
m una funcidn booleana simétrica tal que todas canjunciones gue forman parte de la FNDP
de esta funcién tienen igualmente m letras sin negacion.

Demostrar el siguiente teorema: cualesquisra funcidn booleana simétrica es disyuncion
de las funciones booleanas simétricas fundamentales, cuyos indices se determinan univoca-
menie por la funcién simétrica que se presenia.

2.33. Determinar el nimero de funciones autoduales que dependen de a argumentos.

2.34. Demostrar la completitud de un sistema de funciones booleanas que se compone
de la disyuncidn, la constante 0 v la equivalencia. jForma base este sistema?

2.35. ;Forma una base un sistema de funciones booleanas que se compone de la implica-
cién v la constanie 07

2.36. Establecer, si es completo un sistema gue se compone de ta disyuncién, la implica-
cion ¥ la conjuncidn.

2.37, ;Forman un sistema completo la funcidn xix V Xpxa V xax ¥y la negacidn?

2.38. Demostrar que, si una funcidn booleana no conserva la constante y es no autodual,
ella es no mondtona o no lineal.

2.39. Comparar las conexidades de los mografos que determinan la conjuncion y la dis-
yuncion en una logica de tres signos antes y después de la minimizacion.

2.40. Aclarar, si s posible realizar cualguier funcién booleana sobre elementos del SUANI
(Sistema Universal de Automdtica Neumdtica Industrial) que representan un relé neumdtico
descrito por la funcidén a(b vV ) v bed.
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2,41, Sintetizar en ta base de Webb un esguema légico que realiza una funcidn booleana
S, xz. X3, X, X5, X% = V(0. 1, 2,5 7,11, E3, 15, 19, 20, 32, 57. 61 y 62).
2,42, Sintetizar en la base | —, 0] un esquema logico que realiza una funcidn booleana
S X320 ooy XX = VA0, 3, 5, 8, 10, 12, 14, 15, 17, 25, 27 v ).

2.4, Determinar la complejidad del semisumador en la base de Sheffern
2.44. Demaostrar que
af{‘rll Iz" LA | Xip = == rﬂ} aﬂ‘rlq -x:p s 4 apg Xia o s ay .!';_l

ax, ax;

-

2.45. Establecer si es valida la igualdad
aﬂx[, E i, PR _f.-:I af(xh- X3y o+ ap xﬂ}

ax; dx

2.46. Sintetizar en la base de Webb un esquema légice que realiza una funcidn booleana.

fixi, x2 x3, X, xs)loo = vV (0, 3, 5 8, 10, 12, 14, 15, 17, 25, 27 y 31).

2.47. Determinar la complejidad del semisumador en la base =+, 1).

2.48. Sintetizar en la base [, ~ ] un esquema ldgico que realiZa una funcidn booleana

S, x2. X3, Xa, x5, X%)h = ¥V (0, 1, 2, 5, 7, 11, 13, 15, 19, 20, 32, 57, 61 y 62).

2.49. Sintetizar en }a base {a v @2 vV @3] un esquema l6gico que realiza una funcidn
booleana

Sx, Xz X3, X, X3y = V0, L 2, 5 6,7, 11, 12, 15, 16, 18, 25 y 30).

2.50. Sintetizar en la base § —, 0} un esquema ldgico que realiza una funcién booleana

i, X2 oo n X1 =vI0, 2, 4,5 6,7, 11, 12 ... 81 y 101),

2.51. Definir el orden de exclusién de variables cuando se realiza una funcidn booleana

Slx, x2 6, XM =v(0, 1,2 4,7, 8 11 y15),
si se tiene un catdlogo de realizacitn de todas las funciones de dos variables; la funcién resi-
dual se considera simple, si se compone de dos conjunciones elementales.

ar

2.52. Establecer qué es mayor: el peso —I_?"-f—— o ¢l peso e de una funcién baoleana
X2 3

S, 2 X, X)) = V(L 3,7, 8, 12, 14 y 15).

2.53. Proponer un algoritmo para calcular ¢l peso de la derivada de una funcidn boole-
ana, utilizando matrices binarias.

2.54. Establecer, si es ttil desde el punto de vista de disminucidén de gastos para aparatos
la exclusién segun una © dos variables en la base de la implicacidn y la constante cero.

2.55. Hallar todas las funciones residuales cuando el orden de exclusién de variables de
una funcidn booleana

Axs, 22, x3. )y = v(0, 4, 6, 8, 10, 13, 14 y 15)

es dptimo.
2.56, ;Cudntas entradas tiene el bloque de exclusidon de k& vanables?
2.57. Hallar una realizacién del bloque de exclusidn de una variable en la base de Webb.
2.58. ;Cudl es la complejidad de! blogue de exclusién de una variable en la base de
Sheffer?

76577
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2.59. Hallar el peso de la derivada de una funcién booleana

dxz

SO, x3, 0y = w(0, 1, 5, 6 y 7).

2.60. Demostrar que

Xy X2y v von Xty o v M) _ W00, M - X - Xa)
axy - ax; ‘

2.61. Hallar la derivada de primer orden para una funcidn del circuito de traslado en
el semisumador completo,

2.62. Determinar la derivada de segundo orden de una funcién de suma en &l semisuma-
dor completo, la que determina las condiciones de conmutacion de una funcién de suma
al conmutar los canales correspondientes a Jos sumandos.

2.63. Demostrar que cualesquiera fupcidn booleana se define univocamente por los valo-
res de la funcidn y de todas las derivadas en el punte 0, 0 ... O

2.64. Provectar un contador de imparidad en una base coimplicativa.

1.65. Provectar un semisumador en una base implicativa.

1.66. Sintetizar un _esquema que realiza una funcidén que toma el valor 1 sobre los juegos
de sus cinco argumenlgs que tienen no menos de cuatro unidades. Emplear para la sintesis
los elementos de egquivalencia, disyuncidn y negacidn.

2.67. Sintetizar un descifradar de tres entradas y ocho salidas utilizando los elementos
0, Y v NO,

2.68. Realizar la funcién de implicacién sobre elementos que realizan la negacion y la
funcidn y = xae V XV XX,

1.69. Realizar la implicacién sobre los elementos que realizan fa funcidn de Webb.

2.70. Realizar la suma sepin ¢l mddulo dos sobre elementos de Sheffer

2.71. Realizar un circuito de adicién en un orden sobre elementos Y, O y NO.

2.72. Realizar un circuito de adicién en un orden, teniendo en cuenta la minimizacién
de las funcionss de suma y de taslado sobre 1os elementos O, Y y NO.

2.7}, Demostrar que se puede construir un descifrador completo de n entradas, emplean-
do dos descifradores completos de m y n — m entradas y de 27 elementos de tipo Y.

2.74. Realizar la funcién ¥ = xjxz V X1x2x3 sobre los elementos mayoritarios y los elemen-
tos NO,

2.75. Realizar la funcion y = x; = (x; — x3) sobre los elemenios ¥y = x; # x; # x3 ¥ NQ.

2.76. Realizar, sobre los elementos mayoritarios v los NO, un circuito de prueba del codigo
de paridad, o sea, un circuito, a la salida del cual surge una sefal unitaria, si a la entrada
del mismo hay un nimero par de unidades. El nomero de entradas equivale a tres.

2.77. Demaostrar gque

AN & wlXy
ax =/ aX;

dipl X ® wiX) XD
ax

Afix) dwlX}

{E &If dxi

2.78. Demostrar que
— R
WOV P gy 2. gy B A8, Gy

ax Xy X axi

2.79. Desarrollar la funcidn booleana
flx1, X2, X3, Xa) = X1XzKa V XoXaXa V X1 X203

en una seric andloga a la serie de Taylor en los puntos 2 y 11. Comparar el nimero de las
termas primarias e¢n los desarrollos obtemdos.
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2.80. Escribir las leyes principales del dlpgebra de Boole durante una interpretacidn aritmeé-
tica de las siguientes operaciones logicas:

X&y = X h XVYy =X+ py—x-pnx=1=x

donde «-», « + », « — » son las operaciones aritméticas "multiplicacidn™, “adicidn™ y “'sustrac-
cidn”, respectivamente,

2.81. 1) La lista de termas del cdlculo es {F, +, = }. Las reglas de formacién de las
férmulas son siguientes: a) I es la férmula; b) si ¢ es la férmula, ¢/ también es la fidrmula:
chsi @ ¥y ¥ son las formulas, entonces ¢ + ¥ y ¢ = ¥ son también férmulas. Estan prefijadas
el axioma tUnico F + [ = I v dos reglas de deduccidn:

a)sigr + I = ¢z ¢s una fdrmula deducible, ¢/ + I = ¢ Ftambién es ura férmula dedu-
cible; b) si ¢4 + @2 = 1 e5 una formula deducible, ¢ + o2f = ¢3f también es una férmula
deducible. Demostrar que:

a) la formula IT + JIf = IITIT se deduce en el calcule dado;

b} la formula F + F = I no se deduce en el cileulo dado.

2) Un conjunto de las termas consta de un numero infinito de letras v signos v y —.

Las reglas de formacién de las férmulas son siguientes:

a) cualquier letra es wpa férmula;

b) si o y 8 son férmulas, VvV 8 ¥ o« — £ son también fdrmulas.

El sistema de axiomas es tal:

A AVA—- A DA AVE ) AVE— BY A
d} (A = B) = ({C = A) = (C = B)).

Las reglas de deduccidn son tates: a) regla de sustitucidn: si o e5 una férmula deducible
y en vez de cualquier variable en esta férmula se pone en todas partes cualquier férmula,
la férmula nueva es también deducible;

b) regla de conclusidn {modus ponens): si o — A ¥ o son fodrmulas deducibles, 8 e5 tam-
bién una frmula deducible.

En el cdlculo dado (cdlculo de Hilbert) demostrar que son deducibles las siguientes for-
mulas: 1) 4 = A 2)s1i 4 = (B— C), A v B se deducen, la férmula € también se deduce.

2.81. Empleando los resuliados del problema anterior, demostrar que en el cdlculo de
Hilbert tienen lugar las siguientes afirmaciones: si o = (8 — ) se deduce, § — (o — ) tam-
bitn se deduce.

2.83. Introduzcamos el cdleulo siguiente {cdlculo de Lukasiewicz): el conjunto de las ter-
mas se¢ compone del mimero infinito de letras v de signos —, —.

Las reglas de formacion de las férmulas son:

a) todas las letras son f{Srmulas;

b) si ¢ es una formula, ¢ ¢s también una formula;

¢} st v ¥ ¥ son formulas, ¢ — ¥ es también una fdrmula.

El sistema de axiomas es ¢l siguiente;

) (A= B)=({(B—=C)—~(4d—=C)

(4 +A)+ A A= (4A— B

Son vélidas la regla de sustitucidn y la de conclusidn,

Demostrar que en el cdlculo de Lukasiewicz se deduce la formula A - A.

2.B4. Un cdlculo estd prefijado del modo siguiente (cdleulo de P. S, Névikav): ¢l conjunta
de las termas se componé del ndmero infinito de letras y de signos v, A, —, .

Las reglas de formacién de las férmulas son: a) todas las letras son férmulas;

b) si o es una férmula, o es también una férmula;

¢} si @ ¥ B son formulas, ae v 3, a A B, oc = 3 son también férmulas.

El sistemna de axiomas se compone de las siguientes once axiomas:

A—B—~AR 2) (A 2B—~C)) = ((A—B)= (4O

NAAB= A, DAAB B 5 (A-B)=((A=-C)—=A—=(BAOY;

¥ b



100 Capliulo 2. Légica matemética

60 A= AVE NNB—AVE; 8) (A -'Cﬂ'L-'{[H-‘- C)—=(AvE)— O
N(A—=B)—~(A—=B: 100 A—A 1) A~ A
Como regla de deduccidn se utilizan la regla de sustitucidn y la de conclusién (modus .
ponens).
Demostrar que ¢l sistema de axiomas no es contradictoria.
2.85. Demostrar que el axioma nueve del cdlculo de Névikov (véase la condicién del
problema anterior) es independiente respecto a todos los demas axiomas de este célculo.
2.86. Sea que los predicados N(x), C(x), R{x), P(x), Q(x), D(x, ) tienen respectivaments,
el sentido: x €5 un nimero natural, x es un NUMeEro enterg, x €5 un mtimero simple, x ¢5 uo
niimero positivo, x s un nimero par, x divide . Enunciar el sentido de las siguientes f6rmulas
del cdleulo estrecho de predicados (y seifalar los que son idénticamente verdaderos entre ellos):
) ¥(x) (NG = CEli _
2) ¥(x) [C(x) = Qlx) v Qx)];
3) ¥ix) 3(y) £C(x) A ClY) = Dix, )},
4) 3(x) [R{x) A Q(x}];
5) w{x) (Cix) A P(x} = N(x¥)).

2.87. Describir un conjunto de veracidad de los siguientes predicados biddicos, definidos
sobre el conjunto de los nimeros reales:

e =0 (x> 0A <0k (x>0 (<0

2.88. Sobre un conjuntc M son determinados los predicados monddicos Fix) y G(x).
1Qué condiciones satisfacen sus campos de veracidad, si son verdaderos:

DY) [Flx) = Gx)} AB(x) (Flx) A Gx));
2) 3(x) (Flx) A G(x)) A 3(x) [F(x0) = G(x)}?

2.89. En un ¢conjunto A sea definida una operacidén binaria asociativa y conmutasiva.
Sea que, pata cualesquiera o, 8 € A, la ecuacidn o« = 8 = v (= €5 ¢l signo de aperacién en
A) es resoluble. Entonces 4 a la par con » se denomina grupo de Abel. Sea que Pia, §)
significa oo = 8 vy S(«x, 8, ¥) significa que 4 s la suma de o v §.Demostrar que la coleccifn
de axiomas dadas a continuacién define el concepto del grupo abeliano:

1} vaP{a, o)

2) ¥, B)(Pla, A) = P(B, a))

3} ¥ia, B, y)(Pla, B) A P(B, v) = Pla, )

4) ¥(5, &, w, o, B, YIS, e, @) A P(B, a) A Ple, B) A Ple, ¥) A Sla, B, ¥))

5) wia, 8) 3 (y}5(a, 8, ¥R

6) ¥{a, 8, v, $){S(a, 8, ¥) A Sla, 8, 8) = Py, &)

) vi3, & w, o, 8IS, & w)A S{w, o, B} A

A S(e, a, ) =» 5(8, v, O)

E} v{ﬂ.’. ﬁr "."HSI:':‘! E'I "."} = Eiﬂu o, TD-

9} vi{a, )3 (¥)S(a, B, ¥)

2.90. Demostrar la equivalencia de las siguientes férmulas:

a) 3)F ) y v Flx);,

b) YHF(x) = A) ¥ 3(x)(F(x) = A);

€) Wix)A — Flx)) y A = V(x)F(x).

2.91. Demostrar la equivalencia de las {6rmulas:
&) 3x)A A Fx)) y A A IX)Fx);

b) 3CMF(x) v G(x)) ¥ 3(Fx) = A);

c) AV VX)F(x) y Y{x}{A V F(x)).

2.92. Establecer cdmo se puede construir una teoria de las formas normales en e} cdlculo

de predicados
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Comentarios

La légica matemndtica es el analisis de los métodos de los razonamientos, y no su conteni-
do. La formalizacion de los razonamientos remonta a Aristételes, La légica aristotélica (for-
mal) adquirié el aspecto moderno en la segunda mitad del siglo XIX en la obra de George
Boole “An Investigation of the Laws of Thought”. Otros cientificos de aguel perfodo —
P. §. Poretski, catedrdtico de la Universidad de Kazdn, De Morgan, Frege, Pierce, Schréder,
etc. — {ambién hicieron gran aporte al proceso de formacién de la légica de enunciaciones.

La légica matemdtica se desarrollaba intensamente en los afios 50 de nuestro siglo debido
al progreso impetuoso de la 1écnica digital, En 1910, el fisico ruso P. Erenfest sefialé la posibili-
dad de aplicar la légica de enunciaciones para describir los circuitos de conmutacién en la
telefonia. En 1938—1940, aparecieron casi simultdneamente los trabajos del cientifico ruso
V. 1. Shestakov, el norteamericano Shannon y los japoneses Nakashima y Hansawa sobre la
aplicacion de la logica matcmatica en la técnica digital. En 1951, en la URSS fuc puesto en
explotacion el ordenador M3CM (PMCE Pequefia Mdquina Calculadora Elecirénica), el pri-
mero en Europa, disefiado bajo la direccidn de 8. A. Lébedev, La primera monografia, dedica-
da al emplec de la ldgica matemdtica para disefiar los aparatos digitales, fue publicada en
la URSS por el cientifico soviético M. A. Gavrilov, en 1950.

P. 8. Novikov, destacado cientifico soviético, y sus discipulos, contribuyeron mucho al
desarrollo de esta parte de la matemdtica discreta.

Para profundizar los conocimientos acerca de la légica matemdrica, recomendamos las
obras indicadas en la bibliografia.



«La Naturaleza habla el idioma de las male
madticas: las letras de éste san circulos, tridn
gulas y otras figuras matematicas».

Califeo Galilel

CAPITULO 3
Teoria de [os grafos y mografos

§ 3.1. Grafo ponderado y su planteamiento matricial

Anteriormente el concepto del grafo fue definido como coleccion de un
conjunto de vértices V' y de arcos {4 C V>, Un arco u unido con un vértice
v se denomina incidente al vértice v y el vértice v se denomina cofncidente
al arco u. En el arco (v, vy}, los vértices v; ¥ v se llaman de fronfera con
la particularidad de que v; es origen v vy es fin del arco. Para contar los
vértices aislados, es decir, los vértices no coincidentes a ningin arco, exien-
damos el concepto del grafo & hasta la colecién de la forma

G=(V, U, Uz}, UhCV, LhC V2

donde la relaciéon monaria {/; determina los vértices aislados y Us, los arcos,

Al sacar arcos del grafo G = (V, U, U3) obtenemos un grafo parcial
G'CG, G =¥ U, Uiy, UiClh, del grafo G, al sacar los vértices y
sus arcos incidentes obtenemos un subgrafo G" = (V", U, UDH, V" CV,
U'C Uy, USC U4 del grafo G. Al seguir sacando los arcos del subgrafo G*
del grafo G obtenemos un subgrafo parcial G = (V, U, Uz) del grafo G.

Dos arcos u, y ug se denominan adyacentes, si son incidentes a un mis-
mo vértice.

Dos vértices vy ¥ Up se llaman advacenres, si se unen mediante un arco.

Un conjunto de los vértices adyacentes con el vértice v, lldmase su en-
torno y se¢ denota mediante O(v.) o I'v,.. Empleando el concepto de entorno
el grafo se define como una coleccién del conjunto de los vértices v un
conjunto de sus entornos: G = (¥, I').

Definamos el concepto del grafo ponderado. A cada vértice wvi€V
(V=\uwi=1,2 ... n)])de grafo G = (¥, Ui, U») le pongamos en
correspondencia el peso w; de un conjunto de los pesos W = [wi/i = |,
2,...]. Como resultado obtenemos un conjunto de los vértices ponderados
f{vs, wi)/i = 1,2, ... n}, con ello, no hace falta que todos los pesos sean
distintos.

Pongamos el peso p; del conjunto de pesos P= [{p/i=1,2,...] en
correspondencia a cada elemento del conjunto U2 = {w/i= 1, ... m}.
Como resultado obtenemos un conjunto de los arcos ponderados |(u;,
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p)yi=1,2,... m}; ademds, no hace falta que sean distintos todos los
pesos.

Los conjuntos de vértices v arcos ponderados dados anteriormente en
su conjunto definen un grafo ponderado G = {((V, W), (U, P)), V = VU
U Iy, el que, estrictamente dicho, ya no es un grafo, sino una funcién defini-
da sobre los vértices y los arcos del grafo.

Para prefijar los grafos existen varias clases de matrices, entre las cuales
las principales son la clase de matrices de incidencias y la de matrices de
adyacencia, Examinemos estas clases de matrices.

Clase de matrices de incidenciags. Si el grafo G contiene n vértices y
m arcos, la matriz de incidencias A(G) = [@j)m xx 5S¢ determina como

~f, si el vértice v; es el fin del arco w;

1, si el vértice v; es el origen del arco u;;
ay =
0, si el vértice vy no es coincidente al arco w;.

A veces el grafo contiene lazos, es decir, arcos de tipo (w, ). En este
caso ciertos elementos de la matriz 4 son iguales a 1 y -1 simultaineamente,
lo que lleva a la multiformidad de los elementos de la matriz A4.

Para prefijar un grafo con lazos dividamos la matriz 4 en dos matrices
A 4

A * o= [HJ ]m ]

1, si el vértice v; es el origen del arco w;;
donde af= ). ° L g fy
0 en caso contrario;

A” = [ai.-rT]m:hzrn

1, si el vértice v; es el fin del arco w;;
0 en caso contrario.

Si un grafo no tiene lazos, A = A% ~ 4~ . Las matrices A" y 4~
describen el grafo sin tener en cuenta los pesos de los vértices y arcos.

Prefijemos los pesos de los vértices de un grafo G en forma de una
matriz columna

donde ai; =

Lad
w(G) = I "2,
Wn
¥ los pesos de los arcos en forma de una matriz diagonal de orden m

P 0 1 RS i
0 .p 0...0

0 0 &...hs

Las matrices A, A~, W, P describen completamente un grafo
ponderado.

P(G) =
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a)
Fig. 3.1

Examinemos un esquema ldgico que realiza la adicién segin el modulo
dos flx, x2) = x,@xz en la base de Sheffer gala, 8) = aVvg (fig. 3.1, @)
y su respectivo grafo ponderado G = {( V¥, W), U, cuyos vértices vy, tz,...
-y Uy £= 3, 4, 5, 6 ¥y 1y son ponderados por las variables x; v x;, de la
variable funcional ¢sn del elemento de Sheffer y una variable funcional f,
respectivamente. El origen del arco corresponde a una variable x;, X3, ©
a la salida del elemento de Sheffer, el fin del arco corresponde a la entrada
del elemento de Sheffer o bien a la variable funcional f. Entonces el grafo
G = {(¥ W), U) (fig. 3.1, b) que determina este esquema logico se repre-
senta por matrices de la clase examinada como

1 0 0 -~ 0 0 0
10 -1 0 O O 0O o
0 1 -] 0 0 0 0 X2
ﬂ I 0 0 ~1 0 0 el
AGy=|0 0 1 =1 0 0 0 . WG = | e
0 0 1 0 -1 0 0 Heh
0 0 0 1 0 -] 0 ek
0 0 o 0 L =X 0 W
0 0 0 0 0 1 -

Clase de matrices de adyacencia. L.a matriz de adyacencia S = [5]n xx
de un grafo no ponderado se define del modo siguiente:

o 1, si (v, v)elU
7710, si (v, v)é U.

Para un grafo ponderado

5. = VPus S1 €l arco (v, v)el tiene peso py;
d 0, si (v, v)¢ U.
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Las matrices S, W, P describen completamente un grafo ponderado.
Por ejemplo, el grafo & (fig. 3.1, b) se prefija por matrices de esta clase

Como
A1

X2
Psh
, W(G) = || om
Psh
¥sh

I

Al prefijar el grafo G (fig. 3.1, b) estd ausente la matriz P{G), puesto
gue los arcos de este grafo no son ponderados.

Dos grafos G = {V, Uy y G’ = (V', U') se llaman isomorfos, si existe
una correspondencia biunivoca entre sus vértices F'y V' tal que los vértices
U« ¥ Up S unen mediante el arco (., vs) €n un grafo en aquel, y sélo en
aquel caso, cuando sus respectivos vértices vy ¥y vp se unen mediante un
arco (vs, vg) en oiro grafo.

Las matrices de las clases examinadas prefijan los grafos con exactitud
de hasta el isomorfismo.

Denotaremos una matriz de incidencias transpuesta A% mediante
(4 *)". Una matriz de adyacencia, matrices de incidencias inmicial 4" y
final A4 ~, asl como una matriz diagonal de los pesos de arcos estan rela-
cionadas por la siguiente igualdad:

S=(A)Y-P{A7). (3.1

Se denomina pofencia s(v) de un vértice v el namero de arcos (aristas)
incidentes a este vértice.

Empleando el concepto de mografo se puede prefijar, con mayor efica-
cia en el sentido del volumen consumido de la informacion, grafos grandes
(ji, cuyas matrices de adyacencia estdn debilmente llenas por las unidades.
Los grafos de esta clase tienen gran importancia prictica.

Prefijaremos un grafo no orientado conexo G = { ¥, U}, sin lazos por
un modelo ¥ = (M, S, Sz, . . ., Sz}, en el cual M = V; la palabra definida

5(G) =

o Tl e B v =
cCoOLooCoo
OO O —
oo o= -
OO — 0
od—=—=000
o= 00000

W, ¥ V)

Y% (%.%,%)

Fig. 3.2 Ve (%5, %,15)
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por §; es un entorno Ofv,) de radio unidad del vértice v.€ V' que contiene
i — 1 vértices v ¢l vértice v.. Para ilustrar esta representacioén, consideremos
el mismo grafo G (fig. 3.1, b), sin tener en cuenta la orientacién de sus
aristas. En este caso la matriz de incidencia Q(¥) es la mairiz de adyacencia
S(¥) del grafo G, cuyos elementos diagonales son iguales a 1:

vi v, 3 U4 Us Us b
1 0 1 1 0 O 0 u;
o 1 1 0 1 0 O ty
1 1 1 1 1 0 O0Of =
o) = | 1 0 1 1 0 | {‘.II »
0 1 P B 1 1 4 Us
0 0o 0 1 1 1 1 Us
Ko 0 ¢ 0 0 1 1 ! iy

Reduzcamos la minimizacidén del volumen consumido de la informacion
para expresar un grafo a un cubrimiento de columnas por filas de la matriz
Q(¥). Para disminuir la densidad de trabajo de la bisqueda de un cubri-
miento minimal tachemos filas y columnas que se absorben. La file « ab-
sorbe la fila 8, si el conjunto M, de columnas cubiertas por la fila « con-
tiene el conjunto M3 de columnas cubiertas por la fila 8, M.DMs. La co-
lumna a absorbe lg columna b, si el conjunto M de las filas que cubren
la columna b contiene el conjunto M, de las filas que cubren la columna,
a, M, C M.

Hallemos un cubrimiento de columnas por filas de la matriz Q(¥), des-
pués eliminemos los elementos unitarios no diagonales comprendidos en
el cubrimiento y volvamos a cubrir las columnas hasta llegar a que todos
los elementos no diagonales sean iguales a cero. Obtenemos como resultado
una expresion minimizada del grafo G en forma del correspondiente mogra-
fo, cuya signatura representa cortaduras de los elementos de los cubrimien-
tos obtenidos.

En el caso a examinar el cubrimiento minimal tiene la forma [vs, ve].
A este curbimiento le corresponden dos entornos de radio unidad:
O(wuz) = {v, vz, va, Us} ¥ O(ug) = {v4, Us, 1n). Después de eliminar las
unidades correspondientes de la matriz OQ(¥) obtenemos la matriz

i 2 Va4 Us

1 0 | £ th
Q¥ =10 1 0 1jw
1 0 1 Ofw

0 1 0 1 v

que tiene cubrimiento [y, v:} © bien {w, vs]. Para ser precisos, escojamos
el primer cubrimiento. El grafo G que se examina definitivamente se prefija
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por el modelo ¥, cuya matriz de incidencia tiene forma

m e W U ity

1 1 1 | 0 L
oW =0 0 1 1 1l

0O 0 1 0 O0fw

0O 0 0 1 0 wn

Para prefijar esta matriz es necesario tener 20 bitios en vez de 49 bitios,
cuando este grafo se prefija por la matriz de adyacencia. El mografo
GM(O(¥)) estéd representado en la fig. 3.2. La minimizacion del plan-
teamiento de los grafos orientados con lazos es andlogo al primer procedi-
miento. Los origenes v los fines de los arcos del grafo se prefijan indepen-
dientemente en forma del mografo (GM)* y el (G*)~, respectivamente.

Para representar grafos en forma de una composicién de grafos mas
simples introduzcamos tres operaciones siguientes: union, suma y producto.

Se denomina unidn de grafos G, = {Va, Ue) v Gy = (V5, Us) ¢l grafo
G = (V. U) cuyos portador y signatura son, respectivamente, la unién de
la teoria de los conjuntos de los portadores Vs, Vp y de las signaturas U,
U, de los grafos G,, Gs (fig. 3.3, a).

Llamase surma de grafos G. = (Va, Usd ¥ Gy = (Va, Us) un grafo
G = (¥, U) que es la unién de los grafos Ge, Gp y un grafo completo

d

u :i
&

b
@t @2 (a3

g

X
b

61 (62 (83

+

Fig. 3.3
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de dos partes K| v |, |w| construido sobre los portadores Vo™ VoMV ¥
Ve ™ Va1V, En otras palabras, para construir la suma de los grafos G,
y Gp se determina su unién y cada vértice vi€ V, no comprendido en la
interseccidn VNV, se une con todos los vértices ¥ VoMV, v viceversa.
Diremos que el vértice v conifica el grafo &, si v y todos los vértices del
grafo G son adyacentes. Los vértices no comprendidos en la interseccion
de los sumandos, vig¢ ViM\Vp, conifican, al sumar los grafos G, y G,
Ve ValWVp y Vo™ VoW, respectivamente (fig. 3.3, b).

Se denomina producto (producio cartesiano) de grafos G, = (Va, Ia)
y Go = (Vp, ['p) el grafo G = (K, T'), V= Vo X Vo = [ (Vs Un)/ vakVa,
ubJE I""Il‘a"i ] r{“ﬂn uﬁ':) = Pyﬂ'. X Fub: fﬁE- 3*3: C}

§ 3.2. Conexién y conexion fuerte de un grafo

La distribucién de cadenas y ciclos en un grafo no orientado, asi como
de caminos y circuitos en un grafo orientado, determina muchas propieda-
des del grafo, incluso su conexién y conexidén fuerte.

Lldmase cadena una sucesibn de aristas (g1, g2, .--» @a) de tipo
g =W, vis1), i=1, 2, ..., n. Los vértices de una cadena pueden tener
potencia igual a 1. El vértice v; de potencia igual a | se llama vértice
extremo.

El mimero de aristas de una cadena que une los vértices v; y v; se deno-
mina longitud [ (v, v;) de la cadena.

Se llama ciclo una cadena, cuyos vértices finales coinciden. Todos los
vértices del ciclo tienen potencia s(w)>2.

Una cadena se denomina compuesta, si en ella se repite al menos una
arista, compleja, si se repite al menos un vértice y simple, en ¢caso contrario.

Un grafo G = (I U/) se denomina conexo, si cualquier par de sus vérti-
ces s€ une por una cadena.

Un subgrafo conexo, maximal respecto a la inclusion de vértices, de un
grafo se denomina su componente de conexidn. Un grafo se llama incone-
xo, 5i el nimero de sus componentes s mas que uno. Por ¢jemplo, un
grafo que se compone de dos vértices no adyacentes es inconexo y tiene
dos componentes de conexidn.

Examinemos el algoritmo para determinar la conexién de un grafo ¥
el mimero de sus componentes.

Teorema 3.1. Un elemento de una matriz 8" (S = [si], es decir, una
matriz de adyacencia,
el conjunio de los identificadores de aristas que unen
Sij = [fﬂ-!i‘ vértices vy, Uy,
0, si los vértices v;, V; ho son adyacentes,
es un conjunto de cadenas de longitud n que unen los vértices v;, vj.
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Fig. 3.4

Al elevar una matriz de adyacencia S = [s;] a la potencia n, la multipli-
cacidn se examina como concatencion, o sea, afadimos ¢l identificador
correspondiente a j-ésima columna a la derecha del identificador corres-
pondiente a /-ésima fila, la sumacion se examina como unidn de palabras
obtenidas como resultado de la multiplicacién.

Ejemplo 3.1. Examinemos la distribucign de cadenas en un grafo no orientado de Peter-
son {fig. 3.4), cuya matriz de adyacencia tiene forma siguiente:

I 2 3 4 5 6 7 8 9 10

& e K |




110 Capitulo 3. Teoria de los grafos y mografos

~ Lamairiz de adyacencia 5 determina Ia distribucion de aristas (cadenas de longitud unita-
ria). Para determinar las cadenas de longitud 2 elevemos la matriz de adyacencia al cuadrado:

i 2 3 4 5 (1] 7 B 9 10
o,
£ ab ed ar ks kx &r 1
ik

i,

bb, be ae ak bn mi ity 2

mm

b,
ab £, e ns bm op i 3
nn
CL,
ed be dd, px ot cn dr 4
Py
ae cd gﬁ, ek ry ru dp 5
5 = rr [l
ki,
ak ns px ek 55, xt su &
xx
mem,
am b it} ry Xt 1, it 7
J¥
i,
ks bn on rit 55, 5X 8
L
kx | mt | e dp f.—:%* ty 9
r
er my ik dr Su Iy ¥ " 10
(i)

Sumando las matrices S + 5 oblenemos que en Ja maitriz resultado faltan elementos
nuios, lo que significa que existen cadenas de longitud 1 o de longitud 2 entre cualquier par
de vértices del prafo de Peterson. Por consiguienie, €l grafo de Peterson es conexo v €5 un
componente de conexidn, )

El concepto de 1a cadena ¢s principal para estudiar propiedades métri-
cas de un grafo.

Una [ongitud minimal de cadena que une los vértices v y v; se denomina
distancia r(v, v;) entre los vértices v, vy

riv, v;) = min L(w, ).
&

La distancia maximal enire los vértices del grafo G se denomina
didmetro del grafo d{G):

d(G) = max min k(v, ).
i &
La funcién r(y, v;) introducida sobre el conjunto de todos los pares
de vértices (v;, v,) del grafo G determina su métrica. En efecto, esta funcidn
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|

r(v, vy) satisface tres axiomas siguientes:
Vo, yir(v, v) = 0=y =y,
(Yo, ud(r(v, v) = r(y, w)),
(Vur, wy, wdlr(es, ) + rlv;, ve) 2r(v, w))

El dltimo axioma suele llamarse desigualdad triangular.
Una matriz 4 se denomina de &k células, si una permutacién de colum-
nas y filas la reduce a la forma

A 0 0...0
0 A4 0...0
0 0 Aa._..ﬂ

0 0 0 A

donde la matriz 4;, i = 1, ., ., K no contiene ningun elemento nulo (excep-
to, tal vez, los elementos diagonales).
Teorema 3.2. Un grafo G comprende k componentes de conexidn si,
y solo si, su matriz de alcance D(G),
d(G) ,
D(G) = eE: [S(GIT, (3.2)

(donde S{G) es la matriz de adyacencia, { = 1, d(G), es el didmetro del
grafo (G) es de k células.

Un ciclo se denomina ewleriano, si cada arista del grafo participa en
su formacién una vez, un grafo que contiene tal ciclo se llama de Euler.

Teorema 3.3. Un grafo G = {V, U) es euleriano si, y solo si, es conexo
y la potencia s(v;) de cada vértice vieV es un niimero par.

Un ciclo simple se denomina de Hamilton, si pasa por cada vértice del
grafo; un grafo que contiene tal ciclo llamase hamiltoniano,

El teorema 3.3 determina un criterio simple para revelar la propiedad
de Euler para cada grafo. Para determinar la propiedad hamiltoniana se
tiene la siguiente condicién suficiente.

Teorema 3.4 (teorema de Dirac). S/ un grafo G = (V, U, | V| =3,
es conexo y la potencia de cada vértice vV,

s(o) 2 E,; | VI], (3.3)

donde [ ] es el proximo numero entero, entonces el grafo es de Hamilton.

Un grafo compuesto de un vértice se llama frivial. La eliminacién de
un vértice de un grafo no trivial &G conduce a un subgrafo G\ v gue con-
tiene todos los vértices del grafo G, excepto v, y todas las aristas del grafo
G, no incidentes a v. De modo andlogo, la eliminacién de una arista x
reduce a un subgrafo (subgrafo de esqueleto) que contiene todos los vértices
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y las aristas, excepto la arista x, es decir G\ x. La potencia minimal de

los vértices de un grafo se designa por 8(G) = min s(vi), v:€G. Si todos
i

los vértices de un grafo tienen la misma potencia # éste se llama grafo regu-
far de potencia n.

Se denomina conexidn de un grafo x(G) el nimero minimo de vértices,
cuya eliminacion hace el grafo inconexo o trivial. De esta definicion se
desprende que para cualquier grafo inconexo »(G) = 0. Un grafo completo
K. se hace trivial, si eliminar n — 1 vértices. Por eso, x(Ku) = n — 1.

S1 x(G)=n, el grafo G se denomina n-conexo.

Lldmase conexidn por aristas MG) del grafo G el nimero minimo de
aristas, cuya eliminacion reduce a un grafo inconexo o trivial. Para un grafo
inconexo o trivial MG) = 0.

Para cualquier grafo & la conexidn, la conexidn por aristas v la potencia
minimal estdn relacionadas por la siguiente desigualdad:

H(G)EMB)YKHEG) (3.4)

Entre todos los grafos de n vértices y m aristas la conexién minima
es igual a 0, si m<n — 1, y es igual a [2 m/n], si m=n — 1, donde los
corchetes [ ] significan que se toma la parte entera de la expresién.

" Las cadenas simples se denominan no intersecantes por aristas, si ningu-
nas dos de ellas tienen una arista comin. Pero, si tales cadenas tampoco
tienen vértices comunes se llaman no infersecantes por vértices.

Sean G un grafo conexo y u, v sus dos vértices distintos. Un conjunto
de aristas £ del grafo G se denomina conjunio u, v-divisor en G, si cual-
quier cadena simple de u en v contiene una arista de E. Un conjunto de
vértices V del grafo que no contiene u, v se llama conjunto u, v-separador
en (7, si cualquier cadena simple de & en v incluye un vértice de V.

Si un conjunto u, v-divisor E contiene k aristas, el nimero de cadenas
simples no intersecantes por aristas de # en v no puede superar k, puesto
que en caso contrario alguna arista de E debe pertenecer a mas de una
cadena simple. Si un conjunto », v-divisor tiene potencia minima, el niime-
ro de cadenas simples no intersecantes por aristas entre i Vv U es exactamente
igual a k. 5

Teorema 3.5. EIl mimero maximal de cadenas simples, no intersecantes
por aristas, que unen dos vértices distintos u, v de un grafo conexo G es
igual al nimero minimal de aristas en el conjunto u, v-divisor

Teorema 3.6. El niimero maximal de cadenas simples, no intersecantes
por vértices, que unen dos vértices distintos no adyacentes u, v del grafo
G es igual al numero minimal de vértices en un conjunto u, v-separador.

Yeorema 3.7. Un grafo es n-conexo si, y sdlo si, cualquier par de sus
vértices se une, al menos, por n cadenas no intersecantes por vértices.

Teorema 3.8. Un grafo es n-conexo por aristas si, y sdlo si, cualquier
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&

Fig. 3.5.

par de sus vértices se une, al menos, por n cadenas no intersecantes por
aristas.

Teorema 3.9 (teorema de Menger). Para cualesquiera dos conjuntos de
vértices Vg, Va (Vo Vp # & VaWa = ) el mimero mdximo de cadenas
no intersecantes gque unen V, y Vg es igual al numero minimo de vertices
gue separan V., y V.

Los teoremas 3.5—3.9 determinan la dependencia de conexidn de un
grafo respecto del mimero de cadenas no intersecantes. Por primera vez
la investigd Menger.

Se denomina conjunto divisor de un grgfo G conexe a tal conjunio
de sus aristas que, al eliminarlas de G, éste se hace inconexo. Por ejemplo,
el conjunto { g7, g9, @5, €3} en la fig. 3.5, @ es separador y su eliminacién
lleva a formar dos componentes de conexidn.

Se denomina corte tal conjunto divisor que no tiene subconjunto divisor
propio. El conjunto { g+, g9, 05, 03} NO €s corte, ya gue contiene subconjun-
to divisor [ g7, 09, 0s}. Este subconjunto no tiene subconjuntos divisores
propios y por eso es corte. Un corte que consta de una arista se denomina
puente (fig. 3.5, b). A veces el corte se llama cociclo.

Examinemos un grafo orientado v su propiedad de ser fuertemente
conexo.

Se denomina camino una sucesion de arcos (81, 82, . . ., 8,) de la forma
Gi=(w, iva), i=1, 2, ... N

Los vértices de un camino tienen la potencia igual a 1 6 2. Un vertice
v; de potencia 1 se denomina extremno con ello, el vértice vy, conicidente
al arco &, se denomina inicial, el vértice v, ;1 coincidente al arco &, se llama
Sinal.

El nimero de arcos que forman un camino se denomina longitud del
camino.

Lldmase circuito un camino, cuyos vértices extremos coinciden. Todos
los vértices del circuito tienen la potencia s(v)=2.

Un camino se denomina compuesto, si en ella se repite al menos un
arco, complejo, si se repite al menos un vértice y simple, en caso contrario.

Un grafo G = (¥, U) se denomina fuertemente conexo, si1 cualquier
par de vértices se une por un camino.

8—6577
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Un subgrafo fuertemente conexo, maximal respecto a la inclusion de
vértices, de un grafo se denomina su componente de conexién fuerte. Un
grafo se denomina no fuertemente conexo, si el nimero de sus componentes
de conexidn fuerte es mas de 1. :

Examinemos el algoritmo de determinacién de conexidén fuerte de un
grafo y del numero de sus componentes, de conexiéon fuerte. ‘Lo mismo
que el algoritmo para determinar conexion de un grafo y el mimero de
sus componentes de conexidn, examinados para el caso de un grafo no
orientado, este algoritmo se basa en el empleo de los teoremas 3.1 y 3.2

Ejemplo 3.2, Determinemos la conexion fuerte del prafo orientado de Peterson (fig. 3.6),
cuya matriz de adyacencia tiene siguiente forma:

| P 3 4 3 & T E o 10
a |
b 2
¢ 3
d 4
S(G) = e 5
K X 6
i ¥ 7
# § &
F el I || g
r u 10

Para determinar los compenentes de conexion fuerte basindose en el tecrema 3.2, hay

que elevar la matriz de adyacencia del grafo 5(G) a la potencia maximal igual al didmetro
d{G) de esie grafo:

d(C) = méx min Kes, v}, (3.5)
i i

donde f{w, ;) es longitud del camino del vériice v; al vértice v,

Fig. 3.6
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En el casc examinadeo el didmetro d(G) del prafo & es igual a 5, Calculamos (a matriz
5
de alcance D(G) como 2 [S(GH:

5
D=2, 5=5+5+5 +5+5 =

f=]

1 2 3 4 5 & 7 8 9 10
abede| a ab | abc | abed
bede |bedea| b bc bed
cde | cdea |cdeab| ¢ cid
de dea | deab |deabc| d
D(G) = € ea | eab | eabc |eabed
dey | dez | dsy | dea | dos | Xxtyus| xt | xtvu X Xy
diy | drz | dys | dys | dvs | oyus | oyu | veesxt | yusx | oy
day | dsa | dss | dha | dis s sxt_ | sxeyu | sx | sxty
doy | des | dea | doa | dos | tyus [ tyu | gyusx | ty
diog | dwz | dos | dioa | Fiogs 5 Lsxs ] wsx | wsxiy

ds,1 = k, xpde, xtyre.
ds,y = kab, xtmb, xtyun, dy4 = xp, kabc, xtmbc,

ds,s = xpd, xiyr, kabed, d-, = yre, yusk, mbede,

dsy = ka, xtm, xpdea,

dra = m, yrea, yuska, di;

dre = mbe, yunc, yusxp, drs = yr mbed, yuned,

ds,1 = sk, nede, sxpde, dyy = ska, sxtm, ncdea,

de.s = n, skab, sximb, dia

des.s = noed, sxpd, sxtyr,
tle,z = fm, pdew, [(vrea,
des = p, imbc, ryunc,

= b, yun, yreab,

= nc Sxp, skabc,

de,1 = pde, (yre. tyusk,
ds,y = tmb, tyun, pdeah,
dos = pd, tyr, imbed,

dio,n = re, usk, uncde, dwz = rea, uska, usxim,
tho,s = un, reab, uskab,
dio,s = unc, usxp, reabr,
dws = n uncd, usxpd.

L7= TN = - B BN = R PR T

S

En la matriz de alcance, al componenie de conexidn fuerte le corresponde una submatriz
de dimensidén maximal, cada elemento de la cual no es igual a 0. Los elemenios que muestran

la relacion entre estos submaitrices pueden ser distintos de 0.

En el ejemplo dado tenemos dos componentes de conexidn fuerte con portadores |1,
2,3, 4 5) v |6 7, B 9 10] respectivamenie,

Se denomina red un grafo orientado G = (¥, U), en el cual se escogen
dos conjuntos de vértices polares ¥* vy V¥~ tales que de cada vértice v ¥ *
los arcos solamente salen, en cada vértice vy € ¥V~ los arcos solamente entran
v cada vértice ve VN (V*UV ™) es coincidente tanto a los arcos entrantes,

'ﬁ!‘
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como a los salientes. Ponemos en correspondencia a cada arco un numero
positivo que determina su «capacidad». Entonces, se puede enunciar otra
variante del teorema de Menger para un grafo orientado ponderado por
los arcos.

Teorema 3.10. E! flujo maximal a través de una red es igual a la capaci-
dad minimal de su corte.

Un algoritmo de determinacién del flujo maximal se examina en el §3.5.

§ 3.3. Ciclomatica

Para investigar los ciclos en un grafo se usa la matriz ciclomatica
C(G) = [cyl. Ponemos en correspondencia biunivoca a cada ciclo del grado

un vector fila de la matriz C(G). Todo elemento de esta fila se define del
modo_siguiente:

— 1, si j-ésima arista se incorpora en i-ésimo ciclo;
B 0 en caso contrario.

Un conjunto C({G) de todos los vectores, cada uno de los cuales corres-
ponde a un ciclo de] grafo &, forma un espacio vectorial llamado espacio
de los ciclos del grafo G. Ademds, se cumplen las signientes condiciones:

1. Para cualesquiera dos ciclos R;, R;eC(G), RMNR; # {7 existe cierto
tercer ciclo (Ri®R)eC(G), donde & significa adicion segin el mddulo
dos por Ordenes,

2. La adicién segiin el médulo dos posee la propiedad conmutativa,
es decir, para cualesquiera dos Ri, R;€eC(G)

Ri®R; = R;®R;.

3. La adicidn segun el mmddulo dos es asociativa, es decir, para cuales-
quiera R;, R;, RieeC(G)

(RiI®R)DR: = Ri®B(R;E Ri).

Se denomina base de un espacio vectorial cualquier sistema de vectores
linealmente independientes que engendra el espacio dado. Un conjunto de
vectores es una base de un espacio vectorial cuando, y sélo cuando, cual-
guier elemento de este espacio se representa de manera iinica en forma de
una combinacion lineal de vectores del conjunto. Si un espacio tiene base
de n vectores se denomina espacio n-dimensional.

Base de ciclos del grafo & es una base del espacio de los ciclos del grafo
G compuesto de ciclos simples.

Un vector R depende de ciclos simples Ry, Ra, . . ., Ra, 81 5¢ representa
en forma de la combinacién lineal de vectores

n
R = ER;‘.

i=1
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Cualquier vector de un ciclo del grafo & puede representarse en forma
de una combinacién lineal de los vectores de la base de los ciclos. Examine-
mos, por ejemplo, el grafo representado en la fig. 3.7, a. La matriz cicloma-
tica C(G) de este grafo tiene la forma

a b ¢ d e f m g h
“ O 1 1 0o 0 0 O 1 1 R
1 ¢ 0 0o 0 1 1 1 []“ R>
1 0 ¢ 1 1 1 0 1 1) R
CiG)=1{ 0 1 1 | 1 0 1 1 0 Rs
1 1 1 0 O 1 1 0 1| Rs
0O 0 0 1 1 ¢ 1 0 1| Rs
o4 1 - | 1 0 O Ol Ry

En calidad del sistema basico de ciclos se puede tomar los ciclos Ry,

Ra, R;. Se puede comprobar que todos los otros ciclos se representan como
su combinacion lineal segin el mdédulo dos:

Ri®BR:EBR: = R4, RiBR2 = Rs, Ri® R = Ry, R2@®Rs = Rs.

Se denomina drbol un grafo conexo que no contiene ningln ciclo. Se
denomina subgrafo de esguelelo de un grafo un subgrafo que contiene to-
dos los vértices del grafo. Se denomina esquelero un subgrafo esqueleto
que es un arbol. Se llama cuerda de un esqueleto D en un grafo conexo
G cualquier arista del grafo que no pertenece a D. Cualquier subgrafo com-
puesto de una cuerda y el esqueleto tiene exactamente un ciclo. El numero
ciclomdtico v(G) de un grafo G es igual al numero de cuerdas de cualquier
esqueleto en G.

Si un grafo conexo G tiene m vértices y m aristas, se tiene

WG)=m —n+ L. (3.6)
Si el grafo G contiene k componentes de conexidn, su numero ciclomati-
co es
WG)=m—n + k. 3.7

Fig. 3.7
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El nimero ciclomdtico de un grafo inconexo puede determinarse como la

suma de los nimeros ciclométicos de sus componentes de conexién:
K

»(G) =1Z'EFEG"} _ (3.8)
El nimero ciclomatico determina la medida de conexion de un grafo. Indi-
quemos que [as propiedades de los ciclos de un grafo y de sus cortes se
parecen. Se denomina bosque un grafo que no contiene ciclos. En otras
palabras, si un grafo comprende varios componentes de conegidn, cada uno
de los cuales es un drbol, este grafo es un bosque. Si un bosque G tiene
n vértices y k componentes de conexidn, éste contiene n - k aristas.

Llamase bosque de esqueleto un grafo, cada componente del cual es
un arbol de esqueleto.

El rango cociclico x{G) (rango de corte) de un grafo es el nimero de
aristas en su bosgue de esqueleto;

x(G)=n — k.

El nimero de ciclos de base en un grafo G se determina por el minero
ciclomdtico (rango ciclico) del grafo »(G).

Teorema 3.11 (teorema de Euler). El niimero de ciclos de base de un
grafo es constante e igual a su nimero ciclomdtico.

Se denomina sistema bdsico de ciclos para un bosque de esqueleto D
dado de un grafo G el conjunto de todos los ciclos del grafo G, cada ung
de los cuales contiene solamente una cuerda de D. Este sistema forma base
del espacio de ciclos. En el ejemplo considerado los ciclos Ry, Rz, R; son

Y c m d a b e S g f
1 0o | o | o0 1 0| o 1 | R,
Co(G) = 0 1 0 | 0 0 1 1 0 Rz
0 0 1 1 0 1 1 1 1 R,
| cuerdas i esqugleto D J

l.a matriz obtenida es la matriz ciclomdtica de base respecto al esqueleto
D,

Cumpliendo 2" — » — 1 veces la operacion de adicion segin el modulo
dos sobre los ciclos de base obtenemos todo el conjunto de ciclos de este
espacio. Escribamos el sistema bdsico de cortes para el grafo G y el drbol
de esqueleto D representado en la fig. 3.7, . (a. m, d), {b c), e d),
&, m, ¢, d}, {d, h c), | m d].
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Este sistema se obtiene de modo siguiente, Se quita una arista del es-
queleto D). Con esto, el conjunto de vértices se parte en dos subconjuntos
no intersecantes Vi y Va. En G, el conjunto de todas las aristas, cada una
de las cuales une el vértice de ¥V con el vértice de V2 es un corte del grafo
G. El conjunto de todos los cortes para cada arista del esqueleto D es ¢l
sistema bdasico de cortes para el esqueleto dado D.

El sistema basico de cortes forma base en el espacio de cortes o bien
en el espacio de cociclos. Este sistema puede ser escrita en forma de una
correspondiente matriz bdsice de cortes o bien de una matriz cociclomdtica

basica: Y b . 5 h I s P d
! 0 0 0 0 0 I 0 1
0 1 0 0 0 0 0 1 0
Ky(G) = 0 0 1 0 0 0 0 4] 1
0 0 0 I 0 0 1 1 ]

o lololol1lolol1|1 ||

0 0 0 0 0 1 1 0 1 ‘

esqueleto cuerdas

Cumpliendo 2* = x — | veces la operacion de adicién segin el modulo
dos sobre cociclos, engendramos todo el conjunto de cociclos (cortes) del
grafo.

Al prefijar en el grafo las propiedades de los ciclos se puede definir
la clase de los grafos. Examinemos, por ejemplo, los grafos de dos partes.
Limase grafo de dos partes G(V1, V2) un grafo, cuyo conjunto de vértices
se parte en ¢os subconjuntos no intersecantes Vi y Vi de tal modo que
en G cada arista une dos vértices de subconjuntos distintos.

Para cerciorarse de que un grafo es de dos partes es suficiente compro-
bar sus ciclos.

Teorema 3.12. Un grafo es de dos partes si, y sélo si, todos sus ciclos
tienen longitud par (son pares).

[OSea G un grafo de dos partes. Entonces el conjunto de sus vértices
se descompone en subconjuntos ¥, y V2. Examinemos cualquier vértice
de V;. Para obtener un ciclo que incluye este vértice, hay que pasar k veces
por una arista de V; y Vi y por otra, de ¥ a V. De este modo, en G,
cualquier ciclo tiene 2k aristas, O sea, €5 par.
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Sea ahora que todos los ciclos simples son pares; demostremos la afir-
macidén inversa que G es un grafo de dos partes. Supongamos que G es
un grafo conexo. Para cualquier vértice v;6G designaremos mediante ¥,
un conjunto de vértices que comprende v y todos los vértices que estén
a clistancia de una longitud par de v; designaremos mediante Vzel conjunte
de los otros vértices, que se encuentran a distancia de una longitud impar
de ;. Sea ahora que tenemos dos vértices vy, ux€ V3 unidos por una arista.
Ya que entre v; ¥ ¥, asi como entre v y vx existe un nimero par de aristas,
el ciclo que comprende la arista (v, ) y el vértice v, es impar, empero
esto contradice la condicidn segin la cual todos los ciclos son pares. Por
consiguiente, los vértices de V3 no se unen entre si. Se puede aducir una
demostracion analoga, si G tiene varios componentes de conexién. ll

En un grafo de dos partes no es obligatorio que cada vértice de V; se
una con cada vértice de V3. Sin embargo, si este hecho tiene lugar, el grafo
se denomina grafo completo de dos partes vy se denota por medio de K »
donde m es el numero de vértices de V,, mientras que #, es el nimero
de vértices de V. El grafo K, . tiene m + n vértices y mn aristas. El grafo
completo de dos partes K,, se denomina grafo estelar (estrella) y es un
arbol. Seflalemos que cualquier drbol es un grafo de dos partes. Con fre-
cuencia el grafo de dos partes se llama grafo de Kdnig.

§ 3.4. Diferenciacion de los grafos y mografos

En el andlisis matemdtico el concepto de la derivada caracteriza el grado
de variacién de una funcién al realizarse una variacién pequeiia de su argu-
mento. El concepto de la derivada se basa en el del limite. En la matematica
discreta no existe el concepto del limite, por esta razon es imposible trasla-
dar mecdnicamente el concepto de la derivada de la matemadtica continua
a la discreta. Para resolver problemas de optimizacién de la matemdtica
discreta, introduciremos el concepto de la derivada basado en el uso del
concepto de la frecuencia de letras en las palabras de cierto modelo ¥,

Antes de la definicién formal de la derivada, examinemos el siguiente
ejemplo. Sea dado un grafo G (fig. 3.8, @). Nos interesa la frecuencia de
participacion de [as aristas en la formacion de esqueletos del grafo G. El
grafo G contiene 8 esqueletos y se puede caracterizar la frecuencia buscada,
por ejemplo, por el nimero de inclusiones de cada una de las aristas en
estos esqueletos. Por ejemplo, la arista @ participa 5 veces en la formacién
de esqueletos; la arista ¢, 4 veces, etc. La frecuencia se caracterizard de
modo mas completo, si a la par con los niimeros indicados anteriormente
calcular nimeros, cada uno de los cuales es igual al nimero de esqueletos
que contienen dos aristas fijadas. Por ejemplo, las aristas @ y b se contienen
en dos esqueletos, Con mds exactitud la frecuencia buscada de un par de
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e e
Fig. 3.8 8)

aristas p; ¥ p; se determina por el nimero de esqueletos que comprenden
la arista g; 0 g, pero no las comprenden simultdneamente en razon inversa
con el mimero de esqueletos que contienen tanto la arista p; como la arista
eit i — 2f, + f)/fy, donde fj, f;, fi son los nimeros de esqueletos del
grafo que contienen las aristas g, g, 0i ¥ @/, respectivamente,

Esta razdn indica el grado de participacién no uniforme de los pares
de aristas en la formacién de esqueletos del grafo.

A continuacion nos acordemos llamar suceso § que ocurre cuando se
cumplen determinadas condiciones al proceso examinado. En el ejemplo
examinado el suceso S se representa por la «formacién del esqueleto del
grafo G por un conjunto de aristas», y las condiciones, por la inclusion
de las aristas del grafo en el conjunto dado. El suceso 5 puede prefijarse
por el correspondiente predicado.

Cada uno de los sucesos determina una matriz binaria bidimensional
Q = [gijlm=n, & cada columna de la cual corresponde biunivocamente una
condicion, comprendida en un suceso, y a cada fila, una coleccién de condi-

ciones, con las cuales el suceso tiene lugar (en las cuales el suceso es verda-
dero) y

1, si j-ésima condicién se incluye en i-ésima coleccion de
qij = condiciones, en las cuales el suceso es verdadero;
0 en caso contrario.

En otras palabras, cada suceso determina un modelo, cuya matriz de
incidencia es una matriz Q, o sea, las condiciones que se comprenden en
el suceso son letras del modelo, las colecciones de condiciones, en las cuales
el suceso es verdadero, son palabras del modelo.
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La intensidad de participacién de las condiciones (letras) en los sucesos
(palabras) Ia caracterizaremos utilizando frecuencias de’su inclusion. Para
esto introduzcamos la matriz de frecuencia de relaciones F = [fiflaxn que
caracteriza un modelo ¥, cuya matriz de incidencia es Q(¥) = [gilmxn.

5e denomina matriz de frecuencia de relaciones F = [fijlaxn una
matriz, a cada fila (columna) de la cual le corresponde biunivocamente
una letra, y un elemento fj; es igual al numero de palabras que comprenden
las letras i ¥ /, si { # j, en el caso contrario (i = j) equivale al nimero de
palabras que incluyen la letra {. Con ello, si i = j, fi es la frecuencia propia
de la letra, si i # j, fi; es la frecuencia reciproca de las letras i vy J.

De la definicion de la matriz de frecuencia de relaciones F = [fijlaxx
se desprende que €sta es simétrica respecto a la diagonal principal, es decir,
Jii = fii, v que la frecuencia propia de cualquier letra no es menor que la
frecuencia reciproca de esta letra con cualquier otra letra: f; = fi.

Se puede mostrar que una matriz de frecuencia de relaciones F que ca-
racteriza un modelo con la matriz de incidencia Q satisface la relacidon

Q"X Q=F (3.9)

donde Q7 es la matriz transpuesta (7 es el signo de la matriz transpuesta).

Determinemos el grado de participacién de los componentes del grafo
G en un suceso S dado con anticipacion en el grafo G, en otras palabras,
el grado de heterogeneidad de componentes del grafo respecto al suceso
prefijado. Caracterizaremos esta heterogeneidad por la derivada 4G/95 del
grafo G respecto al suceso S.

Lldmase derivada 0G/85 de un grafo G respecto a un suceso S un grafo
ponderado no orientado (¥, (L] P)), cuyo portador coincide con el porta-
dor de un modelo determinado por este suceso v un par de vértices (v,
v;) estd ponderado por la razén de la frecuencia (i — ;) + (i — fij) de su

participacidn incompatible a la frecuencia f; de la participacion compatible
en el suceso S:

3G L=+
b5 = H
con la particularidad de gue
. ag
(v, v)¢ U, 51 —= (un 1)) = oo

(v, v)el, si ‘%g_ (v:, v;) es la magnitud finita diferente de cero;

. G
Ui = U 81— (e, ;) = 0.

El valor de la expresion (3.10) se llama valor de la derivada sobre la
arista (v, ).
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Ilustremos el concepto de derivada de un grafo respecto a un suceso
con dos ejemplos.

Ejemplo 3.3. Sean prefijados un grafo & (fig. 3.8, @) y un suceso S, «formacidn del
esqueleto del grafo G por las anistas». Hallemos la derivada del grafo G segin el suceso §
que caracterizarad la intensidad de participacién de aristas en la formacion de esqueletos del
grafo .

El suceso prefijado determina un modelo, cuya matriz de incidencia tiene siguiente forma.

b d

B
o

DD - ————
- -
S ——00 "
—_ - =D -
_—— e — -

En esta matriz, a cada columna le corresponde biunivocamente una arista del grafo G
{la condicién comprendida en el suceso), a cada fila, una coleccidn de aristas que forman
un esqueleto del grafo (la coleccion de condiciones, en las cuales el suceso prefijado tiene
lugar) (fig. 3.8, &)

La mairiz de frecuencia de relaciones F que corresponde a la matnz  es

a b ¢ d e
8 2 2 3 Il o«
2 § 2 3 3y b
el 20 8 il
3 3 2 2 5Sh e
G

Los elementos de esta matriz.determinan %q— gue es up grafo con portador |a b

d, e} vy dos vértices de este grafo son adyacentes, si el valor de |la derivada sobre el arco
formado por eslos vértices es distinto de cero y del infinito. Calculando los valores de la

d
derivada sobre las aristas del grafo —G -

as
G Jo—2nr+So 5-22+5
—_—a b 3,
Tl Tk = 3 .
G {a, ¢} = Je T..%:ﬁf:,'_ﬁ._ o 38,
a5 Sar 2
_ﬁ(_?_(d'ﬂ__.fd—ifq-.+ﬂ_5—1*2+5n]}
a5 Jae 2
obtenemos el grafo ifig. 3.8, ch

a5
Ejemploe 3.4. Examinemos un grafo & (fig. 3.9, a), sobre el cual esta prefijade un suceso
&8, «formacién por aristas de un ciclo de base respecto a un esgueleto &° (fig. 3.9, b) del
grafo Gw. Calculemos la denivada del grafo @ respecto al suceso §.
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El nimero ciclomitico »{(G) del grafo G es igual a 3:
MG)=m-n+k=T~5+1=173,

Por consigulente, el grafo contiene tres ciclos de base, El suceso S determina un modelo de
tipo.

a b ¢ d e g h
1 1 1 1 1 0 0
=0 0 1 1 1 1 o
O o0 1 1 0 0 1
A este modelo le comresponde la matriz de frecuencia de relaciones
a b ¢ d e g A
1 1 1 1 1 0 Of| @
1 1 1 1 1 0 0 b
| 1 3 3 2 1 1 c
F=eQ"xo={1 1 3 35 2 1 1|l
1 1 2 2 2 1 0| e
0 0 1 1 1 | 0 B
fo o 1 1 o o 1| &

Caleulando el valor de la derivada obtenemos el grafo % {fig. 3.9, ¢). Analizando

el grafo fijemos que, por ejemplo, las aristas ¢ y o (@ ¥ &) participan de manera

igualmente intensa en ¢l suceso prefijado.

De tal modo, para determinar la derivada de un grafo G segiin el suceso
S es necesario:
a) consiriur un modelo determinado por el suceso prefijado;
b) hallar la matriz de frecuencia de relaciones que corresponde a este
modelo;
G

c¢) calculando los valores de la derivada ——-— sobre aristas del grafo

as
por la matriz de frecuencia de relaciones construir el grafo buscado %ng
que caracteriza la intensidad de participaciéon de elementos del grafo G en

el suceso prefijado S.

&} &l Fig. 3.9
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> *G > .
Llamase derivada 55 de orden X segin el suceso S la derivada de

la derivada de orden k¥ — | segun aquel mismo suceso S:

_ 8 (¥¢

as* as x=

Se denomina derivada mixta segiin los sucesos S; v Sy la derivada segin
el suceso S, de la derivada segiin el suceso Sp:

3&33&- = ﬂﬂa(

De modo andlogo se determinan derivadas mixtas del grafo G segin
los sucesos Si, Sz, .. o Sa

El concepto introducido de la derivada de un grafo G segun el suceso
S posibilita hallar también la derivada de un moedelo ¥(Q) (de un mografo
G™(Q). En el caso de determinar la derivada de un modelo, si no se
da otra indicacién sobre el suceso S, en calidad de § consideramos la «for-
macion de una palabra por letras».

El valor de la derivada del modelo (del mografo GY(Q)) sobre un par
(i j) es

EG Ji =~ 2y + Jj

[fr ..-") s fi.f ¥

donde las frecuencias f;, fiy v _,;3 se determinan por la matriz de frecuencia
de relaciones F = [fy} (F = QT x Q). Sobre el mografo G, las frecuen-
cias fi, Sy v Jfi son iguales al niimero de pesos del vértice 1, al nimero
de pesos comunes de los vértices v, vy ¥y al niimero de pesos del vértice
vj, respectivamente,

Ejemplo 3.5. Calculemos

R IMY)
d45,88;

({Ull UJ]'l {p-l.: v!}!l

Fig. 3.10
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donde el mografo G™ estd prefijado en la fig. 3.10, a, el suceso S; es el suceso en el mografo,
en ¢l entendimiento habitual (o sea, la «formacién de una palabra por letras»); el suceso

[y
= (¥ U).»
1

La matriz de incidencia Q; que prefija el mografo G (fig. 3.10, a) tiene forma

a i c o
| i ] 0
O =] 0 1 0 i
0 0 | i

3z e5 la «formacion de un ciclo de longitud impar en el grafo

Le corresponde la matriz de frecuencia de relaciones £ = 07 x O:

a b ¢ d
1 | 1 0
F, = I 2 ] |
1 i 2 1
o 1 ]} 2
: aGgn 3
Los valores de [a derivada son, réspectivamente, iguales a:
]
aGHn aGHe
—g b)) = I (b ¢} = 2;
a5, ) a5
ac;l:-‘ﬂ aﬁ{#ﬂ
- (&, o) = i b, = 2
aGHn aG*n
——— (a4, &) = =o; o, = 3.
T e
aGwo _ Gt ‘
El grafe se representa el fa fig. 3.10, &. En ¢l grafo el suceso § prefija

I 1
la matriz ¢ de tipo

(vg, v2) (2, v3) (v, vs) (v, B} (14, ta)

i | ] 0 0
1% =“ 0 0 i 1 1 ”

En virtud del algoritmo del hallazgo de la derivada del grafo, obtenemos
(Ui, ©2) (2, ©3) (v, 1) oa, ) (v, o)

1 i (4] 0
i ] [ 0 0
Fi =] 1 i 2 1 1
0 0 1 1 |
0 0 l 1 1
rGHn 1 =21 +1
35,95, {(vn, 2)y (22, a)) = ey = Q.

Hemos examinado la uniformidad de participacién de los pares de ele-
mentos en el suceso S. De modo andlogo puede ser examinada la uniformi-
dad de participacion de ternas. cuaternas, . . ., n-ternas de elementos en
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el suceso S. Para deducir la formula de la derivada sobre tres, cuatro, . . .,
n elementos generalizaremos el concepto de la matriz de frecuencia de rela-
ciones. Introduzcamos el concepto de la hipermatriz de frecuencia de
relaciones.

Examinemos el modelo ¥ = (M, 5, 83, - . ., S¢». Tomemos una matriz
N-dimensional F = [fi..iuls f1, 225 -« iv = 1, ..., | M| . Las posiciones
segin cada dimension de la matriz N-dimensional las enumeremos con ni-
meros de la serie natural 1, 2, ..., | M |. Pongamos en correspondencia
biunivoca a cada letra m€M un nimero de esta serie natural y colocaremos
las letras my€M por las respectivas posiciones de cada dimension de la
matriz NV-dimensional. Cada elemento f, i, ...... de esta matriz es igual al
numero de palabras que comprenden letras correspondientes a los niimeros
iy f3, - - ., In. No duplicamos los indices iguales por su escritura. La matriz
formada de este modo se denominard matriz N-dimensional de frecuencia
de relaciones o bien hipermatriz de frecuencia de relaciones, si no nos inte-
resa la dimension de esta matriz.

Si entre los indices §, &, f3, ..., iy ¥y un elemento f, ;.. .. .i. existen al
menos dos indices de escritura distinta este elemento se llama frecuencia
reciproca de letras correspondientes y, en caso contrario, frecuencia propia
de estas letras. La frecuencia /i, i.....i» Que tiene & indices diferentes se de-
nomina frecuencia de orden k.

Cuando se calculaba la derivada de un par de elementos se utilizaban
frecuencias de primer y segundo orden.

La derivada %E— de un grafo G respecto a un suceso S sobre las

S
ternas de elementos es
_'_a'_G'_ {mﬂ'l b, "]i:'} = 1 E .)f; i 2- Z fu =¥
ﬂs fmm i = g, g, M, PP 0, § = I, e, 1T,
+3 3 f,ﬁ), 3.11)
imp itk fk

ik = my, ., m.

La derivada %g— del grafo & respecto a un suceso S sobre las
cuaternas de elementos es
E(ﬁq’ﬂ': My, M, mﬂ}='_'_"'"']_“—_" Eﬁ_z-z-fu-'l_:; Efl'..h’f_
as Smoman ; ij i.jk
iz itk jk
-4 3 fuﬂ). i jo k1 = ma, mp, me, mg. (3.12)
il k.

i iRk il ek jel kel
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La derivada -aa—g— de un grafo & respecto a un suceso S sobre n
elementos es
aG 1
B e sy = (S 2 B+
r.lilfu
+ (D" e T fii b D T fi )
n#l::: l.,iu i, fr;"-"fl:.'rl-h .-'- L#l.u
B 8 oiia R e e e T e s T (3.13)
Las formulas (3.11)—(3.13) estdn deducidas de la definicién de la deriva-
da gcs? de un grafo G respecto a un suceso S, al examinar las ternas,

cuafernas y n-ternas de elementos, respectivamente.

Cada modelo puede ser prefijado con ayuda de una hipermatriz de fre-
cuencia de relaciones.

Por ejemplo, un modelo ¥ = (M, S3),

M=[a:b:f-‘}d|e]l

S'a:[!a_’ bl d]i [b!cld]] i'c! dl ei]l

cuva matriz de incidencia

g & e b .8

1 1 0 1 0
o =0 1 1 1 o0

0 0 1 1 1

puede determinarse por la matriz de frecuencia de relaciones

a b c d e

1 1 0 1 0 a

1 2 1 2 0o || &
F¥)= || 0 1 2 2 1 c

1 2. 2. B3 1 | d

0 0 1 1 1 e

En el ejemplo examinado Q(¥) y F(¥) determinan biunivocamente una
a otra. En otras palabras, un modelo puede ser prefijado no sélo enumeran-
do sus palabras, sino también cuando se prefijan intersecciones de estas
palabras con ayuda de planteamiento de las frecuencias de letras en estas
palabras),

Si tenemos gran niimero de ceros es cdmndn representar la hipermatriz
de frecuencia de relaciones en forma de anotacién en linea. Por ejemplo,
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el modelo a examinar ¥ puede ser escrito como
F(¥) = g®e2b*e2c%e3d*ce” caboad=bc=2bd-2¢cdce-de.

Aqui el coeficiente para «* es igual a f. y para af8, fus, o, B8 =a, b, ¢
d, e, el simbolo ¢ es distribuidor constructivo de dos frecuencias.

La anotacidn en linea de una hipermatriz de frecuencia de relaciones
que prefija el modelo se denominara a continuacién descemposicion del
modelo por frecuencias o bien descomposicion de frecuencia del modelo.

§ 3.5. Estabilidad, cubrimientos y combinaciones en pares

En cualquier grafo se puede formar una colecciéon de ciertos conjuntos que
se unen segln algun criterio, por ejemplo, subconjuntos de vértices tales
en los que no hay dos vértices de un mismo subconjunto que sean adyacen-
tes. Analogamente se puede partir un grafo en subconjunto de aristas de
tal modo que las aristas de un subconjunto sean no advacentes de dos en
dos. En el caso general, el nimero de elementos en distintos subconjuntos
es distinto y existe un subconjunto, en que el nimero de elementos adquiere
el maximo valor. Por eso se puede introducir dos invariantes del grafo para
vértices no adyacentes de dos en dos y aristas del mismo tipo.

Un conjunto de vértices se denomina inferiormente estable, si éstos son
no advacentes de dos en dos.

Un conjunto interiormente estable de vértices se denomina subgrafo va-
cio s1, al anadir aunque no sea mas que un vértice no perteneciente a este
conjunto, se forma por lo menos una arista (un arco).

La potencia maximal de un subgrafo vacio del grafo G se denomina
numero de estabilidad interior o nimero vértice de independencia del grafo
£l G).

El nimero maximal de aristas no adyacentes de dos en dos de un grafo
G se denomina numero arista de independencia del grafo &(G).

Si una arista es incidente a un vértice se dice gue ellos cubren uno a
otro. Un conjunto de vértices que cubren todas las aristas de un grafo se
denomina cubrimiento vértice del grafo G. La potencia minimal del cubri-
miento vertice se llama numero del cubrimiento vértice del grafo wo(G).
Analogamente un conjunto de aristas que cubren todos los vértices del gra-
fo G se denomina cubrimiento arista de un grafo. La potencia minimal
del cubrimiento arista del grafo G se denomina numero del cubrimiento
arista m(G).

Acordémonos considerar que cualquier vértice de un grafo cubre a si
mismo y dos vértices adyacentes cubren uno a otro, Entonces la potencia
minimal de un conjunto de vértices que cubren todos los vértices del grafo
G se llama niimero vértice de la estabilidad exterior del grafo Bo(G).

De manera andloga consideremos que cada arista de un grafo cubre

9—65677
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a 51 misma y'dﬂs aristas adyacentes cubren una a otra: entonces la potencia
minimal de un conjunto de aristas que cubren todas las aristas del grafo
G se denomina numero grisia de la estabilidad exterior 8,(G).

Para resolver muchos problemas précticos es necesario calcular los inva-
riantes examinados del grafo. Por ejemplo, sea que los vértices de un grafo
son los médulos tecnolégicos de un proceso automatizado flexible vy hay
que observarlos continuamente, mientras que dos vértices del grafo se unen
por una arista, si se puede observar sus respectivos mddulos encontrandose
al lado de uno de ellos. Se necesita colocar telecamaras de tal modo qgue
el operador del monitor en el panel de control pueda observar todos los
maodulos con tal que el ndimero de telecdmaras sea minimo. Para resolver
este problema hay que determinar el nimero de vértice de la estabilidad
exterior del grafo dado.

Ejemplo 3.6. Para ¢l grafo de Peterson G (véase la fig. 3.4), los invariantes introducidos
lienen siguientes valores:

elG) =4, | {1, 3,9 10}| = 4; a(G) = 5, lle. &~ x »i] =5
@G =6 (11,35 7,8,9}| =6 xdG) =5, |tk m n p il =8
BolG) =3, |11, 4, 10)| =3 8i(G) =4, ||a ¢ x u]| = 4.

Teorema 3.13. Para cuaiquier grafo conexo no trivial G = (¥, U) se
tiene

&(G) + mo(G) = &(G) + m(G) = | V|. (3.14)

Un conjunto de aristas de un grafo, en el cual ningin par de aristas
es adyacente se denomina combinacion en par del grafo. Un conjunto de
aristas de una combinacidn en par, en la cual el nimero de aristas es igual
a & se denomina combinacidn mdxima en par del grafo.

Para los grafos de dos partes es vilido el siguiente teorema sobre combi-
naciones en par.

Teorema 3.14 (teorema de Konig). Para un grafo de dos partes G, el
numero de aristas en la combinacidn mdxima en par es igual al niimero
del cubrimiento de vértice, o sea, & = wo.

Lldmase combinacidn perfecta en par de V) en V3 en grafo de dos partes
G(V1, V2) una correspondencia biunivoca entre los vértices de ¥ y un sub-
conjunto de vertices de V32, en la cual todo vértice de F; se une con un
vértice de V> mediante una arista.

El concepto de combinacién en par permite enunciar el siguiente
teorema.

Teorema 3.15 (teorema de Hall). Seq G = G(V,, V1) un grafo de dos
partes y para cualquier subconjunio A C V| sea también o(A) un conjunto
de aquellos vértices de V; que son adyacentes por lo menos a un vértice
de A. Entonces la combinacidn perfecta en par de V, en Va existe cuando,
¥ solo cuando, el nimero de elementos | A | < | ¢(A) | para cada subcon-
Junio A€V,
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Examinemos como se escogen subgrafos vacios £} en un grafo G.
Se llama entorno G(w) de un vértice vy del grafo G = {V, I") un subgrafo
{ Vo, Up}, cuyo portador coincide con el entorno de radio unitario de este
vértice, Vo = I'ty ¥y la signatura U, estd formada por todas las aristas del
grafo G que unen los vértices de V5.

Llimase no_enforno G(vo) del vértice vp del grafo G = (¥, T") un
subgrafo {(Vo, Up), cuyo portador Vo = [vi/u€lw) y la signatura U
comprende todas las aristas del grafo G que unen los vértices de Va.

Teorema 3.16. Un subgrafo vacio G = {V, T') que no contiene el vértice
we V comprende al menos un vértice de su entorno.

Reduzcamos la formacién de subgrafos vacios en un grafo G prefijado
a la construccidn de un drbol, en el cual todo camino entre un vértice pen-
diente (vertice v de la potencia igual a 1) y el fin de un arco que parte
de la raiz, se compone de vértices que forman un subgrafo vacio donde
la raiz es un vértice que no es el fin de ninglin arco.

En virtud del teorema 3.16 construyamos este arbol del modo siguiente:

1) pongamos el grafo prefijado en correspondencia a la raiz del arbol;

2) fijemos un vértice arbitrario v del grafo dado G = (¥, I') v los vérti-
ces de su entorno V. Pongamos un vértice del conjunto { w, ¥p} en corres-
pondencia biunivoca al fin de todo arco que parte de la raiz del arbol;
__ 3) cada extremo v, de arcos construidos ponderemos por el no entorno
Glv,) del vértice vg;

4) consideremos el extremo v, del nivel construido como raiz de un #r-
bol nuevo.

Repetiremos los puntos 2)—4) hasta que cada extremo de arcos cons-
truidos sea ponderado por el simbolo 7. Este simbolo significa la ausencia
del no entorno correspondiente. Segun el teorema 3.16 el camino entre el
fin de un arco que parte de la raiz del arbol construido y un vértice pendien-
te ponderado por ¢l simbolo (& consta de los vértices del grafo vacio.

En el caso de fijar arbitrariamente un vértice cuando se construye un
nivel del arbol no se puede establecer la correspondencia biunivoca entre
los vértices pendientes y subgrafos vacios, puesto que los dltimos pueden
repetirse, es decir, un mismo subgrafo vacio puede ponderar varios vértices
pendientes. Para evitar la repeticiébn de subgrafos vacios, introduzcamos
la ley de absorcién de subdrboles.

Ley de absorcién, Si en el k-ésimo nivel de un drbol los vértices v; y
Yy son no adyacentes y un subdrbol de la raiz v, estd construido y si en
un subdrbol de la raiz v; aparece un arco con el vértice v;, la rama corres-
pondiente no se construye.

La ley es vilida, ya que el subarbol de la raiz v; no contiene el vértice
Y. del entorno del vértice v, v,€G(ty), ¥y, en virtud del teorema 3.16, se
contiene en un subgrafo vacio del subidrbol ya construido de la raiz v

b
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Fig. 3.1}

Ejemplo 1.7. Hallar la-distribucidn de subgrafos vacios en el grafo G representado en
la parte superior de la fig. 3.11,

Pongamas el grafo prefijado G en correspondencia a la raiz del drbol que se construye.
Fijemos el vértice i5. Su entorno consta de cuatro vérlices |uy, vs, va, s}, por eso de ia
primera raiz trazamos cinco arcos. Aitadimos a los extremos de los arcos uno de los vértices
y ponderamos los arcos por el no entorno de estos vértices (fig. 3.11). El no entorno G{)
contiene solamente el vértice vs, por eso en el lercer nivel obtenemos el vértice pendiente
vs. El vértice v tiene un no entorno con el portader [vs, ta, #5). Fijamos el vértice . Su
no entorno ¥y = &, por esta razén en ¢! tercer nivel obtenemos el vértice pendiente va. For-
mamos dos mds arcos de la segunda raiz v con el vértice vy ¥ el no entorno compuesto
de vs y con el vértice vy y el no entorno vy. Segiin 1a ley de absorcion, unc de los subdrboles
se absorbe, En la figura, la cruz significa que la rama no sigue construyéndose ¥ no se tiene
en cuenta cuando se caleulan subgrafos vacios. En el cuarto nivel obtenemos el vértice pendien-
te vs. Para un vértice del segundo nivel tenemos el no entorno compuesto del vértice vy ¥
el proceso se termina par el vértice s en el tercer nivel.

El vértice vy del segundo nivel_mn U n¢ entorno se trunca segun la ley de absorcidn,
Para el vériice v; con el no entorno Vy = [y, ts, 1] construyamos el tercer nivel. Obtenemos

tres rafces: vs, vi(ws), vs{v). Todos ellos se truncan segiin la ley de absorcion v no se tienen
et cuenta cuando se caleulan subgrafos vacios,

De tal modo, tenemos los subgrafos vaclos:
E' = tzl 5'- E = III 4]; Ei = il. 3. 5; ¥ E‘n 13-, ﬁi.

Establezcamos las propiedades de un grafg que determinan el caracter
ramificado del arbol que sintetizamos. En el ejemplo examinado, cuando
se construia el siguiente nivel, en cada raiz se fijo un vértice de la potencia
maximal, Para eliminar la repeticion cinco veces de subgrafos vacios en
el 4rbol fue utilizada la ley de absorcién. En el primer paso de la construc-
cion del arbol fijemos un vértice no de la potencia maximal, sino el de
la minimal: el vértice i, s(v1) <s(n). Al construir el arbol después de fijar
el vértice vy (fig. 3.12, g) vemos que es mdas simple que el anterior; en su
construccion la ley de absorcidn se utilizaba sélo una vez, Si en la construc-
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cién del siguiente nivel en cada raiz fijamos el vértice de la potencia mini-
mal (fig. 3.12, ), en el ejemplo considerado el nimero de vértices pendien-
tes coincide con el numero de subgrafos vaciosy incluso sin emplear la ley
de absorcion. Expongamos un algoritmo de engendrar todos los subgrafos
vacios, en el cual para reducir la densidad del trabajo, fijaremos cada vez
el vértice de la potencia minimal.

1. Ponemos un grafo prefijado G en correspondencia a la raiz del drbol
a sintetizar.

2. En el grafo, fijamos el vértice vp de la potencia minimal, poniéndola
en correspondencia al extremo del arco que parte de la raiz. Construimos
| F1n | de arcos que parten de la raiz y el extremo de cada uno de ellos
ponemos en correspondencia biunivoca a un vértice del entorno G(w).

3. Cada extremo vy de los arcos construidos lo ponderamos por ¢l no
entorno G(uv.) del vértice v, del grafo puesto en correspondencia a la raiz
examinada.

4. Analizamos el extremo v, del nivel construido como la raiz de un
arbol nuevo.

5. Consideramos, si el vértice v, es ponderado por el simbolo (7. Si
«noy», pasamos al punto 2, si «si», al punto 6.

6. Los caminos entre los extremos de los arcos que parten de la raiz
del darbol sintetizado y los arcos pendientes determinan univocamente los
subgrafos vacios del grafo prefijado.

A base de este algoritmo, se puede determinar el nimero de estabilidad
interior go(G) del grafo G = (¥, I') como potencia maximal de un subgrafo
vacio &(G) = méx | E; | y el nimero del cubrimiento vértice mo(G) como

i

diferencia | ¥| — &(G) (en virtud del teorema 3.13).
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Para el Ejﬂmplﬂ examinado &(G) = 3 Enix = [1, 3, §): molG) =
| §2, 4, 6} | =

En el grafo, mu-:has veces se necesita determinar no el numero maximal
de los vértices, entre los cuales faltan conexiones, sino, al contrario, €l nu-
mero maximal de los vértices adyacentes de dos en dos. Se denomina densi-
dad p(G) de un grafo G = (¥, T') la pﬂtcncla maximal del portador de
un subgrafo completo Fo..C G:

plG) = mﬁx pULF).

El algoritmo para engendrar subgrafos vacios, aducido anteriormente,
y la ley de absorcién pueden utilizarse con éxito, después de hacer corres-
pondientes cambios para determinar [a densidad p(G) del grafo G.

Expongamos un algoritmo para engendrar subgrafos completos.

1. Ponemos un grafo prefijado en correspondencia a la raiz del arbol
que sintetizamos.

2. En el grafo fijamos el vértice vp con la potencia maximal, poniéndola
en correspondencia al extremo de un arco que parte de la raiz. Construimos
| T'wvo | arcos que parten de la raiz (| T'w | es la potencia del portador
del no entorno del vértice o). El extremo de cada uno de estos arcos se
pone en correspondencia biunivoca a un vértice del no entorno G(uw).

3. Cada extremo v, de los arcos construidos se pondera por ¢l entorno
G{uv.) del vértice v, del grafo puesto en correspondencia a la raiz que
analizamos.

4. Consideramos el fin v, del nivel construido como la raiz de un 4rbol
nuevo.

5. Establecemos, si el \rert:lce v, es ponderado por el simbolo ¢, Si
«no», pasamos al punto 2, si «si», al punto 6.

6. Los caminos entre los extremos de los arcos que parten de la raiz
del arbol sintetizado y los arcos pendientes determinan univocamentie los
subgrafos completos del grafo prefijado.

La ley de absorcién. Si en el k-ésimo nivel de un drbol los vértices v;
y uj son adyacentes, el subdrbol de la rafz v; estd construido y si en el subdr-
bol de la rafz vy aparece un arco con el vértice v, la rama correspondiente
no se construye.

Ejempio 3.8. Hallemos la distribucién de subgrafos completos en el grafo & represeniado
en la mitad superior de la fig. 3.13. Al fijar, en el punto 2, un vértice de la potencia maximal
en cada nivel sintetizado (Hg. 3.13, @), no se repitieron los subgrafos completos en el drbol.
5i en ¢l punto 2 fijamos un vértice de la potencia no maximal, tenemos la repeticion de los
subgrafos completos. Cuando fijamos el vértice vy, de la potencia munimal vy s(13) = 1, en
la construccidén del segundo nivel tenemos la repeticidén del subgrafo completo /3 = |1, 2,
6] (fig. 3.13, &); en la construccidn de cada nivel, ¢l nimero de repeticiones aumenta todavia
mds: Fy = (2, 3, 4], Fa = |4, 5, 6], Fs = {4, 5, 6] (fig. 3.13, ¢). La densidad del grafo
considerade & es igual a 3.
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a)

Fig. 3.14

Ejemplo 3.9. Hallar el flujo maximal a cravés de la red & (fig. 3.14, @), si la capacidad
de las arcos es, respectivamente, igual a: g = (v, 1) = 5.0 = (b, W) - 2, ¢ = (1, 1) - 4,
d={u, w)- 3, e=(n, vs) =2, k={ws, v) ~ 4, m=(wm, ) - 3, n=(tn, B)—7,

= {n, ) = 2.

Para determinar ¢l flujo maximal a través de una red prefijada construimos el grafe de
alcance Gy = ( V, Uy), cada vértice del cual corresponde biunivocamente a un arco del grafo
prefijado G ¥y dos vértices se unen por una arista si, y s6lo si, sus arcos correspondientes
se incluyen en el camino en el grafo de partida & (fig, 3.15, @). Entonces un subgrafo vacio
del grajo de alcance determina bivunivocamente un corte de |a red de partida. La suma minimal
de las capacidades de los arcos incluidos en el corte es 1gual, en virtud de! teorema 3.10,
al flujo maximal buscado. Empleando el algoritmo para engendrar todos los subgrafos vacies
los formamos en el grafo de alcance (fig. 3.15, &) ¥ calculamaos la capacidad del corte, Tenemos:

Ei=inpbed -7T+2+2+24+3=6,E={npbcl-7T+2+2+4=15
Es=|npme|=-T+2+3+2=I4 E=ink bdi-T+4+2+3=I6
Ec=|n k m) —-—T+4+3=14, Eg=1[a b de]—-—5+2+3+2=12
Ex=labcl—-5§+2+4=1L,E=|lame}l-5+3+2=10

El corte {a, m, e}l con la capacidad minimal igual a 10 determina el flujo maximal
Pmix = 10 a través de la red G.

a)
Fig. 3.15



§ 3.5, Estabilidad, cubrimientos y combinaciones en pares 137

Se denomina matriz modificada de adyacencia S la disyuncion de la
matriz de adyacencia § y la matriz diagonal unitaria {1, J, ... [}:

S=8SvIL L ... I}.

La determinacion del nimero de estabilidad exterior se reduce a la cons-
truccidn de la matriz modificada de adyacencia y a la formacién del cubri-
miento con €l niimero minimal de elementos.

Ejemplo 3.10. Determinemos el nimero vértice de la estabilidad exterior So(G) de un
grafo G (fig. 2.16), cuya matriz S() tiene siguiente forma:

a b ¢ d e f

1 0 1 0 0 1 |la

o 1 1 1t o 1{s-

1 1 1 1 1 0|e
S@D=Yo 1 1 1 0o 1 |a

o 0 I 0 1 t e

1 1 @ 1 1 iQly

Cubrimos filas por columnas o columnas por filas de la matriz de advacencia que es
equivalente en virtud de su simetria con respecte a su diagonal principal. Empleando el algo-
ritmo de Petrick obtenemos

f@+c+Nb+c+d+fria+b+crdre)b+ec+d+fHlce+re+ NH =

x@a+b+d+e+N=+fraea+bt+rdre+cNb+c+d+ =
=fc+S+aeb+drac+rcef+af+cere)=bc+cd+uac+c¢f+ce+

+ bf + df + af + ef + abe + ade.

Cada 1érmino multiphicativo de la expresion obtenida determina un conjunto exteriormen-
te estable de vértices; la potencia minimal de este conjunto ¢s igual al ndmero vértice de la
estabilidad exterior Go(G), SolG) = 2.

En el caso de un grafo orientado, excepto el niumero de vértice de la
estabilidad exterior 8o(G) del grafo G se distinguen los niimeros vértice de
la estabilidad exterior positivo 8¢ () v negativo 8a (G).

Se denomina mimero vértice positivo de la estabilidad exterior 34 (G)
de un grafo G = (¥, I') la potencia minimal de un conjunto de vértices
V* = {o ) tal que

v VT ) = ¥ (3.15)

Fig. 3.16 e
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b

e Fig. 3.17

y eliminando al menos un vértice de ¥* la relacién (3.15) no se cumple.
Este nimero determina el mimero minimal de vértices, desde los cuales
se puede «observar» (son alcanzables a un paso) todos los vértices del grafo.

Se denomina nimero vértice negativo de la estabilidad exterior g (G)

de un grafo G = (¥, I'} la potencia minimal de un conjunto de vértices
V'™ = fvi ] tal que

fom U '} =¥ (3.16)

y eliminando al menos un vértice del conjunto ¥, la relacién (3.16) no
se cumple. Este nimero es igual al mimero minimal de vértices que «se
observan» desde todos los vértices del grafo.

Es obvio que el niimero 85 (G) se calcula como potencia minimal del
cubrimiento de columnas por filas en la matriz de advacencia S(G) del
grafo G,

Ejemplo 3.11. Calculemos los numeros 84 (&) yBs (G) del grafo G (fig. 3.17), cuya matriz
de adyacencia tiene forma

a & ¢ d e f
1 0 1 0 0 0 ||la
il O 1 1 0 0 1 b
_fte 0 1 1 1 0 |e
@) = o 1 0 1 0 1 |d
o o 0 0 1 ] [
1 0 0 © o0 1 |r

Segun la definicidn del conjunto exteriormente estable, en el cual los vértices pertenecien-
tes a este conjunto «se observan» por ellos mismos, los elementos diagonales sy de la matriz
de adyacencia S(G) tienen el valor 1 aungue en el grafo G no hay lazos. Cubriendo columnas
por filas de la matriz modificada de adyacencia por medio del algoritmo de Petrick

@+ Mo+ dila+b+clc+adic+edb+d+e+ )=

=(a + Nc + edi(b + ad + de) = (g + fHich + de + ebd + aed) =

= abc + ade + ade + bef + cdf + bedf,

obtenemas 8g (G) = 3.
Cubriendo filas por columnas de la matriz $(G)

@+elb+c+NMe+d+e)b+dF Ne+ Na+ f =
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=fc+ab+affe+¢f +df+ab+ ad)=(&f+ af + ab + acd¥e + of + df =
= cf + gef + abe + acde + adf,

obtenemos Gp (G} = 2. En estas expresiones, todo término multiplicativo determina corres-
pondiente conjunto exteriormente estable.

El nimero arista de la independencia &,(G), el nimero del cubrimiento
arista 71(G) y el numero arista de la estabilidad exterior 8,(G) de un grafo
G = (¥, ') se determina de manera andloga, sdlo en vez de la matriz modi-
ficada de adyacencia de los vértices en calidad de informacién de partida,
se toma la matriz modificada de adyacencia de aristas S;(G) del grafo G:

$:(G) = SAGWVIL L ..., 1},

donde Sa(G) es la matriz de adyacencia de aristas, |/, 7, . . ., 7] es la matriz
diagonal unitaria,

Ejemplo 3.12. Hallemos £{G), mi(G) y 8:{G) del grafo G = (¥, I'} representado en
la mitad superior de la fig. 3.18.

Para determinar el mimero arista de la independencia £,{G) del grafo & utilizamos e
algoritmo para engendrar subgrafos vacfos. Ponemos el grafo prefijade en correspondencia
a la raiz del drbol y determinamos la arista adyacente al nimero minimal de aristas, Esta
s la arista &, adyacente n tres aristas: £ p m. Pongamos los extremos de arcos que parten
de Ja raiz del drbol en correspondencia a las aristas &, £, p y m y ponderamos cada vértice
del nivel construido por un subgrafo parcial, toda arista del cual y la arista correspondiente
a este vértice (fig. 3.18) no son adyacentes. En otras palabras, al fijar una arista del grafo
dado, ponemos en correspondencia a ella y a su entorno los vértices de un nivel del drbol,
cada uno de los cuales se pondera por el no entorno de la arista correspondiente. Repetimos
esta descompaosicién del grafo hasta obtener no entornos iguales a 3 y engendramos asi todos
los conjuntos independientes en cuanto a aristas {fig. 3.19)
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Fig. 3.19
E'l o [b.l- k'.l '"I.Ih £y = :dr kl n]l E! . lfl k: H]1 Ey = la, ¢ k],
Es=tﬂ: 2, kl..&ﬂi-d, &, kli Eﬁ‘:iblﬁﬂ;lﬁs-ii-ﬁp}'
E = ic;.l': pl, Elﬂ' = [dl £, f|| Ey = le;._ﬂ mi,

Ell = {b".f: m}t EIJ - !al 4 pli Ell - I_'ﬂ, [ A m]u
Eis=[b m n).
Por consiguiente, el nimero arista de la independencia &{(G) es igual a 3 y, debido a

(3.14), el numero del cubrimiento arista my(G) = 7 — 3 = 4 (| (b, m, n, k) | = 4). Cubriendo
filas por columnas de la matriz modificada de adyacencia de aristas del grafe prefijado G

a b ¢ d e kK f m n p
1 1 0 i 0 Q0 1 0 1 0 a
1 1 | 1 1 Q Q a 0 0jl &
0 | ] 1 1 i} 0 | 0 0l ¢
1 1 1 1 0 Q 0 1 0 ol d
# 0 1 | (1] 1 0 0 Q 1 [ | -
o 0 0 0 0 1 1 1 0 1| &
1 0 0 (] 0 i 1 0 1 0y rf
0 0 1 1 0 1 0 1 0 1} m
1 ¢ 0 0o 1 o 1 0 1 Ol n
6 0 o 0 1 1 o0 1 o 1illp
obtenemaos que el numero arista de la estabilidad exterior 8.(G) del grafo Gesiguala 3 (| {5

m, n)| =3

§ 3.6. Encaje de los grafos

Examinemos propiedades topoldgicas de los grafos. La topologia examina
las propiedades de los grafos que son invariantes respecto a las transforma-

ciones homeomorfas. Estas propiedades se determinan por invariantes
topolégicas.
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Dos grafos son homeomorfos, si son isomorfos con exactitud de hasta
veértices de la potencia dos. En otras palabras, dos grafos son homeomorfos,
si se transforman hasta los grafos isomorfos uno a otro, cambiando unas
aristas por cadenas de longitud correspondiente.

El género de una superficie es el nimero méaximo de curvas cerradas
simples sobre una superficie. Estas curvas no dividen la mencionada super-
ficie. La esfera y el plano son las superficies de género nulo, va que se
dividen por cualquier curva cerrada. El toro es una superficie de primer
género. Toda superficie de p-ésimo género es equivalente a una esfera con
p mangos.

El género de un grafo v(G) es un género minimal entre todas las superfi-
cies, sobre las cuales se puede representar ¢l grafo G de tal modo que sus
aristas se intersequen solamente en vértices. Un grafo es planar, si se repre-
senta en el plano de tal modo que sus aristas se intersequen solamente en
vertices. El problema de caracterizacién de grafos planares quedaba irreso-
luble mucho tiempo. En 1927 L.S. Pontriaguin demostrd (pero no publicé)
el criterio del cardcter planar que, independientemente de €l, fue descubier-
to y publicado por el matemético polaco Kuratowski en 1930,

Teorema 3.17 (teorema de L.S.Pontriaguin). Un grafo es planar si, y
solo si, no contiene un subgrafo homeomorfo a Fs 0o K5 3 (fig. 3.20, a, b).

A base del criterio de Pontriaguin se puede obtener otro criterio del
cardacter planar, si se introduce el concepto de junta elemental que consiste
en lo siguiente, Cuando se junta cualquier arista del grafo, ésta se elimina
v los dos vértices a v b (fig. 3.21) coincidentes a ésta se identifican; el vértice
obtenido es coincidente a las mismas aristas que a2 y b (excepto la arista
eliminada).

Teorema 3.18. Un grajfo es planar si, y sdlo si, no contiene los subgrafos
que se juntan en Fs 0 Kis.

En 1932 el norteamericano Whitney introdujo otro criterio del caracter
planar, empleando el concepto del grafo dual, El grafo G* es absiractamen-
te dual a G, si entre las aristas de los grafos & v G* existe una corresponden-
cia biunivoca; a un subconjunto de aristas de G que forman un ciclo en
G le corresponde un subconjunto de aristas de G* que forman un corte
en G*.

Si G contiene un vértice pendiente v, s(v) = 1, en * se obtiene un
lazo. En la fig, 3.22 se representan los grafos G y G* con tal que el grafo
G estd punteado.

Teorema 3.19 (teorema de Whitney). Un grafo es planar si, y sdlo si,
existe un grafo abstractamente dual a él.

Analicemos un problema que surge cuando se proyecta un circuito
impreso. En la fabricacién de aparatos electrénicos, los conductores de co-
nexion se ponen sobre la superficie plana de material aislante por un proce-
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dimiento impreso. Los conductores impresos no son aislados, por eso no
deben intersecarse. Sin embargo, puede ser que en la disposicidén de apara-
tos en una placa es imposible evitar la interseccidon; por esta razdn para
proyectar corréctamente un circuito impreso, hay que saber, si es planar
el grafo, en el cual los dispositivos interpretan el papel de vértices y las
conexiones entre los dispositivos sirven de aristas. Si el grafo no es planar,
se tiene que imprimir en varios planos y es necesario conocer o bien el
numero de cruzamientos del grafo (el nimero minimo posible de intersec-
ciones en la representacién del grafo en el plano), o bien su espesor. Se
denomina espesor del grafo G el mimero minimo de grafos planares, cuya
union da G. El espesor del grafo planar es igual a 1. La estimacién inferior
del espesor 1(G) del grafo G = (¥, U') se determina por la igualdad

) Ay Kg Xy
————
ai

Fig. 3.21 Fig. 3.22

ﬂ.
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Fig. 3.23

i s5i— 2
HG)=1 +] =D [ (3.17)

donde ][ es la parte entera, | ¥| = n, s; es la potencia del /-ésimo vértice,

Examinemos el grafo representado en la fig. 3.23, g. Determinemos,
si se puede realizar la impresién en una capa; en caso contrario aclaremos
cudntas capas necesitamos y qué aristas debemos eliminar para que el grafo
s¢ haga plano.

Debido al criterio de Pontriagiun este grafo no es planar, puesio que
contiene subgrafos homeomorfos a Fs (fig. 3.24, @) y Ky 3 (fig. 3.24, b).
El espesor del grafo & no es menos de dos:

32 -~ 2

HGy=1 + ]"6_(":' —)

Para determinar qué aristas necesitamos eliminar para transformar el
grafo en grafo planar, escogemos todas las figuras prohibidas y formemos
una tabla bidimensional, cada fila de la cual corresponde biunivocamente

[= 2, HG)=2.

Fig. 3.24
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a una figura prohibida Q; y cada columna, a una arista p;. Entonces el
cubrimiento de filas por columnas de esta tabla determinara qué aristas
necesitamos eliminar para hacer el grafo planar. El cubrimiento minimal
correspondera a una resolucion minimal, puesto que eliminando cualguier
arista sacamos la figura prohibida de la clase de subgrafos homeomorfos
a Fs y Kja.

Para el grafo considerado, esta tabla tiene forma (tabla 3.1):
Tabla 3.1

() =X
L2228 123 106 (6717|1240 127 1060 (1378|134 1480 1145111571

Q ! ] 1 i 1 ] 1 1 1 1 1

h 1 1 | i | 1 1 1 1 i

El cubrimiento minimal contiene una de las aristas {2, 3}, (2, 4], [3,
6}, {3, 71, {4, 6}, {4, 5] 6 [5, 7]. Por ejemplo, después de eliminar la
arista {3, 6} obtenemos el grafo planar, cuya representacién plana se ve
en la fig. 3.23, b. La conexidn correspondiente a la arista eliminada (linea
punteada) se realiza en el segundo plano. El espesor f(G) del grafo G
equivale a 2,

Tiene gran interés practico el problema de encaje de grafos en otros
grafos que tienen propiedades estructurales especiales. Una clase importan-
te de estos grafos es la clase de cubos n-dimensionales. Estos ultimos se
aplican en la teoria de codificacién para trasmitir los datos y para proyectar
autématas. Designemos un cubo n-dimensional por medio de H,;. La poten-
cia de] su portador es igual a 2", la potencia de su signatura equivale a
n-2""°0.

Introduzcamos una métrica sobre un grafo A, del modo siguiente. Sea
que una funcién no negativa de dos variables d(a, b) determina la distancia
entre dos vértices @, b€, igual al numero de aristas en la cadena simple
mads corta que une g y . Con esto se cumplen las siguientes condiciones:

l. dia, a’) = 0 si, v solo si, los vértices ¢ ¥ a’ coinciden.

2. dia, b) = d(b, a).

3. Para cualesquiera tres a, b, ¢ € H, d(a b) + d(b c)=d(a c).

Por consiguiente, el conjunto de vértices de un n-cubo junto a la métrica
introducida de este modo es un espacio métrico que se denominara espacio
booleano. Si una métrica introducida en un conjunto dado, ella esta intro-
ducida también en cualquier de sus subconjuntos como una restricciéon de
la funcién d. Por esta razén cualesquier subgrafo de n-cubo también es
el espacio métrico.

Analicemos el problema del encaje del grafo & en un espacio booleano
H,. Un grafo G = (¥, U) se denomina encajable en el espacio booleano
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Fig. .25

Hy = (Vu, Un) 0 cubicable, s1 existe una correspondencia ¢ entre los vérti-
ces del grafo G y los del hipercubo H;, tal que si (va, vs)eU, entonces
(e(ve), elvs))€Un. No se debe confundir el grafo cubicable con el cubico,
es decir el grafo, cada vértice del cual tiene la potencia igual a 3.

Ya que el n-cubo es el grafo de dos partes, en virtud del teorema de
Koénig, todos sus ciclos simples son pares v por eso cualquier grafo con
un subgrafo que es ciclo impar no se cubica. Puesto que el n-cubo es iso-
morfo a un reticulo distributivo el grafo de Kénig K; ; (fig. 3.25) es, tam-
bién ¢l grafo no cubicable. Pero cualesquier grafo parcial del ciclo impar
y el grafo K, ; son encajables en un espacio booleano. Por consiguiente,
los ciclos de la longitud impar y el grafo de Kénig K3 3 son las figuras
prohibidas del encaje del grafo en un espacio booleano. En este caso, una
figura prohibida significa un grafo criticamente no encajable, es decir, un
grafo no cubicable que tiene todos los grafos parciales cubicables. Examine-
mos procedimientos para engendrar figuras prohibidas en la base de las
conocidas.

Teorema 3.20 (teorema de Graham). En la cara de una figura prohibida
el cambio de una grista ¢ por un grafo de Konig K; 3, sin esta arista o,
o sea, K33 ¢, engendra nueva figura prohibida T\(Q) (fig. 3.26).

En la fig. 3.27 se muestra la generacidn de figuras prohibidas del encaje
de grafos en un espacio booleano empleando el procedimiento de Graham
(teorema 3.20).

La caracterizacién de los grafos cubicables es bastante complicada debi-
do a las dificultades que surgen en el andlisis de estas estructuras combina-
torias. Para determinar las razones que impiden a un grafo de ser cubicable,

10—6577
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Kzs Ty (Kzy) T T {Kza)) Fig. 3.27

hay que encontrar sus propiedades estructurales enunciando, por gjemplo,
las condiciones que describen la interrelacion entre sus pardmetros que por-
tan la informacidn de estas razones. '

Analicemos unas propiedades de un n-cubo que influyen en la estructu-
ra de figuras prohibidas. La longitud maximal de la cadena que une dos
vértices v, ug del n-cubo es igual a 2® — 1. Esta cadena la representa el
esqueleto del grafo #,. La distancia d(x, y) entre dos vértices x, yeH, es
iguala i i = 1, 2, ..., »n Eldidmetro del n-cubo es igual a n. Dos vértices
X e y del n-cubo alejados uno del otro a la distancia equivalente al didmetro
se unen entre si jcon n! cadenas.

Teorema 3.21. Si fijamos cualguier vérrice de un n-cubo xeéH,, el con-
Junto de todos los otros vértices se parte en n subconjuntos ViEH, tales
que todo vértice del i-ésimo subconjunto, vi€V,, tiene una distancia hasta
el vértice fijado igual a dix, v;) = i y, en el i-ésimo subconjunto, el nimero
de tales vértices es igual a (}') para todos los i,

CiPongamos un vector binario de la longitud n en correspondencia a
cada vértice del n-cubo. Puesto que el #-cubo es un grafo regular, todo
vértice del cual tiene la potencia igual a n, tomemos, sin perder la generali-
dad, el vértice 0, 0, . . ., 0 en calidad del vértice fijado. Partiendo el conjun-
to de vértices del n-cubo en subconjuntos de vértices, a los cuales correspon-
den vectores de niimero igual de unidades, sefialemos que entre todo vértice
del /-ésimo subconjunto, al cual corresponde un vector con 7 unidades, y
el vértice considerado media una distancia igual a i. El nimero de tales
vértices equivale a (7). M

Teorema 3.22. £n un n-cubo, el niimero de cadenas simples de longitud
k, k<n, enire vértices v,, Us, la distancia enire los cuales d(v., vs) = k,
Y que no tienen olros vértices coniunes, excepio los v, y ua, es igual a k.

GiiTodas las k! de las cadenas de longitud & entre los vértices v, y up,
d(Va, vg) = k, forman un k-cubo. En este cubo, la potencia minimal del
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Fig. 3.28

conjunto de vértices separadores es igual a & (vértices adyacentes a v 0
vg). De aqui, en virtud del teorema 3.9, el nimero de cadenas simples no
intersecantes por vértices entre los vértices v, v vs es igual a &. M

E! resultado obtenido es importante cuando se estudian grafos prohibi-
dos. Notemos que el mimero de las cadenas simples més cortas (geodésicas)
entre dos vértices « v 8 de un hipercubo es igual a la distancia entre estos
dos vértices. El niimero de cadenas simples no intersecantes entre los vérti-
ces de un #-cubo para las cuales segiin Hamming, la distancia entre ¢llas
es menos que sus longitudes, depende de la dimensidon del n-cubo. En la
fig. 3.28(«) se dan las tres cadenas mds cortas que unen los vértices 000
y 111 en un cubo tridimensional. En la fig. 3.28(b, ¢, d) se ilustra el creci-
miento del nimero de cadenas de la longitud 3 en los cubos de la dimension
4, 5, 6, respectivamente.

Teorema 3.23. El grafo G = (V, U) gue incluye en si k cadenas simples
no intersecantes por vértices de longitud k entre los vértices «, BeV, do(u,
8) = k, es encajable en un n-cubo H, con la particularidad de que la distan-
cia, segin Hamming, entre los vértices o y B queda constante, es decir,
drloe, 8) = dola, 8) = k, si, y sdlo si, cualesquiera dos vértices adyacentes
del grafo G a, b€V forman parte de un ciclo de la longitud 4 (g, blei|aq,
b, tb cl, o d), 1d, a}} (fig. 3.29), tal que si dula, a) = I'I‘i;ﬁxdniﬂ, 1) =

= i=a b ¢ d entonces
dila, b) = dila, d) = ¢ ~ |, dula, €) =t — 2.
Teorema 3.24. En un grafo critico Q = (¥, U) existen dos vériices «,

e
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Fig. 3.29

Fig. 3.30

B, la distancia entre los cuales es igual al didmetro d(a, B) = d(Q) » el
ntimero k de caminos simples es la unidad mayor que k = d{Q) + 1.

Enunciaremos varios teoremas que permiten generar los grafos prohibi-
dos del encaje en un n-cubo.

Teorema 3.25. Si G es un grafo critico, el grafo T:(G) es también critico
si, y sdlo si, la pofencia de un vértice a es mayor que la potencia de un
vérrice b, es decir, s(a)>s(b) (fig. 3.30) y la transformacién no lleva a for-
mar un subgrgfo critico (es decir, G no contiene 4 cadenas simples no inter-
secantes por vértices de longitud 3 entre los vértices a, b y un subgrafo
H del grafo T:(G) no se compone de dos cadenas simples no intersecantes
por vértices de longitud 3).

Teorema 3.26. La sustitucion de cualquier arista (a, b)eG de un grafo
critico G por k cadenas simples no intersecantes por vértices de longitud
3 lleva a formar el grafo critico T:(G) si, y sdlo si, k satisface una de ias
condiciones siguientes:;

1) k = 1, si la arista eliminada es la arista comiin de dos ciclos de longi-
tud 4.

2) k = 2, si s(@) = 3, s(b) = 2 y los vértices a, b pertenecen a un ciclo
de longitud 4;

Nbk=m+2~-s(a) si s(a)>s(b) y m=d(G') donde d(G’) es el
didmetro del grafo G’ obtenido del grafo G cambiando la arista eliminada
por una cadena de longitud 3;
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Fig. 3.32 %%/8/

4) k = 4, si la arista eliminada es incidente a los vértices de la potencia
2: s{a) = s(b) = 2.

Teorema 3.27. El grafo Tu(G) (T4(G)) (fig. 3.31) es critico si, y solo si,
el grafo G es también critico.

Teorema 3.28. E! grafo Ts(G) es critico si, y sdlo si, el grafo G es critico
(fig. 3.32).

Teorema 3.29. Si G es el grafo critico, Te(G) es también critico si, y
sdlo si, un subgrafo H contiene punto de acoplamiento y el numero de
cadenas aradidas se determina partiendo de la condicion

k=d(G’) + 1 — s(a),
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Fig. 3.33

donde a, be H para s{(a)<s(b) y el grafo G' se obtiene del grafo G al cam-
biar una cadena de longitud 2 entre los vériices a, b por una cadena de
longiftud 4 (fig. 3.33, a).

En la fig. 3.33, b se pone un ejemplo de tal transformacion prefijado
por ¢l teorema dado para un subgrafo  donde s{(¢) = s(b) = 2, el didmetro
dG)=4yk=4+1-2=3.

Un conjunto de grafos prohibidos del encaje en un n-cubo es numerable,
En la fig. 3.34 se ofrece el catdlogo de los grafos criticos con la potencia
del portador variada de 8 a 17 que frecuentemente se encuentran en la
prictica.

Entre ellos existen tanto los grafos obtenidos por medio de las transfor-
maciones dadas T3, i= 1, 2, ... 6, como los grafos sin precedentes.

Cuando se generan las figuras prohibidas es indispensable verificar el
isomorfismo de los grafos obtenidos. Examinemos un algoritmo para €s-
tablecer el isomorfismo entre dos grafos G, Gp basado en la descomposi-
cidn en frecuencia de modelos ¥.(G;) v ¥5(Gi) construidos segin estos
grafos.

1. Empleando el algoritmo dado anteriormente escogemos los subgrafos
completos en los grafos G, y G». LLos subgrafos escogidos forman palabras
en los modelos correspondientes ¥.(G.) v ¥s(Gs). ‘
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Fig. 3.35

2, Hallamos descomposiciones en frecuencia de los modelos ¥,(G,) v
¥5(Gp). Determinemos la igualdad de los coeficientes en las descomposi-
ciones. Si las descomposiciones en frecuencia son iguales, los grafos Gg
y Gp son isomorfos.

De la igualdad de las composiciones determinamos trivialmente el 150-
morfismo. Si las descomposiciones en frecuencia no son iguales, los grafos
G: ¥ G no son isomorfos.

llustremos ¢l algoritmo con el ejemplo del estableciniento del isomorfismao entre los gra-
fos Gz v Gp (fig. 3.35).

El primer punto del algoritmo se cumple trivialmente, ya que los grafos son de dos paries
(subgrafos completos son las aristas). De aqul se deduce que los modelos ¥, v ¥, coinciden
respectivamente con los grafos Gg v G

Ve = (Vo S2), Ve=fa, 8, ..., £},

s = {la, 2), la &), 1a £}, {8, €}, lv, 8}, Iy EL

im &), L& &1, L& »], (2 9); §9, §1);
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Vo= (Ve Si), Vo= |a &, ..., m),

5i= [ia b), la c), la 4}, la e]. b ). | g},

td, g3, fe kb, {4 m}, 1g m|, (kK m)t.

Las descomposiciones en frecuencia de los modelos . v s tienen sngmcm: forma:

Fiya) = Ja? 2824 0224622282075 297 o 352

cafcabsafefigeyucyhopeoebogysvgont,

Fls) = da*e2b e 20 2% =28 2P0 3g% s 2k 3 e ImPaab saco

cadeage-bfscgdgeeksfmogmakm.

Las descomposiciones en frecuencia son iguales a: F(y.) = F(¥»). Los grafos G, y G
son isomorfos. Para determinar el isomorfisma establecemos la correspondencia biunfvoca
entre las letras con espectros iguales de frecuencias:

ewa, prbie), Sree(d), verelb), b dic),

y=flk), a=g gekib), Evm,

Para determinar el isomorfismo de los grafos orientados, al algoritmo
expuesto se le adiciona el tercer punto. Si los grafos G, y G son isomorfos
sin tener en cuenta la orientacién, examinando los pares correspondientes

de vértices determinamos la conservacion del isomorfismoe contando con
la orientacién.

Otro algoritmo para determinar el isomorfismo de los grafos consiste
en una particién consecuente de las clases de vértices del grafo, cada una
de las cuales comprende los vértices de igual potencia; la particién se base

en ¢l cdlculo del nidmero de aristas que unen el vértice considerado con
vértices de estas clases.

Analicemos dos grafos: G. y Ge (fig. 3.36, a, b). El portador del grafo G, se parte, segin
los valores de las potencias de vértices, en cuatro clases: K, = (I, 2, 6}, Ki= (4],
Ky = |3}, K& = [5}. El portador del grafo Gy también se parte en cuatro clases: K = |5,
¢ fl, Ki = [e), Ki = {a}, Ki = |d). El nimero de clases y sus potencias coinciden; por
consiguiente, los grafos G, v Gy pueden ser isomorfos v, ademds, ¢l isomorfismo n aplica,
obviamente, los virtices 3, 4, 5 en 4, ¢, 4, respectivamente: a = 5(3), e = y(4), d = »(5).

aj by c)
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Determinemos el ndimero de conexiones de los vértices 1, 2, 6 en el grafo G, v los vértices
b, ¢, fen el grafo Gy con vértices de las clases escopidas. Para realizarlo formemos una 1abla
bidimensional (tabla 3.2}, a cada fila de la cual se le corresponde biunivocamente vna clase
escogida; a cada columna, un vértice vy en la interseccion (/, J) se indica €l niimero de cone-
xiones del j-ésimo vértice con los vértices de la /-#sima clase.

Tabia 3.2
K, Ly uf K¢
i 2 6 b ¢ f
K, 2 I 1 i 2 | Ky
K2 0 0 0 o 0 0 Ki
K 0 1 I 1 0 I Ki
Ka 1 1 | ﬁ 1 1 1 K4

Analizando la tabla notemos que la clase X; se parte en dos clases: K; = (2, 6] v
Ky = [1]; la clase K{ también se parte en dos clases: K{ = (& f) v K¢ = [¢]. Sl estos grafos
son isomorfos, ¢ = 5{l1). Para establecer los vértices correspondientes de los grafos G., Gy,
formemos 1a tabla (fabla 3.3} de la particidon obtenida de los vértices.

Tubla 3.3
K ”f v Kj
2 6 b s
K\ 0 0 0 0 Ki
Kz 0 0 0 0 K;
Ks 1 | 1 1 Ki
Ka I 1 I I Ki
Ks 1 | | 1 K{

Las columnas iguales sefialan que el vértice 2(6) puede ponerse en correspondencia tanio
al vértice b como al f. Como resultado obtenemos dos correspondencias n y ', ¥a que los
entorrios de los vértices 2 y 6 coinciden. Escogiendo una de ellas y comprobandola de isomor-
fismo, deducimos que los grafos considerados son isomorfos (fig. 3.36, ¢).

§ 3.7. Coloracién de los vértices y de las aristas del grafo.
Caracterizacion de la propiedad de arista

Se denomina coloracidn de los vértices de un grafo G = (¥, I/) en k colores
una part.icit‘in del portador V del grafo G, realizando la cual todo subcon-

junto Vi( U ¥i= ¥ VWi = @, loib = 12, ... .rc) T —
=1
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gun par de vértices adyacentes. A todo subconjunto se le pone en corres-
pondencia un color con que se pintan todos los elementos de este subcon-
junto. Los vértices pintados de un mismo color se denominardn
concoloreados.

Se llama mimero cromdtico h(G) del grafo G un nimero minimal n,
para el cual el grafo tiene n-coloracién. Un grafo con el nimero cromdtico
n se denomina n-cromatico; pero, si A(G)<n, el grafo G se denomina
n-colorable,

Es obvio, que un grafo puede ser l-cromatico si, y sélo si, éste es un
grafo vacio.

Para los grafos 2-cromaticos es vilido el siguiente teorema.

Teorema 3.30 (teorema de Kiénig). Un grafo es 2-cromdtico si, y sdlo
si, no contiene ciclos de longitud impar.

Sefialemos que un teorema andlogo expresa también la condicidén de
dos partes. Por esta razdn todos los grafos 2-cromaticos (bicolor) son de
dos partes. Cualquier arbol, siendo un grafo de dos partes, es bicolor. Apre-
ciamos el nimero cromadtico de un grafo por medio de sus parametros.

Teorema 3.31. Si la potencia maximal de los vértices de un grafo G
es igual a s(G), el mimero cromdtico de este grafo no supera la magnitud
(G + L.

AG)<s(G) + L (3.18)

Para la mayoria de los grafos se puede mejorar esta estimacion.

Teorema 3.32 (teorema de Brooks). Un grafo G de la potencia s(G) es
s-colorable, excepto dos casos:

1) para s(G)>2, el grafo G contiene un componente que es el grafo
completo de densidad igual a 5(G) + 1,

2) para s{CG) = 2, el grafo G contiene un componente gue es ciclo de
longitud impar.

Sin embargo, las estimaciones obtenidas empleando estos teoremas dan
una buena aproximacidn solamente si las potencias de todos los vértices
del grafo tienen valores proximos. En caso contrario la estimacion puede
tomar valor considerablemente exagerado. Por ejemplo, debido al teorema
de Brooks, el grafo estelar X, . es n-colorable, mientras que, en efecto, es
de dos partes y por eso basta emplear dos colores para su coloracidn.

Teorema 3.33 (teorema de Berge, Ore, Harary). Para cualguier grafo
G=(V U

JB—P;LQ:(G}Q (V]| = 8o+ 1, (3.19)

donde {3, es el mimero vértice de independencia del grafo.
Teorema 3.34 (teorema de Gaddum, Nordhaus). Lo suma y el producio
de los miimeros cromdiicos de un grafo G = (V, U), y su complemento
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G = (V, U) satisfacen las desigualdades
VTV I<h(G) + h(GY< | V] + 1,

| V| %h{G}-h(E.}'&Z] (| VL*’ 1 [ (3.20)

donde ][ es la parte entera.
Teorema 3.35. El numero cromdtico h(G) de un grafo G es:

MG h(Ga)-h{Gy), donde G = G,UGy; (3.21)
h(G) = h(Ga) + H(Gs), donde G = Gx + Gp;, GGy = (3.22)
G < min{h(G.), H(Gy)), donde G = G, %X Gy. (3.23)

Andlogamente a la coloracion de los vértices de un grafo se define la
coloracién de sus aristas.

Se denomina coloracion de las aristas de un grafo &G = (¥, U) una par-
ticién de la signatura U del grafo: U = |JU;; U.NU, = &, a # 8, reali-
i

zando la cual todo subconjunto U; no contiene ningun par de aristas adya-
centes. A cada subconjunto se le pone en correspondencia un color; con
esto las aristas pertenecientes a un mismo subconjunto se denominan
concoloreados.

Un grafo (r se denomina k-colorable por aristas, si se puede pintar sus
aristas con X colores de tal modo que ningunas aristas adyacentes estén
pintadas de un mismo color.

Llamase clase cromdtica (fndice cromdtico) de un grafo un numero &
tal que el grafo es k-colorable por aristas, pero no se puede pintar sus aristas
en k — 1 colores. La clase cromadtica del grafo G se designa mediante H{G).

Por ejemplo, la clase cromdtica para los grafos de dos partes
H(K,4) = 4, H(K2,3) = 3.

La clase cromatica H(G) de un grafo G coincide con el nimero cromdti-
co del grafo G' = (X', I'' ) definido del modo siguiente; sus vértices X'
corresponden biunivocamente a las aristas del grafo G y xs€I"x}, si las aris-
tas correspondientes del grafo & son adyacentes. Por consiguiente, el
problema de determinar la clase cromatica se reduce al problema de deter-
minar el nimero cromatico.

Al respecto de reducir la coloracién de aristas de un grafo a la colora-
cidén de sus vértices examinemos una propiedad importanie de los grafos,
es decir la propiedad arista.

Un grafo G = (¥, U) posee la propiedad arista si, y s6lo si, existe una
correspondencia biunivoca, realizando la cual todo vértice vi€ V' del grafo
& corresponde a una arista EJES del grafo G = ¢ F, ) y, ademds, la matriz
de adyacencia de los vértices del grafo G es semejante a la matriz de adya-
cencia de las aristas del grafo G. Dos matrices son semejantes, si coinciden
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a e
d
b}
Fig. 3.37

con exactitud de hasta la permutacién de filas (columnas). En el caso gene-

ral, el grafo G puede ser multigrafo, es decir, un grafo de aristas paralelas,

Teorema 3.36. Un grafo G posee la propiedad arista si, y solo si, se

puede descomponerlo con respecio a la operacion aditiva «union» G =\ JF;
i

en subgrafos completos | F:}, en los cuales cada vértice no se incluye mds
de dos veces.

Ejemplo 3.13 {fig. 3.37). Consideremos la propiedad arisia del grafo

G=(¥ U, V=|a b ¢ d e},

U= tia b), la ¢}, ta d}, {a el, |b c], (& 4],

le, d], lg el, |4 el).

Se puede descomponer ¢l grafo G en dos subgrafos completos G = FUFs (fig. 3.37, a):
Fou = ¢V, Usd, Va= |a, b ¢ di,

Us = (L& B), |la cl, [a 4}, {5 ¢|, tB d], lg d]).

Fg={Vs Ug), Vg =1a v 4 2],

Us = {la ¢, la di, fa el, [c di, {c e], {4, e]].

VuiVz = {a, ¢, d).

Las condiciones del teorema 3.36 estan cumplidas, el grafo G posee la propiedad arista,
su correspondiente prafo G derivado por aristas se representa en la fig. 3.37, b

Si ponemos las restricciones sobre la descomposicidon del grafo inicial
& (a saber: descomponiendo el grafo G en subgrafos completos no admitir
la repeticién de aristas en subgrafos completos), el grafo derivado por aris-
tas G no contendrd aristas paralelas.

Teorema 3.37. El grafo G posee la propiedad arista y su correspondiente
grafo G derivado por aristas es grafo comiin si, y solo si, existe una parti-
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cion de la signatura del grafo G en subgrafos completos, en los cuales todo
vértice no se incluve mds de dos veces.

Ejemplo 3.14. Determinemos, si ¢l grafo G = (¥ U) (fig. 3.38) tiene un grafo derivado
por aristas. Se puede descomponer el grafo G en cuatro subgrafos completos:

4
G = |J~F,

i

Fy=(V, Up), Vi = |a b el,

U, = (ta b), [a, e}, [b el];

FR=(V, U, Vi = |a ¢ d],

Vs = fla ), (& d), s dij;

Fys=(V;, U5, Vi = |b ¢ ki,

Uy ={l1b i, |b A}, o k),

Fo= (Vi Ugy, Va= ld, e k],

Us = {1d e}, id, k], le k}).

Cada vértice v, v€V, se incorpora en subgrafos completos Fi, § = 1, .. ., 4, dos veces
(fig. 3.38, a). Las condiciones del teorema 3.37 estdn cumplidas, el grafo G derivado por
aristas se representa en la fg, 3.38, &

Al realizar la construccion de un grafo G = (V, U) derivado por
aristas, a cada vértice v;€ V de la potencia s(v;) > 1 se le pone en correspon-
dencia un grafo completo £ C & escogido ¢n el grafo G, Las aristas inciden-
tes al vértice w€V corresponden biunivocamente a los vértices del grafo
G que forman este subgrafo completo F;. El vértice v;€ V de la potencia
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s{v;) = | es coincidente a la arisia g;, a la cual le corresponde el vértice
v€ V incorporado una vez en los subgrafos completos escogidos.

Empleando las propiedades de la coloracién por aristas del hipercubo,
propongamos un algoritmo éptimo para encajar un grafo G en un hipercu-
bo. Es obvio, que la clase cromética H(H,) de un cubo n-dimensional H,
es igual a su dimensién n, H(H,) = n. Al mismo tiempo, las aristas conco-
loreadas del hipercubo forman su corte. Por ejemplo, para n = 3 cada con-
junto de aristas concoloreadas a = {0, 4}, [1, 5}, (2, 6}, (3, 7]};
b= [0, 2}, {1, 3], (4, 6], [5 7]); ¢ = ({0, 1}, (2, 3], {4, 5], (6
71} forma el corte (fig. 3.39).

Teorema 3.38 (teorema de M.LSmirnov). Un grafo G es encajable en
un hipercubo si, y sdlo si, todo conjunio de aristas concoloreadas forma
Su corte,

A base de este teorema, obtengamos el algoritmo para encajar el grafo
G en un hipercubo compuesto de las siguientes transformaciones:

1. Construyendo el arbol correspondiente, escogemos subconjuntos in-
dependientes por aristas (subconjuntos vacios por aristas). A las aristas de
cada uno de estos subgrafos se les puede poner en correspondencia el mis-
mo color.

2. De la lista obtenida en el punto 1 escogemos subconjuntos, cada uno
de los cuales forma corte del grafo G.

3. Empleando subconjuntos escogidos en el punto 2 coloramos las aris-
tas del grafo prefijado.

4. Verificamos, si todo conjunto de aristas concoloreadas forma corte
del grafo. Si «no», mediante la reduccién minimal de la signatura o la exten-
cién minimal del portador hacemos el grafo G equivalente al grafo prefija-
do G (G debe satisfacer las condiciones del teorema 3.38). Si «si», pasamos
al punto 5.

5. Realicemos el encaje de hecho del grafo obtenido en el punto 4 en
el espacio booleano. Con ello, la coloracién de la arista corresponde biuni-
vocamente al orden del vector binario que identifica el vértice de un hiper-
cubo. Al transpasar la arista fv;, v} pintada del /~ésimo color, los cddigos
binarios de los vértices v; y u; se diferencian en el /-ésimo orden.

6. El fin.

Ejemplo 3.15. Encajamos el grafo G {fig. 3.40, @) en un espacio booleano H empleando
¢l algoritmo considerado.

I. El drbol que determina la distribucidn de subgrafos vacios de arista contiene 20 vértices
pendienies, cada uno de los coales corresponde a un subgrafo vacio de arista (fig. 3.40, b).

2. Cuatro subgrafos vacios de arista forman cortes del grafo dado: E; = {2, §, E],
E = (16 8}, E3=1[4,7,09], Ei = (3,7, 10}.

3, Coloramos las aristas del] grafo dado & empleando el cubrimiento de columnas por
filas de una tabla binaria, en la cual a una fila le corresponde biunivocamente un subgrafo
vacio de arista obtenido en el punto 2, a una columna le corresponde una arista; en la intersec-
cidn de Ja i-ésima fila con la j-ésima columna se halla 1, si el i-ésimo subgrafo vacio de arista
contiene la j-ésima arista y 0 en el caso contrario (tabla 3.4).
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Tabla 3.4
. "

| p- L] 4 5 (i 7 8 G 10
|12, 5, 8] | 1 i
{1, 6, 8] I ] i
i4, 7, 9§ 1 I |
13, 7, 10) 1 1 1

Tenemos cuatro coloraciones Ri(G) del grafo G

Ri(G) = |12, 5, B}, IL, 6], (4, 7, 9], |3, 101},
R:AG) = [12. 5, 8), [} 6], (4, %), (3. 7. 10]},
RyGYy = [(2, 5], ), 6 8], (4, 7, 9), [3, 10}},
R(G) =-[§2, 5], {1, 6, 8], 14, 9], §3, 7, 10}].
4. Comprobamos, si cada conjunto d:.a—r'i{'las concoloreadas forma corte del grafo. En

cada coloracidn existen vértices concoloreados que no son corte del grafo dado: ||, 6], {3,
10}, |4, 91, [2, 5). Para cumplir las condiciones del teorema 3.38 es necesario eliminar del

11 —6577
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17} (4  {34) {910] (319 {49 Fig, 3.4]

grato cualquier elemento del conjunto { |73, (8], [3, 4], (9, 10], {3, 10}, (4, 9}] eligiendo
la correspondiente coloracidn de aristas del grafo © (fig. 3.41). Si Ja interpretacion de objeto
del problema requiere que se haga realidad esta equivalencia no por medio de reducir la signa-
tura, sino por extender el portador, entonces tas correspondientics aristas se susiituyen por
una cadena; ademas, ¢5 indispensable que no se interrumpa el principio par. El problema
de determinar la reduccidn minimal de la signatura o la extensidn minimal del portador del
grafo G se reduce al cubrimiento de la correspondiente tabla binaria. En ¢l ejemplo dado
escogemaos la arista 7 y, cambidndola por una cadena de longitud 3, obtenemos el grafo home-
omorfo & equivalente al grafo dado G y ¢) que posee la propiedad encajable en el espacio
booleano. Empleando la primera coloracidn R((G) coloramos las anstas |2, 5, 8§, {1, 6,
i), (4, 7, 2}, £3, 10, 12| del grafo G (fig. 3.42, a).

5. Ponemos tos conjuntos de aristas concoloreadas en correspondencia a los érdenes del
vector binario: x; = (2,5, 8}, 2 = {16 1], x5 = [4,7,9), xa = (3, 10, 12). Condificande
los vértices del grafo G, realicemos el encaje factico del grafo G en el espacio booleano (fig.
3.42, b).

Teorema 3.39. 5 G es un grafo de dos partes y su potencia es igual

a s(G),
H(G) = s(G). (3.24)

Fig. 3.42
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Teorema 3.40. La clase cromdrtica de cualquier grafo completo sobre
n vértices H(K;) = n, si n es impar (n ¢ 1) y H(K,) = n - 1, si n es par.

Demos el algoritmo exacto de la coloracion minimal de los vértices (las
aristas) del grafo G, es decir, el algoritmo para determinar el numero cro-
matico A(G) (la clase cromitica H(G)):

1. Escogemos el conjunto de subgrafos vacios (vacios de arista) del grafo
G.

2. Construimos una tabla bidimensional, a cada fila de la cual le pone-
mos en correspondencia biunivoca un subgrafo vacio: a cada columna, un
vértice {una arista): en la célula (i, J) escribimos la unidad, si el j-ésimo
vértice (j-ésima arista) se contiene en el i~-ésimo subgrafo vacio, en caso
contrario, la célula queda vacia.

3. Determinamos el cubrimiento de columnas por filas. Todo cubrimien-
to genera la coloracion. El cubrimiento de potencia minimal determina el
numero cromatico (la clase cromatica) del grafo G.

En el caso de un grafo grande G = (¥, U}, cuyo portador es de poten-
cial igual a varios centenares o millares, examinemos el algoritmo siguiente
que emplea propiedades de frecuencia del grafo:

1. Realizando | U| comparaciones determinamos un par de vértices
adyacentes v, ¥y U del grafo G = (¥, U), para el cual la funcional

| T'wo N Cug |
|Tv. | + | Tug |

toma el valor maximal. La igualdad de esta funcional a cero significa que
la arista [v., Yg)} no se incluye en el tridngulo. Cuanto mayor ¢s el valor
(3.25), tanto mds denso es un subgrafo que puede comprender esta arista.

2. El par de vértices hallados se pinta y los ponemos en correspondencia
biunivoca a las columnas de una tabla bidimensional, a las filas de la cual
comparemos biunivocamente los vértices adyacentes, por lo menos, a un
vértice colorado; en la célula (i, j) ponemos 1, si el i-ésimo y el j-ésimo
vértices son adyacentes y 0, en case contrario.

3. Escogemos la fila con el numero maximal de unidades.

4. Si para la i-ésima fila escogida en el p. 3 existe una j-ésima columna
en la interseccion con la cual se halla 0, coloreamos el i-ésimo vértice en
el j-ésimo color v encolamos los vértices pintados con el mismo j-ésimo
color, En caso contrario coloramos el i-ésimo vértice en un color nuevo
aumentado en una unidad el nimero de columnas en la tabla.

5. Si queda por lo menos un vértice no coloreado pasamos al punto
3, en caso contrario, al punto 6.

6. El fin.

El niimero de colores para pintar los vértices del grafo G = (¥, U) es
igual al mimero de columnas en [a tabla final.

o({ ey vpf) =

(3.25)

|1#
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Fig. 3.43

Ejemplo 3.16. Coloramos los vértices del grafo G = (¥ U} (fig. 3.43, a) empleando
el algoritmo examinado.

I. Debido a (3.25), el valor maximal de la funcional ¢f| v, vz}) es igual a 0.25 cuando
consideramos los vértices | y 4.

midx ol [t Vsl) = 0,25 cuando v, = 1 ¥ 15 = 4.
o, @

2. Obtenemos la 1abla (tabla 3.5).

3, Escogemos la primera fila.

4. Pintamos el vértice 2 de un color nuevo obteniendo como resultado una tabla nueva
(tabla 3.6).

5. Existen los vértices no colorados; por lo tanto, pasamos al punto 3.

3. Escogemos la primera fila,

4. El veértice 3 correspondiente a la primera fila es del mismo color que el vértice 1,
pintamos el vertice 3 ¥ lo adherimos al vértice 1. Obtenemos la tabla 3.7.

Tabla 3.5 Tabla 3.6 Tabia 3.7
wel'y, v wET'yy U wer'y “
1 i 1| al2 i3y 4 | 2
2 | 1 3 o | 1|1 5 1 |1}a0
3 0 ] 5 1 {1 ]o 6 ol 140
5 | 1 &) 0 i 0 T 1 Q 0
& 0 1 B 0 }] 1 8 0 0 1

Realizando sucesivamente este algoritmo obtenemos las tablas 3.8 {a, &, c).

Tabla 3.8a Tabla 3.8.,b Tabla 3.80
el o peE My o we My .
11,31 4 {125) I, 3, 60412 5 (1, 3, 6] 14 732 $)
6 a1 1 7 1 ol O 8 0 1 1
7 1 |0 | o 8 0 0 1
8 0 0 1




& 1,8, Caracterizacion de la coloracién 165

En definitiva se obtiene la coloracién del grafo dado G = (¥, U) en tres colores {fig.
343, b a = [1,3, 6,8}, b= (4.7}, c = [2, 5]. La densidad del grafo & es igual a tres.
Por consiguiente, la coloracidn obtenida es minimal.

§ 3.8. Caracterizacion de la coloracion de los grafos

El problema de caracterizacion (el mds importante en la matematica discre-
ta) se considera como resuelto, si estdn halladas las construcciones que de-
terminan el sentido de ia transformacion que se realiza.

Examinemos la estructura de subgrafos que determinan el namero cro-
matico del grafo.

Se denomina grafo casi completo Q(g) un grafo Q, para cuya coloracién
minimal se necesitan g colores, mientras que para la coloracion de todo
grafo parcial propio Q°*, Q' C C @, basta tener g’ colores, g’ <g. En este
caso, el numero de colores g se llama casi densidad del grafo casi completo
Q.

La casi densidad g(G) de un grafo < se determina por la expresion

g(G) = Mftx gi(Qy), QCG. (3.26)
El orden A(Q) del grafo casi completo Q(g) es

k(Q) = g(Q) — p(Q). (3.27)
El orden k(G) del grafo G es

k(G) = g(G) — p(G). (3.28)

Acordémonos designar €l grafo casi completo Q de la densidad p y del
orden & por medic de Q(p, k) v el grafo de las mismas caracieristicas, me-
diante G(p, k).

Los grafos casi completos Q(2, 0), 02, 1), O{2, 2) vy O(2, 3) estdn repre-
sentados en la fig. 3.44 (g, b, ¢ d).

Teorema 3.41 (propiedad principal de los grafos casi completos). Parg
cualguier vértice v; de un grafo casi completo Q existe tal coloracion de
sus vértices que no deja que exista el vértice v, (a # i) que sea del mismo
color gque v;.

ORealizamos la demostraciéon partiéndonos de lo contrario. Sea que tal
coloraciéon no existe, es decir, realizando toda coloracién de los vértices
del grafo Q existe un vértice v, (o # i) del mismo color que w;. Pero enton-
ces, al eliminar las aristas incidentes al vértice v;, obtenemos que el nimero
de colores no varia, lo que contradice a la definicion de grafo casi
completo.

Corolario. Al eliminar cualquier arista de un grafo casi completo, su
casi densidad disminuye en 1.
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Oo—=oO

a) @ /2,0)

@) §2.3)

5 4(+3) Fig. 3.44

El teorema 3.41 es base de la demostracidén de la estructura de un grafo
casi completo O(g) con la casi densidad g; el grafo casi completo Q(g)
comprende la base es decir un grafo casi completo Qg — 1) v las capas
sustituyente y cerradora. En virtud de la propiedad principal de los grafos
casi completos, los vértices de la capa sustituyente corresponden biunivoca-
mente a los vértices de la base con tal que los vértices correspondientes
son adyacentes a los mismos vértices perienecientes a la base Q(g — 1).
Los vértices de la capa sustituyente y los de la base parecen ser «sosias»,
La capa cerradora representa los vértices que conifican los vértices de la
capa sustituyente. En el limite, la capa cerradora es un vértice que conifica
toda la capa sustituyente.

Examinemos la formacion del grafo casi completo Q(2, k) que posee
propiedades extremales, es decir, las potencias de su portador y su signatura
son minimales en comparacién con otros grafos casi completos de densidad
2 v orden k. En virtud del teorema 3.41, cuanto menos sea la potencia
del portador o de la signatura de la base, Q(2, £ — 1) tanto menores seran
las respectivas potencias del grafo casi completo Q(2, k). La base del grafo
Q(2, 1) la representa el grafo Q(2, 0) (fig. 3.44, @) que es la arista [a, b};
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la capa sustituyente la representan dos vértices @’ y b’ que son respectiva-
mente adyacentes a & y @. La capa cerradora es un vértice que conifica
los vértices ¢’ y b’. Como resultado obtenemos un ciclo de longitud 5
(fig. 3.44, b).

De manera andloga continuamos el proceso de construccién de los gra-
fos, tomamos (2, 1) como la base (fig. 3.44, b) y asi obtenemos el grafo
(2, 2) (fig. 3.44, ¢); tomando el grafo Q(2, 2) como base obtenemos el
grafo casi completo Q(2, 3) (fig. 3.44, 4). Continuando este proceso se
puede construir el grafo casi completo Q(2, k) con potencias minimales
del portador y de la signatura: para cualguier k.

Determinemos la dependencia de la potencia minimal del portador del
grafo Q(2, k) respecto de su orden k. Tenemos

k| V@2, KD |,

0 2,

1 22+ 1,

2 222+ 1)+ 1,

3 2-2(2-24+ 1)+ 1)+ 1,

------------------------------------------------------

ko 24202224+ D+ 1)+ 1) + 1.
w

(k — 1) llave
Por lo tanto,
| VailQ(2, &) | = 22222+ D+ L)+ 1) + 1 =25+1 4 k=14

praeiy g0 S e 20220 o
im0 2 -1
=425 « 28 — | = 3.2F - |,
Asi, en definitiva tenemos
| Van(Q2, k)| =32 — L. (3.29)

Hallemos la dependencia de la potencia minimal de la signatura del
grafo Q(2, k) respecto de su orden. Conforme a la estructura de los grafos
casi completos y su propiedad principal, 1a suma de las potencias de la
signatura de la base Q(2, £ — 1) y de la signatura de la capa sustituvente
es igual a la potencia triplicada de la signatura de la base Q(2, k — 1),
cuando se construye el grafo Q(2, &) con la potencia minimal de la signatu-
ra. En virtud de (3.29), la potencia de la signatura de la capa cerradora
es igual a la potencia del portador de la base 3.2~V — |,

De agui la potencia minimal de la signatura | Usno(Q(2, k)) | del gra-
fo (2, k) es igual a
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I cuando k = 0,

3-1 +3:2° ~ | coando k =1,

3(3-1 + 32 - 1) + 3.2' — | cuando k = 2,

3331+ 32° - 1D+ 32" — 1)+ 32 — 1 cuando &k = 3.

-------------------------------------------------

333,331 + 32" = 1)+ 32" = 1) + 3.2% -
\"--"'v"-—-ﬂ"ll

k — 1) lave
— D)+ ...+ 322 1) 4 3.2V - 1 cuando k = £.

Simplificando sucesivamente la expresion para | U.(QQ2, &),
obtenemos

| Ui (2, K)) | =3% 33520 — 3k =1 4 gk—lnl . qk=2

k
L e Al il SRS L e e S D i el
k=1 fm]

- 33¥=34+3.03*-2-053"-1),
=0
2 | Unil @2, k)| = 7-3%* — 6-2% + 1. (3.30)

Sumando el grafo casi completo Q(2, k) v un grafo completo de densi-
dad p — 2, obtenemos el grafo casi completo Q(p, k) que posee las pro-
piedades extremales a examinar;

Q@, k) + 0w - 2, 0) = Q(p, k). (3.31)

Al generalizar (3.31) tenemos el teorema siguiente.

Teorema 3.42. La suma de los grafos casi completos es el grafo casi
completo:

EQ:{;:;. kiy = Q(;Pn ;k.-) ' (3.32)

En virtud de (3.31), la potencia minimal de! portador del grafo casi
completo Q(p, k) es igual a

| Vel @, 4| = 3-2* - 1) + p. (3.33)

La potencia minimal de la signatura del grafo Q(p, k) se representa como
suma de la potencia minimal de la signatura del grafo Q(2, k) y la potencia
minimal de la signatura de un grafo completo de densidad (p - 2), cada
vértice del cual conifica el grafo Q(2, k). Debido a (3.29) y (3.30). se tiene

| Uninl @0, k)| = 0,5-(7-3% — 6.2 + 1) +
+ 05p — 2)-(p — 3) + (0 — 2)-(3:2% — 1).
En definitiva, obtenemos

2| Uniol@Qp kN | =73+ 625 =N+ (p=-3 -p+2. (3349
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En virtud de (3.33), todo grafo casi completo de primner orden v de den-
sidad p contiene no menos de p + 3 vértices. El grafo Q(p, 1) que tiene

exactamente p + 3 vértices es la suma de un ciclo de longitud 5 v de un
grafo completo de densidad p — 2:

Op, ) =02, 1)+ O - 2, 0).

Las correlaciones (3.33) y (3.34) son vadlidas para todos grafos casi
completos de densidad 2 ¢ 3 y para grafos casi completos indescomponibles
segiin la operacién aditiva «suma». Anteriormente fue considerada la
estructura de estos grafos. Estas férmulas no son validas para los grafos
casi completos descomponibles que, debido al teorema 3.42, tienen la densi-
dad no menos de 4 y por lo menos dos sumandos &;>0. Por ejemplo, el
grafo casi completo Q(4, 2) que es la suma de dos grafos Q.(2, 1) v Gu(2,
1) (fig. 3.45) Q(4, 2) = Qa(2, 1} + Os(2, 1), tiene la potencia del portador
igual a 10 y la potencia de la signatura igual a 35, mientras que las potencias
minimales del portador y de la signatura del grafo casi completo indescom-
ponible O(4, 2) son iguales a 13 y 43, respectivamente [de acuerdo con
(3.33) v (3.34)].

Teorema 3.43. El mimero cromdtico h{G) del grafo G es igual a su casi
densidad g(G).

hG) = g(G). (3.35)
CODebido a la definiciéon del grafo casi completo,
MG) = g(G).

Demosiremos que en esta correlacion siempre tiene lugar la igualdad. Esco-
gemos todos los grafos casi completos no incluibles, es decir, los grafos
para cada (;, de los cuales no existe un grafo casi completo Q. tal que
(O, C CQy. En virtud de (3.26), entre los subgrafos escogidos existe por lo
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mMenos uno gque necesita ¢ colores para pintarlo. Mostremos que para la
coloracion minimal de la parte restante de G \ Q son sifucientes los mismos
¢ colores. En efecto, si para la coloraciéon minimal del subgrafo G ™ Q nece-
sitamos al menos un color nueve, (g + 1)-ésimo, eso significa que en el
subgrafo G Q existen las capas sustituyente y cerradora, lo que lleva a
formar un grafo casi completo de casi densidad ¢ + 1. Lo dltimo contradice
a la correlacidn (3.26). M

Empleando las féormulas (3.33)—(3.335) para los grafos G: de densidad
plGi)<4 y para los grafos que no contienen subgrafos casi completos des-
componibles seglin la cédpula «sumaw, se puede proponer estimaciones lo-
garitmicas del namero cromdtico. Tenemos:

HG) = g(G) = max (p(Q) + k(@) <

smax P(Q) + max k() (3.36a)
ff(G}iQP(GJ % mfl;i k(Q), QCC, G=<(¥ U). (3.36D)
Segtin (3.33)

mfl.x KON < [lﬂgg 1 ¥ ;p{G} + 1] .

De agui

MG)Y<p(G) + [lng; 4 A 1]+ (3.37)
En la expresion (3.34) (p - 3F¥ —p + 2>0vy para p>4, p=4Yy cual-

quier & 6:2¥ — 1>0, por eso

m;ﬁx k(O < [lngg i%J—] , p(G) =4,

por consiguiente,
2| U]
R(G)<p(G) + | logs —=| p(G) =4, (3.38a)

Cuando p(G) = 3 tenemos

MGY<3 + []ug; 2| ”.} s ] (3.38b)

Cuando p(G) = 2 la expresién (3.34) obtiene la forma
2| Unn(Q2, K))| =7-3% — 625 + 1>7.3% = 6.3% 4+ | = 3¢ 4 |
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- Bl

por eso
max k(Q)<(log:(2| U| - D).

De aqui cuando p(G) = 2 obtenemos
R(G)<2 + [logs2 | U| = 1) (3.38¢)

De acuerdo con la estructura del grafo casi completo Q(p, k) la potencia
s{w;) de cada vértice v; de este grafo satisface la desigualdad

s(v)2q(Q) - 1=p+ k- L (3.39)

Entonces, segin la formula (3.33) la potencia de la signatura | L{Q(p,
kY| del grafo casi completo indescomponible satisface la igualdad

| Q. k)| 20,5325 = 1) + p)(p + k = ). (3.40)

Para los grafos completos se puede lograr esta estimacidon cuando & = 0.
En virtud de (3.33), (3.36a) y (3.40),

2- | (G) |
h(G)g{ )| ] + 1, GCG, (3.41)

donde el subgrafo G verifica todas las desigualdades del sistemna
| V(G) | 23-2° = 1) + p(G),
2| UG)| 27-3* + 625(p(G) — 3) + W(G) - 3P - p(G) + 2,
s(v)=2p(G) + k — 1, vieG, (3.42)
es decir, conforme a sus recursos, tanto de vértices como de aristas, y segin

la topologia local (potencias de los vértices), el subgrafo G puede incluir
un grafo casi completo Q(p, k), donde

o [lugz( V(G) 2 PG 1)] (3.43)

Aqui, [ ] es la parte entera del niumero. Es obvio, que

E_IU{G}1]=[ 1 su-]=s G
[ | (C) | TS T %%m @) ] = [Smea(G)].

De aqui tenemos la estimacién superior del niimero cromético h(G) del
grafo G:

MG) < [Smed(G) + 1], (3.44)

donde el grafo G C G satisface el sistema de desigualdad (3.42). La estima-
cidn (3.44) es mds eficaz que las dadas anteriormente A(G) < 5nidG) + 1
¥y para una clase determinada de grafos, la estimacion de Brooks
H(G) < Smad G).
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Al componer las estimaciones (3.37), (3.38) y (3.44), obtenemos estima-
ciones del nimero cromdtico A(G) del grafo G = (V, U):
cuando p(G)=4

h(G) <min(p(G) + [iﬂgz( | ¥(G) g' P 1)]

p(G) + [inga il {’;{G” ] (3.452)
[-i'med((}” + ]):
cuando p(G) = 3

MG)<min (p(G) + [lﬂgz( l ViG) 13 - p(G) + 1)]'

p(G) + [Iugg 2 | U{C,f,)' + 1 ] (3.45b)

[-Tmtd(G) + 1)
cuando p(G) = 2

A(G)<min (2 + [Ing:( ! V{ﬁ;' — 2 o+ I)],

2 + [loga(2- | U(G) | = 1), [SmeaG) + 1). (3.45¢)

Para calcular la estimacion del numero cromdtico A(G) del grafo G,
basandose en la férmula (3.44), hallamos la densidad p(G) del grafo G
y disminuyendo p de p(G) a 2 con el paso 1, segiin la formula (3.43) halla-
mos k para cada uno de estos valores. Debido a (3.36a), la suma maximal
de p v del valor correspondiente de k, para los cuales se cumplen las desi-
gualdades del sistema (3.42), determina la estimacién superior del numero
cromético A(G). Si el grafo estimado es casi completo o la estimacion supe-
rior obtenida coincide con la inferior, ésta es igual al nimero cromdtico.

La estimacién inferior del nimero cromitico

"MG) 2p(0) (3.46)
se minora por la estimacion de Geller, como lo fue mostrado por Mayers
y Lean,

] [ ¥(@G) ]| ]
"2 | Tve - 2@ T e

r

ey | V(G) ] 3.48
O 1TV = 5mmsl©) ety

Las estimaciones del nimero cromdtico (3.37), (3.38), (3.44) y (3.45)
minoran las estimaciones superiores conocidas del A{G).
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Ejemplo 3.17. Examinemos el grafo G = (¥, U) (fig. 3.46, a).

Segiin las estimaciones de Brooks vy Geller, su nimero cromdtico A(G) se encicrra en
¢l segmenio [l, 7):

| Vi) | * _ 10* o
| WiG)|* - 2| UGy 10 - 2-20 '

SmielG) = T, 1 SA{G)T,

Esumemos el nimero cromdtico A(G) empleando las estimaciones superiores obtenidas.
La densidad del grafo G es igual a 4: p(G) = 4. Conforme a (3.43),

k{G) = []Dg;(m; 3 + ])] = 4.

Si es posible incluir Q(4, 1) en ef prefijado dado G, la potencia de todo vértice no tiene
que ser menor que 4. Los vértices ¢, d, f tienen potencia menor que 4 y, por consiguiente,

no se incluyen en el grafo Q(4, 1). Eliminando estos vértices en el grafo obtenido (fig. 3.46,5),
k conserva su valor:

- [mgz(-"‘;“ 1) ] -1

Fiﬂ- .46 ‘-'::J d)
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pero con esto los vértices b, p, e no pueden incluirse en este grafo, ya que su potencia (fig.
31.46,b) es menor que 4. Eliminamos los vértices b, p, e del grafo G (fig. 3.46,5) y obtenemos
el grafo representado en la fig.3.46,c que no puede contener el grafo (4, 1) conforme al
recurso de vértices, ni conforme al de arisias, ni conforme a la topologia local. Por consigulen-
te Kpgy = 0 cuando p = 4. '

Disminuimos Ja densidad en una umidad y definimos ¢l valor méximo de k:

K(G) = [log;(ma_a + 1)] = I

Por lo tanto, ¢l grafo prefijado no puede contener el grafo casi completo (3, 2). Disminuimaos
otra vez |a densidad en una unidad y definimos el valor maximo de &, cuando p = 2. Tenemos

o[ )

De este modo e] grafo dado incluso no contiene el grafo casi completo @2, 2). De aqui
la estimacién superior del ndmero cromdtico h(G) del grafo G es igual a 4. Esta coincide
con la estimacién inferior p{G) < h{G); por consiguiente, el niimero cromético del grafo prefi-
jado es también igual a 4: k; = |b d p g}, k2= la ¢ e}, ka = |m, fl, ka = (&} (fig.
3.46, d). -

Asi pues, ¢l empleo de caracterizacidn de la coloracion de vértices del grafo permite, en
el caso dado, determinar su nimero cromatico sin buscar el cubrimiento minimal de los
subgrafos vacios por los vérrices del grafo.

Segun el teorema 3.42, para un grafo G que contiene un grafo casi
completo descomponible, con dos sumandos por lo menos, cuyo k>0, el
numero cromdtico A(G) es igual a la suma de los mimeros cromaticos de

los grafos casi completos que son sumandos del grafo Q(g)C G de casi
densidad maxima. Por esta razdén

hG) = mféx g Qi) = m?-KJE_GU(QILf}-

QuCQi O = JE_QH-

h(G) = mf}i?fﬂ:;r@ﬂ + f'-'uiQu}}Sm;ﬁijP::r{Qﬁ) # mfﬂglku(Qu}.
MGy p(G) + mﬁkaatﬂuL (3.49)

donde max > k;(Q;) se determina basdndose en (3.33), (3.34) y (3.39).
LA |

Ejemplo 3.18. Determinemos el nimero cromdtico A(G) del grafo G = (¥, U} con los
siguientes pardmetros: | V| = 90, | | = 1000, p{G) = G; la distribucién de potencias de
los vértices es tal: 20 vértices son de potencia 5; 61 vériices son de potencia 21, ios demsds
9 vértices ticnen la patencia igual a 86.

Analicemot los casos de la descomposicidn de 6 en sumandos: 1) 6 = 6 + 0; 2) 6 =
=244 3)6=2+2+2,4)6=173+ 1

Caso 1. Determinemos ¢l orden mdximo k.4, del grafo casi compleio indescomponible
(M6, Kkwix) de densidad 6. Segdn (3.33),

= Jom (228 ) [ -+
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Establezcamos si el grafo G prefijado puede contener el grafo casi completo (6, 4) segiin
los recursos de aristas v la topologia local (segiin las potencias de los vértices).

Tenemos:

| ] >0,547:3 + 62°(6 — 3) + (6 — 3P —

-6+ 2) = 0,5:(567 + 288 + 5) = 430,

| Fminl QU6, -H}| =2 -1+ 6=5l1,

(W (e, 4s() =26 + 4 = 1 = 9,

De este modo se obtiene la respuesta positiva. Por lo tanto, resulla determinada la estima-
cion supenor: A{G)= 10.

Caso 2. El grafo casi completo Q(g.4.,) de casi densidad maxima puede descomponerse
en dos sumandos:

a2, ko) + Ould, ko)
ademds, A(G)<6 + mix(ks + k»). Hallemos mdx (k. + k:). Para eso determinamos

a, b
k. = [lng;({gﬂ_:]- : + I)] =4,

| Vel @2, 43| ® = 3-2* — ) + 2 = 47,
El segundo sumando contiene 43 vértices:

90 — 47 = 43,
Cuando

kp = [inﬂ:(ﬂ;‘ - l)] = 3,

| Vainl @04, 33| = 32 — 1) + 4 = 25,
(vuilweQa(2, Ns) 2p. + ke — 1 +

+ | VoulOu(4, 3] =2+ 4 -1+ 25 = 30),
(voil(pieCuld, INNs(w)Zzpe + ke = 1 +

+ | Va2, 4)) | =4 4+ 3 = 1 + 47 = 53).

En el grafo G no existen vértices de tales potencias, Continuamos los cilculos andlogos
y hallamos méx (k; + k») = 2 + 2 = 4, es decir, el grafo & puede contener el grafo casi

i b ;
completo Q(10) descomponible en forma de suma:

Ou(2, 2) + {4, 2).
En efecto,

| VuinlQal2, 20| =3-(2* - D+ 2= 11,

| Vel @54, 20| = 327 = 1) + 4 = 13,

(Vs Qu(2, 2Ns(u) 22 + 2 = 1 + 13 = 18),

(Ve Ould, Z)(s(yy 24 + 2 — 1 + 11 = 186},

| Uainl@a(2, 20 | + | Uenial @63, 2} | + | Vinial@s(2, 2) | - | Vool Qu(8, 2) | =
05(T R + 622 =D +(Z =3P =242+ 0,573 4 62%(4 - 3) +

# (@ - 3 -4+ 2) 4 113 =206

En este caso, la estimacién cromética A(G) no cambia, Ofrecemos al lector que £l mismo

examine los demds casos. En definitiva, obtenemos médx (&, k) = 4.
a,b
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B = ha NP o o

! 2 3 % 5 &p
Fig. 347 Fig. 3.48

Por lo tanto, debido a (3.46) v (3.49), 6 < h(G)< 10, Empleando las estimaciones de
Geller— Brooks obtendriamos el segmento [1, 86]; 1| <h(G)< 86,

Segun (2.35), los grafos casi completos de casi densidad « + 1 son figu-
ras prohibidas de la coloracion de los vértices del grafo con « colores.

Citemos las propiedades de los grafos casi completos.

1%, Propiedad de inclusion

Qe KNSQG jhi=1 ...pJj=0 ...,k (3.50)

2°, Propiedad idempotente de la capa sustituvente. Cambiando la capa
sustituyente quedamos en la clase de los grafos casi completos, con tal que
esta sustitucion puede realizarse muchas veces (fig. 3.47).

Teorema 3.44. S/ en vez cada vértice v; de un grafo casi complero Q(q)
ponemos uno de los elementos del conjunto {Q«{q)/q{Q)) = a), obtene-
mos el grafo casi completo Qlo-g).

Teorema 3.45 (leorema de M.V.Gorbatova). E/ grafo casi completo Q(p,
kY, k>1, no posee el cardcter arista.

51 un grafo posee cardcter arista, su orden no supera 1. Cuando se cons-
truye el grafo derivado en arista G segiin el grafo G, las aristas incidentes

a un mismo vértice del grafo & corresponden a los vértices de un subgrafo
completo del grafo G,

Por consiguiente,
asH(G)ss + 1, (3.51)

donde H(G) es la clase cromadtica del grafo G, 5 es su potencia, § = max
s(u), v:€G, f
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Para un multigrafo
ssH(G)<s + p (3.52)

donde p es paralelismo del multigrafo, o sea, el nimero méximo de aristas
paralelas.

En la correlacion (3.52), 1a potencia del grafo G v su paralelismo satisfa-
cen las siguientes correlaciones (fig. 3.48):

{s = 0 (mod p),

59 p; (3.53)

donde la notacién s = 0 (mod p) significa que el niimero 5 es compatible
segun el moédulo p con el niimero 0. Segin (3.52) y (3.53), obtenemos la
estimacion de Shannon.

H(G)< [% s] . (3.54)

Teorema 3.46. El grafo casi completo de casi densidad ¢ contiene un
subgrafo homeomorfo a un subgrafo completo, cuya densidad equivale a q.

Este teorema permite enlazar la coloracion de los grafos con la pro-
piedad de su encaje en las superficies.

Teorema 3.47. El grafo G(p, k), k> 1, p>2 es no encajable en el plano.

COEn efecto, el grafo G{p, k) contiene el subgrafo cas: completo Q(3,

2) el cual, a su vez, contiene un subgrafo Gg(F(5)) homeomorfo a un
subgrafo completo de densidad 5:

Glp, k)2 0O(3, 2) D Gu(F(5)).

Por consiguiente, segin el teorema 3.17 el grafo & no es encajable en el
plano.
Teorema 3.48. El grafo G(p, k), p> 3, k>0, no es encajable en el plano.
CIEn efecto, el grafo G(p, &) contiene un subgrafo (4, 1), cuya base
y el vértice de la capa sustituyente se incluyen en el subgrafo Gg(F(5)) ho-
meomorfo a un subgrafo vacio de densidad 5:

G(p, X)D 04, 1)D GulF(5)).

Por consiguiente, segun el teorema 3.17, el grafo G no es encajable en
el plano. M

A base de los teoremas 3.47 v 3.48, obtenemos la demostracion del
problema de cuatro colores (teorema 3.49),

Teorema 3.49. Ef numero cromdtico del grafo planar no supera a cuairo.

[OSegin el teorema 3.17, el grafo planar G no contiene el subgrafo
Gu(F(5)) homeomorfo a un subgrafo completo de densidad 5: GP
D Gu(F(5)). Por lo tanto, este grafo no contiene los subgrafos Q(3, 2)
y O(4,1). De aqui en virtud del teorema 3.41, el nimero cromético A(G)
no supera a cuatro, Ml

12—0B577
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§ 3.9. Problemas y ejercicios

3.1. Demostrar la igualdad

S=(A")PAT)
donde § ¢s una matriz de adyacencia; 4% y A~ son matrices de incidenciaé inicial y final,
respectivamente; P es una matriz diagonal de los pesos de los arcos; ' es el signo de
transposicidn.

3.2. Demosirar que

g
5= 2 &R,
k=]

donde S es la matriz de adyacencia; R* es la matriz del paso por los arcos de peso &

1.3. Demosirar que un subgrafo G es un ciclo s, ¥ sélo si, el producto matricial l6gico
(regla de multiplicacién de fila por columna se define mediante la multiplicacion ordinaria
y la adicidn segin ¢l médulo dos) de la matriz de incidencia y la matriz ciclomdtica transpuesta
es igual a la matriz cero.

3.4. Demostrar que las cadenas simples de longitud N/ <g) de un grafo prefijado por

una matriz de incidencia S se determina mediante la matriz 5, = ’i",s‘.
k=l

3.5. Sea dado un trapsmisor que puede transmitir cinco sefiales: @, b, ¢ d. e. Al recibirlas
cada una de estas sefiales puede interpretarse de dos maneras: la sefial a: como p o g, la
sefial b: como g o r, la sefal c: como r o 5, 1a sefial 4 como 5 o (, la sefal e: como p
o . (Qué nimero mdximo de sefiales se puede recibir sin correr el riesgo de confundirlas
una con otra?

3.6. Demostrar que

alGs X Gp) 2 ol Ga)a{Gp),

donde «(G;) es el nimero de estabilidad interior del grafo G = Ga, Gs.
3.7. Determinar el nimero de la estabilidad exterior de un grafo & prefijado por la matriz
de adyacencia

o 1L 001010
1 61 00 01 0
O 1 01 0 O 1 1§
sfloo1 01001
1 0 0 1 01 0 1
nuuululﬂ"
1 11 00 1 0
o0 111010

3.8. ;Cudntas reinas baste colocar en el tablero de ajedrez para gue todo escaque del
tablerp esté amenazado de atagque por lo menos de una de ellas? Creemos que el escaque
ocupado por una pieza estd también bajo amenaza de ser atacado por esta pieza.

3.9. Demostrar que sobre 1 vértices dados se puede construir n”~ % drboles distintos.

3.10. En el grafo ponderado & prefijado por las malnces

¢ Lo ool
L 01010
A ERE
S =g o1 01 of*
R
101010
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P{G) =

L= === Y I = i 8
L B B o ) W e e R e
SO0 ooO koD
SO0 ooWoS OO
D000 =0000
o R e [ e BT e B e e e
fome I I 8 e 2 Y e I s
VDO QQDO
WoORDOoDOoO0Oo

hallar el subgrafo conexo G que tiene la suma mimimal de los pesos de sus aristas,

3.11. Un vértice de un grafo se llama punto de articulacidn, si el grafo se hace inconexo
al eliminar este vértice junto con sus aristas incidenies. Se denomina blogue un grafo conexo
no trivial que no tiene puntos de articufacién. ;Puede ser blogue un grafo, cuyo nimero
ciclomatico #{(G) = 27 Poner un ejemplo del blogue, en el cual la eliminacidn de una arista
conduce a la apancidn del punto de articulacién. ;Existe un blogue, en ¢l cual la aparicidn
del punto de articulacidn se desprende de la eliminacién de cualquiera de sus aristas?

3.12. Citar ¢jemplos de grafos conexos, para los cuales existen cortes cuyo numero de
aristas es lgual al nimero de cuerdas de los esqueletos.

3.13. Demostrar gue la eliminacién de una arista perteneciente a cierto ciclo de un grafo
conexo no hace este grafo inconexo.

Y14, Un grafo conexo se denomina de Euler, si en & existe una cadena cerrada que pasa
por cada una de sus arisias (todas las aristas de la cadena son distintas). Mosirar que un
grafo gue contiene un puente no pusde ser euleriano.

3.15. Un grafo se denomina hamiltoniano, si él contiene un ciclo simple de esqueleto.
Poner ejemplos de los grafos que son de Hamilton ¥ de Euler simulidneamente,

3.16. Hallar el numero de esqueletos no isomorfos del grafo K; s de dos parties.

3.17. Demostrar que si un grafo es n-conexo, existe un par de vértices no adyacentes,
entre los cuales se encuentran A cadenas simples no intersecantes en vértices. Mostrar que
esta condicidén se cumple para cualesquiera dos vértices no adyvacentes del grafo m-conexo.
Dar un ejemplo del grafo 3-conexo.

3.18. Mostrar que la precisién de hastia el isomorfismo la tienen exactamente cuatro grafos
(uno de los cuales g5 compleio} sin arisias paralelas ni lazos sobre tres vértices, v once grafos,
sobre cuatro vértices. Hallar ¢l mimero de grafos sobre cinca vértices.

3.19. Se denomina nucleo arista de un grafo & un subgrafo gue es la unidn del conjunto
de aristas ; tales que las aristas de tode conjunto no son adyacentes dos a dos y

| %] = aolG). Dar ejemplos de los grafos gue no tienen nicleo arista.

3.20. Hallar condiciones necesarias, para las cuales el nimero de aristas en el grafo e
igual al producto oge.

3.21. Demostrar o refutlar que para cualguier grafo conexo S5 < es.

3.22. Determinar xi(Kow.n} ¥ E1{Km,n).

3.23. Demostrar gue el ciclo de longitud mmpar ¢5 incajable en un hipercubo
n-dimensional.

3.24. Mostrar que el didmetro del n-cubo d(G.) no puede ser mavor gue n.

3.25. Sea que un grafo ¢ comprende & cadenas simples no intersecanies en vértices enire
dos vériices o, G, las longitudes de Lodas las cadenas son diferentes, ;Bajo qué condicidn
este grafo cs cubicable?

3.26. Determinar la densidad del grafo que es suma de una arista y un ciclo de longitud 5.

3.27. Hallar el niimero de la estabilidad interior para ¢l grafo determinado en e ejercicio
anterior.

3.28. Hallar el numero de la estabilidad exterior para el grafo que es producto de una
ansta ¥ un ciclo de longitud 4.

12®
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3.29. Hallar la coforacion minimal de las arstas del grafo de Peterson.

3.30. ;Posee el cardcter arista el grafo que es suma de un vértice aislado y un ciclo de
longited 57

3.31. Hallar el nimero cromédtico del grafo de Peterson.

Comentarios

La teoria de los grafos en calidad de una parte de la matemdtica discreta 1iene muchas interpre-
taciones. Se aplica con éxito en los problemas de control de la produccién, para proyectar
redes de los ordenadores, para diseflar médulos electronicos modernos y proyectar sistemas
fisicos con pardmetres localizados (acisticos, mecdnicos, eléciricos), para resolver problemas
de genética y problemas de automatizacién de fa proyeccion (SAPR). La teoria de los grafos
es la base del apoyo matematico de los sistemas modernos de procesamiento de la informa-
cién. Esta tearia se aplica con éxito en las investigaciones nucleares (técnica de diagramas
de Feynman), etc. 3

Informacion mads detallada sobre los modelos tedricos de grafos y sus suplementas se
la puede hallar en 1a literatura de bibliografia.



«Y lo mismo que el concepio de nimero, el
de figura estd tomando exclusivamente del
mundo exterior ¥ no ha brotado en la cabeza
por obra del pensamiento puros.

Federico Engels

CAPITULO 4

Teoria de las gramaticas formales
y de los dispositivos automaticos

§ 4.1. Gramaticas formales

Examinemos un sistema de sustituciones prefijado por el alfabeto
M={m/i=1, ... pl vy por las sustituciones bdsicas

o By (4.1)

donde o, 8 son las férmulas (palabras) tal vez vacias en el alfabeto M.

Comprenderemos toda sustitucion «;—*8; como una regla de deduccién.
Con frecuencia el sistema de sustituciones se denomina semisisfernas de
Thue, en honor del matemdtico noruego Aksel Thue. Empleando estos se-
misistemas Chomsky formé y desarrollé el aparato de gramdticas formales.

Definamos el concepto de la gramdtica formal que a continuacién se
llamara simplemente gramatica. Examinemos un alfabeto finito M = [m,
Mz, ... Mz}, cuyos elementos se denominardn simbolos (letras) y suce-
siones finitas de simbolos, palabras.

Designemos todo el conjunto de palabras, cuyas longitudes no tienen
ningunas restricciones mediante .. Digamos que .#°C.4 es un lenguaje
en el alfabeto M.

Sea  una coleccidon de reglas, con ayuda de las cuales en M se en-
gendran todas las palabras pertenecientes al lenguaje £’y solo ellas. Liama-
se gramdtica del lenguaje 2°la coleccion de reglas G.

Denominaremos equivalentes a dos lenguajes si coinciden los conjuntos
de palabras gue integran estos lenguajes. Dos gramaticas G y Gz sobre
_Zse denominan eguivalentes, si se engendran por éstas los lenguajes
equivalentes. .

Acordémonos decir que G es la gramatica del niimero finito de estados,
si las reglas de engendrar palabras de alfabeto M = {m, m, ..., ma] se
prefijan del modo siguiente. Existe un conjunto finito de estados [Sq, §),
..o S)yvacada S{i= 1, 2, ... r)le pone en correspondencia un juego
de pares de tipo (m, Sg), donde €1, 2, .. ., n}, g€(0, 1, .. ., r}. Al estado
So le pone en correspondencia los pares de tipo (mo, Sx), donde A€[1, 2,
.. . r}. El simbolo np es un signo especial del blanco entre las palabras.
La construccién de las palabras se realiza del modo siguiente: del estado
So pasa a cualquier estado Sy, uno de aquellos §; que son segundos
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H:.{mﬂmi r”’J
iy

Fig. 4.1

miembros de los pares de tipo {m, S;), vy se pone el signo del blanco en
el inicio de la palabra. Partiendo de los pares, puestos en correspondencia
al §; elegido, se toma cualquier (rm, §;). Esta eleccion determina el siguiente
estado S; v el primer simbolo de la palabra m;. En adelante, el proceso
de la construccién de la palabra se realiza de modo andloge. La palabra
se termina pasando al estado final, que es, como regla, So.

El lenguaje generado por una gramadtica con el niimero finito de estados
se denomina lenguaje con el niimero finito de estados. Es comodo represen-
tar la estructura de tales lenguajes en forma de un grafo, cuyos vértices
s ponen en correspondencia a S; y los arcos, en correspondencia a los pares
(mi, Sg). En la fig. 4.1 se da un ejemplo de tal grafo. Utilizando la gramati-
ca, prefijada por este grafo, se engendra un lenguaje compuesto del siguien-
te conjunto de palabras: [m iy, mymamsmy, mymamam, | . Se puede exami-
nar la generacidén de las cadenas de los simbolos como resultado del trabajo
de un dispositivo hipotético (fig. 4.2). A lo largo de una cinta infinita (a
una o dos direcciones) dividida en células se mueve la cabeza de control
(CC). Estan prefijados un alfabeto exterior M = {mo, rm, m2, ..., mMal,
cuyos simbolos se denominan lefras, un alfabeto interior § = {s, 51, . .
s-), cuyos simbolos se denominan estados y un alfabeto de traslaciones
E = [D I N). Todas las células se llenan con los simbolos de M, uno en
cada célula. El simbolo nm, juega el papel del simbolo vacio (si en una célula
se halla mp, entonces «en esta célula no estd escrito nada»). Se supone que
toda la cinta infinita estd llena siempre con los simbolos m;, excepto aquellas
células, en las cuales estdn escritos cualesquier otros simbolos de M.

La cabeza de control puede mantenerse en varios estados que se caracte-
rizan por los simbolos de S. El estado s, es especifico, Si la CC se mantiene
en ¢l estado s, «la mdquina no hace ningin trabajo (estd desconectada)».
Se supone que al final del trabajo la méaquina pasa siempre en el estado

!mr Ty | iy | 470 | T2y | T Y700 | P | FTTg | 1T0p | 1T

ee Fig. 4.2
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So. Durante el trabajo de la mdquina la CC puede moverse a lo largo de
la cinta en tiempos discretos. Se¢ mueve ora una célula a la derecha (D),
ora una célula a la izquierda (f). Puede ocurrir gue en un tiempo dado
del trabajo la CC no se mueve (/N).

En todo tiempo del trabajo la CC realiza las siguientes operaciones:

1} lee el simbolo m; que estd en la célula «wvista» por la CC en este
tiempo; 2) en relacion con el simbolo leido m; ¥ su estado s; escribe el simbo-
lo mx en esta célula; 3) se mueve (o no) a lo largo de la cinta; 4) pasa
al estado siguiente 5.

Se puede representar todo el trabajo de la mdquina utilizando una tabla
funcional T, en cuyas células se encuentran las ternas de tipo mgsge, donde
g€E es un simbolo que determina la traslacion. De este modo, la tabla
funcional determina la aplicacion M X Sen M x § x D. El sentido enjun-
dioso de la aplicacidn (m, s}~ (msper) consiste en que permaneciendo en
el estado s5; y leyendo el simbolo m1; de la célula, la CC escribe el simbolo
my en la célula dada de la cinta, pasa al estado s, v realiza la traslacidn
determinada por el simbolo €. Acordémonos que la tabla funcional esta
siempre hecha de modo que tiene lugar la aplicacion (m, so)— (1, 5o, N).
Esto significa que en el estado «desconectado» la maguina no funciona.

Hasta que la maquina empiece a funcionar es necesario llenar (si esto
es indispensable) unas células de la cinta con los simbolos diferentes de
mpo, trasladar la CC a un estado distinto de 5, y prefijar la posicidn inicial
de la CC respecto a la cinta. Después de esto la midquina funcionard en
correspondencia con la tabla 7. El funcionamiento de la mdquina puede
ser prefijado utilizando también un grafo, cuyos vértices se ponen en corres-
pondencia biunivoca a los estados de este dispositivo, los arcos, en corres-
pondencia con las traslaciones de un estado a otro. Con ello cada arco
(5, sp) estd ponderado por el par (r, mwer). Segiun Chomsky, frecuentemen-
te el estado se denomina simbolo no terminal (auxiliar) y el simbolo meM
se denomina terminal, El dispositivo hipotético descrito se denomina md-
quina de Thring.

Tesis de Post. Un semisisterna arbitrario de Thue puede representarse
como ung mdguinag de Turing y viceversa.

En el capitulo 1 fue examinada la definicion intuitiva del concepto de
algoritmo, Empleando la maquina de Turing, precisemos este concepto.

Tesis de Turing. Para cualquier algoritmo comprendido en sentido in-
luitivo, se puede consiruir una mdguinag de Turing, cuyo funcionamiento
es equivalenie a este algoritmo.

El concepto de la maquina de Turing es una especificacion estricta del
concepto del algoritmo. El paso del concepto intuitivo del algoritmo al con-
cepto exacto de la maquina de Turing posibilita llegar a la resolubilidad
algoritmica (de maguina) de uno u otro problema.
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En 1936, el cientifico norteamericano Church, examinando el problema
de reconocer la deducibilidad en la légica matematica, obtuvo uno de los
primeros resultados negativos.

En el calculo légico para cualesquiera formulas dadas R y § determine-
mos, si existe 0 no una cadena deductiva que conduce de R a §.

A y B son las férmulas adyacentes, si se puede transformar la férmula
A en la B, vy viceversa, utilizando una sola vez la sustitucién admisible.
Una sucesién (Ai, i = 1, 2, . . ., n) de férmulas, entre las cuales las conti-
guas son adyacentes, se denomina cadena deductiva que conduce de 4,
a A,. Como la resolucién del problema de reconocer la deducibilidad se
comprende un algoritmo que responde existe 0 no una cadena deductiva
(para cualesquiera R y §).

Un problema es irresoluble algoritmicamente, si no existe ningin algo-
ritmo (correspondiente mdaquina de Turing) para resolverlo. La mdquina
de Turing independiente puede ser representada como un programa de for-
ma arbitraria para un ordenador con la memoria potencialmente infinita.

Teorema 4.1 (teorema de Church). E! problema de reconocimiento de
la deducibilidad es algoritmicamente irresoluble.

Siguiendo a Chomsky, introduzcamos las restricciones de las sustitu-
ciones «— 3, observando al mismo tiempo, la correspondencia entre la gra-
maética obtenida y el dispositivo automadtico.

Restriccion 1. 8i a— 3 satisface la expresion (4.1), o sea, €s una regla
de deduccion, entonces

{aal: 2y o o oy ey 'b'h bﬁ: oo omy bﬂ{m g ﬂ}}{(ﬂ =
= dd2 < - ﬂm]&(ﬂ = b|b; s bn)}- (4.2]

En lenguaje generado por la gramdtica que satisface (4.2) se realiza por
la maquina de Turing,

Restriccion 2. Si a—f es una regla de deduccidn, entonces (3y1, y2,
a, w(v1, v2, w son las cadenas, a es un simbolo independiente; w» no es vacia).

(e = yay2))&(B = yiwy2)). (4.3)

Las gramaticas que satisfacen la relacion (4.3) se denominan de conrexto
(vinculadas por el contexto).

Las gramdticas de comtexto se realizan mediante los dispositivos. tipo
de autémata de Myhill

Sea (i, j, k I p) una de las reglas que determina el funcionamiento
del dispositivo automadtico: si el bloque de mando permanece en ¢l estado
S; v la cabeza exploradora esta frente a la célula que contiene el simbolo
m;, entonces el blogque de mando puede pasar al estado Sy, mientras que
la cinta avanza hasta [ células a la izquierda y m, sustituye el simbolo a
examinar. El dispositivo que funciona segin este principio se llama aurdma-
ta de Myhill,
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Restriccion 3. Si a— [ es una regla de deduccion, entonces « es la letra
no terminal v 8 no es vacia:

B#= @ (4.4)

La gramatica que satisface (4.4) se llama sin confexto (libre del
contexto).

De acuerdo a (4.4), cada regla de gramatica afirma que cierto simbolo
no terminal puede sustituirse por una cadena de simbolos independiente-
mente del contexto.

Un lenguaje generado por una gramatica sin contexto se realiza por
un dispositivo automdatico de Myhill de tipo especial que utiliza la memoria
jerdrquica. Segiin Newell, Shaw y Simon, este disposivo automadtico se de-
nominara qutdmata jerdrquico.

El autémata jerdrquico es una composicion de un dispositivo autoniditi-
co de mando y de tres cajas, cada una de las cuales representa de por si
una cinta infinita dirigida a un lado. En la cinta estd escrita una palabra,
cuya primera letra se encuentra en la primera célula, la segunda estd en
la segunda célula, etc. Leyendo la palabra el dispositivo automitico percibe
la primera letra, luego la borra y ¢l resto de la palabra se desplaza hacia
la primera célula. Cuando en la caja se graba una palabra de la longitud
k, las primeras & células se libran como resultado de haber trasladado en
k células la palabra anteriormente inscrita. La caja de entrada esta vincula-
da con los canales de entrada del dispositivo automadtico de mando, la de
salida, ¢on los canales de salida, la interior se vincula tanto con los canales
de entrada, como con los de salida del dispositivo automatico de mando,
El conjunto de estados interiores del dispositivo automatico de mando se
parte en dos subconjuntos A y B. Si el estado del dispositivo automadtico
de mando pertenece al subconjunto 4, se lee la informacion de las cajas
de entrada e interior. Si su estado pertenece a B, S;eB, la lectura se hace
solo de la caja interior. Al mismo tiempo, el dispositive automatico pasa
al estado siguiente y escribe palabras en las cajas interior y de entrada.

Una regla de la gramatica sin contexto se denomina fineal, si tiene forma

A—xBy; (4.5)
lineal derecha, si

A—xB, (4.6)
y lineal izquierda, si

A— Bx, (4.7)

La regla de forma A —x lldmase conclusiva. Segun las restricciones de-
terminadas por las reglas (4.5)—(4.7), la gramaética sin contexto puede ser:

a} lineal, si cada regla suya no conclusiva es lineal, en particular, si es
lineal izquierda o lineal derecha;
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b) unilateralmente lineal, si cada regla suya no conclusiva es lineal iz-
quierda o lineal derecha;

¢) metalineal, si 1odas sus reglas no conclusivas ora son lineales, ora
tienen forma S—§ y, ademads, la gramatica no posee reglas tipo A-+aS@
para ningunos A, «, 8, donde «, § no son vacias.

La gramdtica unilateralmente lineal se realiza por el d:spﬂsmvu automd-
tico finito y engendra un lenguaje llamado automadtico finiio.

Consideremos una gramdtica unilateralmente lineal, cuyas reglas son
todas lineales derechas (para mds precision) o todas conclusivas. Sin perder
la generalidad, se puede suponer que toda regla lineal tiene forma A—aB
(donde B es un simbolo ne inicial) y cada regla conclusiva de la gramatica
tiene forma A—a.

Sean A, Az, ..., A, los simbolos no terminales de la gramatica, con
la particularidad de que A, es el simbolo inicial, A la gramatica le ponemos
en correspondencia un dispositivo automadtico finito, cada uno de los esta-
dos interiores del cual corresponde biunivocamente a un simbolo no termi-
nal de la gramadtica, y el simbolo de entrada corresponde a un simbolo
terminal de la misma. Ademas, si A;—aA,; es una regla de la gramatica,
la terna (@, 4, A;) determina el funcionamiento del dispositivo automatico
y se comprende como el paso del estado A; al estado Aj, cuando se lee
el simbolo de entrada a.

Para més generalidad, consideraremos que, pasando del estado §; al es-
tado S; como resultado de la influencia de entrada a, el dispositivo automa-
tico elabora un simbolo b a su entrada. Entonces el dispositivo automatico
puede ser como una cuaterna (g, b, S, S)).

Si se fija el estado inicial So, el dispositivo autdmatico realiza un opera-
dor T

= Tla, S, S

A continuacidon lo denominaremos de aqufdmala.

{x,a)

Fig. 4.3
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El operador de automata T traspasa una sucesion de simbolos de entra-
da (&) en una sucesion de salida (b;) segiin el estado inicial v la gramdtica
unilateralmente lineal realizable. Es comodo representar el dispositivo auto-
matico en forma de la funcidn T sobre un grafo G = {V, U), a cada vértice
del cual le corresponde biunivocamente un estado del dispositivo automaiti-
CO. St este pasa del estado §; al estado §; bajo la influencia de entrada
a, elaborando, al mismo tiempo, el simbolo de salida &, entonces los vérti-
ces correspondientes v y v se unen mediante el arco (v, v;) ponderado
por el par (g, b). De tal modo, el campo de definicién de esta funcién
Tesel grafo G = (¥, U} construido por medio del procedimiento anterior-
mente examinado. El campo de valores son los simbolos de entrada y salida
v los identificadores de los estados del dispositivo automadtico.

Por ejemplo, examinemos una gramatica unilateralmente lineal con el
alfabeto de simbolos terminales My = {x, » a &), con el alfabeto de los
simbolos no terminales My = { S, 82, §5:] vy las siguientes reglas de deduc-
cion: §;—¥bS:, Si—xa8S:, S:=+xalS:, S;—yaS;, S3—xbS:. Un dispositivo
automadtico finito realiza esta gramadtica. Si ponemos este autémata en el
estado inicial 5; y a la entrada transmitimos una sucesidn de sfmbolos ter-
minales (3, x, ¥ x), obtenemos a la salida la sucesidén de los simbolos termi-
nales (b, a, a, b), cuando los simbolos no terminales forman la sucesién
{51, 31, 82, 8). El operador de automata realizable T puede representarse
en forma de la funcidn correspondiente sobre el grafo G = (V, U) (fig,
4.3).

Si no examinemos el dispositivo automatico como un dispositivo que
realiza una gramdtica correspondiente, sino estudiemos su estructura, en-
tonces hay"que representar éste no en forma de la mdquina de Turing, sino
en forma del esquema en blogue representado en la fig. 4.4, donde M. es
el conjunto de simbolos terminales de entrada; M, es el conjunto de simbo-

los terminales de salida; M. es el conjunto de simbolos no terminales
(M; = M-, M:-).
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§ 4.2. Etapas principales del diseiio
de los dispositivos automaticos

Analicemos el problema de disefio del dispositivo automadtico. En la fig.
4.4 tenemos M,, significa el conjunto de vectores de entrada

X=X ... x5
M, es el conjunto de vectores de salida
Y = yi9% ... ¥

M- es el conjunto de vectores que caracterizan los canales de entrada de
realimentacion (canales de memoria)

Z =@ (@) ... (z)"

M+ es el conjunto de vectores que caracterizan los canales de salida de
realimentacidn

Z* = (zHz)” ... @)™

Si tenemos la logica de k signos, cada uno de los canales puede estar
en uno de sus &k valores oe{0, 1, ..., & = 1).

Acordémonos designar la variable «, igual a 0€(0, 1, 2, . . ., kK — 1) co-
mo o. Entonces, para la gramdtica de autdomata, es mas comodo definir
las reglas de deduccion como sustitucién XZ*—2Z Y, en la cual el valor
inicial del vector Z* y sus valores sucesivos se obtienen al igualarios al
valor del vector Z~ calculado en el paso anterior, o sea,

Z* (=0 =Zg, ZT(t + 1) = Z7 (1),

donde 7 es una constanie de tiempo.

Los vectores XZ* v Z~ Y se obtienen afiadiendo los vectores Z™" e ¥
a la derecha de X y Z~, respectivamente.

A continuacion, los estados de los canales de realimentacion se denomi-
naran esiados interiores del dispositivo aufomdtico, mientras que la cons-
tante de tiempo r se llamard tiempo de transicion de un estado interior
en otro con la particularidad de que, segun la destinacion del dispositivo
automatico y su realizacién, r puede ser constante para el dispositivo auto-
matico dado o depender de la variacidon del vector X. En el primer caso
el dispositivo automdtico se denomina sincrdnico, en el segundo,
asincrénico.

Para un (Z * ), prefijado, la sucesién de los vectores de entrada X(suce-
sidn de entrada) determina univocamente la sucesion de los vectores de
salida Y(sucesion de salida). Lo ilustremos analizando el siguienie ¢jemplo.
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Sea que lenemos un dispositivo ¢con el canal de entrada x, un canal de realimentacidon
z ¥ un canal de salida ¥y que realiza la aplicacién XZ* —+Z~ Y prefijado en forma de una
tabla (tabla 4.1},

Tabla 4.1 Tabla 4.2

X ¥ r ¥ Tiempo X c” - £ ¥
0 0 1 1 0 1 0 0 1
a 1 1 D T 0 0 1 |
! 0 0 1 P 3 1 1 o 0
1 | 0 0 Ir 0 0 1 l

dr (i} | 1 0

57 1 1 0 0

Determinemos la sucesion de salida, si la de entrada tiene forma 101001 y el valor inicial
del vector £ esiguai a 0. En el instante inicial de tiempo, el vector XZ * , igual a 10, determina
Z~ ¥ = O {la tercera fila de la tabla). Dentro de un intervalo de tiempo », X2~ = 00 determi-
nard Z~ ¥ = 11 (la primera fila), etc. Anotemas la definicién de la sucesién de salida en
forma de la tabla 4.2. oo

Por consiguiente, 101001 225110100

Segun la aplicacidn de auidmata prefijada para Zg = | la sucecidn de entrada 101001
se transforma en la sucesidn de salida 010100.

De tal modo, la aplicacidn de autémata XZ " —Z~ ¥ determina univo-

camente la sucesion de salida (Y;) por la sucesion de entrada dada (X))

v el estado interior inicial Zgt (X)) = (¥)).

Una de las caracteristicas principales del dispositivo automatico es la
capacidad de su memoria. E]l niimero de estados interiores del dispositivo
automdtico se denomina capacidad de memoria del dispositivo automdtico,

Como se sabe, la transformacién de la informacidn es resultado de ha-
ber realizado un algoritmo, con ello el gutdmata operacional realiza los
pasos del algoritmo y el dispositivo auromdtico de mando, el orden de
cumplir los pasos. Los dispositivos autométicos operacional y de mando
difieren por su destino y también por la capacidad de memoria. En el dispo-
sitivo automatico operacional se transforma la informacidén prefijada en
forma de cierto conjunto de nimeros inscritos en registros. La capacidad
de memoria del dispositivo automatico operacional es practicamente infini-
to. Por ejemplo, el blogue de registros de un ordenador moderno, que in-
tegra el dispositivo automatico operacional y consta de 22 registros binarios
de 16 ordenes, tiene capacidad de memoria igual a 2*°*> 10" bitios. La
capacidad de memoria de los dispositivos automéaticos de mando suele te-
ner de unas decenas a unas decenas de miles de bitios, o sea, no es grande
en comparacion con la capacidad de memoria de los dispositivos autométi-
cos operacionales.

Examinemos la interaccidn de los dispositivos automaticos operacional
v de mando (fig. 4.5). A la entrada del dispositivo automatico operacional
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{canal /) llega una informacion que se transforma; de la salida del dispositi-
vo automdltico operacional (canal 2) se toman los resultados de las transfor-
maciones; por £l canal 3 llegan las acciones de mando correspondientes
al algoritmo que se¢ realiza; por el canal 4 llegan a la entrada del dispositivo
automatico de mando los indicios que caracterizan la informacidn que esta
por transformar; por €l canal 5 llega la scfial que determina la transforma-
cion a cumplir ¥ su comienzo; por el canal 6 sale la sefial fin de la opera-
cion. Los canales / y 2 se denominan informativo, los de 3 a 6 se denominan
de control. Por ejemplo, examinemos como se cumple la operacion de adi-
cion en el dispositivo aritmético (DA} de un ordenador. En este caso el
dispositivo automaético operacional es el dispositivo aritmético, o sea, los
registros, el sumador y las comunicaciones entre ellos, €l dispositivo auto-
matico de mando es el de mando del DA, Cuando se efectiz el algoritmo
de adicion, el primero y el segundo sumando sacados del dispositivo de
memoria (DM) del ordenador se inscriben por el canal / en los correspon-
dientes registros del DA; por el canal 5§ del dispositivo central de mando
{DCM) del ordenador llega el codigo de la operacion («adicion»), por el
canal 3 del dispositivo de mando del DA, conforme al algoritmo de adicidn,
se envian las sefiales de mando: el desplazamiento de registros, la excitacidn
de las barras correspondientes en €l sumador, la inscripcién de la suma
en el registro del resultado y otras senales. Por el canal 4 llegan los indicios
(por ejemplo, el contenido de los drdenes de signo en el sumador que se
utiliza para detectar la infraccion de la normalizacién) que determinan la
marcha del mando sucesivo. Por el canal 6 se transmite al DCM la seiial
de gue la operacidon se ha realizado.

El ordenador es un transformador complejo de la informacién. Segin
V.M.Glushkov, es conveniente considerarlo como una composicion de pares
de los dispositivos automdlicos, cada uno de los cuales comprende los dis-
positivos automaticos operacional y de mando. Ademads, cada dispositivo
del ordenador {de entrada, de salida, el DM, el DCM) se representa, de
modo andlogo al dispositivo aritmético, como un par o varios pares de
tales dispositivos automaticos, Tal representacion del ordenador es comoda
para el andlisis y la sintesis del ordenador y, también, es ¢l desarrollo l6gico
de la estructura de los ordenadores modernos. Actualmente, en calidad de
un método de aumentar la productividad del ordenador, se utiliza el régi-
men de programas multiples, lo que, en particular, disminuye retardos pro-
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vocados por la baja velocidad de los dispositivos exteriores y la falta de
correspondencia entre las velocidades de funcionamiento de los dispositivos
aritmético y exteriores., Para realizar el régimen de programas multiples del
ordenador, es indispensable cierta «autonomia» de unidades separadas, es
decir, la posibilidad de almacenar y transformar la informacion y controlar
esta transformacion dentro de la misma unidad. En otras palabras, es nece-
sario que toda unidad sea una composicién de los dispositivos automaticos
operacional y de mando. Para ilustrar todo lo dicho, demos el esquema
en bloque del ordenador CDC-6600 (fig. 4.6), en el cual la informacion
de entrada llega por 12 canales de entrada y salida y se da primeramente
a los dispositivos periféricos de procesamiento de la informacion. Cada
uno de estos dispositivos es una composicion de los dispositivos automaéti-
cos operacional y de mando. Estos dispositivos de volumen pequefio
pueden ora entregar los resultados transformados en el dispositivo de sali-
da, ora transmitirlos, a la memoria central que es toda una jerarquia de
dispositivos de memoria. La ultima operacion se cumple con ayuda del sis-
tema centralizado de mando que distribuve el «trabajo» entre los dispositi-
vos especializados de procesamiento de la informacidn gue tienen alta velo-
cidad de funcionamiento. Cada uno de estos dispositivos es una composi-
cién de los dispositivos autématicos operacional y de mando. Cada par
de tales dispositivos realiza una o varias operaciones, por ¢jemplo, la opera-
¢ion de multiplicacién.
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Cuando el ordenador funciona en el régimen de programas muiltiples,
se realiza el principio del funcionamiento descentralizado de dispositivos
separados. En el limite, el principio de descentralizacién pasa al principio
de la descentralizacién absoluta o al principio de Holland que propuso la
red completamente distribuida de los dispositivos de procesamiento de la
informacién, cada uno de los cuales es una composicién de los dispositivos
automdticos operacional y de mando. Todos estos blogues funcionan inde-
pendientemente. Esta estructura del ordenador realiza la concepcién de los
«programas de trabajo nadando en el mar de equipos».

Una de las etapas de desarrollo de esta tendencia es la concepcién del
procesaniiento distribuido de la informacion que en el presente se realiza
en forma de redes de ordenadores, centros de cdlculos de uso colectivo, etc.

En el disefio de los ordenadores se puede destacar tres etapas principa-
les: sistémica, logica y técnica.

En la etapa de disefio sistémica se construye la composicion de pares
de los dispositivos automadticos operacionales y de mando (el esquema ge-
neral en bloque del ordenador), se determihan la capacidad necesaria de
memoria de los dispositivos automaticos, su interaccién basada en la selec-
cion de sistema de instrucciones, lenguajes interiores y exteriores del orde-
nador, etc. En esta etapa, la informacidn de partida es un conjunto de clases
de probiemas los que deben ser resueltos por el ordenador a disefiar y de
sus parametros (velocidad de funcionamiento, costo, dimensiones extremas,
etc.).

Laos dispositivos automadticos examinados en la etapa de disefio sistémi-
ca tienen gran capacidad de memoria que supera, como ya lo indicamos,
10'% bitios. Por esta razon en el presente los problemas de la etapa sistémica
se resuelven empleando la simulacién en programas.

En el etapa sistémica, el proceso de resolver el problema por el método
de simulacién en programas suele tener los siguientes pasos:

a) la composicion de un modelo matemdtico que refleja las propiedades
principales del dispositivo en simulacién o del ordenador en total;

bj la elaboracién de un algoritmo simulador, su registracién en un len-
guaje destinado para describir los modelos de los ordenadores:

¢) la realizacidon del algoritmo simulador en un ordenador;

d) el andlisis de los resultados y la correccién del modelo del dispositivo
o del ordenador.

La simulacién en programas permite determinar las caracteristicas prin-
cipales del ordenador a disefiar y los puntos «flacos» de su estructura.

En la etapa de disefio 16gico de los ordenadores se sintetizan directa-
mente los esquemas légicos (funcionales) de todos los bloques del ordena-
dor. Para esta etapa, como la informacién de partida se presentan los algo-
ritmos de funcionamiento de los blogques.
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En la etapa de disefio técnico se construyen, basandose en los esquemas
l6gicos, los esquemas principales de montaje v se prepara la documentacién
tecnica para fabricar los ordenadores.

El disenio Idgico consiste en [a sintesis de los dispositivos automaticos
operacionales y también de los de mando. Debido a que la capacidad de
memoria de los dispositivos automadticos operacionales es prdcticamente
infinita, en el presente estos ultimos se sintetizan con ayuda de la simula-
cion en programas. Para realizar la sintesis formalizada de los dispositivos
automaticos operacionales es necesario desarrollar la teoria de los dispositi-
vos automdticos infinitos, mientras que para formalizar la sintesis de aut6-
matas de mando es posible aplicar la teoria de los dispositivos automaticos
finitos.

Segun esta teoria, en la proyeccion de los dispositivos automdticos de
mando distinguiremos dos etapas principales: la construccidn del operador
de autdmata y la sintesis estructural del dispositivo automdtico.

I. Etapa de fa construccicn del operador de auidmata. En esta etapa~
se construye ¢l sisterna de funciones de salida Y = f(X, Z*) vy el sistema
de funciones de excitacidn 2~ = o(X, Z*).

Una aplicacidn de automata escrita en forma de un sistema de funciones
de salida y funciones de excitacidn se denominarid operador de autdmata.

A su vez, esta etapa se compone de tres subetapas: algoritmica, abstrac-
ta v de codificacion (distribucion) de estados interiores de autdmata,

En la etapa de la proyeccion algoritmica un operador dado A4 se formali-
za como un algoritmo, partiendo de las exigencias planteadas (la simplici-
dad de cumplimiento de las operaciones, la velocidad de funcionamiento,
la reduccion médxima de pastos para los aparatos, ete.). La busqueda del
algoritmo ¢éptimo por el operador dado 4 se puede representar en forma
de un arbol, cada vértice pendiente del cual corresponde a un algoritmo
determinado, es decir, a una composicién determinada de los dispositivos
automaticos operacional y de mando. Para hallar el algoritmo éptimo, tene-
mos que realizar el sondeo de todos los vértices pendientes, cuyo nimero
no ¢s sabido y se determina por el grafo de desarrollo de las transforma-
ciones que se examinan. .

Por ejemplo, sea que es necesarto sintetizar un dispositivo aritmético
que realiza la operacion cuadriddica de sumacién. En funcién del algoritmo
elegido para cumplir este trabajo, obtenemos un esquema en bloque deter-
minado del dispositivo a sintetizar que se caracteriza por la velocidad de
[uncionamiento y gastos para los aparatos, En este caso se puede proponer,
por ejemplo, tres variantes del algoritmo.

Variante 1. Sumamos dos primeros nimeros, adicionamos el tercer ni-
mero a la suma obtenida y otra vez adicionamos el Gltimo numero a la
suma obtenida. Esta variante del algoritmo se caracteriza por el tiempo

I3 6577
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6)
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c) Fig. 4.7

de cumplimiento de la operacion 7 y los gastos para los aparatos en forma
de un sumador, cuatro registros, bloque de mando y canales de comunica-
cidn necesarios. A este algoritmo le corresponde el esquema en bloque
representado en la fig, 4.7, a

Variante 2. Sumamos simultineamente el primer numero y ¢l segundp,
el tercero y el cuarto; inscribimos los resultados en el primero y el tercer
registro, respectivamente, y luego los sumamos en el primer sumador. El
resultado final lo inscribimos en el primer registro. Esta variante de cumpli-
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miento del trabajo A se caracteriza por ¢l tiempo de cumplimiento 7; y
los gastos para los aparatos representados en el esquema en bloque de esta
variante (fig. 4.7, b).

Varianie 3. Sumamos dos primeros niimeros en un sumador, dos segun-
dos en el segundo sumador, las sumas obtenidas, en el tercer sumador. Ins-
cribimos el resultado en el primer registro. Esta variante se caracteriza por
el tiempo de cumplimiento de la operacién 73 y los gastos para los aparatos
dados en la fig. 4.7, c.

Una u otra variante del algoritmo que realiza el trabajo A se escoge
partiendo de las restricciones concretas para los gastos de aparatos v el
tiempo de cumplimiento de las operaciones dadas.

Cada vertice pendiente del darbol de bisqueda se estima por el tiempo
de cumplimiento de una transformacién dada y la complejidad de los apa-
ratos (la complejidad de los dispositivos automdaticos operacional y de man-
do). La complejidad del dispositivo automdtico operacional se aprecia por
el calculo inmediato de los gastos de aparatos. Utilizando el concepto de
derivada del modelo, se puede apreciar la complejidad del dispositivo auto-
matico de mando.

En la ctapa abstracta se resuelve el problema de minimizar la capacidad
de memoria del dispositivo automatico. En la etapa de codificacién (distri-
bucién) de los estados interiores del autémata a cada uno de ellos se les
pone en correspondencia un codigo, es decir, un conjunto determinado de
estados (valores) de elementos de la memaoria.

Al cumplir las etapas consideradas componemos los sistemas de fun-
ciones de salida y de funciones de excitacion del dispositive automdtico,
0 sea, construimos €l operador de autémata v luego pasamos a la sintesis
estructural.

Il. Etapa de la sintesis estructural del autdmata. Esta etapa consiste en
gue de los elementos dados se construye el esquema logico (funcional) del
dispositivo automdtico que realiza el operador de autémata obtenido. A
continuacion consideremos la sintesis estructural con mais detalles.

§ 4.3. Fundamentos aritméticos de los dispositivos
automsiticos operacionales

El proceso de cilculo, que realiza un programa en el ordenador represenia
en si las transformaciones de numeros en paralelo y en serie. Cada nimero
es una sucesion de cifras.

La palabra «cifra» proviene de la palabra drabe «sefr» traducida al latin.
Esta, a su vez, es traduccidn de la palabra sdnscrita «sufiay (alfabeto «deva-
nagari»} que significa «lugar vacio» («orden»), en el cual se pone un signo
numérico al dar relaciones cuantitativas.

Llamase sistema de numeracion o numeracidn una coleccidn de procedi-

(Mo
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mientos y reglas para denotar y denominar los nimeros. EI sistema de nu-
meracion de las reglas de inscripcidn codificada de equivalentes cuantitati-
vos permitiendo obtener univocamente para toda cantidad su inscripcion
en codigo v por toda inscripcidn en cédigo, su respectivo equivalente cuan-
titativo. Un conjunio de signos elementales que se utilizan para codificar
se denominan cifras del sistema de numeracion.

Sistemas de numeracion son posicionales y no posicionales. En los siste-
mas no posicionales a cada cifra se le ha puesto univocamente en corres-
pondencia un equivalente cuantitativo estandar, mientras que ¢l equivalente
cuantitativo del cddigo del ntimero se calcula como una funcién de los
equivalentes cuantitativos de las cifras que integran la inscripcion de este
codigo. Un ejemplo de tal sistema es el sistema de numeracidn, en la que
se utiliza solo una cifra, por ejemplo, 1. A esta cifra se le ha puesto en
correspondencia el equivalente cuantitativo igual a la unidad. Entonces el
codigo 111 111 significa el equivalente cuantitativo seis; aqui la funcion para
calcular el equivalente cuantitativo del codigo es la funcion de adicion. En
los sistemas posicionales un equivalente cuantitativo se pone en correspon-
dencia no univoca a cada cifra dependiendo de su posicidn en el codigo
del niimero. Examinaremos solamente inscripciones linealmente ordenadas.
En la inscripcion escojamos el comienzo de la lectura (orden nulo). Los
ordenes a la izquierda de éste enumeremos con 1, 2, ... y a la derecha, con
~1, -2, .... A cada cifra & situada en el orden de nimero / se le pone
en correspondencia un equivalente cuantitativo (g, j). La funcion ¢ ora
es igual para todos los 6rdenes, ora su forma cambia de orden a orden.
A continuacion se examinaran solamente los sistemas posicionales de una
funcion ¢ igual para todos los érdenes. Cualquier sistema posicional se
prefija por tres componentes: {4, ¢, F). Aqui A es el conjunto de las
cifras del sistema; ¢ es la funcion que para las cifras en cada orden determi-
na su equivalente cuantitativo; F es la funcion que por los equivalentes
cuantitativos de la inscripcion del numero determina el equivalente cuanti-
tative del propio numero,

Segiin la forma de la funcién F elijamos dos tipos de sistemas de nume-
racion: aditivos y multiplicativos. En los sistemas del primer tipo Fes la
funcién de adicidn, en los del segundo F es la funcién de multiplicacidn.
No examinaremos otros tipos de F.

Si para cualesquiera cifras A y cualquier j tiene lugar la igualdad e{a;,
/) = §-o(a;, 0), se trata del sistema de numeracion de la base S. Si pla,
) = piela:, 0} y p, no coinciden para distintos J, ¢l sistema es de tipo de
valores ponderables y p; son pesos de los érdenes.

Si en un sistema de la base S el conjunto de cifras comprende 0, 1,...
.y & = 1, el sistema tiene el conjunto Iégico de cifras (sistema logico de
numeracionY, si S = m + k + 1y el conjunto de cifras es { -m, —m + L,...
vy 1,0, 1, ..., k), entonces para m = k ¢l sistema tiene el con junto simetri-
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co de cifras (sistema simétrico de numeracion), cuando k>m o m>k el
sistema tiene el conjunto de cifras asimétrico en sentido positivo o negailivo,
respectivamente, (sistema asimétrico de numeracion),

Con la mayor frecuencia se usan sistemas I6gicos de numeracion de la
base natural. En un sistema de la base § cualguier nimero x puede represen-
tarse en la forma siguiente;

X = i (a;)S’, (4.8)

§ o -
donde (&) es el equivalente cuantitativo de la cifra @ en el orden nulo,

En un sistema légico de numeracién de la base natural S, el desplaza-
miento de un nimero entero x en un orden a la derecha significa la divisién
en numeros enteros de x por S, El resto obtenido es una cifra situada antes
del desplazamiento en el orden nulo. El algoritmo de traspasar mimeros
enteros de un sistema de numeracion de la base natural R a otro de la
base natural Q consiste en lo siguiente. Un niimero x escrito en el sistema
de numeracién de la base R se divide por Q segun las reglas de divisién
en este sistema hasta obtener el resto. Si el cociente de la divisién no es
igual a 0, pasa a ser divisible y el proceso de la divisién por Q contintia
hasta que el cociente obtenido sea igual a 0. Los restos escribimos en el
orden inverso de obtenerlos («del ultimo al primero») v asi tenemos la de-
notacién del nimero x en el sistema de numeracién de la base Q.

En el sistema légico de numeracién de la base natural §, el desplaza-
miento del namero fraccionario x en un orden a la derecha significa la
multiplicacién de x por S. La parte entera obtenida, tal vez igual a 0, es
una cifra situada en el orden —I antes del desplazamiento. De aqui, el algo-
ritmo de traspasar nimeros fraccionarios (fracciones R-arias) de un sistema
de numeracién de la base R a otro de la base (2 consiste en lo siguiente.
La denotacién fraccionaria de un niimero x se multiplica por Q segun las
reglas de multiplicacién en el sistema de numeracion de la base R. En el
producto obtenido se separa la parte entera (tal vez, nula). La parte frac-
cionaria del producto s¢ multiplica otra vez por Q, luego se separa la parte
entera del producto, etc. multiplicando k veces con el traspaso de exactitud
hasta Q = *. Para obtener la denotacién del mimero x en el sistema de nume-
racion de la base Q (con exactitud de Q ~*), después de la comna se escriben
todas las partes enteras de los productos segin el orden de su obtencién.

Examinemos un ejemplo de emplear estos algoritmos para traspasar el nimero decimal
11,87 al sistema quinario. Dividimos ¢l numero 11 por 5 en nimeros enteros: 11 = 2-5 4 1,
2 =05 + 2. En el sistemma quinario ¢ ntmero 11 se denota como 21, Se puede traspasar
la parte fraccionaria de 0,87 con exactitud hasta de 572 0,875 = 435; 0,355 = 1.75. Por
consiguiente, en el sistema guinario €l numero 0,87 se denota como 0,41. En definitiva, tene-
oS {ll,ﬁ?}m = {2],5‘1 }5.

1
En los sistemas l6gicos de numeracién que adquirieron la médxima pro-
pagacidn, se puede escribir los mimeros (si la base es natural).solamente
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de un signo. En esios sistemas para representar nimeros del otro signo se
utiliza el signo especial «+» 0 « = ». Es mds conveniente codificar el signo
del numero con ayuda de cifras utilizadas para escribir el nimero. Para
esto, en la denotacidon del nimero se escoge un orden especial llamado de
signo. La cifra situada en él no codifica el equivalente cuantitativo vy no
participa en calculos del equivalente por medio de la funcion F

Codificamos el signo «+» con el cero vy el sigho «—» con la cifra
(S — 1) en el orden nulo cuando representamos numeros X, | x| < 1. Para
esto determinemos el cédigo directo de un mimero x, | x| <1 del modo
siguiente:

_ 0. xix2 ... Xp, cuando x=0
[¥lp = [3 1 q
. X1X2 ... Xy, cuando x<0.

Teniendo en cuenta que | x| <1, esta correlacién puede escribirse en la
forma
(e [x, cuando x>0,
S—1+|x|, cuando x<0.

En el presente se usa ampliamente la forma semilogaritmica de represen-
tacidon de los niimeros o la representacién de punto flotante.

En un sistema de numeracidén de la base natural §, cualgquier nimero
x puede expresarse (multiformemente) como $P%m(x), donde | m(x) | <1.
Denominaremos mi(x) y p(x) respectivamente mantisa y orden del nimero
x en el sistema de la base S. Si para un § fijado damos p(x) y m(x)}, ¢l
numero x se determina univocamente. El par p(x) y m(x) estd almacenado
en la memoria del ordenador. Para representar univocamente los numeros
en forma semilogaritmica habitualmente es necesario que la mantisa satis-
faga la desigualdad S~ '<m(x)< 1. La mantisa de este tipo se denomina
normalizada.

Representando el nimero para la maquina en el orden mas izquierdo
se codifica el signo del orden, después en m ordenes se anota el valor del
orden, después van el orden para el signo de la mantisa y #n 6rdenes para
escribir el valor de la mantisa.

Examinemos la realizacion de las operaciones de adicién, sustraccion,
multiplicacion y divisién en las aritméticas posicionales con el conjunto
l6gico de cifras. Para cualquier base S, las operaciones de adicion y mul-
tiplicacién se determinan por las tablas de cumplimiento de estas opera-
ciones en un orden y por las reglas de formar traslados a los érdenes supe-
riores. Ademds, es necesario que en la operacion participen los drdenes
correspondientes de los sumandos. Por eso, cuando se realiza la adicion
es también necesario justificar los drdenes de los sumandos (desplazar las
mantisas de modo que se sumen los 6rdenes de nimeros iguales).

Para realizar la adicion algebraica, los ordenes se justifican cuando se
aumenta un orden inferior hasta un superior. Para que no cambie en este
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caso el equivalente decimal del nimero, es necesario que cada aumento
del orden en una unidad se compense por el desplazamiento de la mantisa
a un orden a la derecha.

El resultado obtenido toma el orden justificado. Normalizando la man-
tisa del resultado es necesario desplazarla a la derecha (en un orden) 0 a
la izquierda hasta que se cumplan las condiciones de normalizacién. Para
que al mismo tiempo se conserve ¢l equivalente cuantitativo del mimero,
es necesario aumentar (al desplazar la mantisa a la derecha) o disminuir
(al desplazar la mantisa a la izquierda) el orden del resultado en el nimero
de unidades que coincide con el niimero de desplazamiento.

Durante la sustraccion de dos niimeros surgen las complicaciones vincu-
ladas con que se toman prestadas unidades de 6rdenes superiores. Esta ope-
racion se realiza mal en los ordenadores modernos para los sistemas de
numeracion con un conjunto légico de cifras v una base natural. Para [os
sistemas con una base negativa © con una base natural ¥ un conjunto si-
meétrico (asimétrico) de cifras es facil realizar esta operacién: el sustraendo
se 1invierte (o sea, en vez de denotar el niimero x se denota el namero —x
en este sisterna) y se suman los cédigos obtenidos. Para los sistemas con
una base natural y un conjunto légico de cifras, las operaciones de la adi-
cion algebraica se realizan por medio de los cddigos complementario e in-
verso de estos numeros.

Cambiemos la operacion de sustraccidén y — x por la operacién de adi-
cidén ¥ + (S — x) después de que sigue la disminucién del resultado en S:

Yy=x=y+(§—-x)- 8 (4.9a)
Introduzcamos el concepto del cédigo complementario de un nimero x:

= 1x x20,
e [.'5‘ + x x<0.

La operacion de sustraccion puede cambiarse por la de adicién también
a base de la siguiente correlacion:

Yy—-x=pyp+S§-8"-x)—-8S+8°" (4.9¢c)

De aqui obtenemos la definicién del cddigo inverso del niimero x:

X} = {;, -: ‘ffldg :‘f‘% E:}:.lando x<0 (4.9d)
De las correlaciones (4.9b) y (4.9:_;1} obtenemos

IxXle = Ixlt + §77, x<0O. - (4.9¢)
Segun la formula (4.9b) el codigo complementario del nimero negativo

XXX ... Xa, | x| <1, tiene la siguiente forma:
[om B =0 8= L W8 = = (B,
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Segtin la correlacion (4.9¢) el codigo inverso de este niimero tiene la forma
=@~ S-1-Ia)§-1=-x) ... (8«1 =x).

De esta manera tenemos las siguientes reglas de formacion de fos cddi-
gos complementario e inverso para los nimeros negativos.

1. Para obtener el codigo inverso de un mimero negativo €s necesario
en cada orden de la denotacion S-aria del numero cambiar la cifra de este
orden por la que la complementa hasta S — 1. En el orden de signo hay
que escribir la cifra § — 1.

2. Para obtener el cédigo complementario de un niimero negativo, es
necesario sumar la unidad al orden inferior de su cédigo inverso.

Basdndose en las férmulas (4.9a) y (4.9¢) tenemos, respectivamente, las
siguientes reglas de la adicidon algebraica.

1. Para realizar la adicién aigebraica de dos nimeros x e y de signo
arbitrario en el sistema de numeracién de la base natural § v un conjunio
logico de cifras es suficiente escribir estos nimeros en el cédigo comple-
mentario, sumar los codigos obtenidos segin las reglas de adicion de nume-
ros en ¢l sistema de la base S y omitir la unidad de traslado del orden
de signo, si ella aparece. El resultado obtenido es el cédigo complementario
de la suma algebraica de los numeros x € J.

2. Para realizar la adicion algebraica de los nimeros x € y de signo
arbitrario en el sistema de numeracién de la base natural § y un conjunto
natural de cifras, es suficiente escribir estos nimeros en el cddigo inverso,
sumar los c6digos obtenidos segiin las reglas de adicién de los numeros
en el sistema de la base S y afiadir una unidad en el orden inferior de la
expresion obtenida, si al sumar aparece la unidad de traslado del orden
de signo. El resultado obtenido es el cddigo inverso de la suma verdadera
(algebraica) de los numeros x ¢ y.

Para multiplicar, es necesario sumar 6rdenes de los factores, multiplicar
mantisas segin las reglas de multiplicacidon de los niimeros, normalizar el
resultado v, si la mantisa del resultado se ha desplazado, cambiar respectiva-
mente el orden del producto. Cuando se realiza la divisidon, del orden del
dividendo se sustrae el orden del divisor. La division de mantisas se sustitu-
ve por sustraer el divisor del dividendo hasta obtener la diferencia negativa
como resultado de la sustraccién de turno. Luego suman el divisor y la
diferencia negativa (esta operacion se llama restablecimiento del resta) y
en calidad de cifra del cociente se escribe el niimero de sustracciones del
divisor sin tener en cuenta la udltima sustracciém. Luego el resto se hace
dividendo v el papel de divisor lo juega el divisor antiguo desplazado en
un orden a la derecha, etc. La mantisa del cociente se normaliza y, respecti-
vamente, cambia €l orden del cociente.

Como ya hemos sefialado, un sistema de numeracién es de valor ponde-
rable, si para todo orden de nimero j se puede indicar un nimero p; tal
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que el equivalente cuantitativo correspondiente a una cifra a; escrita en este
orden es igual a p(a;), donde (@) es un equivalente cuantitativo correspon-
diente a la misma cifra en el orden nulo. A la correlacidn (4.8) le es andloga
la siguiente expresion:

L]
x= 2. (a)p;.
P

En la técnica de calculo tienen interés los sistemas bidecimales de nume-
racion, en los cuales cada cifra decimal se codifica con cuatro cifras bina-
rias y, por consiguiente, cada orden de la inscripcidon decimal se sustituye
por cuatro ordenes. Si a estos cuatro rdenes les corresponden unos pesos,
tiene lugar un sistema de valor ponderable para estos cuatro érdenes
binarios.

Al utilizar los sistemas bidecimales en los ordenadores, es deseable que
la codificacién (es multiforme puesto que para codificar diez cifras se puede
usar cualesquiera de 16 tétradas de ceros y unidades) satisfaga unas restric-
ciones. Citemos cinco exigencias principales formuladas por Rutishauser,

. Unicidad. Es necesaria la correspondencia univoca entre las cifras
y las tétradas. Si esta exigencia no se cumple es imposible codificar y deco-
dificar los niimeros. En otras palabras, hace falta codificar distintas cifras
decimales con las tétradas diferentes.

2. Ordenacion. A cifras decimales mayores les deben corresponder tétra-
das mayores (segtn el equivalente cuantitativo). Es necesario cumplir esta
exigencia cuando se comparan los nimeros codificados.

3. Paridad. A las cifras decimales pares les deben corresponder las tétra-

-das pares {gue tienen cero (unidad) en el orden derecho extremo), mientras
gue a las cifras impares, las tétradas impares.

4. Propiedad complemeniaria. Si la suma de cifras del sistema decimal
es igual a nueve, a estas cifras les hay que poner en correspondiencia las
tétradas mutuamente invertidas (es decir, obtenidas una de otra sustituyen-
do unidades por ceros y viceversa). Es necesario cumplir esta exigencia para
introducir el codigo complementario o inverso en el sistema bidecimal.

5. Walor ponderable. Deben existir cuatro pesos pn, p2, pa ¥ ps tales que,
si a una cifra decimal x se le ha puesto en correspondencia una tétrada
ayozceaces, tiene lugar la igualdad x = ayp; + azpr + caps + cups.

Una codificacion que satisface todas las cinco exigencias se denomina
perfecta.

Acordémonos designar [a tétrada puesta en correspondencia a una cifra
decimal x:mediante g{x). Consideremos las reglas de adicién para los niime-
ros escritos en el sistema bidecimal. Sean tomadas cifras x e y en el sistema
decimal. Entonces x + y es ora una cifra nueva de este sistema (si
X + y<10), ora el resultado de sumar estas cifras es la cifra correspondiente
ax + y— 10y aparece la unidad de traslado al orden siguiente. Entonces,
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en el sistema bidecimal, las reglas de adicidn tienen forma

BB [q{x + ¥), cuando x + y<10,

g{x + y — 10) + 16, cuando x + y= 10, (4.10)

Aqui la adicién de 16 corresponde al traslado de la unidad al orden
siguiente (el traslado al orden derecho de la tétrada que estd a la izquierda
de la dada). Segun se desprende de la correlacion (4.10), es necesario hacer
correcciones, sumando los nimeros en tal sistemas.

Por ejemplo, sea que toda cifra decimal se codifica con su inscripcion
en el sistema binario empleando cuatro érdenes binarios. En este caso la
cifra 5 se codificard con la tétrada 010i. Tal procedimiento de codificacion
se denomina cddigo de sustitucion directa (8421). En este caso, teniendo
en cuenta que para ¢l coddigo de sustitucion directa g(x) = x, la correlacién
(4.10) puede escribirse en la forma

_ fx+y, cuando x + y<10,
qx) + qU) {x + ¥ + 6, cuando x + y=10.

De este modo, sumando en ¢l cddigo de sustitucion directa, es necesario
en todo par de tétradas sumar segiin las reglas de la adicién binaria, tenien-
do en cuenta el traslado entre las tétradas, si este (ltimo surge. Después
de esto, a los drdenes, donde la suma de las cifras codificadas supera 10,
hay que afadir la correccién 0110. Lo ilustremos con ¢l siguiente ejemplo.
Sea que haga falta hallar la suma de los niimeros 205 y 768. Cumplamos
las operaciones necesarias:

205 — 0010 0000 0101
768 — 0111 | 0110 1000

1001 0110 1101 primera sumacidén
0000 G000 0110

973 — 1001 0111 0011 resultado.

+ codificacion,

-+

El codigo de sustitucion directa satisface todas las exigencias de Ru-
tishauser excepto la cuarta. La infraccién de esta exigencia no permite intro-
ducir el codigo complementario o inverso, lo que, a su vez, no permite susti-
tuir la sustraccién por la operacion de adicion. Para cumplir la propiedad
complementaria, codifiquemos toda cifra decimal x con la tétrada g(x),
igual a x + 3. El codigo obtenido se denomina cddigo por exceso de tres
0 cddigo de Stibitz. En esie caso la correlacion (4.10) toma la siguiente
forma:

X+ ¥+ 3, cuando x + y< 10,
Vit A {{x +y—10)+ 3 + 16, cuando x + y=10,

De tal modo, en el cédigo por exceso de tres se necesita la correccién
+3(0011), cuando x + y=10 y la correccidon —3(-0011:1100 en el cédigo
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inverso y 1101 en el complementario), cuando x + y< 10. Pongamos por
ejemplo la sumacién de los nimeros —471 y 607 utilizando el cédigo
complementario:

— 471 : 1000 0101 1100
+ 607 : 1001 0011 1010

10001 1001 0110 primera sumacién,

+ 0001 1001 0110 omitimos el traslado del orden
izquierdo,
0011 1101 0011  correcciones,

136 — 0100 o110 1001 °btencion del resultado después de ha-
cer correcciones.

] codificacion,

La codificacidn por exceso de tres no posee del valor ponderable. La
linica codificacidn que tiene todas las cinco propiedades es la codificacidn
de Aiken-Emeriax. Sus pesos son 2 4 2 1,

En calidad de ejercicio, demostrar gue la codificacion de pesos 2 4 2 1 es perfecta:
0—0000,1—0001,2—~0010,3—0011,4—0100,
§—1011,6~1100,7—1101,8—11109—11%11,

Analizando los codigos, notemos que

_ tx cuando x <35,
qx) = [x + 6, cuando x>=5;

para determinar las reglas de adicionar las tétradas en este cédigo, es nece-
sario considerar los siguientes casos:

],xﬁﬁ._}'séﬁ,x+_}'&25,
gy +q)=x+y,qx+ ) =x+y; A=0,
2. x<5, y<5, S5<x+ y<10,
gx)+ ql)=x+y, glx+y)=x+y + 6 A=6.
3. x<5, y=5, S5€x+ y<10,
gx)+g)=x+ (@ +6), gx+y)=x+y+6; A=0.
4. x<5, y=5, 10<x + y<15,
q(x) + g(») = x + (¥ + 6), g(x + y) + 6 (traslado,
véase (410) =x+ y + 6, A = 0.
5. x25, y25, 10€x + y<15,
qgx)+ g =x+6)+ ¥ +6), glx+p)+ 6 =(x+y) + 6
A = —6.
6. x25, y25, x+ y=215,

g{x};—q[y}=(x+ﬁ]+[y+6}, Hx+¥)+6=(x+y+6+6

-
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Por lo tanto, si sumamos x + v en el codigo de Aiken—Emeriax necesi-
tamos la correccién -+6 en las tétradas, donde x<§, <5, 5€<x + y<10
y la correccién —6, donde x>=35, y=25, 10<x + y<I5.

En este ¢coddigo sumamos el par ya examinado anteriormente de los ni-
meros —471 y 607 empleando, ademas, el cédigo complementario. Tenemos

— 471 : 1011 0010 1111
+ 607 : 1100 0000 1101

0111 0011 110 sumacidn,
o111 0011 1100 omitimos el traslado del orden
, izquierdo,
1010 0000 0000 correcciones,
+ caso 5 caso 1 caso 8

136 : 0001 0011 1100.

Un sistema de numeracion gque permite hacer calculos en cada orden
independientemente de los resultados obtenidos en otros érdenes es el codi-
20 en restos. Llamase conjunio de mddulos de un ¢6digo en restos un con-
junto ! de los nimeros naturales mutuamente simples: i, 42, . .., @.

Designemos el resto de la divisién del numero x por g; mediante
s % . Se denomina cddigo en resfos de un nimero x conforme a un

i

L] L] i x

conjunto de modulos g1, @2, . . ., ¢ una expresion de tipo res res —

X X & “

..res - Sires X =ayres-2-=f setienex=ngi+cey=
qi i q

= mg; + 3. Sumemos estas igualdades. Resulta x + v = (n + m)g: +(o +
+ ). Ahora multipliquemos respectivamente los miembros derechos e iz-
quierdos de las igualdades iniciales xy = (mng: + n8 + ma)g: + of. Si
o + B<q: ¥y a3 <gq; se puede afirmar que, sumando y multiplicando dos
nimeros, sus restos de la divisiéon por ¢ se suman o se multiplican también.
Sia + 3>g; 0 «ff > g, dividiendo cada una de ellas por g; y determinando
el cociente entero obtenemos gue la afirmacién sobre la adiciéon y la mul-
tiplicacion de los restos coincide con la afirmacién anterior, si considera-
mos que después de cumplir estas operaciones se realiza [a division por
el médulo del orden dado y la seleccion del resto verdadero. La operacion
semejante puede tener lugar para cada g; independientemente, por eso el
¢Odigo en restos permite sumar yv multiplicar por érdenes, lo que, a su vez,
permite aumentar la velocidad de cumplir las operaciones en los
ordenadores.

Por ejemplo, sea que existe el sistema de tres modulos: 7, 8, 9. Entonces,
para los numeros x = 11 e ¥ = 6, los cddigos en restos son 432 y 666, res-
pectivamente. Sumemos y multipliguemos por ordenes los codigos de x e
¥; entonces obienemos 10 9 8 y 24 18 12. En cada orden, dividamos el

} codificacion,
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resultado por el mddulo de este orden y saquemos el resto verdadero; obte-
nemos 318 y 323, respectivamente. La suma y el producto (iguales a 17
y 66) de x e y tienen codigos en restos 318 y 323.

Para obtener la correspondencia biunivoca de los nimeros en el cédigo
en restos debemos tener en cuenta que si el producto de todos los médulos
g: utilizados para codificar es igual a NV, en el cédigo en restos se puede
codificar biunivocamente con estos médulos sélo N nimeros distintos (de

O0aN -1, de Na 2N — 1, etc.). El nimero N se denomina potencia del
sistema de modulos.

§ 4.4. Etapa algoritmica del diseno

El disefio del operador de autémata consiste ‘en construir una aplicacion
de autdémata segiin una descripcién verbal prefijada que incluye el objetivo
del disefio, la destinacién del dispositivo automdtico gue se sintetiza y las
propiedades de funcionamiento del objeto controlado que junto al disposi-
tivo automéatico disefiado realiza el objetivo planteado.

Por regla general, la aplicacién de autémata se prefija en forma de un
grafo de transiciones. El grafo de transiciones es un grafo G = (V(X, Y},
cada vértice del cual corresponde biunivocamente a un estado interior de
dispositivo automético; si éste pasa de un estado S5; al estado §;, sus vértices
respectivos v; ¥y vj se unen mediante un arco (v, y)el ponderado por un
par de vectores de (X, Y), mediante los cuales se realiza este paso.

En la etapa algoritmica, la informacién no formalmente prefijada se
iransforma en un sistema formal como un operador de autémata. Al mismo
tiempo se emplea el principio de analogias. Formalmente este paso puede
basarse en aplicar las graméticas, cuyas reglas de sustitucion formalizan
las propiedades dadas del objeto controlado. Resulta que se engendran las
composiciones de los grafos de transiciones que satisfacen la descripcién
verbal prefijada. Muchas veces esta composicion es una jerarquia de dos
niveles. El primer nivel comprende los grafos de transiciones, cuya reaccion
es una accién directa de mando sobre el objeto controlado. El segundo
nivel es el grafo de transiciones, cuya reaccién corresponde a la exitacion
de los vértices iniciales de los grafos del primer nivel.

Examimenos la formacién de los grafos de transiciones para los disposi-
tivos automdticos que realizan las unidades de la técnica de célculos ¥ de
la automatica industrial.

Sea prefijado un dispositivo automitico operacional en forma de un dispositivo aritméi-
co de accidn sucesiva representado en la fig. 4.8. Este dispositivo contiene cualro regisiros
RI, R2, R3, R4 y un sumador de un orden de tipo combinado que s¢ comunican entre si
mediante los canales y las vilvulas controlados, En el dispositivo los nimeros de cuatro orde-
nes se representan en ¢l cédigo binario 8421,

Sinteticemos ¢l dispositivo automético que controla la calculacidn de la mantisa del co-
ciente. Antes de empezar a cumplir la operacion, el dividendo a estd en el registro R, el
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divisor &, en el registro K2, los ndmeros a v & estdn normalizados y el cociente se forma
en el registro Ri.

Durante el cumplimiento de la operacidn de divisidn sustituimos la sustraccidn por la
adicion en ¢l codigo complementario ¥y empleamos el siguiente atgoritmo.

I. En el cédigo complementario sustraemos el contenido del registro R2(#) del contenido
del regisiro Ri{a), copiando simulidneamente el contenido del regisire RS en el registro R4,

2. Sia = b=0 cumplimos el punto 3, en caso contrarig, €l punto 4.

3, Inscribimos la diferencia @ — & en el registro R, ponemos ¢l regisiro R4 en «cerow,
inseribimos 1 en el registro R3, desplazamos el divisor en un orden a la derecha y el registro
del resultado a la izquierda, pasamos al punio 5.

4. Inscribimos el conienido del registro R4 en ¢l registra BRI y () en el regisiro R3, desplaza-
mos el divisor en un orden a la derecha v el regisiro del resultadoe a la izquierda, pasamos
al punto 5.

5. 5i el punio 1 se ha cumplide menos que cinco veces, pasamos al punico 1, en caso
caontrario al punto 6.

6. El Iin {en caso general, ] conirol se transmile al blogue de normalizacion del cocients).

Para simplificar, consideremos que el cddigo del nulo estd inscrito de antemano en el
regisiro R3.

Si conocemos el dispositivo automdtico operacional y el algoritmo que
se realiza, componemos el diagrama temporal de funcionamiento del dispo-
sitivo automadtico de control que es el algoritmo para cumplir esta opera-
¢ion en términos de puntds de control, microoperaciones. A cada microope-
racion le corresponde un canal de salida del dispositivo automatico de man-
do. De aqui el nimero de canales de salida del dispositivo automdtico que
se sintetiza es igual al nimero de todas las microoperaciones.
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El conjunto de microoperaciones del dispositivo considerado es el siguiente: DR/ es el
desplazamiento del registre R1; DR2 es €]l desplazamiento del registro R2; DDR3 es el despla-
ramiento derecho del registro R3; £2/R3 es el desplazamientio izquierdo del regisiro R3; DR4
es el desplazamientq de! registro R4 (la presencia del registro R4 permite omitir el restableci-
miento del resto); CDI es ¢l codigo directo del contenido del registro RI; CD2 es el cédigo
directo del contenido del registro R2; CI7 es el cédigo inverso del contenido del regisiro Ri;
CI2 es el codigo inverso del contenide del registro R2; ERJ es la entrada del registro RI;
ER2 es la entrada del registro R2; P«O» Rl es la puesta en «cerow del registro Rl EFR3
es la entrada del registro R3 a la izquierda; EDRJI es la entrada del regisiro B3 a la derecha,
CR1 es el ciclo del regisiro RY; CR2 es el ciclo del registro B2, +1 Z es la entrega de la
unidad en la cadena de traslado de! sumador; £4 es el funcionamiento con los vectores de
longitud 4; L5 es el funcionamiento con los vectores de longitud 5; L6 es el funcionamiento
con los vectores de longitud 6; L7 es el funcionamiento con los vectores de longitud 7; R4— R/
es la transmision del contenido del registro R4 at registro R/

La fila del diagrama temporal corresponde biunivocamente a una
microoperacién.

El conjunto de microoperaciones que se cumplen simultdneamente se
denomina rmicroinstruccion, el conjunto de sucesiones de microinstruc-
ciones que corresponde a una operaciéon para cumplir se denomina
microprograina. Cada microprograma corresponde biunivocamente a un
valor del vector de entrada X. Por lo tanto, el nimero de operaciones que
se cumplen, el nimero de canales de entrada es igual a [logz | {x) | ] donde
[ ] es el signo del niimero entero mas préximo.
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Para sintetizar un dispositivo automdtico de mando que realice un algoritmo prefijado,
s¢ componen con anticipacion diagramas temporales detallando cada punto del algoritmo.
El diagrama temporal correspondiente a la calculacidn del orden nulo del cociente en el dispo-
sitivo automatico aperacional (fig. 4.8) segun el algoritmo de divisidn mencionado estd repre-
sentade en la fig. 4.9. Los diagramas temporales correspondientes a las calculaciones de los
Grdenes consecuentes del cociente se diferencian de los diagramas representados en la fig.
4.9 sdlo en el primer bloque, a saber: calculando i-&simo orden del cociente en vez de cumplir
la microoperacidon L4 cuatro veces se cumple respectivamente la microoperacién L{d + i)
4 + i veces, es decir, calculando el primer orden se cumple la excitacién de L5 cinco veces,
etc. Por consiguiente, para utilizar el primer bloque temporal hace falia «sintonizarlo» antes
de calcular el orden correspondiente del cociente.
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La sintonizacién del primer blogue temporal consiste en lo siguiente: L, s¢ examina como
un parametro de entrada de este bloque y antes de calcular el orden nulo se adjudica a j
el valor de 4 ¥ después de calcular todo orden del cociente el valor de j s2 aumenta en 1.
Sintonicemos ¢l primer bloque temporal introduciendo un registro complementario de cuatro
ordenes RS, antes de empezar a cumplir la operacidn de division se inscribe 1 en este registro
y al cabo de calcular cada orden del cociente et registro R5 se desplaza en un orden. La
salida del i-ésimo orden del registro RS se transmite a la valvula L{| 7| %3).

Para hallar ¢l ndmero de drdenes calculados del cociente, introduzcamos un contador
de tres drdenes (C,C), cuyo estado 101 indica que cinco drdenes del cociente estdn calculados
y hace falta transmitir el mando al blogue de normalizacion.

Basdndose en el andlisis realizado, es conveniente cambiar el conjunto de microopera-
ciones, a saber: en vez de las microoperaciones 14, LS5, L6 y L7 introducir las microopera-
clones DRS (desplazamiento del registto R5) ¥ 1 en RS (inscripcién de la unidad en e registro
R3) y, también, introducir complementariamente las microoperaciones +1 C,C (adicién de
la unidad al contader de ciclos CaC) y CoC en «Ovn (puesta del contador de ciclos en «On).

De las transformaciones consideradas resulia que ¢l diagrama dado en la fig, 4.9 se trans-
forma en el diagrama temporal representado en la fig. 4.10.

El diagrama temporal no da la ap]icaciﬁﬁ de autémata. En efecto, a
un valor del vector de entrada que determina la operacién para cumplir
le corresponde varios valores del vector de salida (de las microinstruc-
ciones), es decir, el diagrama temporal prefija una transformacién no uni-
voca del vector de entrada en ¢l de salida. Por consiguiente, esta transfor-
macion no es aplicacién de autémata. Para obtenerla es necesario introdu-
cir la memoria en el dispositivo automético que se sintetiza. Con ello, el

Fig. 4.1

14—6577
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volumen de la memoria, igual al mimero de todas las microinstrucciones,
es premiditadamente suficiente. El conjunto del vector de entrada y del esta-
do de la memoria determina unifvocamente la microinstruccién.

En correspondencia con el diagrama temporal construyamos €l grafo
de transiciones del dispositivo automdtico. Su estado interior se pone en
correspondencia biunfvoca a una columna del diagrama temporal.

El grafo de las transiciones del dispositivo automitico que realiza el diagrama temporal
(fig. 4.10) se representa en la fig. 4.11. En esta figura, las microinstrucciones se denoctan por
letras latinas y tienen siguiente forma:

g = (I en RS, C,C en «On]; \
= [DR1, DR2, CD1, CR, CR\, CR2, +1L; +1C,C);
= |ERI); d = |DR1, DR2, CDI\, CR2, CR2);

(+1%]); f = {EDR3); g = (DR2Z, DIR3, DRA};
[#«O» en R1}; & = [DR2, DIR3, DRA, R4—R1}; m = | DRS].

Considercmos que si la unidad (x = 1) ltega a la entrada del dispositivo automadtico de
mando, éste controla la divisidn.

Las variables l1égicas (etiquetas) que determinan el mando las designaremos mediante
ay, contenido del i-ésimo orden del registro RS5; 5 es el estado convencional del contador C.C;

8 = I, 5i el estado del contador es 101,
0 en caso contrario;

> m O o
i

Ty es el trasiado al orden nulo cuando se suman los nimeros.

Examinemos un sistema grande de la automdtica industrial, sistema para quemar el com-
bustible sélido en una capa densa. El sistema comprende cuaire hogares semigaségenos, insta-
laciones de alimentacion de combustible y de aire, asi como la instalacién de desescoriado,
En la fig 4.12 se representa el esquema del hogar semigasdgeno, donde ! es el transportador;
2 es el arado; 3 es la tolva de entrada; 4 es el combustible; 5 es el alimentador; 6 es e! cargador;
7 vs el semigas; 8 es la alimentacidn de aire; 9 es la cAmara de trabajo, /0 es la escoria; 1/
es la capa del combustible recién cargado; /2 es la zona de reduccidn; /3 es la zona de combus-
tén; /4 es la zona de escoria; 15 es el emparillado.

Los hogares semigasdgenos son un tipo de los hornos industriales v forman parte del
servicio de gas de una fabrica. La automatizacion de) mando de los procesos de combustidn
en los hogares es una de las tareas de avtomatizacién de todo ¢l proceso tecnoldgico. La
completitud de gasificacidén la determina €] porcentaje de bidxido carbdnico en el semigas.
Si el porcentaje aumenta, el calor de combustion del semigas disminuye y la temperatura
del hogar aumenta. Antes de salir del hogar, el semigas se mezcla con el aire secundario y
se suministra a la ¢cdmara de trabajo. El hogar se alimenia con combustible por medio de
un sistema compuesto de un transporiador, un lanzador de tipo arado, una tolva de entrada,
un alimentador y un cargadar. La escoria se quita empleando sacudidoras, una vdlvula de
arrangque y vagones. El aire destinado para quemar el-combusiible se suministra utilizando
la vdlvola de alimentacién del aire primario.

El mando del proceso de gasificacién se realiza manteniendo un espesor determinado
de la capa del combustible que se quema (de 200 a 400 mm para antracita, de 400 a 800
mm para hulla y lingito), es decir, se determina por la intensidad de alimentacion de combus-
tible, del aire primario y de extraccidn de escoria de la zona de combustidn.

El sistema de mando de combustidn tiene los sipulentes canales (fig. 4.13) que son micro-
operaciones en el disefio del dispositivo automatico de mando: X/ es el arranque y la parada
del proceso de gasificacion; X2 es la indicacidn del funcionamiento del proceso de gasifica-
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cidn; K3 es el arranque v la parada de llenado de las tolvas de entrada; K9 es ta indicacion
de llenado de las tolvas de entrada; K5 es ¢l arrangue y la parada de alimentacidn de los
hogares con combustible; K6 es Ya indicacion de alimentacién de los hogares con combustible;
K7 es la detencidn de gasificacién en el primer hogar; K8 es la indicacidn del esiado del
canal K7; K9 es la detencidn de gasificacidn en el segund tolva; K10 es la indicacidn del
estado del canal K9, K1/ es la detencidn de gasificacion en la tercera hogar; K72 es la indica-
cion del estado del canal KiJ; KI3 es la detencidn de gasificacidn en el cuario hogar; K355
es la indicacion del estado del canal K13; Ki4 es el arada del primer hogar: KI5 es €] arado
de la segunda tolva; KJ6 &5 ¢l arado de la tercera 1olva, K17 ¢s el arado de la cuarta tolva;
K18 es el transportador; K19..K22 son los alimentadores de la primera, ..., la cuarta tolva,
respectivamente; K23..K26 son los cargadores; K27..K30 son las vialvulas de alimentacidn
con aire secundario; K3I1..834 son los captadores del nivel superior en las tolvas de enirada;
K39..K42 son los captadores de alimeniacién con combustible; K42..K46 es la indicacién
de averia de Ia instalacién para llenar las tolvas de entrada; K47, K350 es la indicacidn de
averia de la instalacién para alimentar hornos con combustible; K57 y K52 es el arrangue
y la parada del proceso de control, respectivamente; K353 es la indicacion de control; K354
son las instalaciones iniciales de los elementos ejecutivos.

En la fig. 4.13: I es ¢l transportador; 2 es el arado; 3 es la wolva de entrada; 4 es el
sistema de alimentacidon de combustible; 5 es el hogar; 6 es la vdlvula de alimentacion de

aire; 7 es la vilvula comiin.

El conjunto enumerado de canales se incluye en el portador de un mode-
lo ¥; que formaliza el funcionamiento del objeto controlado. Ademas de
este conjunto, el portador del modelo ¥, puede incluir un conjunto de ele-
mentos complementarios gue son identificadores de los canales interiores,
de entrada y salida introducidos para lograr el control eficaz de autémata,
Partiendo de esta informacién obtenida del tecndlogo en el portador se
establecen relaciones de cuasa-efecto tipo A — B que determinan la signatu-
ra del modelo ¥.. Es obvio, gue este modelo es simétrico y puede represen-
tarse en forma del mografo G*(¥,). Se puede también expresar las rela-
ciones de causa-efecto en forma de diagramas temporales. El paso del
mografo o diagramas temporales al grafo de transiciones es andlogo al paso
de diagramas temporales (que pueden representarse en forma del mografo)
al grafo de transiciones de un dispositivo de control de microprograma.

Asi, pues, en esta etapa de disefio de los dispositivos automaticos se
realiza el paso de la aplicacién A-8 a una aplicacién de autémata
X8*—=8"Y, donde X es el vector de entrada, Y es el vector de salida,
o reaccion del dispositivo automatico, S* es el identificador del estado
interior, en el cual pasa el dispositivo automatico en el momento examina-
do, §  es el identificador del estado interior, al cual el dispositivo automati-
co pasa del estado S* bajo la influencia del vector de entrada X,

§ 4.5. Disenio abstracto del dispositivo automitico

La capacidad de memoria {S:} de un dispositivo automético introducida
en la etapa de disefio algoritmica puede ser excesiva, lo que se puede elimi-
nar encolando estados equivalentes. La transformacién dada se refiere a
la etapa de diseno abstracto.
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Los estados se denominan egquivalenfes cuando el dispositivo autométi-
co, encontrandose en éstas, elabora una misma sucesién de salida para cual-
quier sucesién de entrada.

De esta definicidn se desprende gue si, encolando los vértices correspon-
dientes, se sustituve cada clase de estados equivalentes por un estado, el
grafo obtenido de transiciones representard la misma aplicacion X— ¥ que
el grafo inicial.

Huffman propuso el método de minimizacion aebstracia del dispositivo
automdtico basado en el encolamiento de estados equivalentes, Este méto-
do consiste en formdcion sucesiva de clases de estados equivalentes con
ayuda de tablas de salidas y de transiciones. Examinemos el método de
Huffman en un ejemplo.

Ejemplo 4.1. Sea que después de realizar la etapa algoritmica de sintesis se ha obtenido
el grafo de transiciones representado en la fig. 4.14, a.

Construimos la fabla de salidas que es una tabla bidimensional (tabla 4.3), a cada fila

de la cual le corresponde biunivocamente un valor del vector de entrada X a cada columna,

un estado interior del dispositivo automdtico, y en la interseccién de i-&sima fila con j-¢sima
columna se halla un valor del vector de salida ¥ que se elabora a la salida cuando el dispositivo
automitico estd en el j-ésimo estado interior ¥ a la entrada se da el i-ésimo vector,

Tabla 4.3
X 5
S Sz 5 S s Se 5
0 1 I 0 0 1 0 0
1 0 0 ] | 0 1 1

Si, en la tabla de salida, a dos estados interiores del dispasitivo automatico les correspon-
den distintos valores de las columnas, los estados no son equivalentes, puesto que en ellos
las aplicaciones X'— ¥ son distintas. De antemano partamos todo el conjunto de estados en
las clases de estados convencionalmenie equivalenres, a saber: en una misma clase se incluyen
los estadas, a los cuales les corresponden los valores iguales de las columnas en la tabla de
salidas: K; = |81, Sa, S<); Kz = |53, Sa, 86, S71,

Fig. 4.14



214 Capiwlo 4. Teoria de las gramaticas formales

Si la tabla de salidas se examina como una matriz de incidencia de un
modelo, los estados interiores se hallan en una misma clase cuando en su
respectiva matriz de frecuencia de las relaciones las frecuencias propias y
mutuas de los estados interiores son iguales una a otra:

aG" _ Joa — 2fap + for _
TS-‘{Sﬂ'i Sp) = Tor 0.

Para que los estados interiores del dispositivo automatico sean equiva-
lentes es insuficiente tener una misma correspondencia X= ¥ solamente

en estos estados; es necesario que para cualquier otra transicién posible
de estos estados la aplicacion X— Y sca la misma.

Para verificar este dato construimos la rabla de rransiciones (iabla 4.4). En esta tabla,
a cada fila y columna les corresponden los mismos valores que en la tabla de salidas y en
la interseccidn de i-&sima fila con j-ésima columnba se encuentra una clase de estados conven-
cionalmente equivalentes, bajo la influencia X; el dispositivo automadtico pasa del estado §;
a esta clase.

Tabia 4.4
X i
Si 5 & oy 51 Sy 5
0 Ky K K; K K, K> K
1 K K; K3 Kz K I} Kz

Si la clase de estados convencionalmente eguivalentes escogida en el paso anterior no
es clase de estados equivalentes, a sus estados les corresponden valores distintos de las colum-
nas; esto significa que, para las siguientes transiciones, las aplicaciones X— ¥ son diferentes
para los estados dados.

Cada clase K, se parte en nuevas clases de esiados convencionalmente equivalentes con
la particularidad de que una misma clase comprenda todos los estados de la clase K; con

los nimeres igouales de columnas: K, = (8, Sz, 8s5), Ki = [ 85, S5s], K& = [ 54, S0,

Componemos la matriz de frecuencia de las relaciones segun esta tabla
de transiciones determinando, al mismo tiempo, la multiplicacidén como
Kix Ki= 1, K; x K; = 0 (i # j). Entonces cuando se parten las clases ob-
tenidas en el paso anterior los estados interiores se encuentran en una mis-
ma clase, si las frecuencias propias y mutuas de estos estados son iguales
una a otra, o sea,

aGY
as

Al formar las clases K;, K, K{ volvemos a construir la tabla de transiciones, etc. hasta
que cada clase de estados convencionalmente equivalentes formada en el paso anterior sea
constanie

Construyamos la tabla de transiciones (tabla 4.5) teniendo én cuenta la particion de la
clase K

(Sa, Sp) = 0.
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Tabla 4.5
X, i
Sr 5 Sy Sy S5 56 5
0 K K, K7 K K K K,
1 Ki Xf K X: K4 K& Ki

Del andlisis de esta tabla deducimos que todos los estados de cada una de las clases
formadas «se portan como amigos»: bajo la influencia de X pasan a la misma clase que
en la salidas permite abtener un mismo valor de Y para todos los estados de la clase al realizar
una transicidn. Por consiguiente, todos los estados de una clase se portan como un estado
que los sustituye

Sustituyamos las clases K|, K;, K5 por los estados interiores S;, S5, S;, respectivamente.
Como resultado obtenemos el grafo minimizado de transiciones (fig. 4.14, &) que prefija la
misma aplicacidn X — ¥ que el grafo inicial de iransiciones (fig. 4.14, g). Para ilustrarlo realice-
mos ires experimentos.

Sea dada la sucesidn temporal en forma X{¢} = 011010 a la entrada del dispositivo automa-
tico. En los casos primero y segundo el dispositivo automidtico estd prefijado por el grafo
inicial de transiciones (fig. 4.14, @) respectivamente a los estados iniciales 5; ¥ 5:. En el tercer
caso el dispositivo automdtico estd prefijado por el grafo minimizado (fig. 4.14, b) con el
estado inicial Ss;. Determinemos sucesiones temporales de salida Y{r) para cada caso.

Reduzcamos los resultados de todos los tres experimentos en la tabla (tabla 4.6).

Tabia 4.6
I fi iz Iy iy s fa
X1{t) 0 1 1 Q 1 0
8w 8, St + 1) Sz Se 87 Ss S 54
¥(1) 1 0 i O ] 0
5 o= 5 S0+ 1) Sx Se ) S b Sy
¥ | 0 1 0 0 0
£ =5 S+ 1) Sa Sp Se S T 5o
Y{n | 0 | d i (i}

Si las dimensiones de la tabla de salidas y transiciones son grandes para
la minimizacion necesaria del grafo de transiciones por medio del ordena-
dor, es conveniente emplear matrices de frecuencia de las relaciones corres-
pondientes a estas tablas, 1o que simplifica los cdlculos, Con ello, se minimi-
zan los grafos de transiciones basdndose en la afirmacidn siguiente.

Los estados interiores S; vy Sp son equivalentes si, v solo si, las derivadas

—%% (Sa, Sp) de los grafos modelos, correspondientes a las tablas de salidas
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¥ transiciones, son iguales a cero

G _ 2faa = 2 + Job _
W(Eﬂ: Sb}"-' — ﬂ;b = )

en todo paso de la particion del conjunto de estados interiores en clases.

La minimizacién de la capacidad de la memoria, por ejemplo, cuatro
veces, ahorra s6lo dos elementos de la memoria. Un medio mas actual y
potente para optimizar toda la estructura del dispositivo automaético es la
descomposicidn abstracta de los dispositivos automdticos, especialmente
descomposicién paralela de los dispositivos autométicos. Por una parte,
la necesidad de buscarla se debe a las exigencias modernas que deben satis-
facer la accién rdpida del control (que condiciona el uso del control paralelo
de objeto). Por otra parte, el aumento de la fiabilidad del control automaéti-
co exige la particién del dispositivo automdtico en una serie de los dispositi-
vos automaticos de dimensiones menores que no son ligados entre s fun-
cionalmente y garantizan la realizacién del operador obtenido de autémata.

La busqueda de la descomposicién paralela de los dispositivos automé-
ticos abstractos se reduce a la descomposicion del grafo de transiciones
en el producto cartesiano parcial de los grafos més simples conforme al
numero de vértices. Descomponer el grafo G en ¢l producto cartesiano par-
cial significa hallar los grafos G;, i = 1, ..., », tales que GC G X Gz %
Moows Wl

Para una clase de los dispositivos automaiticos de mando de
microprogramas, importante en la técnica de cdlculos, se puede resolver
el problema de construir la descomposicién paralela utilizando las pro-
piedades tipicas de los dispositivos automaiticos de esta clase.

Al examinar los dispositivos automaticos de microprogramas referire-
mos a los elementos de los cuales se toma la informacién que caracteriza
la marcha de cdlculos a las cadenas de reaccién incluidas en el bloque de
memoria del dispositivo automitico. Los dispositivos automiticos de
microprogramas poseen una propiedad especifica: el vector de entrada X
no cambia desde el comienzo hasta el fin del funcionamiento del dispositivo
automatico hasta que se cumpla la operaciéon prefijada. Empleando esta
propiedad detallemos el concepto del dispositive automético de
microprogramas.

Introduzcamos con anticipacién algunos conceptos. Se denomina zung
G: un grafo ponderado en el que existe al menos un vértice, a través del
cual pasan todos los circuitos del grafo, y no existe ningiin camino que
no sea parte de tal circuito.

Un grafo se denomina reducible al zung, si transforma en el zung cuan-
do se Introducen en €l no mds de un vértice y sus arcos incidentes,

Un dispositivo automdtico se denomina de miicroprogramas, si su grafo
de transiciones se reduce al zung con el vértice inicial que corresponde al
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comienzo y al fin del funcionamiento del dispositivo automédtico para cual-
quier vector de entrada X gue determina la operacidn realizada y no varia
en estados intermedios. En caso general el dispositivo automdtico de
microprogramas realiza varias operaciones a cada una de las cuales le
corresponde un microprograma. Durante la construccién del grafo de tran-
siciones que realiza estos microprogramas encolaremos los estados
compatibles.

Estados interiores §; v §; se denominan compatibles S; = 5, si cualquier
vector de entrada que llega al dispositivo autématico en estado S no coinci-
de y no integra ningun vector de entrada que llega al dispositivo automdtico
en estado Sy Xs, £ X5,

Un subgrafo G’ = (V’, U’} de un grafo G = { ¥, /) se llama binci-
dente, si a toda su vértice le son incidentes dos, y sélo dos, grupos de arcos
paralelos que entran y salen, tal vez excepto un elemento minimal v* eV’
v un elemento maximal v~ € ¥’ del conjunto V' con la particularidad de
que en el vertice v* pueden entrar y del vertice v~ pueden salir varios

Sumacion (X=01)

(% X277 5] [Xpxgs8]
f"ff A2, "h' irjf".!': 54’1’:'3-"::'3}!'5 th?

Resia fAert) a
v [ 58) [XKee) 5.8

Adicion por grdenes fx-10)
) 530 el (% 5,d) fyis, b
@ e D B D ® @
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Fig. 4.15
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arcos no paralelos. Las sucesiones de microinstrucciones que ponderan el
subgrafo bincidente se denominan microrrayo y el nimere de microinstruc-
ciones que integran la sucesion se Hama su longifud,

Al sintetizar el dispositivo automatico de mando que re,?,liza varios
microprogramas encolamos estados interiores compatibles teniendo en
cuenta dos restricciones. En primer lugar, debemos encolar empezando por
los estados finales correspondientes a operaciones distintas. En segundo
lugar, encolamos los estados compatibles que se elaboran en la salida del
dispositivo automatico mediante una misma microinstruccion.

Examinemos el dispositivo automético de microprogramas para controlar el procesor dl::l
ordenador que cumple las operaciones «Sumacidn» (@ + &), «Sustraccidny (@ — b) y «Adi=
ci6n por drdenes». En la fig. 4.15 se representan los grafos de transiciones construidos por
diagramas temporales. En este dibujo las microinstrucciones se designan por letras latinas:
a=(BD]; b= (CR];¢c=(SE];d=|CB BC, B»C);e= (CC, R); k = |BD, C8
BA, +1T30D); m = (CA, BD}: p = {CA, CB); r = |CR, C.B].

- = = L {r":l"‘i:f.l #y __.",.t, ‘%J E.-'l
X= it [A %g, &) (R My, 0] f*‘r:fﬂﬂf 7 Xp, &) % X, &/

T

. 2
Xet7
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Lo f-':rj' ’r’.ﬁ"#} -:w
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T

i e L s

Las microoperaciones, que son los elementos de microinstrucciones, se descifran del mo-
do sipwente: CA es el complemento del registro A; BD es el borrado del registro O, CR
es ¢l comienzo del recorrido; C8 es el complemento del registro B; Ca8 es el cilenlo del
registro B; ST es la salida de la suma I; B4 es ¢l borrado del registro A4; +1730D &3 «+1»
en el trigger 30 del registro D; BC es el borrado del registro C; 8= C es la transmision del
regisiro B al registro C; C, B es el cdlculo del registro C; R es la respuesta sobre el cumplimiento
de la operacidn. .

El resultado de los cdlculos que se realizan se caracteriza por una variable logica 70D,
valor del trigger de cero del registro D (en la fig. 4.15 v, a continuacién, TOD se denota por 5)

Encolemos los estados compatibles. Como resultado obtenemos el grafo unido de transi-
ciones G (fig. 4.16, a). Sobre este grafo en los estados S, S. y Sz completamos la definicién
de la aplicacion X— Y adadiendo {x;, X5, €), {%i, %2, d) ¥ (7, %, e), respectivamente, {fig.
4,16, b). Después de haber encolado los estados compatibles contraigamos los subgrafos binci-
dentes. Como conitraccion de subgrafos bincidentes se comprende la sustitucidén de este
subgrafo por un vértice, al cual pondera el microrrayo correspondiente. Los microrrayos tienen
siguiente forma: A = abg; B = de; D = kb, E = mb; M = par,

Como resultado de la contraccion de los subgrafos bincidentes obtene-
mos el grafo del dispositivo automatico de mando (fig. 4,17, @) con la deter-
minacién interrumpida: varias microinstrucciones corresponden a un esta-
do que, a su vez, corresponde al vértice, al cual esta contraido el subgrafo
bincidente.
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El grafo inicial de transiciones (fig. 4.16, b) se obtiene como el producto
cartesiano parcial del grafo G (fig. 4.17, @) y un grafo bincidente, cuyos
fin v origen se unen por un arco y el niimero de vértices es igual a la longi-
tud maximal de microrrayos considerados (en este caso a tres), El grafo
bincidente, cuyos fin y origen se unen por un arco se realiza como un
contador. :

De tal modo conservamos el cardcter determinado del dispositivo auto-
mético vy la equivalencia de su funcionamiento utilizando en la realimenta-
cion del dispositivo automatico el contador de microinstrucciones en el
microrrayo que aumenta su valor hasta el nimero igual a la longitud maxi-
mal del microrrayo . (fig. 4.17, b).

Pasando al vértice vg, que corresponde a un subgrafo bincidente
contraido G., en el contador se pone el numero igual a /ns — 4, donde
I es la longitud del microrrayo que pondera este subgrafo. Con ello, los
l; estados del contador se ponen en correspondencia biunivoca a las
microinstrucciones correspondientes al vértice vg,. Después de cada tran-
sicién en el subgrafo bincidente se suma 1 al contenido del contador. Por
lo tanto, el conjunto del codigo del vértice vg, v €l contenido del contador
determina biunivocamente la microinstruccion en ejecucién. El relleno en
exceso del contador indica gue el dispositivo automdtico ha salido del esta-
do correspondiente al vértice vg,.

Las transiciones organizadas de tal modo permiten no excitar las salidas
de la parte de combinacién del dispositivo automdtico que van a la reali-
mentacién cuando se cumple el microrrayo, puesto que el estado que memo-
riza el vértice ve no cambia v el contador pasa automaticamente de un
estado a otro al adicionar 1 o con ayuda de la microoperacion +1Cqu (al
contador de microinstrucciones se suma la unidad) que amplia el conjunto
de microoperaciones. Durante la utilizacion del ultimo procedimiento se
excita sdlo una salida orientada a la reaccién,

Realicemos transformaciones sucesivas del grafo de transiciones con-
centrando estados no encadenados. Dos estados interiores (dos vértices)
del grafo de transiciones se denominan no encadenados, si no integran nin-
giin camino simple del grafo de transiciones cuando funciona el dispositivo
automatico sintetizado.

Para realizar la transformacién propuesta del grafo de transiciones
construyamos el grafo (s del modo siguiente. A cada vértice del grafo de
transiciones le pongamos en correspondencia biunivoca un vértice del grafo
(Gi1; un par de vértices v., vs(va # tp) del grafo G es adyacente, si en ¢l
grafo de transiciones existe un camino simple que pasa por [os vértices
correspondientes a v, y vy cuando funciona el dispositivo automatico sinte-

tizado. Denominaremos grafo de encadenamiento el grafo G; construido
de tal modo.
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Empleando la operacion de colorar los vértices del grafo partamos todo
el conjunto de vértices del grafo de encadenamiento en subconjuntos, cada
uno de los.cuales comprende vértices correspondientes a los estados inte-
riores no encadenados del dispositivo automatico que sintetizamos.

En la fig. 4.18, @ se dan el grafo de encadenamiento y su coloracién
para €l dispositive automatico representado en la fig. 4.17, a. Al colorar
¢l grafo de encadenamiento tenemos los subconjuntos siguientes de estados,
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cada uno de los cuales consta de los estados no encadenados entre sf:
Vi = !Sﬁ! SZI. S.:Ir prﬂ e I.'Sw SE]J HII o [Sﬁ.]l!- P'I\" == ISTI-

De cada subconjunto V(i = L, . . ., IV} lomamos por un elemento, por ejemplo, S, 5,,
Sy, Sy, de éstos formemos el subconjunto V3 = [S;, Sa S 5.1, Luego de cada subconjunto
i volvemps a tomar por un elemento entre los que se quedan vy a formar un subconjunto
de éstos. Elegimos hasta que cada uno de los subconjuntas V; se transforme en un conjunto
vacio. Los subconjunios formados como resuliado constan de estados encadenados. En este
caso tienen siguiente {orma:

Vi = |8, S, 8. 80, Vaa = (S, S, Vaa = |5 ).

Cada subconjunto compuesto de estados encadenados se sustituye por
un estade, cuyo peso es un conjunto de microrrayos correspondientes a
los vértices que se unen (en caso particular el microrrayo puede comprender
una microinstruccién). Esta sustitucién se denominard concentracién de
estados encadenados. Después de concentrar los estados encadenados del
grafo de transiciones (fig. 4.17, @) obtenemos el grafo de transiciones Gy
(fig. 4.18, b).

Las concentraciones de estados encadenados interrumpen también la
determinacién del dispositive automatico. Conservamos la determinacion
y la equivalencia del dispositivo automaético gue se sintetiza utilizando en
la realimentacion un elemento de memoria que fije el color correspondiente
al microrrayo que se cumple en el momento dado (fig. 4.18, ¢). Entonces
el codigo del vértice en el grafo final de transiciones, el color y el contenido
del contador de microinstrucciones del microrrayo en su conjunto determi-
nan biunivocamente la microinstruccion gue se cumple. Después de esta
transformacion, el grafo de transiciones puede representarse como ¢l pro-
ducto cartesiano parcial de los grafos correspondientes (fig. 4.18, ¢), lo que
simplifica el proceso de la codificacion de estados interiores y disminuye
de hecho los gastos para aparatos cuando se sintetiza el esquema de excita-
c16n de canales a reaccién inversos del dispositive automdatico.

S1en el grafo de transiciones correspondiente a los microprogramas que
se realizan no hay circuitos, es conveniente descomponerlo solo en dos gra-
fos excluyendo el grafo que indica el cambio de colores. Al mismo tiempo,
se realiza [a contraccidn de los subgrafos bincidentes en cada grafo de tran-
siciones correspondiente a la operacidn que se realiza y, después, se encolan
los estados compatibles.

Si el grafo de transiciones es un arbol, en la realimentacion del dispositi-
vO automdtico se queda solamente el contador. Ademds, el contador realiza
¢l grafo de transiciones, si se memorizan o presentan valores de las variables
l6gicas gque caracterizan los célculos. Al estado interior inicial del dispositi-
vO automatico se le pone en correspondencia un cddigo inicial en el conta-
dor, por ejemplo, el cédigo 0. Los estados interiores, a los que el dispositivo
automatico pasa del estado S; con el codigo 4, se codifican como 4 + 1.



§ 4.5, Disenio abstracto del dispositivo automitico 223

Los cédigos cambian por medio de adicionar la unidad al contador a cada
transicién. Entonces, si existe la ramificacion, ciertos estados interiores
tendrdn cédigos iguales. Ademas, la determinacion del dispositivo automa-
tico no se interrumpe debido al almacenamiento de los indices légicos que
caracterizan los cadlculos. Las indicaciones del contador y los valores de
las variables l16gicas determinan univocamente la microinstruccién necesa-
ria. Esta afirmacion es vilida, ya que el grafo de transiciones es un arbol,
0 sea, no contiene ciclos. Al finalizar las operaciones se realiza la extincién
de contadores.

Representando el grafo de transiciones correspondiente al dispositivo
automatico de mando de una operacién en forma del producto cartesiano
parcial, realizamos las siguientes transformaciones:

1) encolamiento de estados pseudoeguivalentes;

2) contraccion de los subgrafos bincidentes, ademads como resultado de

cambiar la sucesion de aplicacion de estas transformaciones, surgen algunas
variantes equivalentes.

Examinemos el grafo de transiciones para controlar la operacién de division (vease la
fig. 4.12). Concentrando los subgrafos bincidentes, obienemos €l grafo de transiciones G (fig.
4.19, a). A los vértices de este grafo les corresponden los siguientes microrrayos: S — a;
S. — bededede; Sy — de; Sy — de; 8. — de; 5 — hk; S; — efg; 523 — m. Por consiguiente,
para restablecer el funcionamiento equivalente hace falia tener el contador de ocho estados.

Se puede encolar los vértices correspondientes a los estados Sy v §; del grafo de transi-
ciones al haber memorizado el indicio p; la determinacidn del dispositivo automadtico con

Fig. 4.19
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ello, no se interrumpe. En definitiva, tenemos el grafo de transiciones G, representado en
la fig. 4.19, b. Los estados del contador, el indicio py y el codigo del vértice del grafo de
transiciones (fig. 4.19, &) determinan univocamente la microinstruccién gue se cumple,

Las estados interiores se denominan pseudoeguivalentes, si una misma microinstruccidn
se realiza en ellos. Para el grafo de transiciones G, (véase la fig. 4.11) tenemos los siguientes
conjuntos de estados pseudoequivalentes: M. = |5,, 85, S», Ss, Sii. 513, Sis, Sy Ma =
= [8, S, 8. S, Sia, Sln 5:&}—

Al encolar los estados pseudoequivalentes (fig. 4.20, @) se interrumpe la determinacidn
del dispositivo antomético. Para restablecer la determinacién y equivalencia del funcionamien-
to del dispositive automdtico introduzcamos el contador organizando ciclo de longitud va-
riable. En la fig. 4.20, b se ofrece ¢l programa de funcionamiento de contadores; en el dispositi-
vO automitico a examinar & = 7. El contador de longitud del ciclo CLLC realiza ¢l ciclo exte-
rior. El contador del nimero de ciclos C,C realiza e ciclo interior. En el blogue que incluye
estos contadores (fig. 4.20, ¢) se calcula el indicio v que restablece 1a determinacidn del disposi-
tivo automndtico. En este mismo bloque se calcula el indicio # del fin de la operacién (como
sefal de relleno del contador C,LC con la particularidad de que su estado inicial es igual
a dosh

Después de restablecer la determinacidn del dispositivo automdtico encolamos los subgra-
fos bincidentes (fig. 4.21, a, b). Para restablecer la determinacién del funcionamiento del dis-
positivo automdtico una vez concentrados los subgrafos bincidentes, introduzcamos otros dos
contadores que tienen tres y dos estados, respectivamente,
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Al restablecer la determinacién del dispositive automatico introducien-
do contadores, surge €l problema de minimizacion del nimero de contado-
res que se reduce al problema de coloraciéon del grafo de borrado Ge. A
cada contador se le pone en correspondencia biunivoca un vértice del grafo
Gy: dos vértices del grafo Gy, son adyacentes, si los subgrafos del funciona-
miento de contadores correspondientes tienen al menos un vértice comun
(el subgrafo G, es el subgrafo del funcionamiento del contador «, si para
realizar transiciones correctan en este subgrafo es necesario saber el estado
del contador o).

En el caso examinar a los contadores C,C, C,LC, Ca(S.) ¥ Ca(Ss) les corresponden
subgrafos, cuvos portadores tienen, respeciivamente, forma siguiente: §S:, Sai. |52, S: Sa,
Sas Sz, 323), [52) ¥ §8:]). El grafo de borrado G para ¢l caso considerado estd representado
en la fig. 4.21, c.

Es obvio, que dos «contadores», que corresponden a los vértices no
adyacentes en el grafo de borrado, pueden ser examinados como un conta-

15—B577
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dor fisico, ya que no existe ningiin estado, en el cual sea imprescindible
saber los estados de los dos contadores para que el dispositivo automatico
funciones correctamente. De este modo, la minimizacién del nimero de
contadores se reduce a la coloracidén de los vértices del grafo de borrado,

En virtud de ta coloracién minimal de vértices del grafo de berrado (fig. 4.21, o), en

esle caso es suficiente tener dos contadores: C,LC v C.CK que se conecta en los momentos
del funcionamiento de los contadores CnC, Cul(S.) ¥ CalSs) (Fig. 4.21, d).

El empleo de los contadores en el circuito de realimentacién de los dis-
positivos automdticos de mando posibilita utilizar nudos estdndares del or-
denador ejecutados en forma de microcircuitos integrados.

Como resultado de la busqueda de la descomposicién Optima de los
dispositivos automaélticos obtenemos algunas variantes equivalentes, entre
los cuales escogemos la variante final que tiene valor minimal p(G™):

Lf =1 i
p{G‘”} = 1 i(T__*l"_ Ji = 2fu+ 1 ) ! (4.11)
TUT & Ty 2d 24 T

i=1  jmist

donde | U| es el niimero de palabras en el mografo, cada una de las cuales
corresponde a una transicién de autémata y se representa como XS*S° Y;
I es el nimero de letras (termas) que forman la palabra XS* S~ Y; por
el signo exterior L se halla una expresién que es valor medio de la derivada
8GM/8S calculada sobre los pares de letras que forman la palabra

XS 87 Y. A esta variante la corresponde una realizacién estructural mas
sencilla.

§ 4.6. Codificacién de los estados interiores

En la etapa de codificacidon de los estados interiores, una aplicacién
XS5*—S" Y obtenida en la etapa del disefio abstracto se transforma en
una aplicacién XZ*—Z~ ¥, donde §*, §~ son los identificadores de esta-
dos interiores considerados en los momentos del tiempo 7 y 7 + 7, respecti-
vamente; Z*, Z~ son codigos de estos estados, cuyos elementos son letras
del alfabeto estructural que se sintetiza; son 0 y 1 para la légica de Boole.

Se puede codificar estados interiores del dispositivo automaético partien-
do de las exigencias de reducir gastos para aparatos o bien de aumentar
la fiabilidad del funcionamiento del dispositive automatico, o bien de satis-
facer simultdneamente las dos exigencias.

Analicemos ¢l método de codificacion gue satisface la primera exigen-
cia. El mimero de procedimientos de codificar N vértices del grafo de transi-
ciones G = (¥ U) aumenta, mientras que aumenta | V|:

ARt )

N =
iRUEIYIY | v yillog: | V| 1!

(4.12)
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donde [ ] es el nimero entero proximo. Cada procedimiento de codificacién
determina sus gastos de aparatos para realizar el dispositivo automadtico.

Hartmanis, Stearns propusieron el mds interesante método de codifica-
cion con empleo de particiones sustituyentes. Este método se basa en dismi-
nuir la dependencia funcional de las funciones de excitacién. Lamentable-
mente, cuando se codifican los estados del dispositivo automatico de gran
capacidad de memoria este método necesita mucho trabajo, lo que no per-
mite utilizarlo para codificar estados interiores de los dispositivos automati-
cos de mando.

Examinemos el método de frecuencias y matrices para codificar 1os esta-
dos. Sea que como resultado de la sintesis abstracta fue construido un
mografo que determina la aplicacion XS§* =5~ Y. Después de la codifica-
cidén obtenemos un mografo que prefija la aplicacion XZ* —Z ~ Y, es decir,
en el mografo inicial sustituimos los vértices correspondientes a los identifi-
cadores de los estados interiores §; por subgrafos completos correspondien-
tes a los codigos Z; de los estados interiores. Este método de codificacion
puede realizarse empleando el siguiente algoritmo de sintetizar el drbol
codificante.

1. Construimos una matriz bidimensional 0 = [gy], a cada fila de la
cual le corresponde biunivocamente una microoperacién o un valor del ca-
nal de entrada (elementos del vector ¥ o X), a cada columna, un estado
interior

1, si la terma primaria correspondiente a la i-ésima fila
que se incluye en cada par de vectores (X, Y}(X=Y)

que ponderan los arcos salientes del vértice j;
0 en caso contrario.

qy =

Arbitrariamente a cada estado interior (una columna de la matriz) le
ponemos en correspondencia biunivoca un vértice maximal del 4rbol codifi-
cante que se sintetiza. Ponemos Q = (.

2. Por la matriz Q encontramos la matriz de frecuencia de las relaciones
F=0"¢Q.

3. Calculamos valores de la derivada del modelo prefijado por la matriz
Q.

4. Escogemos un par de estados interiores con el valor calculado mini-
mal de la derivada.

5. Eliminamos el par escogido de estados y en el drbol codificante le
ponemos en correspondencia un vértice, origen de los arcos, cuyos extremos
son [os estados escogidos, Al vértice construido le ponemos en correspon-
dencia biunivoca una columna de la matriz Q. que se construye. Esta co-
lumna es igual al producto vectorial de las columnas de la matriz @ que
corresponden a los vértices escogidos.

I5*
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6. Comprobamaos, si se quedan los estados interiores no considerados,
para los cuales se calcularon valores de las derivadas. Si «si», pasamos al
punto 4, en caso contrario, al punto 7.

7. Comprobamos, si estd formada la matriz Q.. Si «si», consideramos
Qc = ( y pasamos al punto 2, en caso contrario, al punto 8.

8. Ponemos 0 y 1 en correspondencia a cada dos arcos que salen de
un vertice del drbol construido partiendo de los arcos salientes de la raiz
del darbol.

El camino que une la raiz del 4rbol v un elemento maximal estd ponde-
rada por el codigo que se pone en correspondencia al estado interior que
corresponde a este elemento maximal del arbol.

9. Fin.

llustremos el algoritmo propuesto en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.2. Sea que después de la sintesis abstracta fue obtenido el grafo de transiciones
G (fig. 4.22, o). Empleando el algoritmo propuesto codifiquemos estados interiores del dispo-
sitivo automético. Proponemos construir individualmente la matriz  correspondiente al grafo
dado. La matriz de frecuencia de relaciones correspondiente a 1a matriz Q tiene siguiente
forma:

5L 5 5 S 5 5
2 0 2 1 0 ol s
60 3 0 1 3 1/l 5
Fall2 0 5 2 1 1|5
I 1 2 4 1 3| 5
g 3 1 1 5 1] Ss -
2 1 I 3 1 3|5
Calculamos valores de la derivada para cada par de estados:
G (55, ) = S = 2fis + fas ” 2—-22 45 - 1.5
a5 S 2

[ 11a, 01]

2/

Fig. 4.22
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Los demas valores de la derivada son iguales a =, La derivada (S S5) tiene

valor minimal sobre el par (Ss, S). A este par de estados le ponemos en correspondencia
la winterseccidn» de los vértices correspondientes del drbol en construccidn, Segin el algorit-
mo juntamos en pares de estados Sz, Ss y Si, 5. Como resultado construyamos el siguiente
nivel de] drbol.

La matriz Q. correspondiente a los vértices del nivel construido tiene forma:

51MNS SNS8 SN S

1 I

X1
X
X2
Xz
X3
Xa
¥
P
M

Yz

|
SoOQe S0 Q=D
oo =0
e === =R = =

La matriz de frecuencia de relaciones correspondiente a la matriz Q. tiene siguiente
forma:

F =

oo M

0 0
2:
1 3

La derivada del modelo ¥(Q:) sobre los pares de estados es

3~-2-1+
_":%{sm. SuN1Sg) = : Vg

Los demas valores de la derivada son iguales a ==, El drbol codificante buscado estd
representado en la fig. 4.22, b. Segin ¢l 4rbol codificante construido tenemaos siguientes c¢6di-
gos de los estados interiores del dispositivo automético: 5,—010, 5;—100, S;—011, S:—I110,
Ss=—i01, Sa—}li.

Examinemos la codificacién de estados interiores del dispositivo auto-
mético partiendo de la satisfaccién de las exigencias de fiabilidad. El fun-
cionamiento del dispositivo automético puede interrumpirse debido al re-
tardo desigual en el esquema real que realiza el dispositivo automdtico en




230 Capitulo 4. Teoria de las gramaticas formales

T — 1
1 8 3
} I
A
3
L e -
R
St
T |
| i |
| oo |
S | — 0 —
O ol Fig. 4.23

virtud del efecto de carreras, cuya esencia puede ser ilustrada en el siguiente
ciemplo (fig. 4.23). Sea que en el momento examinado dos triggers A vy
B se conmutan (la primera condicidn), con la particularidad de que la fun-
cion de excitacidn ¢ de uno de éstos (por ejemplo, B) contiene en calidad
de una variable el valor del trigger 4, ¢z = (..., z4, ...) (]2 segunda condi-
cion) y el tiempo de retardo en los esquemas de excitacién de los triggers
Ay B se determina por la siguiente desigualdad: Aps> (4(Aga es el tiempo,
durante el cual el valor «viejo» del trigger 4 existe en el esquema de excita-
cidn del trigger B; f4 es el tiempo de retardo de la sefial de excitacién del
trigger A) (la tercera condicion).

Cumpliendo estas tres condiciones el valor del trigger no serd calculado
correctamente (va que para el cdlculo correcto es necesario que el trigger
A conserve su valor «viejo» por lo menos durante 27 (después de empezar
la transicién del dispositivo automdtico), pero el trigger A «renueva» su
valor dentro de 7). Esto es el llamado efecio de carreras. Al haber dicho
efecto el dispositivo automdtico no pasa al estado indicado para la transi-
cién dada, lo que interrumpe la correspondencia de autémata.

Se puede eliminar las carreras interrumpiendo una de las tres condi-
ciones de éstas. Para interrumpir la tercera condicién, o sea, para cumplir
la desigualdad Apas<{4 €5 necesario tener esquemas de excitacion de los
triggers A y B para determinar Aps v 4. Se puede obtenerlos sélo en la
etapa de la sintesis estructural, para cuya realizacién son necesarios los re-
sultados de codificacion de los estados interiores. Por consiguiente, elimi-
nando loégicamente las carreras es imposible interrumpir la tercera condi-
cion. Teécnicamente se puede realizarlo introduciendo la segunda cascada
de elementos de reaccién o bien por medio del cumplimiento simultaneo
del esquema del dispositivo automatico.

La segunda condicién de carreras (¢s = ¢(..., 4, ...) puede ser in-
terrumpida por medio de desatar funcionalmente los ¢elementos de memo-
ria, por ejemplo, empleando particiones sustituyentes.
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La primera condicién (conmutacién de dos, y mas elementos de memo-
ria durante una transicion del dispositivo automatico) se interrumpe, si du-
rante cualquier transicidn del dispositivo automatico se conmuta s$6lo un
elemento de memoria. Esto significa que a cada estado interior del disposi-
tivo automatico se le pone en correspondencia un codigo tal que si existe
la transicién del estado S; al estado S; (Si # Sj), sus codigos correspondien-
tes se diferencian solamente en un orden. En otras palabras, durante la
realizacion del dispositivo automético las carreras ausentan, si se puede
colocar el grafo correspondiente de transiciones en un hipercubo n-
dimensional de tal modo que las transiciones del estado S; al estado 5;
(S: # S;) se realicen solo por las aristas del hipercubo y los cédigos de vérti-
ces correspondientes del hipercubo se hayan puesto en correspondencia a
los vértices del grafo de transiciones. Esta codificacion se denomina vecina.

Digamos que para un grafo de transiciones es posible la codificacién
vecina por los cddigos de longitud n, si éste es encajable en un cubo n-
dimensional. Expongamos la condicién de encajabilidad del grafo de tran-
siciones en el hipercubo. )

Del andlisis del hipercubo se desprende que si el nimero cromdtico A{G)
de un grafo de transiciones G (sin contar los arcos que son los lazos) es
mds que dos, para este grafo de transiciones no existe la codificacién vecina.
Por lo tanto, para que el grafo de transiciones G tenga codificacién vecina
hace falta que no contenga ciclos de longitud impar. Si los contiene, es
necesario eliminar todos los ciclos de longitud impar introduciendo estados
interiores complementarios, en los cuales no se realiza la aplicacién X=Y.
Estos estados se denominan estados interiores inesfables.

Examinemos un algoritmo exacto de la codificacién vecina basado en
contar figuras prohibidas que caracterizan el cardcter cubicable del grafo
codificado.

Ejemplo 4.3, Sea dado un grafo de transiciones del dispositivo automético (fig. 4.24)
que se representa sin los lazos, arcos multiples y la orientacidn (ya que todo esto no es sustan-
cial para resolver el problema de la codificacion vecina). En correspondencia con las codi-
ciones deducidas anteriormente para que sea posible la cadificacién vecina, es necesario y
suficiente que el grafo no contenga subgrafos criticos prohibides. Al disefiar el dispositivo
automatico e5 necesario transformar estos grafos de tal modo que todos ellos se hagan cubi-

Fig. 4.24
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Fig. 4.25
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cables. La transformacion dada no interrumpe el funcionamiento del dispositivo automazico
salo en ¢! caso, cuando cada grafo nuevo es homeomorfo al anterior. De hecho la transforma-
cion se reduce a afadir los vértices nuevos a unas arisias del cada grafo critico inicial que
¢s el subgrafo del grafo dado de transiciones, De este modo introducimos los estados interiores
inestables dei dispositive autemadtico. En e] disefio éptimo el ndmero de estados inestables
mtroducidos debe ser minimo.

La tabla bidimensional (tabla 4.7) de distribucién de aristas por las figuras prohibidas
(fig. 4.25) se cubre por dos filas {/i3, &1). Afladiendo entre los vértices s, the ¥ thz, ths

los que carresponden a los estados inestables, encajamos el grafo obtenido en el espacio boole-
ano (fig. 4.26).

Tabla 4.7

Ry R Ry Ry Ry R R
h = {un, ») i 0 0 0 0 0 0
h= {uv, vl | 0 0 0 0 0 0
Iy = (U3, W} 1 1 0 0 0 0 0
fa = |va, s} 1 0 0 0 0 0 0
s = [us, s) 1 0 0 0 0 0 0
ls = fuvi, ts) 1 0 0 0 0 0 0
h = {ve, 1) l ] 1] 0 1] 0 0
fe = fn, wl 1 0 0 0 0 0 0
s = o, ) 1 0 0 0 0 0 0
s = [, ) ] i 0 0 0 ] 0
o= (U, ] 1 L 0 0 0 0 ]
= [, ol 1 0 0 (V] 0 1] 1]
= [wm, vl 1 1 0 0 0 0 0
fis = {we, theo) 1 1 ! 0 ] 1 1
ha = iy, thsl Q 1, | 0 I | 1
hs = o, Hm! 0 0 1 Q0 0 l 1
he = [tio, al 1] i 0 0 1 0 0
hy = | tao, 17} 0 0 1 { 1 l |
hs = [ws, vis) 0 0 1 0 0 ! 1
he = [, vin) 0 1 0 0 0 1] 0
fap = §tn, s ] 1 0 0 0 0 0
1 = {2, tna} 0 1 1 1 0 1 0
lrz = {2, Uish 0 1 : 1 1] 1 0
hy = |via, e} 0 1 1 1 1 0 i
ha = [vi4, tis] 0 ] 1 1 0 0 i
hs = |s, vis) 0 0 0 | 0 i i
hs = (v, vio) 0 0 0 1 0 1 1
17 = [thy, Uiz 0 0 1 0 1 1 1

Al introducir los vértices complementarios en el grafo no se interrumpen las figuras per-
mitidas (ciclos de longitud par).

8§ 4.7. Disefio estructural de los dispositivos automaiticos

Examinemos el disefio del esquema loégico como sintesis del grafo booleano
correspondiente, Partamos todo el conjunto de bases en dos clases: fopold-
gicas y funcionales.
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En las bases topolégicas para la sintesis se utilizan funciones, cuya
completitud puede lograrse por medio de la correspondiente simulacidn
fisica de variables binarias y por la determinada agrupacién de los elemen-
tos prefijados. Todos los elementos de conmutacidn, llaves de corriente,
criotrones, interruptores de alumbrado, espacistores, deplistores, unitrones
y otros elementos de valvula, que en la técnica de cdlculos se utilizan como
elementos de accién rapida, forman bases de este tipo.

En las bases funcionales, los elementos, independientemente de su agru-
pacién y la simulacién fisica de variables binarias, realizan las funciones
que forman un sistema completo de funciones booleanas. Por ejemplo, se
refieren a estas bases los elementos que realizan las funciones de Sheffer,
de Webb, de implicacién, etc.

Partamos, a su vez, el conjunto de bases topoldgicas en cuatro clases.
La primera y la segunda clase las forman elementos que dejan pasar la
seftal de informacién en un sentido cuando el valor de la sefial de control
coincide con la letra que pondera este elemento. Pero, en los elementos
de la primera clase, la sefial pasada se difunde por los canales de conductivi-
dad unilateral en los elementos de la segunda clase, por los canales de con-
ductividad bilateral.

La primera clase comprende elementos de vdlvula-diodo, en caso del
procesamiento 6ptico de la informacién con el empleo de la técnica de
fibras, es decir, los interruptores de alumbrado; la segunda clase comprende
elementos de vdlvula (por ejemplo, espacistor-triodo).

En las entradas de un esquema compuesto de elementos que se exami-
nan y en las de un esquema construido de los elementos de cualquier base
topolégica se usa la representacién parafisica de la informacién binaria.

La tercera y la cuarta clase las forman elementos que dejan pasar la
sefial de informacién en los dos sentidos cuando coinciden el valor de la
seiial de control y la letra que pondera este elemento.

En los elementos de la tercera clase la sefial pasada se propaga por los
canales de conductividad unilateral v en los elementos de la cuarta clase,
por los de conductividad bilateral.

Entre los elementos de la tercera clase figuran, por ejemplo, los tuneltro-
nes y los elementos de contacto-diodo; entre los de la cuarta, elementos
conmutadores de conductividad bilateral (criolrones y contactos).

De este modo, todo el conjunto de bases topoldgicas estd dividido en
cuatro clases segin dos caracteristicas: conductividad de elemento y con-
ductancia del canal de conexion.

Como resultado de la optimizacién abstracta y la codificacién de esta-
dos interiores del dispositivo automadtico, un sistema de funciones de excita-
cidn y de salida prefija el operador de autdmata. La realizacién en es-
quemas, optima por su complejidad, de estas funciones ¢s un proceso de
trabajo denso, lo que estd condicionado por el cardcter combinatorio del
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problema. Uno de los caminos eficaces para disminuir la densidad de traba-
jo de la realizacién en esquemas del operador de autémata es reducir di-
mensiones de los problemas empleando la descomposicién. Para las fun-
ciones que se obtienen como resultado de la descomposicidn, se puede
construir los esquemas Optimos. La descomposicidén dptima est4 orientada
a lograr la optimicidad global de la resolucién del problema de realizar
el operador de autémata en esquema.

La descomposicion de la funcion f(X), X = {xi, ..., x4} €5 su represen-
tacién en forma de superposicion de varias funciones de menor dimensién:
f[X} - FI:fpl{X:}, ﬁﬂ;{X;]}, Vidy lpk'l:Xi']. donde X;EX La funcién F se deno-
mina exierior, las funciones ¢, ..., ¢« se llaman conjugadas. El criterio
de calidad de la descomposicién es el minimo del niimero de las funciones
conjugadas.

La descomposicién debe satisfacer las siguientes exigencias practicas:

1} tener en cuenta las particularidades de las funciones que se en-
cuentran en la practica de la proyeccidn;

2) aumentar la fiabilidad de los dispositivos automaticos en disefio a
cuenta de bajar la probabilidad de surgimiento del riesgo.

La primera exigencia supone que se puede aplicar bien el método a las
funciones débilmente definidas, que aparecen con la mayor frecuencia en
la practica, es decir, las funciones cuya potencia en un campo definido es
mucho menor que la del campo indefinido. La segunda exigencia impone
una restriccién sobre la longitud de los caminos en la realizacidn en es-
quema de la funcién, los caminos que se determinan por la profundidad,
a gue entran en la funcién los correspondientes argumentos. Por ejemplo,
la probabilidad de que surja el riesgo para la funcion f{X) = Flei(eri(x,
-y pra{en2ixz...), e1z206 .2, ) 13 L) ea(en(X L), o, X5), o Xs) €S
proporcional a la suma de modulos de las diferencias de las profundidades
a que los argumentos entran en las subfunciones, Para la funcién dada,
la profundidad de entrada de la variable xs es igual a cero, de la variable
X3, a tres, La validez de esta afirmacion se basa en las siguientes suposi-
ciones: los sucesos en los que pueda surgir €l riesgo en las funciones conju-
gadas son independientes; la probabilidad de que surja el riesgo en la fun-
cion es proporcional al médulo de diferencia de las longitudes de los cami-
nos por las que pasan las sefiales, es decir, en la representacién de la funcién
Flpi1(xy, ...), X2) 1a probabilidad de que surja el riesgo es dos veces menor
que en la representacion de la funcion Flei(e2(x3, ...), x1), X2). Por lo tanto,
la probabilidad de que surja el riesgo para la funcién f(X) es proporcional
al desbalance de longitudes de los caminos d; en el esquema que realiza
AX), di = E | lnea — i | , donde /yeq €5 la longitud media del camino, / es
la longitud del /~ésimo camino. El desbalance d; puede valorarse por el des-
balance de las profundidades de entradas d, que se obtienec de d; sustituyen-
do I por vy, lnea POT ¥ped, donde veq €5 la profundidad media de entrada
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de una variable en una tuncién, »; es la profundidad de entrada de la va-
riable x; en la funcidn.

La segunda de las exigencias anteriormente aducidas se cumple automa-
ticamente en la descomposicién f(X) tipo

F':.‘PI(XJL vy ﬂﬂp(xd)l El[’xﬂ}l et 'E:[XB)L (4-13'}

donde XJUXp = X, XiNXp = .

Examinemos el método de la descomposicién estructural y funcional
tipo (4.13) orientado a las funciones débilmente definidas. Se basa en la
representacion de la funcién por un K-grafo. Lldmase K-grafo un grafo
de dos partes G* = (V#, V¥ U, Up), en el cual los conjuntos V' y V8
determinan el conjunto de vértices G*, mhientras que U, y Up son los con-
juntos que representan aristas de dos tipos que unen los vértices de V1 y V9,

De la particién del conjunto X en X4 v X se desprende la particion
de cada juego m; del campo unitario de definicidén de la funciéon f{iX) en
dos subjuegos my mfque comprenden las variables entrantes en X v
X, respectivamente. Los campos unitario y nulo se determinan medianie
las colecciones de los pares de subjuegos (m:' m8. De tal modo, la funcién
JUX) con la particion prefijada de X en X, y X se representa por el K-grafo
G* = (V4, VP, U\, Up), donde V* es el conjunto de subjuegos mfl V5
es el conjunto de subjuegos m#? Uy, Us son las relaciones binarias que deter-
minan los campos unitario y nulo de la funcion.

Examinemos la funcién booleana débilmente definida fiX), X = {xi,
X1, X3, X4 }. La funcion f{X) toma el valor 1 sobre el conjunto de juegos
My = {1010, 0111, 1101, 1100]; toma el valor 0 sobre el conjunto de juegos
My = (0001, 1000, 1011}, Sean X4 = [x1, 2}, X5 = |23, x4). El K-grafo
G* que representa f{X) con la particién dada X aparece reflejado en la
fig. 4.27, a. Las aristas tachadas forman el conjunto Up, las no tachadas,
el conjunto U;.

Definamos la operacién de encelamiento de los vértices en el K-grafo.
Dos vértices de una clase v y ©» pueden encolarse, si no existe el vértice
w de otra clase ligada con un vértice por la arista y con otro, por la arista
tachada. Como resultado del encolamiento los vértices se sustituyen por
uno y sus entornos se agrupan. Por ejemplo, después de encolar los vértices
correspondientes a los juegos X1x> ¥ X1 X3, el K-grafo tiene forma dada en
la fig. 4.27, &. Notemos que el encolamientio de los vértices de una clase
cambia las condiciones del encolamiento de los de otra clase. Encolaremos

i0s vértices del K-grafo hasta que sea posible. El K-grafo resultante esta
representado en la fig. 4.27, c.

Teorema 4.2. Una funcion booleana f(X) = flxi, X2, . . ., Xn) €5 repre-
sentable en forma f(X) = FleX4), . ... ¢o(Xa), E1{Xa), ... E{XB)),
XiNXp = O, X4UXs = X, p< 1 Xa|, s< | Xs| si, y sdio si, existe una
sucesion de operaciones de encolamiento que reduce el K-grafo G* = (V*,
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Fig. 427

V8 Uy, Us), que representa la funcidn, al K-grafo G* = (Wi, V1, U\, US)
gue tiene V{| <2°, | Vf| <2°.

El criterio de calidad de la descomposicién es ¢l minimo del numero
de funciones ; v £ que se alcanza minimizando el nimero de vértices en
las clases del K-grafo después de encolar. El proceso de encolar los vértices
es equivalente a la coloracidn de los grafos de incompatibilidad Ga = (¥4,
U%Yy y Gg = (V®, U?). Los portadores de estos grafos son las clases de
los vértices ¥4 y V&, Dos vértices v y 2 de un grafo de incompatibilidad
son adyacentes, si uno de ellos se une con un vértice de otra clase mediante
una arista y el otro, mediante una arista tachada. Los grafos de incompati-
bilidad para el K-grafo representado en la fig. 4.27, a se ofrecen en la fig.
4.27, d.

Si fijamos el mismo color de dos vértices del grafo de incompatibilidad,
esto es equivalente a encolarlos y por esta razén, en caso general, lleva
a introducir nuevas aristas en otro grafo de incompatibilidad. Si los vértices
v y t» de un grafo G; (i = A, B) pasan a ser de un mismo color, en Gy
(j = A, B, j # i) se introducen las aristas (w;, w2) tales que en la configura-
cién de G4 v Gg los v1 ¥ wi se unen mediante una arista, v» y vy, mediante
una arista tachada. De aqui se deduce gue en caso general la coloracién
de configuraciones de los grafos de incompatibilidad no se determina por
su coloracidon independiente. El proceso de encolamiento es equivalente a
la coloracion conexa de los grafos de incompatibilidad. Como coloracidn
conexa de la configuracion de grafos G4 y Gg se comprende una particién
de los vértices de los grafos en clases (y atribucién de un mismo color a
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b4

g Fig. 4.28

los vértices de cada clase) tal que en cada clase, los vértices no son adyacen-
tes dos a dos y, ademds, en G4, los vértices de cualquier clase no pueden
unirse simultdneamente mediante las aristas y aristas tachadas con los vérti-
ces de una clase Gg. Por lo tanto, la descomposicién de una funcién boole-
ana débilmente definida se reduce a la coloracién conexa de los grafos de
incompatibilidad.

Aungue en caso general la coloracion independiente de cada uno de
los grafos no determina la coloracidén conexa es muy interesante encontrar
las condiciones, en los cuales la coloracién independiente de los grafos de
incompatibilidad da la coloracién conexa, puesto que en este caso el proble-
ma de descomposicidn se simplifica considerablemente.

Teorema 4.3. La coloracidn independiente de los grafos Ga y Gp deter-
mina su coloracidon conexa si, y solo si, la configuracidn de Gs y Gg no
contiene la configuracion de Gap en calidad de subgrafo (fig. 4.28).

CiVecesidad. Sea que la coloracidon conexa de los grafos G4 y Gg se
reduce a su coloracién independiente. Esto significa que la coloracion cone-
xa de cualquier subgrafo de la configuracidn se determina también por la
coloracién independiente de los grafos que la integran. La coloracién cone-
xa de la configuracion de Gas no se determina por la configuracion inde-
pendiente, por eso la configuracién de Ga y Gs no puede contener Gas
en calidad de subgrafo.

Suficiencia. Sea que la coloracidon conexa de los grafos G4, Gg no se
determina por su coloracién independiente. Sea también que fijando los
colores iguales de vértices no adyacentes v, v, del grafo G4 llegamos a
introducir la arista (wy, wy) en el grafo Gp. Esto es posible sélo en el caso
cuando uno de los vértices vy, 11 se une con uno de los vértices wy, Wy
mediante la arista y el otro se vincula con el restante mediante la arista
tachada. Otras aristas entre vy, t2 ¥ wi, wy no pueden existir ya que en
caso contrario serian adyacentes a vy, v; 0 wi, wa. Pero la configuracion
descrita de vy, 2 ¥ wi, wz es la configuracidn de Gais con exactitud de
hasta la redesignacion. Por lo tanto, si Gag no se presenta en la configura-
cion de G4, Gp como un subgrafo generado, la coloracién independiente
de G4 y Gp determina su coloracién conexa. M

Si sabemos la configuracion de Gap, podemos proponer el aparato
constructivo para reducir la coloracion conexa a la independiente. Para ca-
da subgrafo de la configuracion, isomorfo a Gags, con los vértices vi, vz,
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wi, wi introduzcamos los vértices vy, vz, wi, wi. Unamos vy con los vértices
de I'(t); v4, con los de I'(w); wi, con los de I'(wy); w4, con los de I'(w=).
Introduzcamos también las aristas (v{, ¢4} v (w{, w{). La configuracién
obtenida la denominaremos extension y denotaremos Gj3, Gp. Hallemos
la coloracién independiente de G4 v Gp. Ahora realicemos la operacion
de reduccidn: para toda configuracion de Gaa eliminemos los vértices vy,
U2 Y Wy, Wy, Si el vértice v; es del mismo color que v: y wy es del mismo
color que w;. Perg, si por lo menos un par de v, v2 ¥ wi, w2 NO €5 concolore-
ado, eliminemos v{, v4, w{, wi. Resulta la coloracién conexa de la configu-
racion de Ga, Gg. !

Ejemplo 4.4. La extensién de G4, Ga para la configuracién de Gq, Gg dada en la fig,
4.27, @ y la coloracién independiente de Ga, Gs estdn representadas en la fig. 4.29, Como

resultado de la extensién de Gu v Gp obtenemos el encolamiento del K-grafo ofrecido en
la fig. 4.27, ¢.

Codifiguemos Jos vértices de cada clase. La fongitud del codigo de ésta es igual a Jlogas],
donde 5 es ¢l nimero de vértices en la clase. Cada cddigo determina un juego definido sobre
nuevas variables, obtenidas como resultado de la codificacién: ¢y, para una clase ¢, para
otra. De este modo, el K-grafo determina una nueva funcién F, exterior en la descomposicion
{4.13). La descomposicion de la funcién considerada se determina del modo siguiente:

Jix, 22, 2, X5a) = Flgn, x2), e, x2), Exs, X))

La funcién Fles, 2, £) toma el valor unitario sobre el conjunto de juegos M, = | 212k,
w2k, ¢wezt) v el valor nulo sobre el conjunto de juegos Al = @ik, @1g2E]. Con ello,
@12 ¥ £ son las funciones débilmente definidas. Para ellas escribamos los conjuntos de juegos
unitarios y nulos:

M) = [xax], Moler) = [Fxe, ik, aiz);

Mi(g2) = [xai%), Mo(e2) = [Fixa, Bk, xaxal;

M) = {x, B, Mo = (§) = [k, Bl

La signatura de las dlgebras determina leyes de composicion, cuyas pro-
piedades se prefijan por las identidades de las dlgebras. Las leyes de compo-

Fig. 4.29
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sicién permiten determinar €l funcionamiento de un todo dnico por el fun-
cionamiento de sus partes. Durante la sintesis de los sistemas el funciona-
miento de un todo unico estd prefijado y es necesario determinar ¢l fun-
cionamiento de sus partes, o sea, construir una estructura que realiza el
funcionamiento prefijado. En la sintesis no tienen interés las leyes de com-
posicion, sino las de descomposicion.

Examinemos un modelo

V=AM, P, Pi, ..., PP,
donde

1, cuando myx = filrm, mz, ... Mg=1)
Plimy. ma, ..., mg) = . ' A
(rmy, m, » M) {ﬂ en caso contrario.

Anadlogamente al concepto del digebra
A{M Jrh fit o5 a3 .ﬂl}'l
introduzcamos el concepto de la codigebra

K={M x{: X{r-'-l x':"l’}u

donde M es el portador de la codlgebra, wf, xf, ..., xL es su signatura.
El procedimiento de determinar por my un conjunto {my, ma, . . ., Mx-1},
tal que # = filmy, m2, ..., Mg-), se denomina co-operacion al(me),

wf(mg) = (o, ma, ..., Me-1}.

Es obvio que, si el resultado de operaciones f; es estrictamenie univoco,
el de la co-operacién x{ no lo es. El dlgebra determina las leyes de composi-
cidn, la codlgebra, las de descomposicion.

Asi como existen, por ejemplo, las dlgebras de Boole, las de Webb, el
Algebra implicativa, el dlgebra de Zhegalkin es légico, desarrollando la te-
oria de las coalgebras, esperar que aparezca la codlgebra de Boole, la de
Webb, la implicativa, la de Zhegalkin.

En el presente esta elaborada solamente la coalgebra de grafos que es
isomorfa a la codlgebra de Boole, cuyo portador estd prefijado por los
diagramas de Hasse o por los grafos estructurales.

En un grafo estructural, cada vértice estd ponderado por una terma pri-
maria ¥’ v el camino corresponde biunivocamente a un intervalo maxi-
mal (implicante simple) de una funcién booleana f(x, X2, . . ., Xa).

Llimase codigebra de los grafos una coleccion de la forma

K=(M, xV, ™),
donde el portador M es el conjunto de todos los grafos estructurales po-
sibles, la signatura es la co-operacidn de disyuncion xV y la co-operacidn
de negacidn x ~ de los grafos estructurales. A continuacidn, estas dos co-

operaciones se denominardn operacion de descomposicidn x" y operacion
de inversion x~ de los grafos, respectivamente.
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Fig. 4.30 Fig. 4.31

Operacion de descomposicién x ~ de los grafos. Cumpliendo esta ope-
racion se indican las direcciones, en las cuales se transcurre la descomposi-
cién del grafo H. La direccién se prefija mediante los vértices que son los
elementos maximales de los subgrafos del grafo A.

La operacion de descomposicion x ~ (H) del grafo H en direcciones V;
(!=1, ... k) es la formacién respectiva de los subgrafos H; (i = 1, ...
. - »» k) compuestos de todos los vértices {v;/j = 1, .. ., /] y los arcos que
los unen, para los cuales en el grafo A existe un camino que une
ve€lt/ij=1, ..., 11 y eV,

Por ejemplo, el resultado de la operacién de descomposicién del grafo
estructural # en las direcciones [x3]) y (x2, X3] estd efectuado en la fig.
4.30. El signo (') marca las letras repetidas, para que éstas identifiquen
los veértices del grafo.

La operacidn de inversidn de x ~ grafos. El grafo estructural representa-
do en forma de la superposicién de estructuras tipos # v ¢ se denomina
grafo tipo wo.

La operacidn de inversion x ~ (A) de un grafo estructural A es la reduc-
cion del grafo dado a un grafo tipo we utilizando su descomposicién, la
sustitucién de cada subgrafo tipo ¢ por un subgrafo tipo = y de cada subgra-
fo tipo = por un subgrafo tipo o; con ello, cada peso xi" del grafo inicial
se sustituye por el peso x* V™42 on Jos vértices correspondientes del
grafo obtenido.

Para la propiedad de los grafos estructurales de ser grafos tipo e son
prohibidas las figuras Hr (fig. 4.31). Por consiguiente, la desintegracién mi-

16—6577
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nimal de un grafo estructural, cuando éste se reduce al tipo wo-grafos, se
determina por el cubrimiento minimal de una tabla, en la cual los subgratos
Hr son las figuras prohibidas, y sus componentes son los vértices de poten-
cia dos (vértices minimales y maximales de la diagonal), uno de los cuales
se desintegra durante la transformacion. '

En el ejemplo & examinar (véase la fig. 430) la tabla descrita puede representarse €n
forma de la tabla 4.8,

Tabla 4.8
Componentes Hr Hr, Hr., Hr,
& {Ih .i:}.} 1 0 0O 1]
b i 1 0 0 0
g Xz Q 1 1} 1
d {x"!: xl.'} {} I 1] 0
£ X3 0 0 1 0
J X3 0 0 1 1

Tenemos seis cobrimientos de esta tabla:
(avbievdievNiev = acevbecvbefvadfvbdfvafe.

Para ser precisos, escogemos el cubrimientos {5, ¢, f}. Entonces el grafo estructural considera-
do H es representable por la descomposicion de Jos subgrafos =, o !

H = ol=(xs, o(x(xe, Xs), =(%, o(X, Xs))}),
olxa, X1, x§), xlolxi, %), xi, ¥5)).
En este caso, la inversidn del grafo x ~(H) = H (fig. 4.32) es la expresion de la forma
H = n{o(®s =lo(x, %), ola, 7, xsi),
o(¥:, X, Xd), o(x(Zi, x2), X, x4)).

Fig, 4.32
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Al sintetizar los esquemas logicos en una base funcional B, es necesario
determinar resultados de los co-operaciones tipo

e (b;eB), es decir,
W (H) = (Fy, Ha, ... Hel ), (4.14)

donde keqn es el coeficiente de entrada del elemento b.

Se puede obtener el resultado de la co-operacién e empleando res-
pectivamente una serie de co-operaciones tipo x¥ ¥ ¥~ en el orden inverso
del que siguen las operaciones V v ~ en la descomposicidn de la operacidn
foen V y ~. Por ejemplo, determinamos los resultados de la co-operacién
de Sheffer » ' (H) empleando la codlgebra de los grafos del modo siguiente.

Sea necesario hallar el resultado {F, H:] de la co-operacién x (),
es decir,

x'(H) = (Hy, H:). (4.15)

Los grafos Hy v Hz son los resultados de x '(H) si, y sélo, si segiin la
definicion de co-operacién, sus funciones correspondientes fi (M) v f2{H:2)
estan ligadas como

SUH) = fitHh) | f2(H2).

Pero, por otra parte, f{FH) = fi(H)V:(H;). De aqui, segtin la definicién
de la co-operacion y las igualdades

x¥(H) = [H{, Hf], x~ (H{}) = H\, x~ (Hi) = H,
es decir, para la base de Sheffer la igualdad (4.15) puede reducirse al sistema

{ Hy = x7 (H{ex"(H)),
Hy = x~ (Hzex"(H)).

A continuacion el j-ésimo componente del resultado de la co-operacién
J“(H} = (Hy, Fay ..., Hj, ... Hec.] se designard por »’*(H) | #» €5 de-
cit, H; = H) | ;.

En el caso que se examina la ecuacidon (4.15) estd reducida al sistema
de la forma

M
H>

X" {x\'{H} l 1}:
x™ ((H) | 2).

i

Reduciendo el problema de determinar el resultado (FH,y, 3, ...,
Hy.) de la co-operacién »"*(H) al problema de determinar los resultados
de las co-operaciones xV v x~ se reduce, en esencia, la ecuacién estructu-
ral (4.14) resuelta respecto a { i, Hz, . . ., He. .} al sistema compuesto de
ken: ecuaciones estructurales con la particularidad de que cada (j = 1, . . .

16*
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WlH)efHy,Hy ... Hy ) WH)=H a(bVEIV(bVE)d
H

Hy
“ig. 4.33 Fig. 4.34

, Kem) ecuacion estructural del sistema estd resuelta respecto a Hj, es
decir,

[ Hy = x™(e™ . .. (x™=(H)) .
Hz = xn(x%s (x”“{H}) e O

h& ='x“r=(x“f= lix »(H}) i
\ Hio = 5" ... (™)) .

donde x“ve(xY |e, x" )3 i=1, ..., kenty J=1, ..., n; n es el nimero
entero determinado por el elemento basico & para cualquier j.

El sistema (4.16) es k.., ecuaciones estructurales independientes una de
otra. No se puede reducir la solucidn de la ecuacion estructural (4.14} a
la solucidn del sistema de ecuaciones de la forma (4.16) para cada elemenio
basico bieB.

Determinando la forma del elemento bdsico, para el cual la solucién
de (4.14) se reduce a la solucidn de (4.16), partamos todo el conjunto de
las bases funcionales en dos clases: bases conexas e inconexas.

De antemano, a cada elemento bdsico (&€ B) le ponemos en correspon-
dencia el grafo £, construido del modo siguiente. Expresemos la funcidén
booleana f, que se realiza por el elemento & mediante las cépulas V y
~ . Representemos la expresion obtenida, en la que se tienen s6lo las opera-
ciones «disyuncidén V» y «negacién” » en forma del grafo H,, segin la in-
terpretacion geométrica de la operacion /-adica de disyuncién y de la opera-
cidon de negacion (fig. 4.33).

Unabase B = [b/i= 1, ..., n] se denomina inconexa, si ninguno de
los grafos Hp, que corresponden a las funciones fp, realizados por medio
de los elementos de la base, contiene ciclo.

Por ¢jemplo, las bases de Webb, de Sheffer, implicativas y coimplicativas
{se llama operacion de coimplicacidn a la negacidn de la implicacién).

La base B = [b/i= 1, ... n] se denomina conexa, si al menos un

(4.16)
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grafo Hp(i€{l, 2, ..., n)) correspondiente a la funcién fp(i€(1, 2, .. .,
n}), realizada por uno de los elementos de la base, contiene un ciclo.

Por ejemplo, la solucién de la ecuacion x*(H) = |Ha, Hp, He, Ha)
correspondiente a un elemento principal de SUANI (fig. 4.34) se reduce
a la solucidn del sistema de la forma:

(H, = x~ (V0 () | ) | ),
| Hy = xV(x ™ (V™ (Y(H) L] 2] 0,
o= %" (O T ED ) 20 ]
Hi = x~ (0 " (xY(H) | 2D | 2),
;\?r_{x”{-‘f'(x"’{fﬂ L) | 2) = 5~ ((H) | 2D | 1.

Aqui A es el signo de la operacion que se realiza por un elemento principal
de SUANI.

En este caso, cuando se realiza la sintesis en las bases conexas, la deter-
minacidon de los resultados de las co-operaciones se reduce también a la
solucidon de un sistema de ecuaciones estructurales, pero va dependientes
una de otra.

Para sintetizar los esquemas logicos en las bases funcionales cons-
truimos, por la funcién f realizada, un grafo estructural que luego transfor-
mamos en el funcional empleando la codlgebra de los grafos, El grafo fun-
cional obtenido es el esquema légico buscado. Proponemos el siguiente pro-
cedimiento de transformar el grafo estructural en el funcional. Examinemos
el algoritmo dado a continuacién en el ejemplo de la sintesis de un grafo
funcional que realiza una funcién booleana de tres variables del contador
de paridad en la base B = {—, 0}.

El algoritmo comprende los siguientes pasos:

1. B} grafo estructural Hy que realiza la funcién booleana f se pone en
correspondencia a un elemento maximal del grafo H3 correspondiente al
elemento basico beB.

2. Conforme al grafo Hi que determina las propiedades funcionales y
estructurales del elemento bé B se cumplen las operaciones correspondientes
de descomposicién y de inversion sobre el grafo .

3. Como resultado del cumplimiento de las operaciones del punto 2
se determinan los grafos estructurales Hy, correspondientes a los elemen-
tos minimales del grafo Hp.

Sefialemos gue el elemento maximal del grafo H} corresponde a la sali-
da del elemento basico b, y los elementos minimales, a las entradas de
este elemento.

En la fig. 4.35 se ilustra el cumplimiento de los primeros tres pasos
para el ejemplo considerado.

Para cada uno de los grafos hallados Hp, los puntos 1, 2 y 3, se cumplen
hasta obtener grafos estructurales que realizan funciones booleanas admi-
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i
F 7y o
X Ay
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y Xy Ky Xy Fig, 4,35

sibles en las entradas del esquema légico. Por 1o general, tales funciones
son las variables x; o las variables y sus negaciones.

Si en i-ésimo paso de la transformacion de un grafo estructural en un
funcional fueron obtenidos &V grafos que realizan una misma funcion con
exactitud de hasta conjunciones idénticamente iguales a cero, estos grafos
se juntan en [N/kend grupos ([ ] es el signo del nimero entero mds proximo;
k.o es el coeficiente de salida (coeficiente de ramificacién) del elemento
basico). De tal modo, construyendo el grafo funcional se tiene en cuenta
el coeficiente de ramificacidn de K. elementos basicos.

En la fig. 4.36 se muestra el resultado definitivo de la transformacion
del grafo estructural en el funcional en la base {—, 0}.

En las bases de la primera y la tercera clase topoldgica la conversion
H-+8 de un grafo estructural A a un esquema de conmutacién § se realiza
de una manera trivial, sustituyendo los vértices por los elementos conmuta-
dores v los arcos, por los canales de conexién de conductividad unilateral.

En las bases de la segunda clase topolégica durante la transformacion
H— 5 pueden aparecer los caminos excedentes debidos a la conductividad
bilateral de los canales de conexion, si el grafo estructural A contiene el
subgrafo Qg representado en la fig. 4.37, a. Al quitar la orientacién de
los arcos (fig, 4.37, b) los elementos incomparables se hacen comparables
y aparece un camino excedente, 1o que hace el grafo salir de la clase de
los grafos equivalentes en el sentido de la realizacion de la funcion prefija-
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Fig, 4.36

da. Para eliminar los caminos excedentes es necesario orientar la arista
diagonal colocando un diodo de desacoplo en ésta (fig. 4.37, ¢).

El grafo Qg (fig. 4.37, ) es una figura prohibida de la transformacion
H~ 5. Por consiguiente, la minimizacién de los diodos de desacoplo se
reduce al cubrimiento de la tabla seméntica, en la cual las figuras prohibi-
das son los subgrafos Oz vy sus componentes son las aristas diagonales,
donde se colocan los diodos de desacoplo.

RENE

Fig. 4.37
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Fig. 4.38

En las bases de la segunda clase topolégica, la conversion H— S se reali-
za (igual que en las bases de la primera clase), orientando las aristas diago-
nales en las figuras prohibidas Os. En las bases de esta clase, en la transfor-
maciéon H—S, la abstraccién del esquema de conmutacién (fig. 4.38, a)
es un grafo lineal (fig. 4.38, b), cuyos arcos estan ponderados por las termas
primarias o unidades correspondientes a los diodos de desacoplo. El grafo
lineal se obtiene al sustituir los vértices del grafo estructural H por los arcos
con los mismos pesos conservando los caminos de partida.

En las bases de la cuarta clase topolégica, durante la transformacién
H— 8 pueden aparecer los caminos excedentes no solamente en virtud de
la conductividad bilateral de los canales de conexidn, sino como resultado
de la conductividad bilateral de los elementos. En este caso, los caminos
excedentes surgen, si el grafo estructural contiene el subgrafo Qr, homeo-
morfo al subgrafo Os. Por consiguiente, en las bases de-esta clase, la figura
prohibida complementaria de la conversidon -5 es el subgrafo Q. Para
eliminar los caminos excedentes provocadas por la conductividad bilateral
de los propios elementos, uno de éstos que estd en la diagonal de la figura
prohibida, se orienta conectindole en serie el diodo de desacoplo.

En las bases de la clase considerada, la conversiéon H -+ S se realiza (igual
que en las bases de la primera clase) orientando las aristas diagonales en
las figuras prohibidas Qgs, Q.
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En las bases de la cuarta clase topoldgica, en la transformacion H—S§
la abstraccidn de esquemas de conmutacion es un grafo lineal, cuyas aristas
estdn ponderadas por las termas primarias o unidades correspondientes a
los diodos de desacoplo que se obtienen al sustituir los vértices del grafo
estructural A por las aristas con los mismos pesos conservando caminos
de partida.

En las bases de la primera y la tercera clase topoldgica, la complejidad
de los esquemas de conmutacidn es igual a la complejidad del grafo estruc-
tural. En la segunda clase topoldgica se agrega a esta complejidad el nime-
ro de diodos de desacoplo determinado por la distribucion de los subgrafos
Qs. En lacuarta clase, la complejidad de los esquemas es igual a la comple-
jidad del grafo estructural correspondiente mas ¢l namero de diodos de
desacoplo determinado por la distribucién de las figuras Qg y O menos
el nimero de circuitos de longitud 2, con la particularidad de que las aristas
de cada uno estan ponderadas por la misma terma primaria. Cada uno
de estos circuitos se sustituye por un elemento de conmutacion de conducti-
vidad bilateral.,

De este modo, contando solamente los elementos de conmutacion, en
las bases topoldgicas la complejidad de los esquemas 16gicos es igual a
la complejidad del correspondiente grafo estructural . En las bases fun-
cionales, el grafo estructural H(f) que determina la funcion booleana en
realizacidn se transforma en un esquema légico por medio de 1a codlgebra
de los grafos.

Para describir el funcionamiento del dispositivo autématico en tiempo
utilizando funciones booleanas, pongamos gue todas las sefiales que llegan
puedan cambiarse en tiempo solamente de modo discreto. Al elegir interva-
los suficientemente cortos de tiempo consideremos que la sefial cambia so-
lamente en la frontera de los intervalos de tiempo y no cambia dentro del
intervalo,

Escogemos la duracién del intervalo, partiendo de los siguientes razona-
mientos, Desarrollemos una serie booleana en tiempo x(f) en la suma de
patrones de funcion de la forma

x(1) = Voua(r).

Los patrones de funcién mas simples @, @, @, . . . se dan en Ia fig. 4.39
donde Ty es el tiempo del andlisis de funcionamiento del dispositivo auto-
matico; con ello,

T = T2, (4.17)
donde T; es el periodo del patrén de funcidn g. Segin (4.7) la duracion
del intervalo minimal

TE - Tﬂfz-'.‘. l-p
donde v es la profundidad de cuantificacion en tiempo.
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. 277,
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0 i Fig. 4.39

Para cualquier dispositivo automdtico existe el tiempo minimo T
entre dos transiciones adyacentes, Para describir el funcionamiento del dis-
positivo automdtico en tiempo con ¢l grado suficiente de exactitud, es nece-
sario que
To
Tonin

Asi, pues, para la representacidn analitica de las series booleanas en
tiempo con el grado dado de exactitud, es necesario tener la profundidad
de cuantificacién en tiempo = logs (7p/ Tmin)-

Un intervalo temporal minimo T} se denominara cuanto en tiempo. En-
tonces, a cada cuanto le corresponde una constituyente de la unidad de
una funcién booleana temporal ¢(ay, a1, @, ..., @,) cuyas variables son
patrones de funcién ay, @, @, ..., @, Por consiguiente, cualquier serie
booleana en tiempo con el grado dado de exactitud puede representarse
como una funcion booleana de ag, a4, . . ., @, v utilizarse como una funcién
booleana habitual. Por ejemplo, la serie booleana en tiempo x(r) {fig. 4.39)
puede representarse en la forma

x(1) = aola\Vax)Vao(@a:Va,a).

Tinin = T_l,; D T#‘iﬂgz

(4.18)

Cada elemento real que integra el esquema ldgico que se sintetiza posee
una constante de tiempo. Por lo tanto, en los esquemas 16gicos practicos
tienen lugar procesos transitorios que debemos tener en cuenta. Examine-

mos ¢l empleo del concepto de la derivada para investigar los procesos tran-
sitorios en esquemas.

X = xy@x( = 1), (4.19)
K3
at
una sucesidon booleana en tiempo que toma los valores 0, 1 en los momentos
de tiempo 0, 1, 2, . . . Para mds presicién, en (4.19) tomemos el signo « — ».

se llama derivada en tiempo de una variable booleana x(t); x(f) es
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La derivada en tiempo muestra la variacion de la sefial en tiempo. Examina-
remos las series booleanas periddicas.

llustremos el conceplo de la derivada temporal en el sigmente giemplo. Si la vanable
x{fyentiempo ¢ = 0, 1, 2, 3, 4, 5 cambia respectivamente asi: x(¢) = 0, 1,0, 1, 1, 1, ta derivada

a
temporal cambia como &—J: =1, 1, 1L 1,0 0

Consideremos un esquema légico de dos entradas que se conmutan si-
multdneamente. Para mas precision examinaremos la transicion (0, 0)—(1,
1). La condicién de conmutacién simultdnea de los canales de entrada x;
y x> es ideal. En realidad, con la probabilidad casi igual a la unidad, cam-
bia, primero, una entrada y, dentro de un rato otra. En dependencia del
orden de su conmutacion, el camino de (0, 0) a (1, 1) puede pasar a través
de (1, 0) 6 (0, 1). Analicemos dos casos:

1. Las funciones f{0, 0) y f(1, 1) no son iguales. La sefial de salida antes
y después de [a conversidn es diferente. Entonces, en los estados intermedios
puede tener lugar ora el valor «viejo» de la sefial, ora el «nuevow». Si en
el esquema faltan picos, en principio no puede haber ninguna sefial falsa.

2. Las funciones f0, 0) y f(1, 1) son iguales. La seiial de salida antes
y después de la conversion es igual, es decir, en la salida la conversion «no
se sienten. Pero, si en los estados intermedios la sefial de salida se difiere
de f(0, 0) (f(1, 1)), durante la conmutacién puede aparecer una sefal falsa,
la conversion es critica. Este fendmeno se denominard riesgo en el esquema
16gico. El camino, por el cual la sefial pasara del estado (0, 0) al (I, 1),
depende de los pardmetros fisicos de las senales del esquema y de la suerte,
ya que los parametros tienen caracter estadistico,

Siguiendo a Bochmann, pongamos las condiciones necesarias y sufi-
cientes de la conversion critica. Para que la conversion del estado (o), 02)
en el (o1, 92) (o1, 02 = 0, 1) sea critica es necesario y suficiente que

a) floi, a2) = flo, 02);
b) f(@1, o2) # floi, a2) © floy, 02) # flew, 02).

Es facil enunciar estas condiciones empleando las derivadas. En caso de
la conversion critica tenemos:

a) la conmutacién simultdnea de ambas entradas: %‘-?— % = 13
b) el valor de la sefal de salida antes y después de la conversion es
. G ]
lar ——— =0
A A Sty

¢) la conmutacién solamente de una entrada lleva a la conmutacién de

cao.af F e
la salida: 3 Vv e 1.
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Por lo tanto, el error se expresa del modo siguiente:

Ln o (of |, of\_3F
af dar o dx; ¥ dxz J 9(xxy)

donde Af es la funcidn del error.

En la expresion (4.20), la conjuncidon —ag}‘—r a;?
piedades de la seiial, a cnntinuacign la denominaremos miembro de sefal.
La conjuncion i v ﬂf) it determina las propiedades de la fun-

ax, X3 al:.lﬁx;}
cién que se realiza; en adelante la denominaremos miembro funcional de
la férmula que define el error.

Uno de los procedimientos para aumentar el rendimiento del ordenador
es el incremento de la frecuencia de trabajo de los elementos utilizados.
Los elementos electrénicos moleculares modernos tienen frecuencia de tra-
bajo de miles megahertzios. Durante el funcionamiento de los esquemas
légicos, el retardo en el circuito de los elementos se hace comparable con
el periodo de trabajo del esquema, lo que lleva a la necesidad de tomar
en consideracién las sefiales falsas determinadas por la expresién (4.20).

El error no surge, si Af = 0, para lo cual es necesario hacer restricciones
en el miembro de sefial o en el funcional de la férmula.

Examinemos el caso de los esquemas 16gicos, en los cuales tres canales
de entrada se conmutan simultAneamente. Segiin (4.20) el error tiene lugar
cuando se conmutan dos entradas arbitrarias. Por consiguiente, en la con-
mutacion de tres entradas Xa, Xp, Xe la funcion de error contiene los siguien-
tes miembros:

O ox (Bf , of \ 9 .

ar o \ ox dxp ) Hxaxy) °

Ixa Ox. (3f ., Of a*f

A —

ar ot \ Ix e ) Blxar) |
axp Ox (Of , of i
i ar dxXe axe J olxpie)

(4.20)

determina las pro-

La férmula que determina las condiciones en que surgen los errores
al conmutar tres entradas, contiene otro miembro gue tiene en cuenta la
conmutacion simultanea de tres entradas:

xa Oxp OXe o . OF a%f a'f

3  af ot \ Ax.xp) ) B{xpxc) / O(XaXpXe)

Por lo tanto, para la conmutacién de tres entradas la funcién de error tiene
forma:

_0x o (Of , of \_9f
AL i (ﬂx, ¥ &x&)B{an}
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v X x (o , O ) af
ar ot Oxg 8Xe J 9(XaXe)

v O x (of , af\_ &/
ar dr \ dxs dx. J o(xpxc)

v O 3% Ax af a*f . a*f af
ar  dr ot \ 3(xaXs) A XaXe) 0(xpxe) J O XaXpXe)

Designemos el miembro funcional de la funcién de error que integra
0Xa, OXa, 0Xgt

ar  at "t
. Xu:). Entonces (4.21) puede escribirse en la forma

A 285 g, s 2%

.(4.21)

una misma conjuncién con y COMO FXo,y Xony v o

ox, Jx
ot ar

dxy Oxc X, Oxp Ox
T —EE—" HXL, .-rr] V af af af F(itdl xb. If:}'

Flx, x) V

Generalizando la funcidn de error para el caso de conmutacién de n
entradas en el esquema légico, obtenemos

_ CoH
F{Ig” Kagy = = e xﬂn} = ( V ﬂ'{.ﬂ; l.z, . f Eﬂ—l}) *

i dfe e renlas i = Kayy Xags 2 onKirny
iy coopfa—z®ian

Vi (4.22)
a{‘rll" 'x‘.ﬂ';l.'! Lt | 'xﬂﬂ}

y la funcidn de error tiene forma

are VO 2 gy |2 2 B i, b, v
v ﬂ;‘;—.-. ﬂ;:: o aér:f. FlXa,, Xans v v vp Xa)y 1y $23 v oo =
= @1, T2y « « s ns [423}

De la férmula (4.23) se desprende que con el aumento del namero de
canales de entrada que se conmutan aumenta la probabilidad de la conver-
sion critica. A la conmutacion de tres canales en la entrada del esquema,
la probabilidad de riesgo no es menor del 75%. La funcién de error Af
es de cardcter estadistico.

§ 4.8. Simulacién de los sistemas de automatas mediante
las redes de Petri
Debido al empleo cada vez mas amplio de los sistemas de cdlculo paralelos

y distribuidos adquieren especial actualidad las estructuras discretas que
representan los procesos en paralelo. Como aparato para describir los siste-
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mas complejos de los procesos en interaccion se presentan los sistemas for-
males tipo redes de Petri que simulan las propiedades dinamicas de los
sistemas.

El cardcter formal de las redes de Petri tipo comiin se basa en el concep-
to del acopio que es cierta generalizacion del concepto del conjunto. Al
igual que el conjunto, el acopio es un juego de los elementos, pero cualquier
elemento puede incluirse en este acopio mds de una vez. En otras palabras,
la relacion de inclusién que une los elementos y conjuntos se sustituye por
una funcion del nimero de ejemplares del elemento en el acopio que se
denota por medio de # (x, B) (se lee: «el nimero x en el acopio B»). El
conjunto €s un caso particular del acopio.

Muchos conceptos de la teoria de los conjuntos se distribuyen también
en los acopios. Asi, €l acopio vacfo es andlogo al conjunto vacio. La pofen-
cia de un acopio es el numero total de ejemplares de los elementos en el
acopio. El acopio A se incluye en el acopio B (es un subacopio), si para
cualquier x # (x, A)< # (x, B). Empleando la funcién # es facil determi-
nar las operaciones sobre los acopios: para la unidn de los acopios A ¥
B # (x, AUB) = max (# (x, A), # (x. B)); para la interseccidn de los aco-
pios A v B # (x. ANB) = min (i (x, A), # (x, B)); para la suma de los
acopios Ay B ¥ (x, A+ B)= # (x, A) + # (x, B); para la diferencia de
losacopios Ay B # (x, A — B)= # (x, A) — #{x ANB). Si M es un con-
junto, M" es el conjunto de todos los acopios, construidos de los elementos
M, tales que # (x, BY<n, BeM"; M™ es el conjunto de todos los acopios
construidos de los elementos M sin limitar el ndmero de ejemplares del
elemento en el acopio.

La red de Petri es una cuaterna C = (£ T, I, O) donde P es un conjunto
finito de posiciones, T es un conjunto finito de transiciones, I'T— P” es
la funcidn de entrada que aplica las transiciones a los acopios de posiciones;
OT— P~ es la funcién de salida que aplica las transiciones a los acopios
de posiciones. La red de Petri se representa graficamente en forma de un
grafo multiple con los vértices de dos tipos: los circulos corresponden a
las posiciones, las rayas, a las transiciones. Las funciones { y O se represen-
tan por arcos (fig. 4.40).

Las posiciones desde las cuales los arcos llevan a la transicion #; se deno-
minan de entrada para {; de manera andloga, las posiciones a las cuales
llevan los arcos desde la transicion f; se llaman de salida para {;. El conjunto
de las posiciones de entrada se denota mediante /(¢;), de salida, por medio
de O(i). En la red de Petri representada en la fig. 4.40 se tiene /(1) = {p1,
P, vl O = [ ps, pa, pa). Es comodo generalizar las funciones [ y O
sobre la aplicacién de las posiciones en los acopios de transiciones (P—T7),
lo que permite designar los conjuntos de las transiciones de entrada y de
salida de la posicidn p; (que se determinan de modo andlogo a los conjuntos
de las posiciones de entrada v de salida de la transicion) por medio de
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Fig. 4,40

Iy v O(p;), respectivamente. En la red de Petri representada en la fig.
4.40 se tiene f(p3) = [h, 12}, O(pm) = (6, ).

Los conceptos introducidos se refieren a la estructura estatica de la red
de Petri. Las propiedades dindamicas de esta red se determinan utilizando
el concepto de la marcacion. La marcacion p de la red de Petri C = (B
T, I, O) es una funcion que aplica ¢l conjunto de posiciones £ ¢n el conjun-
to de los nimeros enteros no negativos N, La marcacidén se representa
empleando fichas (puntos) que se colocan dentro de las posiciones. Asi,
la marcacion de la red de Peiri dada en la fig. 4.40 se determina como
pp1) = p(p3) = 1, plp) = p(ps) = plps) = 0.

Es comodo representar la marcacion ora como un n-vector g = (i,
#2, - « « ptn) (donde n = | P|), cada elemento del cual y; es u(p;), ora como
un acopio x que comprenda las posiciones de lared pie Py # (o, 1) = p(p:).
La red de Petri C, con la marcacion g determinada en ella, se denomina
red marcada de Petri,

El arranque de iransiciones puede cambiar la marcacién de la red. La
transicion ¢; de una red marcada de Petri C con la marcacidon p se denomina
permitida, si I({;)S p, es decir, en cada posicién de entrada p; hay ndmero
de fichas que no es menor gue el niimero de arcos salientes de esta posicidn
en f;. Se puede hacer arrancar cualquier transicién permitida. Como resul-
tado del grrangue de la transicién #; la marcacién p de la red se sustituye
por una nueva: g’ = u = (&) + O(), es decir, de cualesquiera posicién
de entrada p; de una transicion # se quitan tantas fichas, cuantos arcos
conducen de p; a 4 y en cada posicidn de salida px se colocan tantas fichas,
cuantos arcos conducen de ¢ a pr. La sucesion de arranques de las transi-
ciones se denomina cumplimiento de la red de Petri.

Examinemos el cumplimiento de la red de Petri mostrada en la fig. 4.40. En la marcacidn
inicial s¢ permite solamente la transicién f. Durante su arrangue la ficha se quita de py ¥
luego en cada una de las posiciones p: ¥ py se afiade una ficha mas, es decir, después del
arranque en la marcacién nueva p” aparece también una ficha en p3. Ahora las transiciones
f2, &4 5¢ hacen permitidas. Ya que se puede hacer arrancar cualesquiera transicién permirida
supongamos que tal es la transicién /4. Después de su arrangue las fichas se quitan de las
posiciones pa ¥ ps ¥ en la posicidn ps aparece una ficha. En la marcacidn obtenida ¢ * ninguna
transicion es permitida. Asi se termina el cumplimiento de la red de Petri.
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Analicemos la marcacion u de la red de Petri C = (B T, I, O). La marca-
cién u’ se denomina directamente alcanzable desde p, si existe una transi-
cién 1€ T, permitida en g, tal que después de su arranque se obtiene la
marcacién u’; en este caso el par (g, u") pertenece a la relacidn de alcance
directa determinada sobre P”. La clausura transitiva de esta relacién se
denomina relacion de alcance. Las marcaciones ', tales que (x, u") perte-
necen a la relacidn de alcance v se llaman alcanzables desde p. El conjunto
de marcaciones alcanzables desde x de la red de Petri C se denomina con-
junto de alcance y se denota mediante R(C p).

La interpretacion de las redes de Petri se basa en los conceptos de condi-
cidn y suceso. El estado del sisterna se describe por una coleccién de condi-
ciones. El funcionamiento del sistema consiste en realizar la sucesion de
ciertas actuaciones, es decir, sucesos. Para que surja un suceso, €s necesario
cumplir unas condiciones llamadas precondiciones. El surgimiento del su-
ceso puede infringir Ias precondiciones y cumplir otras llamadas posicondi-
ciones. En la red de Petri las posiciones simulan las condiciones, las transi-
ciones simulan los sucesos. Las precondiciones del suceso se répresentan
por las posiciones de entrada de la correspondiente transicion, las poscon-
diciones, por las posiciones de salida. El surgimiento del suceso se simula
por el arranque de la transicidn. En las correspondientes posiciones, la pre-
sencia de fichas representa el cumplimiento de condiciones, su ausencia,
el no camplimiento.

Por ¢jemplo, analicemos un sistema simple de cdlculo que procesa en
serie 10s trabajos llegados a la cola de entrada. Si el procesor estd libre
y hay trabajo en la cola de entrada, éste se trata por el procesor y después
sale. La red de Petri dada en la fig. 4.41 puede simular este sistema.

Establezcamos que particularidades de los sistemas tienen en cuenta las
redes de Petri. En primer lugar, es la asincronidad. En la red de Petri no
existe el concepto de tiempo. El tiempo de surgimiento de los sucesos no
se indica de ningiin modo. No obstante, la estructura de la red de Petri

&l trabajo se pone
enig colo ae
entroda

Trabaso
2828ranE0

Trabasa en _ Trapajo en
LrOCESOmIE Procesor libre PrOCESAmIEntD
Trabajg esparando >I—_»O_’<
i sevya Lomienzo del Findet
Selide del CUMPLMIEnty el CUMPLIENID a¢
rraboje Lradae tratajo

Fig. 4.41 Fig. 4,42
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Fig. 4.43 : Fig. 4.44 Fig. 4.45

establece el orden parcial de surgimiento de los sucesos. Es mds, puesto
que el surgimiento de los sucesos se representa por el aranque de transi-
ciones, se supone que los sucesos transcurren en un instante. Si el suceso
gue se simula tiene una duracién distinta de cero, por ejemplo, el suceso
«trabajo en procesamiento» (fig. 4.41), v esto es sustancial, lo representa-
mos en forma de dos sucesos instantdaneos de tipo «comienzo del suceso»,
«fin del suceso» y la condicion «suceso transcurriendo» (fig. 4.42). Ade-
mads, se considera que los sucesos transcurren no simultdneamente (los suce-
508 instantaneos no pueden acontecer al mismo tiempao). En efecto, si admi-
timos el surgimiento simultdneo de algunos sucesos 7 y j, a los cuales en
la red de Petri les corresponden las transiciones f; y #;, se puede introducir
una transicién complementaria #; con I(fy;) = I{) + I(1;), O(1y) = O() +
+ O(f;) que se interpreta como el surgimiento simultaneo de los sucesos
i v j. En este caso se puede hacer que las transiciones arranguen en serie.

Otra propiedad importante de las redes de Petri en calidad de instru-
mento de simulacidon es su capacidad de representar el paralelismo vy si-
tuaciones conflictivas. El paralelismo de dos sucesos se representa por dos
transiciones permitidas, cuyos conjuntos de posiciones de entrada no se
intersecan (fig. 4.43), el conflicto se representa por las transiciones con una
posicion comun de entrada (fig. 4.44).

En lo principal, las redes de Petri se utilizan como un aparato formal
en la simulacién de los sistemas de paralelismo inherente. Al examinar ¢l
proceso de proyeccion en total son posibles dos enfoques, distintos en prin-
cipio, del empleo de las redes de Petri. En el primer caso, ¢l sistema se
simula por una red de Petri que se transforma, segin las reglas determina-
das, hasta [legar a un aspecto «6ptimo». La red obtenida de Petri se trans-
forma en un proyecto del sistema, Se supone que es también «optimon,
Aqui las redes de Petri se aplican directamente para proyectar. Empero,
este enfoque tiene las dificultades vinculadas con la multiformidad de la
transformacién inversa, las redes de Petri en el provecto del sistema, lo que
pone en duda la optimicidad del proyecto que se obtiene. En el segundo

i7—6577
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enfoque mds conocido por todos primeramente se crea, empleando los me-
dios habituales, el proyecto del sistema y, segiin éste, se construye un mode-
lo en forma de la red de Petri. Después se investigan las propiedades de
la red obtenida v se hacen deducciones sobre las propiedades y caracteristi-
cas del proyecto. Si no son satisfactorios, los datos obtenidos al investigar
las redes de Petri se utilizan para modificar el proyecto. El proyecto modifi-
cado vuelve a transformarse en la red de Petri y el ciclo se repite. Este proce-
s0 se termina cuando la red de Petri posea las propiedades necesarias,

Examinemos gue propiedades de las redes de Petri en calidad de modelo
del sistema pueden interesar al disefiador. Una de las propiedades mas im-
portantes es a seguridad. La posicidn de la red de Petri se denomina segura,
3i en ésta el numero de fichas nunca supera 1. La red marcada de Petri
es segura, si todas sus posiciones son seguras. Esta propiedad es muy impor-
tante para interpretar las posiciones como condiciones simples: si en la posi-
cibn hay una ficha, la condicién se cumple, si no hay, no se cumple, 5i
la interpretacién de fichas es mas complicada (por ejemplo, el nimero de
fichas indica el nimero de unidades informativas), puede tener interés la
pregunta, si es limitado el nimero de fichas en la posicion dada v, si lo
es, cuales son sus limites. De este modo, llegamos a la propiedad de limita-
cidn. La posicién se denomina k-limifada, si en ésta el mimero de fichas
no supera un X entero para cualguier marcacién alcanzable. Una red marca-
da de Petri se denomina k-limitada, si sus posiciones son k-limitadas. En
la red de Petri dada en la fig. 4.45 las posiciones p; ¥ p2 son seguras, la
posicién ps es 2-imitada v toda la red es 2-limitada.

En el caso de interpretar las fichas como unos recursos, éstas no deben
crearse ni eliminarsc. En otras palabras, en la red debe actuar ia ley de
conservacion. Una red marcada de Petri se denomina estrictamente conser-
vante, si la potencia de marcacién (como de un acopio de posiciones) es
constante. En caso general la ficha puede interpretarse como un nimero
de recursos elementales con la particularidad de que este niimero se varia
de una posicioén a otra. Introduzcamos el concepto de ponderacion de posi-
ciones: un vector W = (wy, wa, . . ., wa), donde w, s ¢l peso de la posicion
Pi. Una red de Petri se denomina conservante respecio al vector de pondera-
cion W, si el producto escalar del vector W v la marcacién (considerada
COMmoO un vector) es constante; una red de Peiri es conservanfe, si es conser-
vante respecto al vector de ponderacién W, todos los elementos del cual
son positivos.

Las propiedades consideradas hasta ahora se refieren tanto a los siste-
mas sucesivos como a los paralelos. Pero pasando de los sistemas en serie
a los paralelos surgen nuevas dificultades en principio: la posibilidad de
Situaciones fope. Llamase fope en una red de Petri un conjunto de transi-
ciones que no son permitidas en una marcacidn alcanzable i y las marca-
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ciones posteriores alcanzables de p’. La posibilidad de que surjan topes
en el sistema se simula por la propiedad de actividad en las redes de Petri.
Una transicion #; se denomina activa, sk no interga ningun tope. La transi-
cion se llama pasiva, si no es permitida en ninguna marcacion alcanzable.
En la investigacion detallada de la actividad de la red de Petri se usa tam-
bién el concepto de niveles de actividad. La transicidn ¢ posee la actividad
del nivel 0, si no puede ser arrancada (es pasiva); del nivel 1, si potencial-
mente puede ser arrancada, o sea, sl existe una marcacién alcanzable, en
la cual la transicidn es permitida; del nivel 2, si para cualquier X entero
existe una sucesién de arrangues de transiciones, en la cual esta transicion
estd presente no menor que k veces; del nivel 3, si existe la sucesién infinita
de arranques, en la cual esta trancision esid presenta con la frecuencia infi-
nita; del nivel 4, si potencialmente puede arrancar de cualesquiera marca-
cion alcanzable (o sea, es activa). En la red de Petri dada en la fig. 4.46,
a la transicidn 13 es activa, las #;, £, i, Is tienen nivel de actividad 3, la
Is e5 pasiva. En la red de Petri representada en la fig. 4.46, b la transicién
14 es pasiva, la &2 posee la actividad del nivel 1, la £, la del nivel 2, la ¢,
la del nivel 3. '

Uno de los problemas mds importantes en el andlisis de las redes de
Petri es el problema de alcance: jes alcanzable la marcacién u’ de la marca-
cién inicial p para la red de Petri dada? La importancia de este problema
se desprende de que la marcacidn sirve de interpretacion del estado del siste-
ma, La solucidén del problema de alcance permite determinar, si es alcan-
zable un estado determinado sea «bueno» o wmalo» para el sistema.

Las propiedades descritas y los problemas correspondientes del analisis
de las redes de Petri son los mds comunes aungue no abarcan todo el con-
junto de cuestiones que pueden surgir al analizar las redes de Petri. Hay
dos procedimientos principales para resolver los problemas del anélisis. El
primero se basa en la construccién del 4drbol de alcance. Lldmase drbol
de alcance un arbol orientado con raiz, a los vértices del cual les correspon-
den las marcaciones posibles y a los arcos, las transiciones. Al vértice radi-
cal le corresponde la marcacion inicial. De cada vértice salen los arcos
correspondientes a las transiciones permitidas. La construccién del arbol

¥ g
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se realiza sucesivamente, partiendo del vértice radical; a cada paso se forma
un nivel siguiente del irbol. Por ejemplo, después de tres pasos el drbol
de alcance para la red de Petri representada en la fig. 4.46, @ tiene forma
dada en la fig. 4.47, a (los vectores representan las marcaciones). Es obvio,
que si construyendo un 4rbol no utilizamos acuerdos determinados, las re-
des activas (hasta limitadas) de Petri tendrdn un arbol infinito de alcance.

Llamaremos de frontera los vértices (y las marcaciones respectivas)
construidos a un paso siguiente del algoritmo. Si ¢n una marcacion de fron-
tera no hay transiciones permitidas, la denominaremos ferminal. Si un vér-
tice de frontera tiene marcacion ya existente en el arbol, la llamaremos
duplicadora, Para los vértices terminales y duplicadores no construiremos
los arcos salientes de ellos. Esto asegura el drbol finito de alcance para
la red limitada de Petri (por ejemplo, fig. 4.46,a y 4.47.4). Para las redes
ilimitadas hace falta designar de cualguier modo el nimero infinito de fi-
chas en la posicion. Sea que « designa este niimero con tal que w + a w,
w—-a=uw 0<w, @«Sw, donde g es un nimero positivo entero arbitrario.
En la construccién del drbol de alcance usaremos la siguiente regla. Sea
que un vértice de frontera g no es terminal, ni duplicador. En la marcacion
# para cada transicidn permitida ¢; construyamos un arco saliente de u y
lo denotemos por la transicidn #;, La marcacién g’ del vértice nuevo se
determina del siguiente modo. Si u(pi} = w, p'{p) = w. 8i, en ¢l camino
del vértice radical a yx, existe un vértice p”, tal que después del arranque
de fa transicién & en u, el nimero de fichas en toda posicién no es menor
que en x” y en la posicién py es estrictamente mayor, entonces p’ () = w.
En caso contrario ' (p;) es el nmimero de fichas en la posicidn p; que se
obtiene después de que § arranque de p (fig. 4.47, b).

Teorema 4.4. El drbol de alcance de cualesquiera red de Petri es finiia.

La demostracién de esta afirmacion se basa en las propiedades « ¥ en
las reglas de introducir este simbolo en la marcacidén de los vértices de
frontera.
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El método de analisis basado en el arbol de alcance permite determinar
las propiedades de seguridad, limitacién, conservacién e investigar las pro-
piedades de actividad v de alcance.

La red de Petri es limitada si, v sdlo si, no hay simbolo « en el drbol
de alcance. Ademads, la posicién del simbolo w indica que posiciones son
ilimitadas. Si el simbolo w estd ausente en el arbol, el niimero de marca-
ciones alcanzables es finito y todas las cuestiones del andlisis pueden resol-
verse mediante el sondeo simple. En particular, para hallar la frontera de
marcacion de la posicion dada p;, hay que encontrar el valor maximo del
i-ésimo componente entre todos los vértices del arbol. Si esta frontera no
supera 1, la posicidn es segura,

Para establecer si la red de Petri es conservante respecto a un vector
de ponderaciéon W = (wi, wa, ..., W,), €8 necesario resolver el siguiente
sistema de ecuaciones lineales con restricctiones:

i
2 Wi wilpi) = s, cuando j = (1, ..., k),
=1 wi=0, cuando i = (1, ..., n),

donde k es el nimero de vértices del drbol de alcance, a los cuales corres-
ponden distintas marcaciones. (Es evidente que si tenemos pip) = w,
w; = 0.)

La posibilidad de resolver los problemas de actividad y de alcance esta
limitada por la existencia del simbolo « que esconde la informacion concre-
ta sobre el miimero de fichas. Por ejemplo, una vez instroducidos dos arcos
(t1, p2), (P2, £2) en la red de Petri representada en la fig. 4.46, &, la red
obtenida de Petri tendrd el mismo arbol de alcance que la inicial. Al mismo
tiempo, en la nueva red de Petri, en la posicién g, puede encontrarse sola-
mente un nimero par de fichas, mientras que en la red inicial puede haber
cualquier nimero de fichas, es decir, los conjuntos de alcance para estas
redes de Petri no coinciden. Se puede aducir distintas redes con diferentes
propiedades de actividad, pero deben tener un mismo arbol de alcance.

No obstante, aunque el drbol de alcance no presta la informacion
completa sobre las propiedades de alcance y de actividad, en algunos casos
permite responder a las preguntas sobre el alcance y la actividad, Por
ejemplo, si tiene un vértice terminal, la red de Petri no es activa. Resolvien-
do el problema de alcance puede ocurrir que la marcacién p’ est presente
en el drbol de alcance (la respuesta positiva) 0 que la marcacion g* no
se cubre por ningln vertice del arbol de alcance, es decir, u"2 ppara todos
los vértices u” (la respuesta negativa).

Otro enfoque del andlisis de las redes de Petri se denomina matricial
y se basa en su representacién matricial. Introduzcamos las matrices D~
y D*, a cyuas columnas les corresponden las posiciones, a las filas, las
transiciones y D~ (), ) = # (o, 1)), D, i) = # (i, O(7)). Sea e(/) un
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vector-fila, cuyos componentes corresponden a las transiciones y todos son
iguales a cero, excepto el j-ésimo que es igual a 1. Entonces la transicién
{; est4 permitida, si u>e(j). D~ (g se examina como un vector) y el resulta-
do del arranque de ¢, desde pes p* = u — e()D ™ + e(NDY =p + e(j) =
X(D*~D")=p + e(j)D, donde D = D* —D"~ es una matriz compue-
sta de cambios.

La marcacién p’ obtenida de u como resultado del arranque de la suce-
sidn ¢ = e ... Lx se determina como

' =p+e(i)D+ elR)D+ ... +e(k)D =
—u+(eG) + ... +eGD = + AOID,

donde f(o) = e(h) + ... + e(jx) es el vector de arranque, cuyo Jj-ésimo
componente es igual al nimero de arranques de & en o.

Si una red marcada de Petri es conservante respecto a un vector de pon-
deracién W(W es vector-columna), se tiene pW = u’W para cualquier
p' = R(C u). Ya que p° = p + flo)D, entonces flo)DW = 0. Puesto que
esto es vdlido para todos los f(o), tenemos DW = 0. Por lo tanto, la red
de Petri es conservante respecto a un vector de ponderacién si, y sélo si,
existe un vector W tal que DW = 0. Esta ecuacién permite hallar el vector
de ponderacién W. '

Si la marcacién u’ es alcanzable de la marcacién inicial x de la red
de Petri debe existir una soluciéon entera no negativa de la ecuacion
' = p + xD, cuya solucion serd x = flo).

Investiguemos ¢l problema de alcance para la red de Petri dada en la fig. 4.46, b con
la marcacion inicial (1, 0, 0, 0} para la marcacién g’ = (0, 2, 1, 2). La ecuacion u” = p + xD
toma la forma

0 1 0 0

) =i @

0,2, 1, 2)=1{1,0,0 0) + x -1 0 1 0
0 0 =¥ U

y tiene sofucién x = (4, 2, 1, 0) que corresponde a la sucesion de arranques de las transiciones
fififififarz sz,

El enfoque matricial del analisis de las redes de Petri, igual que el enfo-
gue basado en el drbol de alcance, en ¢l caso general no permite resolver
el problema de alcance y de actividad. Los problemas del andlisis matricial
consisten en que el vector de arranque obtenido durante la solucién de la
ecuacion 1) no proporciona informacién sobre el orden de arranque de tran-
siciones vy 2) puede corresponder a la sucesién no permitida de arrangues.

En el presente estd demostrado que los problemas de alcance y de activi-
dad son equivalentes pero no se conoce, si son resolubles en general, o
sea, no existe el algoritmo que permite resolver estos problemas ni la de-
mostraciéon de su ausencia,
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Examinemos el uso de los métodos del analisis de las redes de Petri
que simulan los sistemas practicos.

Un sistema paralelo especializado para realizar los procesos iterativos de cileulo compren-
de una coleccion de elementos de procesor (EQ) y de médulos de memaoria (de memoria de
datos (MMD)} y de instrucciones (MMI) unidos ea el anillo (fig. 4.48).El EQ funciona en
dos regimenes. En el primer caso ocupa los des MMD adyacentes usando el izquierdo para
sacar los dados de partida para nueva iteracion y el derecho para elegir los resultados de
la iteracion anterior. Terminada la iteracion, coloca el resuliado en ¢l MMD derecho y libra
los dos MMD. En el otro régimen el EOQO funciona con los datos interiores. Uina instruccidn
leida del MMI indica el régimen. Consideremos dos variantes para reahizar unidades de mando
del EQ. En la primera vartante, al realizar la iteracion, el MMD se ocupa sucesivamente. El
EO puede estar en los siguientes estados: «elaboracidn de los datos interiores» (5)), «ocupado
el MMD izquierdo» (Sz), wocupado el MMD derecho» (8y), «ocupados los dos MM, elabora-
cién de los datos de la iteracidn siguienter (Sa). El MMD puede estar ora libre, ora ocupado.
Consideremos la ocupacion y la liberacidn del MMD como sucesos. Esta variante del fun-
cionamiento se representa mediante la red de Petri, en la cual a cada EQ le corresponden
cuatro posiciones gue realizan las condiciones descritas, y a cada MMD le corresponde una
posicidén (en la cual la ficha significa que el MMD estd libre) (fig. 4.49), Se puede cerciorarse

Fig. 4.49
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que el arbol de alcance de esta red de Petri contiene dos marcaciones terminales: g = 184,
St S v p2 = IS}, 53, 53} que representan las situaciones de ocupar los MMD izquierdo
y derecho por todo EO, respectivamente. Esto significa que la red de Petri no es activa, o
sea, en el sistema, las situaciones tope son posibles.

En otra variante del funcionamiento del sistema del EO se realiza solamente la ocupacién
simultinea de los MMD adyacentes (si es posible). En este caso a todo EO le corresponden
solamente las condiciones S; ¥ S (fig. 4.50). El arbo) de alcance (fig. 4.51) no contiene marca-
ciones terminales, la red de Petri es activa, Ademas, de ta consideracién del 4rbo) de alcance
se desprende obviamente que la red de Petri es segura (las posiciones se interpretan como
las condiciones simples). En ¢) sistema se distribuyen los recursos que no aparecen ni desapare-
cen, es decir, se cumple la ley de conservacion. Determinemos si la red de Petri es conservante,
Para esto resolvamos la ecuacién DW = 0 gue toma Ja forma
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Su resolucidn es W= (1, 1, 1, 1, 3, L, 3, 1, 3). En efecto, las posiciones ps, pr, pe son las
condiciones vinculadas con tres dispositivos, las demds pogiciones son condiciones vinculadas
con un dispositivo. De este modo, la red de Petri posee 1as necesarias propiedades principales,
lo que asegura la capacidad de trabajo de la segunda variante.

Las pruebas de simular sistemas reales condujeron a distintas defini-
ciones mas completas y modificaciones de las redes de Petri. En lo princi-
pal, estas modificaciones estdn ligadas con el cambio de la regla de arran-
que de transiciones.

La potencia de simulacidn de las redes habituales de Petri estd limitada
por la imposibilidad de probar las posiciones para el cero (o sea, de si la
marcacidn de la posicidn es nula). Uno de los procedimientos para superar
esta deficiencia es introducir arcos refenedores. Segin las nuevas reglas de
arranque, la transicion estd permitida, si las fichas estdn presentes en sus
posiciones habituales de entrada (de las cuales salen los arcos habituales)
y ausentes en las posiciones retenedoras de entrada (de las cuales salen los
arcos retenedores). El arco retenedor se refleja como el habitual pero en
su extremo tiene un circulo pequenio en vez de la flecha (esta designacion
ha sido adoptada de la teoria de los esquemas conmutadores donde ¢l circu-
lo significa «no») (fig. 4.52). En las redes habituales de Petri la transicién
arranca segun la ldgica Y, en las redes de Petri con arcos retenedores la
l6gica se extiende incluyendo las negaciones. Ya que se puede representar
el suceso mediante unas transiciones se puede simular un suceso, cuya pre-
condicién se escribe como la unidn de unas conjunciones de condiciones
y las negaciones de condiciones que corresponden a las posiciones de la
red de Petri con arcos retenedores. Por lo tanto, las redes de Petri permiten
simular las precondiciones en forma de la FND, es decir, las condiciones
de la forma mds general.

El problema examinado de organizar el funcionamiento del sistema especializado de cal-
culo puede ser resuelio también por medio de la primera variante, en la ¢ual se permite la
ocupacion sucesiva del MMD (véase la fig. 4.49) pero previniendo situaciones tope. Es obvio,
que son posibles dos situaciones tope descritas mediante las marcaciones con fichas en las
posiciones S5, 8%, §1 y 51, 53, 81 (véasc la fig. 4.49). Para evitar la primera situacidn tope,
en las marcaciones (53, 5%}, 151, 53], |53, 53) es necesario evitar que aparezca ia ficha

Fig. 4.52 " 82
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en las posiciones S3, 53, 51, respectivamente. Por lo tanto, la transicidn ¢; debe tener en calidad
de precondici6n la conjuncién MMD,&S1&(S !&Sf} es decir, hace falta sustituirla por las tran-
siciones #{ y ¢{con precondiciones MMD &S/&S] y MMD;&SE&E‘E (fig. 4.52). Hay que tratar

de modo andlogo las wransiciones f5, fs (véase la fig, 4.49), Semejantes pasos se emprenden
para evitar la segunda situacidn tope.

Otras proposiciones para cambiar Jas reglas de arrangue o bien son
equivalentes a la introduccion de arcos retenedores o bien tienen cardcter
mas particular, Por ejemplo, en las redes de Petri con campos de restriccion
se tienen conjunios de posiciones (llamados campos de restriccién), en las
cuales las fichas no pueden encontrarse simultineamente, Las reglas de
arranque estan modificadas de tal modo que no interrumpan esta condi-
cion. St en la red de Petri dada en la fig. 4.49 incluimos dos campos de
restriccién {S3, 53, S3}) y [S1, 8%, 531, se puede evitar el surgimiento de
las situaciones tope.

§ 4.9. Problemas y ejercicios

4.1. Formar una 1abla funcional de Ja magquina de Turing cuando se suman | y el nldmero
escrito en el sislema ternario.

4.2. En la cinta estd escrito un numero en el sistema de numeracién de la base Q. Formar
las 1ablas funcionales, empleando Jas cuales se puede escribir ¢l nimero; a) que sigue inme-
diatamente al dado; b) que precede inmediatamente al dado.

4.3. En la cinta estad escrito un nimero x en el sistema ternario. Formar la tabla funcional,
empleando la coal en la cinta se escribe 2x 51 v se divide por 3 sin resto vy x — 1 en ¢l caso
contrario.

4.4, Escribir los nimeros 704, 21, <77 en los sistemas de numeracion con las bases 5 = 3,
T, 11. Bl conjunta de cifras es siméirnco.

4.5. Escribir los mimeros 0, 6; —56, | en los sistemas de numeracion con ias bases 5 = 3,
7. El conjunto de cifras es simétrico, el ndmere de ordenes que se toma después de la coma
es igual a tres para los dos sistemas,

4.6. Escribir los nimeros 39, 88 v -101 en los sistemas de numeracidn con las bases

= 4, 8, 12. El conjunio de cifras es asimétrico en la direccidn positiva.

4.7, Escribir los numeros BE, 41 en el sisiema de numeracidn con la base 6 y con las
cifras 1, 0, 1, 2, 3, 4.

4.8. Escribir ¢l numero —0,77 en €] sistema de numeracién con la base 10 y las cifras
=3, 2, -1,0,1, 2, 3, 4, 5, 6. Tomar ¢l nimero de drdenes después de la coma igeal a cuarro.

4.9, En ¢l sistema de numeracion con fa base 5 estd escrito el niimere 22001. Hallar su
equivalenie decimal. ;A qué nimero corresponderd este mismo codigo, si el sistema de nume-
racion es nonario?

4.10, Establecer en qué sistema de numeracidn se realizé la siguiente actuacion
(23 — 5) + {1 — 642) = 42 423. Sc desconocen Jas cifras sustituidas por euiones.

4.11. Escnbir los ndmeros 71, =16 ¥ 203 en el sistema de aumeracidén con la base -2.
LA qué esgual el equivalente decimal del codigo obtenido, si lo consideramos coma la nota-
cidn en ¢! sisterna binario? Ei conjunto de cifras es natural.

4.12. Demostrar el siguienie teorema. en el sistema de numcracién con la base natural,
el conjunto natural de cifras permite codificar univocamente cualquicr eguivalente
cuantitativo,

4.13. Argumentar las reglas de traslacion de mimeros enteros v Traccionarios del sistema
con la base natural R al sistema con la base nalural Q
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4.14. Establecer las reglas de trasladar fos ndmeros del sistema decimal de numeracion
al sistema de numeracion con la base 2 v ¢l conjunto natural de cifras.

4.15. Establecer las reglas de trasladar las denotaciones del sistema de numeracién con
la base =3 v el conjunto natural de cifras al sistema de numeracidn con la base 3 y el mismo
conjunto de cifras.

4.16. Determinar coma cambia la denotacidn del ndmero al pasar del sistemacon § = 3
y el conjunte simétrico de cifras al sistema con § = -3 y el mismo conjunto de cifras.

4.17. Establecer las reglas de trastadar de! sistema de numeracidn con la base 2 y las
cifras Q, 1 al sistema de numeracidn con la base 4 y el conjunto asimétrico de cifras desplazado
a la direccién negativa.

4.18. Escribir el nimero 61 en el sistema de numeracidén con la base 0,25, Establecer
ia relacidn entre la denotacidn de los mimeros en este sistema ¥ en ¢l sisiema cuaternario
con las cifras 0, 1, 2, 3. .

4.19, Para ¢l sistema de numeracién con la base 0,125, hallar e} conjunto de cifras gue
asegura la representacidn univoca de cualquier numero.

4,20, Escribir los niimeros 60, —15, —607 en el cddigo complementario en ¢l sistema de
numeracién con la base 5 v el conjunto natural de cifras.

4.21. Escribir el cero en el codigo complementario en el sistema de numeracion con la
base 6 y e} conjunto natural de cifras.

4.22. Escribir los mimeros 55, =70, 118 en el codigo inverso en ¢l sistema de numeracidn
con la base 7 vy el conjunto natural de cifras.

4.23. Escribir el cero en ¢l codigo inverso en el sistema de numeracion con 5 = 11 ¥ ¢l
comyunta natural de cifras.

4.24. Escribir el nimero —65 en ¢l coddigo complementario en el sistema de numeracion
con § = 4 y las cifras +3, -2, -1, 0.

4.25. Establecer Ja relacién entre los cddigos complementario ¢ inverso de un nimero
x en el sistema con la base natural S y el conjunto natural de cifras.

4.26. Escribir los siguienies niimeros: 75,5, —0,25; 0,125, —1000 en la forma semilogarit-
mica en el sistema binario de numeracidn con las cifras 0, 1. Segln la condicién la mantisa
debe ser normalizada.

4.27. Establecer para que ndmeres x (no se supone que x €5 menor que el uno) el codigo
complementario de estos numeros coincide con la denotacion del propio numero. Resolver
¢l problema andlogo para el cédigo inverso (por supuesto, x<0).

4.28. Trastadar el eddigo complementario 6.1124 en la denotacion habitual. Resolver el
problema andlogo para el cddigo inverso 7,7700435.

4.29, Hallar 1a suma de dos nuomeros 0,1101 y 0,0010 en el sistema binario con las cifras
0, | construyendo de antemano las reglas de adicién en un orden. Los drdenes de los numeros
son iguales.

4.30. Hallar ¢l producto de los nimeros 0,3302 y 0,1102 en el sistema cuaternario con
e} conjunto natural de cifras. Construir con anticipacidn la tabla de muliiplicacidn para este
sistema.

4.31. Hallar la suma y el producto de los nimeras 0,210DD0 y 0,000009 en el sistema
de numeracién con § = 11 v el conjunto natural de cifras: (0, 1, 2, ... 9, ], donde el
equivalente cuantitative de la cifra D es igual a 10, La denotacién convencional de la cifra
con el equivalente coantitative 10 es D. Construir con anticipacidn las tablas de adicidn y
multiplicacién en el sistema undecimal de numeracidn.

4.32. Empieando el cddigo complementario, hallar la suma de los numeros 0,101 y
-0,10000 en el sistema binario con las cifras 0, 1. Trasladar'et resultado de sumacién a la
denotacidn habitual.

4.33. Empleande el codigo inverso, hallar la suma de los ndmeros 0,2210 y 40,1122 en
el sistema ternario con las cifras 0, 1, 2. Trasladar el resultado a la denotacidn habitual.

4.34. Hallar la suma de los mimeros ~0,0011 y 0,1001 en €l cédigo inverso en el sistema
binario de numeracién con las cifras 0. 1.
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4.35, Hallar la suma de los nimeros 0,00065 v —0,01125 en el c¢ddigo complementario
en el sistema sepienario de numeracidn,

4.36. Hallar el producto de los nimeros 30,201 y =3:0,102 en el sistema ternario de
numeracién con las cifras 0, 1, 2. Trasladar el resultado a la denctacién habitual.

4.37. Hallar la suma de los nimeros —7~"' + 011066 ¥y =7" + 0,11055 en el cddigo
complementario en e sistema de numeracién con S = 7 y el conjunto natural de cifras. Nor-
malizar el resultado.

4.38, Hallar la suma de los niimeros binarios —2'-0,1001 y 2%-0,1102 en el cddigo inverso
en el sistema con las cifras 0, 1. Normalizar el resuftado.

4.39. Hallar e) cociente para los ndmeros 0,0111 ¥ 0,1100 Limitindose con cuatro cifras
del cociente. Trasladar el resultado a la denotacién decimal.

4.40. Hallar cuatro cifras del cociente para los niimeros 0,0442 y ~0,4343 en el sistema
de numeracidn con la hasﬁ v el conjunto natural de cifras. Trasiadar el resultado a la denota-
cidn decimal g

4.41. Hallar el cociente de la divisidn de 4-0,1101 por 4*-0,3301, Buscando la mantisa
del cociente, calcular cinco cifras. Trasladar el resuliado a la denotacién binaria con las cifras
o, 1l

4.42. Hallar el cociente de la divisién de 2'-0,1101 por ~2°:0,1001, El resultado de la
division de la mantisas debe contener cinco drdenes y ser normalizado.

4.43. Determinar las reglas de adicidon y muluplicacion para un orden en el sistema terna-
rio con el conjunto simétrico de cifras. Empleando las reglas obtenidas, hallar la suma y
el producto de los ndmeras 0,1T0T y 0,1101. En esta denotacidn 1 corresponde a la cifra -1

4.44. Establecer las reglas de adicién y multiplicacién en el sistema de numeracién con
la base 6 y el conjunio asimétrico de cifras desplazado a la direccidn negativa. Hallar la suma
y el producto de los nimeros =0,3012 v 0,T102. La rava sobre la cifra significa que la iltima
&5 negativa. .

4.45. Determinar Yas reglas de adicidn en ¢! sistema binario de numeracidn con las cifras
—1, 0, 1. Hallar la suma de los nimeras 0,1101T v 0,1TT08.

4.46, ;Con cudntos procedimientos se puede codificar diez cifras decimales mediante las
téradas binarias?

4.47. ;Con cudntos procedimientas se puede realizar la codificacion del problema ante-
rior, si, ademds, exigimos la correspondencia biunivoca entre las cifras y las téiradas?

4.48. Hallar la suma de los numeros 5764 y 2433 en &) cddigo del desplazamiento directo
y en el eddigo por exceso de 3.

4.49, Hallar la suma de los nimeros —79 ¥y =981 en el codigo por exceso de 3, -

4.50. Establecer las reglas de adicidn en el cédigo por exceso de 6. Empledndolas adi-
cionar los mimeros 203 y 479,

4.51, Demostrar Ja afirmacidn: si en la codificacion bidecimal todos los pesos gy son
no negativos, entonces son estrictaments positivos.

4.52. Demostrar gue el Gnico cddigo perfecto es el ¢ddigo con los pesos 2 4 2 1.

4,53, Demostrar la afirmacién; si en el cédigo de valor ponderado existen dos pesos
iguales, su suma no supera 9 (se supone que los pesos son positivos).

4.54, Demostrar la afirmacion: el cddigo de pesos positivos no puede tener peso mayor
fque 8,

4.55. Establecer las reglas de adicidn y multiplicacién para el cddigo por exceso de 5.
Determinar la suma vy el producto de los nomeros 87 v 56.

4.56. Escribir las tablas de cddigos por exceso de 1 a 15, Cerciorarse que solamente los
cédigos por exceso de menor que 7 satisfacen las exigencias de unicidad, paridad y ordenacion
v, ademas, solo €] codigo por exceso de 3 satisface la complementaridad.

4.57, Establecer las reglas de adicidn y multiplicacién para el cédigo de Aiken Emeriax

{¢l cddigo con los pesos 2 4 2 1). Empleando estas reglas, hallar la suma y ¢l producio de
los nimeros —40i v 587.
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d,58. Establecer las replas de adicidén para el cddigo 2521 {es decir, para el cddigo con
los pesos 2 5 2 1). Hallar ta suma de los nameros 90 y 73.

4.59, Determinar las reglas de adicidn para el cddigo 3321 v haltar la suma de los nlimeros
601 y ~670.

4.60. En el sistema de los modulos gy = 2, g2 = 3, g3 = §, cierio nomero tiene codigo
en restos tipo 010, Determinar este numero.

4.61. En el sistema de los modulos ¢y = 7, ¢z = &, se dan los nimeros x e ¥ por medio
de sus codigos en restos 31 y 03, Establecer qué numero es mayor, ¥ 0 }.

4.62. Escribir ¢l algoritmo de traslaciéon de los codigos en restos a la denotacion decimal
del nimero.

4.63. Hallar un procedimiento para determinar el signo del nimero en el cédigo en restos.

4.64. Hallar un procedimiento para comparar los nimeros por el valor en el cédigo en
restos.

4.65. Esiablecer las reglas de division para €l codigo en restos.

4.66. Sintetizar un esquema criotronico que realiza la funcion fix,, xz, x3, x5} | 1 = V{1,
3, 7, B, 9, 10, 12, 15).

4.67. ;Cadmo se tiene en cuenta el coeficiente de ramificacion que se determina por la
capacidad de carga del elemento bdsico dado cuando se utiliza la codlgebra de grafos K7

4.68. Comparar las complejidades de los contadores de pandad de tres variables en las
bases de Webb y de Sheffer

4.60. Comparar la complejidad del contador de paridad de 1res variables en la base de
Sheffer construido segin el método de simulacion de copulas del dlgebra de Boole y sepiin
el método que se basa en la aplicacidn de la codlgebra de los grafos XK.

4.70. Determinar ba derivada temporal de la funcidn booleana x(f) dada en la tabla 4.9,

Tabla 4.9
; 0 | - R 4 5 6
*{1) i ] 0 1 0 1 ]

4.71. Hallar la funcién de error Af en la salida de un semisumador completo, si el primer
sumando x{r), el segundo x:(¢) v el traslado p(¢} del orden anterior se determinan segin
la tabla 4.10.

4.72. Hallar la funcién de error Af a las salidas del descifrador de cuatro salidas, s a
su primera entrada llega la sucesién booleana temporal x(7) prefijada segin la tabla 4.11,
g y a su segunda entrada, la funcidn y(r) prefijada segiin ta tabla 4.11, b

Tabla 4.10
i ] 1 z 3 4 5 6 T
36 0 1 1 1 0 0 | (H
x2(1) | 1 0 1 1 0 0 ]
P 0 0 1 o 1 " 0
Tabla 4.11, a Tabia 4.11 &
f el 12|3|4]|5]16437 I ol 1213 |4]|5]|6]|7

¥ |0V [1]OO)1 )01 »¥i) (YOO 1|1]|Q|O|O
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4.73. Determinar ia funcidon de error a la salida del contador de imparidad gue tiene

tres entradas ¥y, ¥z, X3, 4 las cuales legan las sucesiones booleanas temporales periddicas
prefijadas en la tabla 4.12.

Fabla 4.12
f 1] 1 g 3 4 5 & T
xid0) I I 0 0 i 0 1 0
wair) 0 0 0 0 ] i 0 1
x3lf) i 0 1 0 I 1 0 1
Comentarios

Crear los sisternas de automatizacion de disefo, de produccién automatizada flexible, las redes
locales de cdlculo, los sistemas intelectuales de conocimiento ¥ resolver otros problemas es
imposible sin la formalizacién, cuya base constituye 1a teoria de las gramdticas formales y
de los dispositivos automaticos. En el desarrollo de esta teoria un gran aporfe perfenece a
los cientificos soviéticos V.M. Glushkov, M.A. Gavrilov, V.A. Gorbaiov, AV, Kalidev, V.G. Li-
zarev, P.P. Parydmenko, DA, Pospélov, V,P. Chistov, E.A. Yakubaitis y otros.

Para los conocimientos mas detallados de las gramiticas formales y los dispositivos auto-
mdticos se recomienda la literatura adicional indicada en el apartado de Bibliografia.



De ia percepcién viva al pensamiento abs-
tracto, de éste a fa prdctica: 1al es el camino
dialéctico del conocimiento de la verdad, del
conocimicrile de la realidad objetiva.

V. I Lenin

CAPITULO 5

Teoria aplicada de los algoritmos
Analisis de caracterizacion

§ 5.1. Principios del andlisis de caracterizacion.
Construccion de los algoritmos combinatorios

El rasgo caracteristico de la revolucion cientifico-técnica contemporianeo
es el creciente papel de los cdlculos de caracter combinatorio (de sondeo)
en los problemas aplicados. El problema actual de la matematica discreta
es la construccion de los algoritmos combinatorios, eficaces tanto por la
capacidad de la memoria necesaria como por la accién rdpida.

Se puede partir los problemas aplicados en los del analisis v los de la
sintesis de los sistemas discretos. Por la resolucidon del problema del analisis
se entiende la determinacién del hecho que ¢l modelo ¥, que representa
el sistema discreto posee las propiedades demandadas. Resolviendo el
problema de la sintesis, el modelo ¥; se transforma en el modelo ¥, para
alcanzar el extremo de la funcional prefijada de calidad ¢(¥3). En ambos
casos se puede hablar sobre la equivalentizacién. En los problemas del ana-
lisis, segiin el modelo ¥, se construye su equivalente que revela las propieda-
des del modelo. En los problemas de la sintesis el modelo ¥, se hace equiva-
lente al modelo ¥, que se sintetiza. Tanto el analisis como la sintesis se
realizan empleando algoritmos combinatorios.

La clase primitiva de los algoritmos combinatorios la representan los
FBl-algoritmos (FBI significa Fuerza Brutal e Ignorancia). Estos algorit-
mos no tienen ninguna «destrezan», resuelven los problemas «a ciegas» reali-
zando el sondeo completo de las transformaciones posibles, En esie caso
faltan las premisas tedricas, basdndose en las cuales se podria proponer
un algoritmo «refinado» de soluciéon. En los algoritmos de esta clase se
realiza la equivalentizacién sintdctica.

I.a equivalentizacidn sintactica llamada transformacion equivalente co-
rresponde al nivel de conocimientos para el cual se conoce €l sistema comp-
leto de axiomas y que consiste en la construccion de la siguiente variante
para los problemas del analisis ¥ en la sustitucion del modelo ¥, por ¥
para el problema de la sintesis basdndose en uno u otro axioma o ley
obtenida del sistema de axiomas. El arbol de soluciones para la equivalen-
tizacion sintdctica estd representado en la fig. 5.1, a.

Todo vértice pendiente del arbol corresponde a la resolucion tope. Las
propiedades tipicas de este drbol son:
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&) Fig, 5.1

1) el aumento combinatorio del mimero de vértices pendientes con ¢l
aumento lineal de la dimension del problema;

2) 1a necesidad de «regresar» al (i — 1)-ésimo nivel anterior cuando se
calcula la informacién que corresponde al vértice «vecino» en ¢l i-ésimo
nivel, El corolario de esta propiedad es la necesidad principal de recorrer
todo el arbol buscando la resolucidon minima.

Estas propiedades determinan el fenémeno denominado la «maldicién
de la dimensidn».

Durante la elaboracién del apoyo matemdtico y de programas para los
ordenadores, especialmente trabajando en escala concreta del tiempo,
creando sistemas de automatizacién de proyeccién (el problema de SAPR), -
etc., lo actual es la proyeccién de paquetes de accién rdpida de los pro-
gramas aplicados. Para aumentar la rapidez de accion, se usan heuristicas
en forma de correspondientes funcionales hallados en la base de experien-
cia, analogfas v consideraciones sensatas. Como resultado se obtiene la
clase de algoritmos heuristicos. Los algoritmos de esta clase realizan la
equivalencia heuristica, cuando la rapidez de accién del algoritmo in-
crementa, pero es imposible estimar la calidad de la solucién obtenida; in-
cluso no se puede decir si es de tipo tope, o sea, imposible de ser
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simplificada mas. En la fig. 5.1, b esta representado el arbol de soluciones
cada vértice del cual corresponde al trabajo dado, cada arco, a una variante
del sondeo o a una transformacidn.

Los algoritmos de la tercera clase, que realizan la equivalentizacion
seméAntica, permiten lograr la accion mds rapida de los algoritmos com-
binatorios sin engendrar todas las soluciones equivalentes, © sea,
simplificada mas. En la fig. 5.1, b esta representado el arbol de soluciones,

Durante la equivalentizaciédn semantica es conocido no sdlo el sistema
completo de axiomas, sino también el criterio constructivo que permite;

para el problema de! andlisis comprobar la veracidad del predicado
Pﬂ{‘rn}:

Pol(¥,) = 1, si el modelo ¥, posee la propiedad prefijada,
IR 0 en caso contrario;

para el problema de la sintesis vincular dos abstracciones distintas, los

modelos ¥, v ¥p, €n un sistema dnico empleando el predicado de la in-
tegridad funcional Po(¥., ¥»):

1, si la transformacién ¥,— ¥, existe junto
Po(¥a, ¥p) = a la correspondencia biuvivoca entre los
elementos de los modelos ¥, v ¥,
0 en caso contrario.

Lo comiin que caracteriza los modelos ¥, v ¥, v los diferencia de los
demas es el sentido de la transformaciéon ¥,—¥;,. En otras palabras el sen-
tido de la transformacién V.= ¥y es la propiedad de las expresiones
lingiliisticas, invariante respecto a sus representaciones modelos. La logica
semantica, parte de la metalégica, investiga este sentido. Se comprende co-
mo semantica, por regla general, la semdntica descriptiva que examina la
conexion entre las combinaciones de signos del lenguaje formalizado y sus
interpretaciones en los terminos del sistema de conceptos, cuya formalizaci-
on es el lenguaje dado. Aqui se comprende como semantica el estudio de
la interpretacion de un lenguaje formalizade en las categorias
de otro con tal que los dos lenguajes son formalizacién de un sistema de
conceptos. Llamaremos proyectivo a este tipo de semdntica. En caso par-
ticular, cuando dos lenguajes coinciden y se investiga si se puede cumplir
la propiedad determinada del modelo de estudio, la semantica provectiva
s¢ denominard reflexiva.

La semantica reflexiva permite resolver los problemas del andlisis de
los modelos. La semdntica proyectiva de la transformaciéon ¥,— ¥; permite
calcular el valor extremal de la funcional de calidad ¢(¥;) de la resolucién
v construir el correspondiente modelo Optimo ¥ sin formar todos los
modelos equivalentes [ ¥ ) que disminuye considerablemente la densidad
de trabajo de los algoritmos.

18—6577
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Para determinar la seméntica proyectiva de la transformacion ¥,— ¥,
&5 necesario:

1. Hallar las caracteristicas numéricas [ »;} del modelo ¥, que determi-
nan univocamente el valor ¢(¥s). .

2. Determinar las propiedades S, del modelo ¥, en cuya presencia se
puede calcular (»}.

3. Revelar las propiedades S, del modelo ¥, que determinan
univocamente las propiedades Sp del modelo ¥,.

4. Hallar las caracteristicas numéricas del modelo ¥, que posee las pro-
piedades S, que determinan univocamente o(¥p).

De este modo, la presencia de las propiedades S, permite calcular univo-
camente ¢(¥p) sin construir de hecho ¥,.

Para hallar la semdntica reflexiva del andlisis del modelo ¥, es
necesario:

1. Revelar las propiedades S; del modelo ¥, que determinan univoca-
mente el predicado Po(¥a).

2. Hallar las caracteristicas numéricas del modelo ¥, que determinan
la presencia de las propiedades S.

En ambos casos, lo principal es establecer las propiedades S; del modelo
¥, que determinan la veracidad del predicado Po(¥.) 0 Po(¥a, ¥»). Estas
propiedades del modelo ¥, las buscaremos en forma de propiedades de
ausencia de las figuras prohibidas que forman la base del criterio de cumpli-
miento de las propiedades 5,. Si conocemos las figuras prohibidas, pode-
mos resolver eficazmente los problemas del andlisis y calcular de manera
constructiva la funcional ¢(¥,) sin engendrar todos los modelos equivalen-
tes {¥s,] (véase la fig. 5.1, ¢) durante la solucién de los problemas de la
sintesis. La buisqueda vy el estudio de las semdnticas reflexivas y proyectivas
basadas en figuras prohibidas los referiremos a la metalogica y denominare-
mos semdntica constructiva.

La figura 5.2 ilustra la relacién entre las trrcs semanticas de
transformacion.

¢ N =
Semanticas reflexivas

¥ % T L

i inticas I
Semdntiwcas

molivas !!',_-..-.— -
ke J 4 ﬁe&cnpnm:

Suwiema formalizabie.
el munde exterdor Fig. 5.2
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. : problema se define por la clase de modelos
Ko = (¥4} que se examinan y por la propiedad S, aque se caracteriza y que
determina el predicado Po(¥.) 0 Po(¥e, ¥3). Para resolver el problema de
caracterizacion hay que determinar el conjunto de figuras prohibidas
K, = | ¥}, es decir, de tales modelos ¥;, cuya ausencia en ¢l modelo dado
V.€K, es la condicidon necesaria y suficiente de que ¥, posee la propiedad
Sa con ello ninguno de los modelos ¥,€K, estd presente en otra figura prohi-
bida: un modelo ¥;€K,.

Formalicemos los conceptos de ausencia y de presencia de un modelo
en otro. Sobre el conjunto de modelos K, se puede prefijar una relacién
de ordenacién F;, tal que (¥;, ¥,)€P,, si ¥; estd presente en ¥;, La relacién
Py se denomina relacidn de subordinacion, el modelo ¥; se llama subordina-
do al modelo ¥;. La relacion de subordinacion de modelos es la generaliza-
cion de la conocida relacion de ser submodelo. El modelo ¥; es el submode-
lo ¥, obtenido después de eliminar unos elementos del portador y de la
signatura del modelo ¥;. El problema de caracterizacién con la relacién
dada de subordinacidon P; se hace concreta sobre una clase de modelos,
transforméndose en la tarea de caracterizacién. Puesto gue sobre la clase
de modelos K, pueden darse muchas relaciones de ordenacion, el problema
de caracterizacion puede considerarse como todo un conjunto de tareas
de caracterizacién, cada una de las cuales tiene su propia solucién en forma
de un conjunto de figuras prohibidas.

Resolviendo la tarea de caracterizacidn muchas cosas dependen de la
opcion de la relaciéon de subordinacion: la compacidad del conjunto de
figuras prohibidas y la resolubilidad de esta tarea en general, El hecho de
que el problema de caracterizaciéon es siempre resoluble tiene cardcter de
principio. Hace falta sélo escoger correctamente la relacién de subordina-
cién y obtener, conforme a esto, el planteamiento del problema resoluble
de caracterizacién. Mostremos cusl debe ser la relacién de subordinacién.

Teorema 5.1 (principio de localidad). Para una clase de modelos
K. = [ Y.} con una relacion de subordinacién P; y para una propiedad
Sa, el conjunto de figuras prohibidas Ky, = | ¥,,) existe (la tarea de
caracterizacidn es resoluble) si, y sdlo si, es vdlido gque rodo modelo ¥;
subordinado a un modelo ¥; con la propiedad S: posee también esta
propiedad.

OSupongamos que el conjunto de figuras prohibidas existe. Entonces,
segin la definicién de figura prohibida ningin modelo ¥, que posece la
propiedad S; tiene figuras prohibidas como las subordinadas.

Por otra parte, sea que la relacién de subordinacidn es tal que a los
modelos ¥, con la propiedad S, inherente les estdn subordinadas s6lo los
modelos que también la tienen (fig. 5.3). En este caso, seglin la definicién
de figura prohibida el conjunto de figuras prohibidas K, se forma de los

Ei
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Fig. 5.3

elementos minimales de la relacion de ordenacién Ps sobre el conjunto
K. K., donde K. K, es la subclase de modelos ¥, que poseen la pro-
piedad S;. W

En calidad del ejemplo examinemos el problema de caracterizacion de
los grafos de dos partes. Las tareas de determinar dos partes del grafo y
de transformar un grafo en el de dos partes tienen muchas aplicaciones:
partiendo de la proyeccién de autématas seguros hasta la construccién de
sistemas informativos eficacés con el cese del procesamiento en paralelo,
Por ejemplo, sea que un sistema informativo de biblioteca se realiza en
el ordenador con dos dispositivos de discos (fig. 5.4, a). Para lograr la efica-
cia mdxima de trabajo del sistema informativo de biisqueda es necesario
descomponer la base de datos en dos partes de tal modo gue se obtenga
el tiempo minimo de procesamiento de la demanda debido a la colocacion
simultdnea de las cabezas de lectura e inscripcién en dos dispositivos de
disco. A los ficheros de la base de datos les ponemos en correspondencia
los vértices del grafo. Dos vértices son advacentes si los ficheros correspon-
dientes son necesarios para responder a la demanda de cierto tipo (fig. 5.4,
b). La distribucién éptima de ficheros por los discos se determina por la
particién del conjunto de los vértices del grafo en dos conjuntos, dentro
de los cuales se encuentra el mimero minimo posible de aristas (que corres-
ponde al paralelismo médximo). Esta tarea se reduce a desentrafiar la seman-
tica proyectiva de transformacidn de los grafos en los de dos partes elimi-
nando el nimero minimo de aristas. La semdntica se determina resolviendo
el problema de caracterizacion de los grafos de dos partes (fig. 5.4, ¢).

La clase K, se compone de los modelos, cuya signatura se forma por
una relacion binaria simétrica antirreflexiva. La propiedad S.: ser de dos
partes. Examinemos dos relaciones de subordinacién:Pi, ser grafo parcial
y P}, ser grafo reducible. Lldmase reducible un grafo G, que se obtiene
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de un grafo G después de encolar sucesivamente los vértices no adyacentes
(uniéndolos en un vértice) junto a la unidn correspondiente de sus entornos.
Las dos relaciones satisfacen el principio de localidad. Por lo tanto, en am-
bos casos el problema de caracterizacién es resoluble. En fa fig. 5.5, a v
b se ofrecen los diagramas de las relaciones de subordinacién. En el caso
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de la relacién de subordinacidon Py el conjunto de figuras prohibidas es el
conjunto de los ciclos impares, en el caso de la relacidon de subordinacién
P?, el conjunto de grafos completos del orden mas que dos.

Asi, pues, siempre se puede resolver el problema de caracterizacién v,
por consiguiente, obtener el conjunto de figuras prohibidas que determina
el criterio semantico constructivo para solucionar los problemas del andli-
sis. Es mas, ¢l conocimiento de los conjuntos de figuras prohibidas se utiliza
en el método de la equivalentizacién seméntica en los problemas de sintesis.
El principio fundamental de la equivalentizacion semdntica consiste en co-
nocer los modelos prohibidos concretos que presencian en el modelo ¥,
¥ le molestan poseer la propiedad S;, lo que permite determinar las estruc-
turas locales, cuya transformacidn es necesaria para obtener el modelo ¥,
con la propiedad S; inherente. Al mismo tiempo, se realiza solamente el
sondeo minimo (inevitable) de variantes de transformaciones, es decir, no
se puede mejorar el proceso de cdlculo en el sentido de la densidad de traba-
jo. Durante la equivalentizacién semantica el drbol de soluciones (véase
la fig. 5.1, ¢} comprende dos estrellas. La primera corresponde a la transfor-
macién ¥, ¥, Po(¥,, ¥.) = 1, la segunda, a la ¥,— ¥,. Buscando la solu-
cidn minimal es necesario recorrer todas las ramas de la primera estrella
¥, €n la segunda, es suficiente tomar cualquier rama, yva que todas las ramas
de ésta ultima son equivalentes desde el punto de vista del cardcter minimal
de la solucidn que se determina por el valor o(¥,). _

Analicemos detalladamente el proceso de la equivalentizacion semanti-
ca. En la base de éste estdn los procedimientos de transformar las figuras
prohibidas en las equivalentes permitidas. El sentido de la transformacion
¥.— ¥, determina la equivalencia. Como regla, el procedimiento de trans-
formar una figura prohibida en la permitida es la eliminacion, la introduc-
¢idén o la desintegracion del elemento del portador o de la signatura o bien
el paso a un modelo subordinado,

Durante la equivalentizacién semdntica para transformar un grafo en
el de dos partes son posibles varios procedimientos de transformacidn de
las figuras prohibidas, o sea, ciclos de longitud impar. Empleando la trans-
formacion para encajar el grafo en el hipercubo durante la proyeccién de
autdmatas seguros, la figura prohibida se transforma en la permitida por
medio de introducir un nimero impar de vértices para una arista (estricta-
mente dicho, aqui tenemos el conjunto de transformaciones y no una sola).
Si [a transformacion se emplea para la descomposicién éptima de la base
de datos, el procedimiento de transformacién consiste en eliminar una aris-
ta. Es de principio que el procedimiento de transformacion de la figura
prohibida en la permitida existe siempre cuando la transformacion ¥,— ¥
tiene sentido en general. En efecto, para todo modelo ¥, existe el modelo
equivalente ¥, que posce la propiedad S,. Por tanto, existe la transforma-
cién de ¥, en ¥, y cualquier transformacién del modelo ¥, en el modelo
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que posee la propiedad S, transforma obligatoriamente las figuras prohibi-
das en las permitidas. La localizacién de la transformacién global de ¥,
en ¥, sobre la figura prohibida ¥,C ¥, incluye su transformacién en la
permitida, De este modo, el procedimiento de la transformacion de la figura
prohibida en la permitida existe siempre.

En el caso general es posible el conjunto de transformaciones de la figu-
ra prohibida en la permitida. Sea R, = [#,] un conjunto de procedimien-
tos de transformar las figuras prohibidas ¥;eK, (es decir, para cualquier
J ri(¥;) es figura permitida). Construyamos el conjunto de procedimientos
basicos de transformaciones R’C R;, es decir, un conjunto minimal por la
inclusion {rf} tal que para cualquier r;, existe una sucesion de transforma-
ciones de R! que traspasa ¥, a ry(¥)).

Examinemos los procedimientos de transformar las figuras prohibidas
para transformar el mografo en el lineal lo que e$ importante en los proble-
mas de organizacidén de los datos en los sistemas de busqueda informativa
y en las bases de datos. Las caracteristicas principales del emplazamiento
de los datos en la memoria son la capacidad de memoria que se ocupa
y el tiempo de acceso. Cuando el sistema de bisqueda informativa se prefija
como un mografo la capacidad de memoria se determina por la potencia
del portador, vy el tiempo de acceso se determina por el tiempo de lectura
de las palabras del modelo. Uno de los procedimientos de la organizacidn
éptima de los datos en la memoria es el emplazamiento lineal que supone
una ordenacion lineal (completa) de los objetos de los datos tal que la res-
puesta a cada demanda es una cadena de datos asi ordenados. Pongamos
los elementos del portador en correspondencia a los objetos de datos, las
palabras, en correspondencia a las respuestas a las demandas. Un mografo
se denomina lineal si permite el emplazamiento lineal de los elementos del
portador, en el cual todas las palabras son cadenas. De este modo, para
obtener la organizacién Optima de los datos, es necesario transformar el
mografo en el lineal v, por lo tanto, resolver el problema de caracterizacion
de la linealidad del mografo.

Sin concretizar la forma de figuras prohibidas (lo que examinemos mas
detalladamente a continuacion) seiialemos que son posibles dos procedi-
mientos de transformar las figuras prohibidas en las permitidas:

1) la desintegracidn del elemento x del portador en x y x* con la corres-
pondiente sustitucién de x por x’ en unas palabras que comprendian x;

2) la desintegracién de la palabra M, es decir, su sustituciom por dos
palabras. .

Se puede mostrar que estos procedimientos forman un conjunto basico
de procedimientos de transformar las figuras prohibidas en las permitidas.

Ejemplifiquemos los procedimientos de transformar las figuras prohibidas en las permiti-

das empleando el mografo {fig. 5.6, @) que es un sistema informativo hipotético de biblioteca
que incluye la informacién sobre los siguientes libros:
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V¥ Rehevsié .r"':!i;{ V¥ Rzhevski . .
: ¥ My Y oA
A A Samarski AA Samarskd.,
A ¥ A Y :
G Marchuk ... G Marchick, .
1  I—
I MMaokarow . ..-";5‘{ I M Makaroy.
1 Y
V¥ Rzhousk:
) gl Fig. 5.6

Xt VV.Rzhevski, Procesos de trabajo de la mineria a cielo, M., Nedra, 1978;

x2: ALA.Samarski, Teorfa de los esquemas en diferencias, M., Nadka, 1977;

x3: G.LMarchuk, Métodos de la matemdtica de calculos, M., Nauka, 1977,

xi: Fundamentos de la automatizacion del control de la produccion (Dirigido por
I.M.Makdrov, M., Visshaya shkola, 1983);

e] sistema se destina para las siguientes demandas:

Mj: Libros de los métodos de cdlculo. Respuesta [xz, X33

M;: Libros de automatizacién de los procesos. Respuesta [xy, Xa);

My: Libros de autores (redactores), cuyos apellidos empiezan con A a M. Respuesta [ x;,
Xali

My: Libros de autores (redactares), cuyos apellidos empiezan con N a Z. Respuesta [,
xzl.

El mografo dado no es lineal. Se puede mostrar que 1odo elemento del portador y toda
palabra integran la figura prohibida. La desintegracién del elemento del portador o de la
palabra debe transformar el mografo en el lineal. Por ejemplo, consideremos’la desintegracion
del elemento x;. El mografo transformado es lineal y se representa por la ordenacién lineal
dada en la fig. 5.6, & Desintegrando cualquier palabra, por ejemplo AM;, el mografo se hace
también lineal v se represenia por la ordenacidn lineal dada en la fig. 5.6, ¢. En el primer
caso, aumenta la capacidad de memoria ocapada por los objetos de datos, en el segundo,
¢l promedio del tiempo de respuesia a las demandas.

Cada procedimiento de la transformacion r;, se caracteriza por el valor
¢i,. La funcional de la calidad de transformacién ¢(¥,) se determina por
el valor de las transformaciones de las figuras prohibidas en las permitidas.

Para cumplir la transformacién ¥.— ¥, es inevitable transformar cada
figura prohibida en la permitida. Por eso, para toda figura prohibida
¥, C ¥,, escojamos uno de los procedimientos de su transformacién; su
coleccidon determinaré la transformacién global ¥,— ¥.. En el caso general,
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esta transformacion posiblemente no logra el extremo de la funcional
¢(¥5), incluso si para cualquier ¥, estd elegido el procedimiento de trans-
formacién con el valor minimo, lo que estd condicionado por el posible
procedimiento de transformacion ¥, que, pese a no tener el valor mini-
mo, transforma al mismo tiempo otra figura prohibida ¥,. Ademds, la
relacion entre los procedimientos de transformacién de las figuras prohibi-
das puede resultar muy complicada. Por eso la simple eleccidn de procedi-
mientos de la transformacién, uno por cada ¥,,C ¥,, no asegura el logro
del extremo de la funcional de la calidad «{(¥;).

Esta propuesto el procedimiento de la equivalentizacion semantica ba-
sada en la construccion de la tabla semaéantica. A las columnas de esta tabla
les corresponden figuras prohibidas presentes en el modelo; a las filas, pro-
cedimientos de la transformacion. El elemento (i j) de la tabla es igual
a 1, si la /~ésima transformacion convierte la j-ésima figura prohibida en
la permitida v a 0 en caso contrario. El cubrimiento de las columnas por
las filas de la tabla semédntica determina un conjunto de transformaciones,
minimal por la inclusion. Es necesario cumplirlo para obtener del modelo
¥, el ¥, con la propiedad S,. Tomando en consideracién que todo procedi-
miento de transformacion puede tener valor propio, deducimos que para
llegar al extremo (%) €5 necesario hallar cubrimiento de la tabla semanti-
ca, minimal por su valor. A veces, en esta tabla, a las filas les corresponden
figuras prohibidas, a las columnas, sus transformaciones en las permitidas.
Ya que esto no es de principio, utilizaremos las dos variantes de la construc-
¢ion de la tabla semdntica.

Consideremos el problema de la equivalentizacion semdntica del grafo,
representado en la fig. 5.4, b, en un grafo de dos partes. La funcional de
la calidad es el minimo de aristas eliminadas. Las figuras prohibidas (ciclos
de longitud impar) estan formadas por los siguientes conjuntos de aristas:
¥, = {a b ¢}, ¥p, = la b d e f]. El procedimiento de la transforma-
cion -eliminacion de la arista- tiene el valor 1; el procedimiento concreto
de la transformacidn se designa indicando la arista para eliminar. La tabla
semantica tiene siguiente forma:

Tabla 5.1
¥ ¥

1 1 a

| L b

1 c

' I d
i e
1 f
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El cubrimiento minimal es, por ejemplo, # = {@]. Por consiguiente,
eliminando la arista a obtenemos un grafo de dos partes (fig. 5.4, c); ade-
mas, alcanzamos el minimo {(¥) = 1.

En el caso general, el procedimiento de la transformacién puede vincu-
larse no con los elementos del portador o de la signatura del modelo, sino
con algunos de sus componentes. Por eso, en el caso general, la equivalenti-
zacidn semadntica supone la construccion del sistema jerarquico de las tablas
de una profundidad &, determinada por el nimero de niveles en los procedi-
mientos de transformaciones. El cubrimiento de las columnas por las filas
de la primera tabla indica qué componentes de las figuras prohibidas deben
cambiarse cuando el modelo ¥, se reduce a la forma que se interpreta en
ios términos del modelo ¥,. La determinacién de los componentes que de-
ben ser cambiados para cambiar los componentes hallados al paso anterior
se reduce al cubrimiento de la segunda tabla construida andlogamente, etc.,,
hasta construir la k-ésima tabla, cuyas filas o columnas corresponden a
los elementos del portador o de la signatura que deben ser cambiados sin
falta cuando el modelo ¥, se reduce a la forma interpretada en los términos
del modelo ¥, (fig. 5.7).

Para determinar el nimero minimo de los elementos del portador o de
la signatura que corresponden a los elementos de la k-ésima tabla es necesa-
rio generar todos los conjuntos, cada uno de los cuales comprende las filas
(columnas) que se cubren en la iltima, k-ésima tabla. Esto corresponde
al sondeo de todos los cubrimientos de la (k¢ — 1)-ésima tabla. Para obtener
todos los cubrimientos de la (& — 1)-ésima tabla es necesario generar todos
los cubrimientos de la (k — 2)-ésima tabla, etc. De este modo, para hallar
la solucién minimal, es necesario el sondeo de todas las combinaciones
de los cubrimientos de las primeras (¥ — 1) tablas, Este procedimiento con-
tiene, en principio, el sondeo.

Frguras prohibidas

|

Lomponentes

e

]

Elernentos del portador _
(de La signatura)det modelo Fig. 5.7
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Fig. 5.8

De tal manera, la determinacién de la complejidad de solucién es un
proceso estandar, minimal por su densidad de trabajo. Este proceso requiere
el trabajo en varios 6rdenes menos que el de la generacion efectiva de todas
las estructuras equivalentes durante la bisqueda de la solucidén minimal
por medio de la eguivalentizacion sintdctica.

Los procedimientos de transformar las figuras prohibidas, siendo univo-
cos respecto a ellas, pueden ser en total tanto univocos como no respecto
al modelo. Por ejemplo, para el cardcter de dos partes del grafo, el procedi-
miento de transformar figuras prohibidas, ciclos impares, basado en la eli-
minacion de la arista es también univoco para el modelo en total. Conside-
remos ¢l procedimiento de transformar ciclns impares gue consiste en la
desintegracion de uno de los vértices v v v, cada uno de los cuales es
incidente a una de dos aristas x ¢ y del vértice que se desintegra (fig. 5.8,
a) (designemos el procedimiento de transformacién por vx, y)). Este proce-
dimiento de transformacién se usa en la equivalentizacién semantica cuan-
do se descompone ¢l sistema informativo exigiendo la accién mads rdpida,
es decir, el paralelismo maximo del procesamiento de la informacidn. Esta
exigencia condiciona la colocacién de todas las partes de los datos corres-
pondientes-a los vértices adyacentes en los discos diferentes, es decir, lleva
a duplicar algunas partes. Este procedimiento de transformar figuras prohi-
bidas no es univoco para el modelo en total (para el grafo). Es que durante
la desintegracion del vértice v, incidente a las aristas x e y, la transforma-
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cién de la figura prohibida fija solamente, lo que el nuevo vértice v €s inci-
dente a la arista x v el nuevo vértice v, a la arista y. Para el grafo en
total, eso significa la desintegracion del vértice ven vy v’ con la correspon-
diente particién del entorno I'v cuando x e y se encuentran en distintos
entornos nuevos. Este procedimiento de transformacién no indica la distri-
bucidén de todos los vértices por nuevos entornos. En este procedimiento
de transformacién, la tabla semantica para el grafo (véase la fig. 5.4, b)
tiene siguiente forma:

Tabla 5.2

¥p, ¥p,
i 1 vila, b)
1 vab, )
1 us{a, <)
i b, N
I vile, )
1 tuld, e)
1 vs{a, )

En caso de procedimientos no univocos de transformaciones es necesa-
rio comprobar todos los cubrimientos de la tabla semantica. Consideremos
tres cubrimientos: = = [wi(a, £)], 72 = [talh, ©), talb )}, 71 = {vsla, ),
vs(e, ).

El primer cubrimiento con la potencia minimal da la solucién minimal
(fig. 5.8, ). Empero el segundo cubrimiento con la potencia no minimal
también determina la solucién minimal. Ambas transformaciones que com-
ponen w2 desintegran ty. jCudntos vértices nuevos dan estas desintegra-
ciones juntas? Responden a esta pregunta la construccién y la coloracion
de un grafo especial construido sobre un conjunto de aristas, incidentes
a v (fig. 5.8, ¢). La coloracién del grafo {41, [¢ f] determina el nimero
de vértices después de la desintegracién y la particion del entorno I'tz. La
solucién obtenida es minimal (fig. 5.8, d). La transformacién correspon-
diente a = (fig. 5.8, €) no es minimal.

De este modo, si aplicamos los procedimientos de transformaciones no
univocas para el modelo en total, para todo cubrimiento es necesario cons-
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truir grafos especiales y determinar su coloracion minimal. Por eso son
muy actuales estimaciones del nimero cromatico del grafo (véase el capitu-
lo 3) que permiten separar rdpidamente la mayor parte de cubrimientos
que corresponden a los grafos con gran nimero cromatico. Son también
importantes los métodos «rdpidos» de la coloracidn de los grafos. En tofal,
la equivalentizacién semédntica permite obtener solucion absolutamente 6p-
tima junto al sondeo minimal (inevitable).

Basandose en la equivalentizacién semantica obtenemos la estructura
de dos circuitos del paguete de accién rapida de programas aplicados (fig.
5.9), en el cual, empleando el médulo «cardcter», se realiza la sintonizacion
automatica de la estrategia optima durante la transformacion ¥,—¥,.

Esto atribuye «cardcter intelectual» al paguete de programas aplicados
y permite catalogar estos paquetes en la clase de sistemas del intelecto
artificial.

En los capitulos anteriores fueron considerados los problemas de carac-
terizacion del encaje del grafo en el plano, en el espacio booleano, de carac-
terizacion de la estructura en serie-paralela de los diagramas de Hasse y
de la coloracién de los grafos. Examinemos ahora los problemas de caracte-
rizacion de la ordenacidn parcial del mografo, de proyeccion de esquemas
l6gicos en las bases funcionales inconexas, de proyeccion de esquemnas 16gi-
cos de salidas multiples, de descomposicion de los grafos de transiciones
en el producto cartesiano parcial y, ademds, problemas de caracterizacion
que surgen durante el disefio de emplazamientos optimos de los datos en
los sistemas informativos. La caracterizacién de los modelos permite revelar
causas objetivas que determinan la complejidad de solucion y la densidad
de trabajo de su busqueda.

§ 5.2. Caracterizacion de la ordenacién parcial del mografo

Antes de establecer las causas que llevan a la correspondencia entre una
terma primaria y dos (o més) vértices en un grafo estructural (la desintegra-
cidn de las termas primarias) examinemos la transformacion del mografo
en ¢l grafo estructural prefijando la FND tope de la funcién booleana
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S, X2, 000 Xs) = -E:Eﬂ'{ V xa Voex V
1 2 3
V X1X3Xs V X3XaXs V XaXaXs,
it L j L i
a4 % &

determinada por el modelo ¥, = (M, §5;, 51);

M= {x, X, X2, X3, X3, x4, X4, X5, X5},
SJ- — [let xﬂ-ii lxlr lei'ﬁ
Sy = [fxy, X3, Xs), (X, X3, Xs}, {x3, Xa, xs), (X2, X, Xs5i}.

El mografo G*(¥,) se representa en la fig. 5.10, a.

Examinemos ¢l submografo (G¥)’ (fig. 5.10, ) que da la tercera, la
quinta y la sexta implicante simples. A la tercera implicante x2.x; le ponemos
en correspondencia la cadena v(x:)<v(x3). A la quinta implicante simple
X3Xyxs le ponemos en correspondencia la cadena v(x;) < v(x) < vixs), a la
sexta implicante xzxsxs, la cadena v(x;) < vl(x)<v(xs). Prefijando asi las
relaciones de ordenacion, obtenemos que v(x) < vin) <uv(i), o sea, vi)
es comparable con v(%), v(x:) € v(¥%) que contradice a la prefijacién.

Para responder si tal prefijacion de la relacion < es simplemente infor-
tunada, sin saber la semantica de transformacién, es imprescindible cons-
truir completamente el 4rbol sintdetico de esta transformacion, a cuyos vér-
tices pendientes les corresponden diagramas Hj;; ademads se consideran no
s6lo estas tres implicantes sencillas, sino todo el mografo prefijado GY(¥,).
El nimero de vértices pendientes de este drbol es igual a 2!-2!.31-
-31.31.31 = 5184, Construyendo tal numero de diagramas se puede cer-
ciorarse gue no existe modo de prefijacion de la relacién < en el mografo
considerado G*(¥,), cuando tiene lugar una correspondencia biunivoca
entre los termas primarias x{' y los vértices de diagramas & tal que toda
cadena v(x)<vln)< ... <v(x) corresponde biunivocamente a la impli-
cante sencilla x-2% ... Xx.

Xp(38) X (5)

X5(5,8) X335/

b Fig. 5.10
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iy

Fig. 5.11 A

La densidad de trabajo en la revelacion de tales contradicciones vy, por
lo tanto, en la construccion del esquema absolutamente minimo es conside-
rablemente menor, st s¢ conoce la semantica de transformacion determina-
da por la distribuciéon de las figuras prohibidas.

Teorema 5.2. Figuras prohibidas Qa, Qg de la transformacion de un
mografo GM en el diagrama H son los submografos tipos A y B (fig. 5.11).

El submografo tipo A es un ciclo de longitud impar con la conmutacién
ciclica de los pesos. El submografo tipo B es un tridngulo con vértices pen-
dientes, cada uno de los cuales tiene peso comun con el vértice pendiente
adyacente y todos los vértices del tridngulo tienen peso comiin con tal que
los vértices pendientes pueden coincidir tanto dos a dos como todos juntos
uniendo de modo correspondiente sus identificadores. La presencia de una
de estas figuras en el mografo hace imposible en principio la prefijacién
de la relacion < realizando la transformacién G* — H sin desintegrar ter-
mas primarias en el mografo G, lo que se realiza «a ciegas» sin saber
la semantica de la transformacién G- H. Ademis, excepto la eliminacion
de figuras prohibidas se desintegran los termas primarias en exceso, lo que
disminuye la optimicidad de la solucion obtenida. Como se miuestra a conti-
nuacién, en el grafo estructural H construido segin el mografo G* sin
escoger las figuras prohibidas, se realizan las desintegraciones en exceso.

La seleccidn de las figuras prohibidas de los tipos A v B se reduce a
la tarea de hallar los ciclos impar en el mografo junto a la verificacion
sucesiva de la distribucion de pesos sobre ellos. Escogiendo ciclos de longi-
tud impar en el mografo, los vértices de peso igual no se consideran como
los vértices que pueden corresponder sélo a los vértices pendientes de las
figuras tipo B.

En el ejemplo dado anteriormente, para escoger ciclos de longitud im-
par, es suficiente considerar el subgrafo (G*)” representado en la fig. 5.12,
¢. Examinando este mografo, establecemos que las figuras prohibidas de
tipo A son los siguientes submografos:

Q‘ = [xl(a'l E)l 15{5, 5}! I;{S, 3}]-
Ql et Lxlf_at 6}; .h(ﬁ, 2)1 xl{zl 1}: E-j‘:li 4}+ x3(4- 3)“-
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Fig. 5.12

Qs = [xs(6, 5), x(5, 4), xs(4, 1), xi(l, 2), X2, 6)};

la figura prohibida tipo B es el submografo {[x3, X1, x5}, [x1, xa}, [,
13}: lx.il -u] !'

En adelante, la figura de tipo b se prefijard como un tridngulo corres-
pondiente. En este caso, la cuarta figura prohibida tiene la siguiente forma:
0sD (x4(2, 6), Xs(5, 6), %:(3, 6)}.

La propiedad principal de las figuras prohibidas tipos A y B consiste
en que, al desintegrar cualquier vértice de una figura tipo A v cualquier
vértice del tridngulo de una figura tipo b, estos submografos dejan de ser
figuras prohibidas, De este modo, las desnitegraciones semejantes son pro-
cedimientos para transformar las figuras prohibidas tipos A v B en las per-
mitidas. El procedimiento de la equivalentizacion semdntica del mografo
en ¢l parcialmente ordenado es estdndar. En la tabla semdntica, a las filas
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les corresponden las figuras prohibidas tipo A o B, a las columnas, los
vértices en desintegracién del mografo. La tabla semédntica para el caso a
examinar se ofrece en la tabla 5.3,

Tahila 5.3
&/ xi(l, 2) | 2203, 6) [ xafd, 5) [ xa(d, &) | xx(3, 5) | 22, 6) [ 2505, 6) | ®s(l, 4)
o )] 1 0 0 1 0 1 ()
s i 1 0 1 0 i 0 1
O 1 0 I 0 0 : 1 |
Qs 0 1 0 0 0 [ 1 Q

Para disminuir la densidad de trabajo de la determinacion del cubri-
miento de la tabla semdntica, eliminaremos filas y columnas que se absor-
ben. En este caso, las reglas de absorcién son las siguientes.

La columna o se absorbe por la columna 3, si no existe una tercera
columna ponderada por [a misma letra que la columna o y, también, el
producto vectorial de las columnas « v 8 es igual a «.

La fila o se absorbe por la fila B, si el producto vectorial de estas filas
es igual a la fila 3.

En el caso considerado, la primera v la octava columna se absorben
por la sexta. Borrando las columnas que se absorben, tenemos seis cubri-
mientos de la tabla seméntica: [x(3, 6), %(2, 6)), [x=(3, 6), xs(S5, 6)}],
[.1'1{3, 6)! .1'3(41 5}}! 1-":1-{2'1 6)1' xﬁ{sl ﬁ'}l : Lx:!(3: 4}:- 15{51 'E) ’1 [..1".'3(3, 5):- -‘--4(2!
6)]. Cada uno de estos cubrimientos engendra dos desintegraciones. Por
consiguiente, la potencia de Ia extensién del portador del modelo ¥, es
igual a 2 y la realizacién absolutamente minimal de la FND tope que consi-
deramos contiene 11 llaves L = | M, | + | AM, | = 11,

Para mds precision, consideremos el dltimo cubrimiento y distingamos
la letra x3 en la tercera palabra de la x3 en la quinta afiadiendo la raya
en el indice superior: x4. A continuacién, esta redenominacién se llamara
rayado de la letra en la palabra correspondiente. Analogamente, rayamos
la Ietra x4 en la segunda palabra. Como resultado obtenemos el modelo ¥,:

i’n = {Mﬂ'; Sz, 53}1

Mg = [x1, Xy, X2, X3, X4, X2, x4, Xd, Xa, Xs, Xs},

82 = {{x, X4}, [x2, xi}],

S3 = {(x1, X%, X}, (X%, 2, Xs), (0, X, x5}, {22, X4, X5) )

que es equivalente al inicial y se interpreta en los términos de conjunto
parcialmente ordenado (fig. 5.12, &)

x1eu(xy), Xxaeru(x), xaevin),
E| e H&; }! Xj U{x;}, EB-H v&!}i
19—6577
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X vin), xievix), Levlx),
Xsrp{xs), Xsor p{Xs),
ademas,

XgX3Xs  0(x;) < (X ) < v(Xs),
Xixa=v(x) <v(xd), xaxi=via)<v(xd),
X1x33%s + U(x3) < (X1 ) S v(¥s),
3 s = vls) < w(xs ) < wlxs),
X205+ v() < vlag) < vxs).

Si el cubrimiento de la primera tabla tiene al menos dos letras iguales
en ¢l sentido lexicografico, las palabras donde se realiza su rayado se deter-
minan por la coloracién del grafo G. El grafo G estd construido sobre el
conjunto de palabras que contienen esas letras. Dos vértices suyos son adya-
centes, si la letra debe desintegrarse por estas palabras.

De este modo, el conocimienio de la semantica de la transformacion
GM- H permitié sustituir el sondeo de 5184 diagramas H; practicamente
construidos por el sondeo de seis cubrimientos de la tabla seméntica. En
el caso general, si se conoce la semantica, la densidad de trabajo disminuye
por el nimero combinatorio de veces en comparacion con el nimero de
todas las soluciones equivalentes.

Examinemos los ejemplos que ilustran el teorema 5.2.

Efemplo 5.1. E] mografo G™ = (¥, 53, 53, V = (@ B ¢, d. ¢], 5 = [{a e], |b 4,
L J 1 |

1 3
|d ct)l, 8s = §{la b c}| contiene las figuras prohibidas @y = {b(2, 4), c(4, 3}, d(3, 2)};
b]rn—* h——l

r
Q: = {a{4, 1), b4, 2}, c(4, 3] {fig. 5.13, @)} que engendran la tabla semdntica (tabla 5.4).

Tabla 5.4
Figuras ). 4 bl 4 TE a2, 3
prohibidas #(l. 4 (2. 4 o3, 4 {2 3)
Qy a i ] 1
(8" 1 1 k o

La tabla 5.4 ticne tres cubrimientos: =y = {2, 4)|, =2 = fe(3, 91, 73 = (a(l, 4), d(2,
33}: con su ayuda el mografo de partida puede reducirse a la forma que se interpreta mediante
tres procedimientos (fig. 5.13, &)

Ejemplo 5.2. El mografo GM = (¥, 51, Si),

V=labecd,S=1\ladl, b dl, {q d]}, 5= (la b cl},
L } L i ] 1 |

1 2 ] 4
contiene tres figuras prohibidas de tipo A y una tipo b: ¢, = |a(l, 4}, b(2, 4), d(l. 2)],

@z = {b(2, 4), ¢(3, 4), d(2, 3], O3 = la(l, 4}, c(3, 4), d(l, 3)], Qa = la(l, 4), b(2. 4}, (3,
4)1 que engendran la tabla semdnuica (tabla 5.5).
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b(%,
b)
Fig. 5.13
Tabia 5.5
Flanras 14 b(2.4 (3.4) 40,3 diz d(2,3)
prohibidas it (2.4) e(3, 11,3) i1,2) (2,
ey 1 i 1] 0 1 0
O 0 1 ] 0 0 I
O f 0 | 1 0 0
Ou I l l 0 0 0

La tabla 5.5 tiene scis cubnmientos: xy = |e(l, 4), b(2, 4)], = = la{l, 4), cl(3, 4}],
m= [b{l "1'}. C{:!'n 4:”1 Ta = iﬂ{h 4}r d{zy 3]”| = ib{z‘l 4}1 d{L 3]]; s = lCH. 4]! d{II
2): cada uno de ellos engendra ¢] diagrama de Hasse de complejidad 6. Para ser precisos,
tomemas €l primer cubrimiento, rayemos la letra @ en la primera palabra y la letra b, en
la segunda. Como resultado obtenemos el mografo.

ﬁH = ':.;::‘ S-?r sl}r

V=laa.bhbbd,cdl Si= e, dl b, dl, lc d], $i=1{la b c||

L L | | I} e

] z 3 3

que equivalentiza al inicial y se interpreta en las categorias del conjunto parcialmente ordena-
do (¥ £):

ja’, d] » i@’y < vid), (&', d] «~ v(b’) € wWd),
le, d) = vic) € wid), {a, b, c] + vic) £ via) £ v(b).

Analicemos la estabilidad de figuras prohibidas en dependencia de las
condiciones de frontera, es decir, de las condiciones de interseccion de la
figura prohibida con otra parte del mografo.

19*
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Xl X3
A - ff.’, b )
Xs AL
23(2.3%)
X, X
e (J4)
a)

X,(13.5)

-"'J {E.Jr 4: '-'F)

Fig. 5.14

Condiciones de inestabilidad de una figura prohibida tipo A. La compo-
sicion de una figura de tipo A y una palabra, cuyvos portadores coinciden,
no debe infringir condiciones de la interpretabilidad del mografo en catego-
rias del conjunto parcialmente ordenado.

Examinemos el mografo

GM T {E_SJ-}.- V= Exl.r ;L X2, X3, Xy, X3 i:
'S3 '::ixh X2, *“:‘11': Ele X3, xﬁ]l {‘rh X3, Ij! [xzr X3, xf] ]:
] | L ] ] |

i 2 3 5
gue contiene la figura prohibida tipo A:

Qs = [xa(l, 3) xa(3, 2), xu(2, 1)].

Transformando este mografo en el grafo estructural, es necesario desin-
tegrar una de las letras x;, x3, x4. Para ser precisos, desintegremos xz en
la segunda palabra. Como resultado obtenemos el mografo

GM = (¥, S, V=[x, X3, X2, X3, X4, Xa! Xs),

SJ‘ = I {.T[_., EI! *’:'i]! lxl:- A3, X4 ;1- [xll A3, Iﬁ]! i-rﬂ-! X3, Iﬁi ]‘l
L | i | l |\ J
1 2 3 4

que se interpreta en categorias del conjunto parcialmente ordenado
(fig. 5.14, a).



§ 5.2. Caracterizacidn de la ordenacién del mografo 293

Introduzcamos ¢l concepto del par de vértices exteriormente inestables.
Llamase par de vértices exteriormente inestables respecto a un submografo
(G™)’ de un mografo G™ a un par de vértices v, v ponderados por termas
primarias Xx;, X, velx), v tales que la unidén de vértices advacentes a
ue(x;) conforme a un identificador « y de vértices adyacentes a v (x;) con-
forme a un identificador 8 incluye el portador del submografo (G™)’.

En el ejemplo a examinar se tiene un par de vértices exteriormente
inestables ©(x:), v{x:) respecto al portador de la figura prohibida selec-
cionada Q. El identificador 1 juega el papel de o, 2 6 4, el de 3.

Segun la relacidén de Poretski

Axv Bx = AxV Bxv AB,
al mografo se le puede afadir la palabra 4B sin infringir la equivalencia
de prefijacion por el de la funcién booleana.

En el caso de presencia de un par de vértices exteriormente inestables
en el mografo, la palabra 4B tiene la forma

(e ™ x)U(E ™~ x).

En este caso es X x3xs puesto que el mografo es un reticulo distributivo.

La palabra afiadida {x;, x3, x4} despierta la inestabilidad de la figura
prohibida [xi(1, 3), x3 = (2, 3), x(l, 2)}|. Como resultado el mografo

GIHI ={h 83), V= i‘t!i -;31 X2, X3, X4, Iﬁ],

= {{x1, X2, Xa}, [X2, X3, Xa ], {0, X3, x5}, (X2, x3, X}, [x1, X3, 24}
| ] 1| I B ] 1 ] 1 |
1 2 3 4 5

es interpretable en categorias del conjunto parcialmente ordenado (fig.
5.14,b).

Anadiendo palabras en el caso de un par de vértices exteriormente
inestables respecto a la figura prohibida debe considerarse también la afia-
didura de conexiones que pueden conducir a que aparezcan las figuras
prohibidas complementarias. En el mografo, las conexiones (aristas) se afia-
den, si la palabra que se afiade incluye estrictamente al portador de la figura
prohibida.

Condiciones de inestabilidad de la figura prohibida tipo B. 1. Una figu-
ra prohibida tipo B es inestable si, ponderando el vértice pendiente, el iden-
tificador de la palabra, conforme a la cual este vértice es adyacenie ai vérti-
ce del tridngulo de la figura, pondera otro mds vértice del tridngulo.

Examinemos el mografo

GM_ { Sz 33}.1 V= EII'I ;:ﬁ:- Xz, X3, X4, xﬂil

= [(x1, X}, {x, 2)), &= ((x, X3, X5}, (% %3, xs]),
1 2 3 4

que satisface esta condicién. No contiene figuras prohibidas: la co-
rrespondencia biunivoca entre los terms primarios (letras) del mografo y
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los vértices del grafo estructural, con la cual cada palabra corresponde
biunivocamente al camino tiene la forma siguiente:

(X1, Xs} < vix)) < ”[}ﬁ]: (X3, xa} = v(xa) < v(x),

[x1, X3, X5] < via) < vixs) € vix),

[x2, X3, x5] = vlx2) < vixs) < vixa).

2. Una figura prohibida tipo b es inestable, si la condicion 1 se cumple
para dos vértices pendientes, pero es estable si esta condicion se cumple
para los tres vértices.

Analicemos el mografo

Gg.fz{l}j SJ}J V = {'ﬂr -bl L dr E!f}I

33= liaJ C, dll‘ [ﬂi E;.‘! EI}! 1b’ ":J f]! {all bj cl]l
] F o1 i | | 1 ]
g

{a.bedef] cf,5)

‘ed) b4 d¢1d)
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que contiene una figura prohibida inenstable de tipo A
Qs = {a(l, 2), 52, 3), c(l, 3})

y una figura prohibida estable tipo B, cuya base es el triangulo con los
vértices a, b, ¢, y los vértices pendientes d, e, f. Esta figura sera inestable
si se afiade una de las palabras {b, ¢ f)], {c d fl, la d e}.

El caso particular de la ordenacion parcial del mografo es la orientacién
transitiva del grafo. Aqui el mografo se considera sin simulacién, o sea,
las palabras del modelo obtenido son los subgrafos maximamente comple-
tos del grafo, sobre el cual se realiza la orientacidn transitiva.

Para este caso tenemos tres figuras prohibidas. Dos primeras figuras
son tipo Qs y Qf consideradas sin simulacidn, la tercera es el grafo G¥
sin simulacion, el que es la composicién de una figura prohibida inestable
tipo A y una estable tipo B.

Examinemas la aplicacidén del tearema 5.2 durante la orientacién transitiva de grafos
en ¢l ejemplo de un representante de una de tas familias transiivamente no orientadas de
grafos: un grafo que hace completo un ciclo de longitud mis que cinco. Consideremios un

. ciclo de longitud igual a seis. Lo hace completo el grafo G dada en la fig. 5.15, a

Aplicando e] algoritmo de formacidn de subgrafos completos al grafo considerado (fig.
5.15, b), obtenemos el conjunto de subgrafos completos ({5 4, /1, (a ¢ e}, la, d], {b
e), [¢ f1] que forma la signatura del mografo (fig. 5.15, ¢k

G"= {P: S.h SJ;L V= iﬂl bl G 'dr E,.f],

S3=(1b 4 F), la o el}, S2= [{a d1, |b €], la f1).
| L ¥ 'tl - i‘I g ]

| I—
i i 3 4 5

El mografo G™ = (V. $3, $:) contiene dos figuras prohibidas estables de iipo b
Qg = b d Sl (b el lad], (cfl) Q= |lace}l (adllcfl b e)]. Desin-
tegrando uno de los vértices del tridngulo de caﬁa figura prohibida, obtenemos el grafo transi-
tivamente orientado. Son posibles nueve procedimientos de la desintegracidén. En cada uno
de ellos hay que desintegrar dos vértices ya que estos tridngulos no se intersecan. Para ser
precisos, escogemos los vértices ¢y f (fig. 5.15, ). Como resultado obtenemos el grafo transiti-
vamente orientado (fig. 5.15, e) que se transforma en el grafo estructural (fig. 5.15, /) después
de eliminar arcos de cierre transitivo.

§ 5.3. Caracterizacién de la conexion de salida
de los circuitos l6gicos. Minimizacién estructural

El disefio de los circuitos l6gicos de salidas muiltiples en las bases topoldgi-
cas no se distingue del disefio de los circuitos de una salida, si se puede
leer la informacion de elementos que no son minimales ni maximales v,
ademads, se pone una sola restriccion: no desintegrar los elementos del grafo,
ponderados por las letras de salida f;. Como regla, disefiando los circuitos
de salidas miiltiples en las bases funcionales el sistema realizado de fun-
ciones booleanas se reduce a una funcién o bien se buscan las intersecciones
de dominios unitarios de funciones booleanas v se sintetizan los circuitos
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por las funciones booleanas que describen estas intersecciones. El circuito
final es una composicién de los circuitos que realizan el comportamiento
de las funciones booleanas dadas en las intersecciones de las zonas de traba-
Jo ¥ los circuitos-montaje, cuyas salidas coinciden con los canales de salida
del circuito buscado. Si los dominios unitarios no se intersectan, en el
empleo de los métodos conocidos tiene lugar la realizacidn inconexa del
sistema de funciones booleanas. Precisamente este caso se encuentra con
frecuencia en la prictica. En el enfoque propuesto para el disefio de los
circuitos ldgicos tenemos realizacion conexa del sistema de funciones boole-
anas. Examinemos el siguiente ejemplo. Sea dado un sistema de funciones
booleanas de tipo

fl = xlxgxgx.;l le1xzx3x4l; .fZ = Ix!&x}xﬁ-l lelxlxlxﬁl-
L

1 z 3 4

Transformemos el mografo GY({£;]) que prefija este sistema (fig. 5.16, a)
en un grafo estructural H({[f)) de tal modo que los elementos maximales
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Fig. 5.16
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sean ponderados por las letras que identifican los canales de salida y ningu-
no de los vértices que no son elementos maximales sea ponderado por la
letra de salida f;. EI grafo estructural estd representado en la fig. 5.16(58).
Con ayuda de la coalgebra de grafos lo transformemos en el circuito légico
{fig. 5.16, c¢). Coloremos los vértices del mografo y del grafo estructural
que determinan el circuito légico de salidas multiples con dos colores: los
vértices ponderados por las letras de entrada x;, x; sean blancos, los ponde-
rados por las letras de salida f; sean negros (en las figuras el rayado corres-
ponde al color negro).

Al transformar el mografo GM({f;]), que prefija el sistema de las fun-
ciones booleanas, en el grafo estructural H({fi}), sobre este dltimo se pone
la siguiente restriccion: los elementos maximales del grafo estructural y sélo
ellos, deben ser ponderados por las letras de salida /i~ que no se desintegran
con eso.

Representemos un sistema de funciones booleanas f{x) = {fi| en forma
del modelo

‘Fd' = (Mﬂ‘ ;’: Slp Szi o wy SFI'}'[

donde My, = [my, Ma, . .., Mins Must, « - M), SICMLi=1,2 ...
. ., 1, p es predicado monddico que parte M, en dos subconjuntos:

_ (0 sobre los elementos my, cuando i= 1, 2, ..., n,
~ 1 sobre los elementos m;, cuando j= (n + 1), ..., (7 + k).

El grafo estructural H(F(x)) puede representarse en forma del modelo
?b — {Mb. E, l?)

donde
i 1, si de pi{m;) = p(m;) se deduce m; = mj,
0 en caso contrario.

Investigar la transformacién del modelo ¥, en el ¥, v la construccion
del grafo estructural de salidas muiitiples deben considerarse modelos con
las siguientes restricciones

1) si en el modelo ¥, existen dos palabras u., y pg tales que u, C pg,
estas palabras se sustituyen por una palabra u.;

2) si la palabra tiene por lo menos dos letras iguales m, v mp(mt, = n13),
una de ellas sustituye la otra;

3) si en el modelo ¥, existen al menos dos palabras u. y ps tales que

Po = CFl-y, g = Ciltly,
donde p{m,) = p(rm) = 1, o se compone de letras my, p(m;) = 0, una de
estas palabras sustituye la otra.

Obviamente, para que sea posible ordenar parcialmente las letras del
modelo ¥,, es imprescindible que el mografo G* no contenga figuras
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Fig. 5.17

prohibidas (4, Qg (véase la fig. 5.11). En este caso es posible la ordenacién
parcial de las letras de los modelos Qa, Qs sin tener en cuenta el predicado
q en el modelo ¥,.

Hallemos las figuras prohibidas en el mografo GMF(x)) que caracteri-
zan la fijacién de los elementos maximales (minimales) en el grafo estructu-
ral correspondiente AH(F(x) durante la transformacién G F(x)) —
= H(F(X)). Para ser mas precisos, fijemos los elementos maximales que
corresponden a los canales de salida del circuito légico en proyeccidn.

El siguiente teorema establece la condicién de ordenacién parcial de
[as letras de un modelo ¥,, en la cual se toman en consideracién los elemen-
tos maximales dados.

Teorema 5.3, Enire las letras de un modelo

Wo=(Mz, B Si; 82, - . Su)s

cuyo mografo G™ no contiene los mografos Qq, y Oy existe la relacidn de
ordenacidén parcial si, y sélo si, el mografo GM no contiene los subgrafos
modelos Qg (fig. 5.17).

En lo principal, la complejidad de los circuitos I-:ﬁglms se determina
por la complejidad del grafo estructural correspondiente . Por consiguien-
te, la minimizacion estructural de una funcién booleana f se determina por
la distribucién de figuras prohibidas Qa y Qi en el mografo GM()), la mi-
nimizacién estructural de un sistema de funciones booleanas [f;], por la
distribucién de figuras prohibidas Qa, Qg, Qs en el mografo G”{[ i,
De este modo, al circuito 1dgico minimal le corresponderdn aquellas FND
de funciones booleanas, en las cuales es necesario realizar el nimero mini-
mal de desintegraciones de las termas primarias para que el mografo forma-
do sea interpretable en categorias de grafos estructurales,

Analicemos la minimizacién estructural exacta de la funcién booleana
J que se reduce al cubrimiento de la tabla semantica de profundidad igual
a dos (fig. 5.18) y, si es imprescindible, a la coloracién de los grafos que
corresponden a los cubrimientos de la segunda tabla.
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Intervalos de la reqidn

ae funcionam ente Termas orumarias
".*-__A-.-F'-._"‘i f_ﬁ_"
"1
Intervalas LL - Frguras
mraimales = argkn b dos

Fig. 5.18

La primera tabla se forma basindose en el cubrimiento de la tabla de
distinciones para las funciones booleanas prdcticas. El cubrimiento de la
primera tabla genera una FND tope, a la cual corresponde el mografo G*.
Su transformacion en el parcialmente ordenado, es decir, interpretable por
el grafo estructural M, se cumple con ayuda del cubrimiento de la segunda
tabla. Consideremos un ejemplo.

Ejemplo 5.3. Determinemos la complejidad del grafo (diagrama) estructural absoluta-
mente minimal que realiza la funcién booleana fix,, xz, X3, %) =v(0, 1, 2, 4, 9, 11, 13)
y es igual a cero sobre los oiros juegos.

Formemas intervalos maximales v construyamos la tabla de Quine para funcidn conside-
rada (tabla 3.6).

Tabla 3.6
Punios unilarios
Mameros Intervalos
de [ilas maximales
0000 | DOD) Do10 | QIDD 1001 1011 1M
1 Q00— " v
2 0o0—0 v v
3 0—00 ' - W
4 ~=[}J1 v — v
5 10— v W
6 1—01 W —_ N~

En la tabla de Quine, el signo subrayado corresponde a un intervalo maximal obligatorio.
{Un intervalo maximal es obligatorio si existe un punto unitario perteneciente a este, y solo
a este, intervalo). En conjunto de intervalos maximales obligatorios forma et ndcleo del
cubrimiento, :

Hallamos tas FND tope de la funciéon dada cubriendo las columnas de la tabla de Quine
por las filas de la tabla. Tenemos dos cubrimientos: las primera, segunda, tercera, quinia y
sexta filas y las segunda, tercera, cuarta, quinta y sexta filas. A estos dos cubrimientos les
corresponden FNDT de la funcidn f de tipo

fr{xh- Xis X1 .td.]' =lxl}mllelilx‘jv
1 a

V XpXids VX Xexy V X X2 X
L] 5 L 1 1 [

i 4 »

SE0a, X X3, X)) = XXV XXX V Xk V X V .
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%/235)

Fig. 5.19

A la FNDT le corresponde el mografo representado en la fig. 5.19, a. En este grafo se
tienen ciclos de longitud impar con la permutacién clclica de pesos de la forma siguiente:

Oas = [x2(4, 5), xa(5, 3), x(3, 41:

Quz = [xlly 2), (2, 5), (5, DI:

Qs = fxll, 2), x2(2, 5), x(5, D}

A la primera FNDT le corresponde la tabla semdntica {(tabla 5.7).

Tabla 5.7.

Qi a2 | 24, 5 | 225 | BOLH | BO.S | w34 | a2
o 0 I 0 1 0 | Q

O 1 0 1 0 1 0 0

O 0 0 | 0 I i 1

Uno de los cubrimientos minimales es « = [x:2(4, 5), x2(2, 5}}. Puesto que las transforma-
ciones que lo integran desintegran las letras iguales en el sentido lexicografico, construimos
el grafo sobre las palabras (2, 4, 5] (fig. 5.19, #). Coloramos este grafo con dos colores:
12, 4} y |5}.

_ Por lo tanto, estd lograda Ja desintegracién minimal de letras. Después de rayar la letra
X: en la quinta palabra obtenemos FND interpretable en categorfas del diagrama de Hasse
de la complejidad 7 (fig. 5.19, c)

ffl:.xh Xz X3y Xa, _x-'l-r} o x]-;:!-xi v I’l;ixl ' -xl.;'i;i- V.:ﬁm VI|I€E}..
Al examinar de manera andloga los demds cubrimientos y la distribucién de figuras prohi-

bidas en el mografo de la segunda FND tope obtenemos que la FND a ordenar hallada es

absolutamente minimal. Por lo tanto, la complejidad del diagrama que realiza esta funcidn
es también igual a 7 (fig. 5.19, d).
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Citemos la solucién exacta del problema de la minimizacién estructural
del sistema de funciones booleanas basada en el uso de figuras prohibidas
cuando el mografo se transforma en el diagrama con los elementos
maximales fijados. Consiste en €] cumplimiento de las siguientes etapas:

1. Empleando uno de los métodos conocidos se forma el conjunto de
implicantes simples de salidas muiltiples (ISSM) (intervalos maximales de
salidas multiples).

2. Se construye la tabla implicante de Quine, en la cual a toda fila le
corresponden la ISSM, a la columna, las constituyentes de la unidad (o
de la implicante) de funciones booleanas de partida fi{(X) € F(X). Ademas,
la constituyente de la unidad (la implicante) entre en la tabla tantas veces,
cuantas funciones tomen el valor unidad sobre ella.

3. Se hallan los cubrimientos de las columnas por las filas de la tabla
implicante, De este modo se separan las FNDT de sistemas de funciones
booleanas.

4, Para toda FNDT del sistema de funciones booleanas, a la cual co-
rresponde el modelo ¥,, se construye una FND reticular (FNDR) del siste-
ma de funciones booleanas de la complejidad minimal, es decir, se realiza
[a transformacion ¥, = ¥y,

5. De todas las FNDR del sistema de funciones booleanas se escoge
la FNDR de complejidad minimal. Luego se construye el grafo estructural
H de salidas miiltiples.

Para eliminar todas las figuras prohibidas construyamos la tabla semdn-
tica R, a cada fila de la cual corresponde biunivocamente una letra (entre
paréntesis se indican los identificadores de dos palabras que contienen esta
letra durante la transformacion de la figura prohibida), a cada columna
le corresponde la figura prohibida Qa, @, QCk;

1, si la letra correspondiente a la i-ésima fila integra
Iy = la j-ésima figura;
0 en caso contrario.

A las filas les corresponden las letras del modelo m; € M,, para las cuales
p(m;) = 0. Entonces, el cubrimiento de las columnas por las filas en [a
matriz R corresponde al conjunto de letras que deben desintegrarse, si se
realiza la transformacién ¥, — ¥s.

Ilustremos ¢l método exacto de la minimizacién de sistemas de fun-
ciones booleanas teniendo en cuenta sus propiedades tedricas vy
estructurales.

Ejemplo 5.4. Sea prefijado el sistema de las funciones booleanas FLX) = [AH(X), filX,
S(X), fi{ X)) que depende de cinco variables (tabla 5.8). Formemos todas las [SSM, después
construvamos la tabla de Quine vy como resultado obtenemos dos FNDT del sistema dado:

FilX) = xaxdi Vaxfa v aaxsfa v xuxafe V xxafs V xaxfi,
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Tabia 5.8

=
&
=
&
®
oy
'.-;‘
-

Je

_—em Q0= OO0 D D e e O e D e e D e

L T — I — o T e B B B T B T B — T il = = M B = B =
el B - B IR = = = R R o e T

Examinemos la primera FNDT representdndola en forma del modelo ¥):

Mﬂ e lx'li_Eh iy ;i'h K, Ky, X, Jlrlr drlidﬁ!:ﬁh
plxi) = plxs) = plxz) = pla) = pln) = pla) = plxs) = 0,
PUA) = plfa) = p(h) = plfa) = 1.

Las palabras del modelo ¥; corresponden a las conjunciones de la funcidn Fi{X). Cons-
truyamos el grafo modelo GY (fig. 5.20, @). Enumeremos las figuras prohibidas que sc

comprenden en GM:
COas = [asil, 4), xfl, 3), (3, 4];
Caz = [x3(2, 4), xa{4. T), x2(2, )
Qus 2 1xsl, 4), xll, I} Oes O (x3(1, 4), (3, Hi;
Qes 2 [x5(2, 4), x3(3, 4)); Oue D fxs(l, 4), xs(d, T)i:
7 D 1xs(2, 4), nld, T Oes D (xs(2, 4), x(2, 5)1:
Ces D [xs(2, 4), x2(2, T Qeso O fxall, 3), x3(3, 4)):
Qe D fall, 3), (3, N): Ceir 2 1x2(2, 1), w3, )
ez 2 (2202, T), x3(4, T,

Los cubrimientos de la tabla semdniica (1abla 5.9) son los conjuntos de palabras: {1,
2. 3. E]. {I' 2.. 31 -5: 6!1 []' -21 I"’ -s’ ﬁil ill 2‘! 4! 51 sll isl 4! EJ TI E]I I.II 'q:l 5I 6' ?! ﬂ]'
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Ksl12,4)

Fig. 5.20

Para las letras iguales en el sentido lexicografico construyamos grafos sobre los conjuntos

de palabras que contienen esas letras, Su coloracién determina la extension necesaria {(AM,)
del portador M, en cada caso concreto.

Tabila 5.9
Figuras prohibidas
Leiras

1 2 3 4 5 6 7 L} 9 1 11 12 13
xs(l, 4) 1 0 1 | 0 1 0 0 0 0 0 ] 0
xi(2, 4) (4] i 0 0 1 0 1 i I 1] (1] 0 1]
xil, 3) 1 0 1 0 Q Q i 0 o i 1 0 |
x3(3, 4) i 0 0 1 1 0 0 0 O 1 0 0 0
xa(l, T 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 | 0
a4, T 0 i 0 0 ] [ 1 0 0 ] 1 (] I
x:(2, 3) 0 0 0 ] 0 0 0 I ¢ 0 (H o 1]
(2, 7) 0 1 0 0 0 0 i} #] 1 0 0 1 1

La potencia de la exiensién del portador |AM.| para cada uno de los cubrimienios €s
respectivamente igual a 3, 3, 3, 3, 3, 4. Por consiguiente, la compléjidad minimal L del grafo
estructural H es igual a 14 (fig. 520, &): L = |M,| + |AM.| = 14. Consideremos ¢l modelo
¥ gue corresponde a la segunda FNDT

Hﬂ = [.I[,. ;1: X3, ;‘.h Xy, e, Xs, .rlp- .fz-. j:h ﬁ]:

plxy) = plx) = plxz) = plx) = p(xs) = pla) = pxs) = 0;

plhi) = plf) = p(f3) = plfa) = L

El mografo G™ (fig. 5.21, @) que define este modelo contiene figuras prohibidas de la
siguiente forma:

COar = [xs(1, 4), xa(l, 3), x:(3, 4)];

QBE =2 ixsu- 4}:- Ilﬂ» 3)‘- QE! - [-’fs{l- 4}! 3'3.(3.. 4}1;
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.l':{rf;-?."”

Fig. 5.21

QE"‘ : I'."!{z'l 4]: xj{SI 4]Il‘ QE’ :‘ {-r.‘{ta 4}- x]{d'. 1}3‘];
Qer 2 |xl(l, 3), 203, 7)), Qre D |:as(2, 8), x(2, 5}};
Cubriende Ia labla semdntica {tabla 5.10) obtenemos que |a extension minimal del porta-

dor |AM| es igual a dos. La misma engendra el grafo estructural minimat (fig. 5.21, &) que
define el sistema dado de las funciones booleanas F(X).

Tabla 510
Figuras prohibidas
[Letras

1 2 3 4 5 ] 7. g o
xs(l, 4) | 1 1 0 1 4] O D 0
xs{2, 4) 0 0 ] 1 0 1 0 0 |
afl, 3) 1 1 0 1] 0 1] 1 i (1]
xi(3, 4) 1 0 1 l )] { 1 0 0
xi(3, 7 0 a 0 0" 0 ] 0 1 0
x4, 7) 0 0 4] 0 1 1 0 0 0
xa(2, 5) 0 0 0 0 0 0 0 0 1

Examinemos [as funcionales de optimacién para truncar variantes cons-
truidas teniendo en cuenta la estructura de figuras prohibidas. Investi-
guemos mas detalladamente el proceso de reduccién del mografo arbitrario
a la forma ordenable.

El nimero de marcas de cada vertice ¢ del mografo es igual a la frecuen-
cia propia de la letra correspondiente del modelo y el niimero de marcas
comunes para un par de vértices v; ¥ v; (de la arista (i, J)) es igual al valor
de la frecuencia mutua de letras correspondientes. Por lo tanto, la arista
(4 j) del mografo puede catacterizarse por tres colores: fi, fj v fij, donde
fi es la frecuencia propia de la letra i f; es la frecuencia propia de la letra
J» Jiy es la frecuencia mutua de las letras / y j (F = ).
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Observando el proceso de formacion de las figuras prohibidas Qa, O,
O notamos que cuanto mayor sea la suma f; + f; de las frecuencias propias
de las letras { y j para la frecuencia mutua dada f; o cuanto menor sea
la frecuencia mutua fi; de las letras i y j para la suma dada de sus propias
frecuencias, tanto mayor sera la probabilidad de que los submodelos tipos
O, O, Or contengan las letras i y /.

Caractericemos cada arista (i j) de un mografo ¥(f) por el valor de
la derivada de modelo calculada sobre el par correspondiente de letras:

¥ Gy = Ji—2f+ 1

as Sy -

Entonces cuanto mayor sea el valor de la derivada, tanto mayor serd el
grado de participacion desigual de las letras en las palabras, cuanto
mayor es la heterogeneidad del mografo, tanto mayor sera la probabilidad
de formacién de submodelos tipo (Qa, Qg, Qr en este modelo, tanto mas
complicado (en el sentido del nimero de elementos) serd el grafo sintetiza-
do correspondiente a este modelo. Por eso estimemos el intervalo maximal
I de la funcion f, al cual corresponde el subgrafo completo, por el valor
medio p([) de la dennvada calculada para cada arista de este subgrafo, es

decir, por la expresion
r—=1i

p{ﬂ'-—- E Z f_‘zfi.."}“fi‘ (5.[}

=1 J=r+1

donde r es el rango de la implicante simple 7 (es igual al nimero de termas
primarias que forman la implicante). Por tanto, la estimacion (5.1) permite
sintetizar las FND optimas de la funcién booleana teniendo en cuenta sus
propiedades tedricas y estructurales.

Empleando la funcional de optimacion representada en forma de la esti-
macion (5.1), pongamos el algoritmo aproximado de la minimizacion
estructural de la funcion booleana.

1. Prefijamos la FND dada de la funcién f en forma de la matriz de
incidencia Q.

2. Formamos las implicantes simples de la funcién f y las inscribimos
en la lista I

3. Construimos el nicleo de la funcidén f. Si es vacio, pasamos al p.
6, en caso contrario, borramos elementos del micleo de la lista [ y pasamos
al punto 4.

4. En la matriz Q, los intervalos unitarios de la funcién f, gue se cubren
por las implicantes simples borradas de la lista I, los sustituimaos por estas
mismas implicantes.

5. Si cualquier fila de la matriz Q es implicante simple, pasamos al p.
8, en caso contrario, al punto 6.

20—6577
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6. Segﬁn la matriz Q construimos la matriz de frecuencia de relaciones
F=0"x0Q

7. Conforme a (5.1) estimamos toda implicante simple de la lista /. Esco-
gemos la implicante simple de la estimacién minimal, la borramos de la
lista f y pasamos al p. 4.

8. La matriz Q obtenida de la funcién booleana minimizada, teniendo
en cuenta sus propiedades tedricas y estructurales.

Ejemplo 5.5. Tomando en consideracion las propiedades tedricas v estructurales, minimi-
zamos la funcion booleana f{x, x2, X3, )y = v (2, 3. 4, 5, 8, 9, 11, 12, t4, 15) sobre los
alros juegos cs igual a cero,

I. La matriz Q tiene forma

XL X2

Xy X2 X X a5
|| ¢t 0 ) 1 0 0 1 2 "
¢ 1L 0 1 1 0 1 0 3
e 10 0 10 1 4
0O 1 1 0 0 1 1 0 5
@=}1 0 06 1 0 1 0 1 8
1 ¢ ¢ F 0 1 1 0 9
I 0 0 t 1 0 1 o 1
1 0 1 0 0 1 0 1 12
1 ¢ F 0 1 0 0 1 14
1 ¢ 1 0 1 o 1 0 15

2. La lista / de wmplicantes simples de la funcién booleana es la siguiente:
001 —100—11—20

010 ——011 1 =11

— 100 10—=1 111 =

3. La funcién J tiene un nicleo compuesio de las implicantes simpies obligatorias
010—,001--y100— Después de borrar los elementos del niicleo, la lista { toma la forma

— 100 11 =40
—01] 1—11
10—1 1 11—

4. Como resultado de la sustitucién correspondiente de las filas, la matriz O tiene siguien-
te forma

%

X x5 X Xy Xy My Ky
"n 1 0 1 1 0 0 ol 001 —
0 L 1 o 0 1 O of 010—
Q'=|l¢s 0 0 1 0 1 0 0O 100 —:
I 0 0 1 + 0 1 o0 it
f 0 1 0 0 1 0 1 12
t1T 0 1 0 1 0 0 1 14
I 0 1 0 1 0 1 o0 15

5. Las filas de la matriz Q°, de la cuarta a la sépuima, ne correspanden a las implicantes
simples, por eso pasamos al punto 6. )

6. La matriz de frecuencia de la relacion F' (F' = (@) x ©Q') correspondiente a la
matriz Q' es tal:
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X Xp X 2 Xy Xy Xa X
5 0 3 2 3 2 2 201 x
0 2 1 1 1 1 0 o] =
31 4 0 2 2 1 2§ x
FFail2z 1 0 3 2 1 1 0f x.
3 1 2 2 4 0 2 Il x
2 1 2 1 0 3 0 1| x
" 2 01 1 2 0 2 Of m
2.6 2 DX 1L 0 20 xu

7. Estimamos cada implicante simple de la lista obtenida en el punto 3. En virtud de
(5.1} tenemos

M= 1000) = plrinx) = 12 5 3

=21+ 2

4+ ) = 0,91;
2

p(— 01 1)=0%8, p1 0 — 1) = 198; p(l - 1 1) = 0,58;

plll — 0) =058 p(l 1 1 —) =067

Escogemos la implicante simple 1| 1| — 0 y pasamos al punio 4.

4, En la martriz Q', las constituyentes de |la unidad de la funcién f, que se cubren por

la implicanie | | — 0, Jas sustituimos por esta misma implicante. Como resultado obtenemos
la matriz

1 (4-11+3 42242
+ -+

Xy El Xr Xz Xy XM oxa X

g9 1 ¢ 1 1 9 0 0O 001 —

0 1. 1 O 0 1 O O 010 —
O = i 0 o0 1 O 1 0 0O 100 —.

!y o 1t 0 O O o | 11 —490

1 0 0 1 1 0 1 0 11

1 0 1 0 1 0 1 O 15

5. La matriz @ comprende las constituyentes de la unidad de la funcidn gue *no son
implicantes simples. Pasamos al punto 6.
6. La matriz de frecuencia de la relacién F" correspondiente a Q% tiene forma

X ;&.T}EJIA..E‘

E| Az
4 0 22 2 1 21| x
¢ 2 11 1 1 0Ol x
21 30 1t 1 11 x
2 1 03 2 1 1 0 x
Frellz 4 12 30 2 0] x:
1 1 11 0 2 0O x
2 0 11 2 0 20| =
1 0 10 0 © 0 11 X

7. Segun la férmula (5.1) estimamos las implicantes simples de la lista J que cubsen las
demds constituyentes de la unidad de la funcion f. Tenemos

p— 011 1)=075p(l —1 1) =05 pi 0 — 1) = 091;

p(l 1 1 =) = 1,16. Escogemos la implicantie simple 1 = 1 1 ¥ pasamos al punto 4.
4. Después de la sustitucién correspondiente de las filas oblenemos la matriz

20*
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XL X X

X2 X3 Xy Xy XXy
0101 1000f001—
o~ =01 100100010~
L 00101t0o0|100—
L 010000 1) 11—
1000101 0ll1—1)

5. Cualquier fila de la matriz @* corresponde a una implicante simple. Pasamos al punto
B. Realizamos ¢l punto 5 utilizando la siguiente posicidén. Si la constituyente de la unidad
de la funcidn f es una implicante simple, se contiene en el nicleo del cubrimiento. De aqui,
si en el punto 4 no ha cambiado pinguna fila de la mairiz, pasamos al punto §.

8. La matriz Q™ representa la funcién booleana f minimizada, teniendo en cuenta sus
propiedades tedricas y estructurales.

Empleando el métode de la equivalentizacién semdntica establezcamos qué lejos esi
la FNDT obtenida de la funcidn f(x;, xz, x5, xs) de la FNDT de la funcién f que corresponde
al grafo estructural minimal. Hallemos todas las FND tope de la funcién J- Para hacerlo
construyamos la tabla implicante y determinemos sus cubnimienios. Representernos toda
FNDT de la fencién f en forma de mografo. Formemeos figuras prohibidas de los tipos A
¥ b y construyamos las tablas semdnticas. Luego hallemos v estimemos sus cubrimientos.
Resultard que la FND tope obtenida con ayuda del algoritmo propuesto de minimizacién,
libre del sondeo de todas las FND tope, corresponde a la solucién absolutamente minimal.

Analicemos la minimizacién estructural del sistema de funciones boole-
anas F(X). En este caso, a toda implicante simple de salidas miiltiples, igual
que a la implicante simple en la minimizacién de una funcién booleana,
le corresponde un subgrafo completo, cuyos vértices estdn ponderados por
el identificador de esta ISSM en el mografo G*. En el caso considerado,
el calculo de la distribucién de figuras prohibidas puede estimarse por la
expresion (5.1). Al mismo tiempo, se calculan las derivadas sélo para los
arcos que unen los vértices ponderados por las letras m; y my para los cuales
pr) = p(my) = 0. Para simplificar, en la expresion (5.1) omitamos el com-
ponente constante de frecuencia y estimemos la ISSM por la signiente
férmula:

r=1 r
_ 1 S + J
..—-:nf?'qr'—_n‘(;:‘ ,-;T)' L

Propongamaos el siguiente procedimiento de mimimizacidon de sistemas
de funciones booleanas teniendo en cuenta sus propiedades tedricas v
estructurales. Este procedimiento se basa en la aplicacién de la funcional
de optimacién.

1. Prefijamos el sistema de las funciones booleanas F(X) = [fi(X),
S2X), ... felX)} por conjuntos M} M{ Con ello,

OO I sobre los elementos de M/,
: 0 sobre los elementos de ALY

2. Hallamos todas las ISSM de las funciones booleanas por uno de
los procedimientos conocidos del sistema v las inscribimos en la lista I
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3. Construimos la matriz Q, a cada columna de la cual corresponde
la terma primaria, a la fila, la constituyente de la unidad (implicante) de

la funcién fi(X) € F(X) ¥

1, si xx integra /-ésima constituyente (implicante);
e 0 en caso contrario.

4. Determinamos las 1SSM obligatorias en la lista . Si ellas existen,
pasamos al punto 5 borrando las implicantes obligatorias de la lista 1. En
caso contrario, pasamos al punto 7.

5. Hacemos correcciones en la matriz Q sustituyendo las constituyentes
de Ia unidad que se cubren por las ISSM borradas, por esas mismas ISSM.

6. Si cualquier fila de la matriz Q es una ISSM, pasamos al p. 9, en
caso contrario al punto 7.

7. Segiin la matriz Q construimos la matriz de frecuencia de relaciones
F=Q"xQ

8. Estimamos cada ISSM calculando el valor de c(/). Escogemos la
ISSM con el valor minimal ¢ (/). Borramos la ISSM escogida de la lista
I y pasamos al punto 3.

9. La matriz Q prefija el sistema minimizado de las funciones booleanas
F(X) tomando en consideracion las propiedades teoricas y estructurales.

Ejemplo 5.6. Prefijado (tabla 5.11) el sistema de las funciones booleanas Fx = 1/i(X),
SalX), (XD

Tabla 5.1
1 X4 Xy Xy X S fi b
0 i} 0 0 1 Q0 ]
0 0 0 i 0 0 1
0 0 i o 0 0 !
i} 1} 1 1 1 0 1
0 1 0 0 ! 0 1
1] 1 0 i 0 (b} |
D 1 1 0 0 0 ]
0 1 1 1 1 0 0
\ 0 ] 0 1 1 0
| { (] | 1 0 0
1 0 1 0 0 i |
1 a 1 l 1 ] i
1 1 0 0 1 1 1
-1 1 0 I 1 ] 1
1 1 1 i} 0 i 1
i | 1 i 1 0 !

2. La lista / de las implicantes simples de salidas maltiples del sistema F(x) es la siguiente:
J’.=ﬂﬁ—-¢—(3],f;=ﬂ«-ﬂ{3_],
h==—00() L — 01— L= =10—={3),
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lo=1—0—= () =1l —02) lg=——11(),

h=l=——= 1N do=l——=1 =D hi=11—— (3}
e=11—= 11,3 fhis=1~~11(,3), h6=11—=20¢(2, 3),
hs=1010—{1L3),he=1—10(23) lhr=—011¢,3),

fg=1—00(L2), he=—100(1, DJoo=0—00(, 3),
hi=1100¢(, 2, 3).

Entre paréntesis se indican los ndmeros de las funciones, cuyos puntos de trabajo sc
cubren por el intervalo correspandiente

3. Compoenemos la matriz , en la cual cada constituyente de la unidad se repite tantas
veces cuantas integre las funciones booleanas.

4. La ISSM obligatoria es la implicante f;.

5. En la matriz Q sustituimos las filas 01 L, 0 1 1 1, 1 O 1 1, 1 1 1 | que corresponden
a las constituyentes de la funcidn booleana f; por la implicante simpte de salidas multiples
fs. Como resultado obtenemos la matriz:

N X Xy X1 X o X

=

oW =

CSOQQLOUoOoOoo QoD O0D ===/ a = =

—_—

O e e e e e e e e B e D DD DS D
el Il B — O O RN =Y
SO0 =GO D= =00 - -
e B~ T o = I — T — B SR T — N B e T e T R R e e T -
=Rl e~ R =B IRl = B T =
it = = BT == = R N — = = B — T M= — )

6. Las filas de [a matriz, de la 1-a a Ja 22—a, no son [SSM. Pasamos al punto 7.
7. La matriz de frecuencia de relaciones tiene forma

1 -;-"1

N oxm N X on X .

9 0 4 5 4 4 5 illx

0O 4 5 9 7 7 o §||lx

4 3 9 0 3 5 6 3Ix
F=ll5 9 0 14 8 6 8 6| x
4 7 3 811 0 8 3lx

4 7 5 6 0 N1 6 S5|x

5 9 6 8 8 6 14 O0fx

3 5§ 3 6 3 5 b s8lilx
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B. Estimamos cada [SSM calculando el valor de o{f). Para la implicante [; = — = 0
0 (1) esta estimacién es minimal e igual a 1,55. Escogemos [y = — — 0 0 (1) v pasamoas
al punto §.

5. En la matriz Q', las constituyentes de la unidad, cubierias por la implicante f;, las
sustituimos por esta misma implicante. Como resultado obtenemos ia matniz

10101010
10101001
10100110
10100110
1 01001 01
10011010
1 001 1 00 1
61101010
6110 00
1 100110
Q=011 00110
01 1001 01
uluitulnF
6101 010
01 011001
01 01100
01 010110
¢ 1 010110
¢ 400181
c 00001 01
6 00 01 0 1 O

L]
6. La matriz Q% contiene filas que no son ISSM. Pasamas al punto 7, ele.
Resulta la matriz

X X A3 A3 A A XN Xy
o 0 0 0 0 1 0 1
o o ¢ 01 ¢ 1 O
0 1. 0 o 1 0 O O
g 1 0o 0o 0 O 1 0.
1 ¢ ¢ ¢ 1 0 O ©
0 0 1 0 0 1 @ O
g 1 01 0 0 @ O

gque corresponde a la solocidn

FX) = xixfy v Eﬁ‘zﬁ LY ;'!xdr! W ;'i.l:ufz W ;;,}«f]. VxS v x3xfa.

Determinemas la distancia entre la solucién obtenida v la minimal. Para esto prefijemos
cada FNDT de este sistema por ¢l mografo v determinemos la distribucion de figuras prohibi-
das. Haciendo los mografos obtenidos equivalentes de modo semdntico a los mografos in-
terpretados en categorias de grafos estructurales, abtenemos que ta FNDT sintetizada del siste-
ma de funciones booleanas F(X) corresponde a la solucién absolutamente minimal sin realizar
¢l sondeo de todas las FNDT equivalentes.
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§ 5.4. Caracterizaciéon de la descomposicion del grafo
de transiciones en el producto cartesiano parcial

La complejidad y la seguridad del dispositivo antomatico se determinan
en muchos aspectos por los cddigos de estados interiores. Uno de los
problemas actuales es el de minimizacién de conexiones entre los elementos
de memoria. Consideremos dos elementos de memoria inconexos si la fun-
¢ion de excitacion de uno de ellos no depende del estado del otro elemento
de memoria y viceversa. En caso de la inconexién de un elemento de memo-
ria con los demas, su funcidn de excitacién se determina por el estado de
este elemente y por el vector de entrada:

wi = pilZ; X).

Caracterizaremos la memoria del dispositive automdtico por su
conexién

5
S == E Y
i=1
donde s es ¢l ndmero total de los elementos de memoria, o; es el niimero
de elementos de memoria, distintos del i-ésimo elemento, cuyos valores son
necesarios para calcular la funcién de excitacion del i-ésimo elemento de
memoria.

El valor de la conexion de memoria S, igual a cero, significa gque los
elementos de memoria son funcionalmente inconexos v la funcidn de excita-
cion de cualquier elemento de memoria se determina por su valor y por
el vector de entrada.

Examinemos el problema de descomposicién de un grafo arbitrario de
transiciones en el producto cartesiano parcial de »n factores funcionalmente
inconexos uno con otro, cada uno de los cuales corresponde a un dispositi-
vo subautomdtico. La conexidén funcional entre los blogues surge cuando
es infringido el cardcter determinado por lo menos en un grafo de transi-
ciones ;. Para describir las situaciones de infraccion del cardcter determi-
nado introduzcamos el grafo de enganche Ge., a cada vértice del cual le
corresponde biunivocamente un estado interior del dispositivo automatico
a la arista, un par de estados enganchados con la particularidad de que
cada arista estd ponderada mediante los vectores de entrada que enganchan
los estados correspondientes del dispositivo automadtico.

Dos estados S., Sz se denominan enganchados, si existen; un juego X:

X' .
gue transforma el estﬂdo S« en 8,, $.—S,, y un juego X;, X; C X} que

transforma Sz en Ss, Sﬂ—f& tales que Sy = S5 ¥ (S, S,) ¥ (Sz, Ss) no for-
man lazos simultineamente.
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El estado del grafo de transiciones G = (¥ (U, X)) después de su des-
composicién en el producto cartesiano parcial G =[] G
|

Gj = {Fi: {Uim X]}

puede caracterizarse por un vector a i-ésimo orden del cual le corresponde
¢l estado del i-ésimo dispositivo subautomadtico. En la descomposicion cada
uno de los dispositivos subautomadticos se caracteriza por ¢l niimero tole-
rable de estados |V;|. Es obvio que

II ¥l =V

I

A los estados enganchados les deben corresponder los vectores distintos
una de otro en cada orden. En caso contrario, si en j-ésimo orden los vecto-
res de estados enganchados coinciden al transmitir a la entrada del disposi-
tivo automdtico un vector X, por el cual ellos se enganchan, en el caso
general, serd infringido el cardcter determinado de transicién en este dispo-
sitivo subautomatico. Por lo tanto, la construccion de la descomposicién
paralela abstracta del dispositivo automatico se reduce a la coloracién de
componentes multiples (multicoloracién) del grafo de enganche, realizando
la cual a los vértices adyacentes se les ponen en correspondencia los es-
peciros de colores, distintos uno de otro, en todo componente,

La descomposicion del grafo de transiciones en el producto cartesiano
parcial no saca el grafo resultante de la clase de los grafos de transiciones.
Las figuras prohibidas de esta semdntica son los grafos casi completos.

Teorema 5.4. 85i un grafo de enganche construido para cada uno de los
dispositivos subautomdticos no conitiene grafo casi completo de la casi den-
sidad q + 1, el dispositive aufomadtico correspondiente es descomponible
en el producto cartesiano parcial de los factores funcionalmente inconexos
entre ellos, o sea, de los dispositivos subautomadticos, el nimero de estados
de cada uno de los cuales no supera gq.

De este modo, los grafos casi completos son las figuras prohibidas que
caracterizan la condicién suficiente de la inconexion funcional de subautd-
matas, cuando se busca la descomposicion paralela del autémata de mando.
A continuacion, esta clase de figuras prohibidas se designard mediante Qqx.
Al mismo tiempo el grafo de enganche para el primer dispositivo subauto-
matico a examinar es un grafo de enganche construido por el grafo de tran-
siciones segun su definicién. El grafo de enganche del i~ésimo dispositivo
subautomatico es un grafo de enganche del primer dispositivo subautomati-
co, en el cual se han afadido aristas que unen los vértices de espectro igual
de colores. Estas aristas se afiaden para identificar univocamente los esta-
dos del dispositivo automatico.

Analicemos la construccion de la descomposicion paralela abstracta del
dispositivo automdtico basada en la semdntica hallada, examinando el
ejemplo siguiente.
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8)

a) Fig. 5.23

El dispositivo automitico tiene tres canales de entrada. El grafo de transiciones estd repre-
sentado en la fig. 5.22, a. Los vectores de entrada se denotan por los equivalentes decimales
de los correspondientes juegos binarios. Hallemos la descomposicion paralela del dispositivo
automdtico en forma de dos dispositivos con el nimero de estados interiores igual a 3 y 4,
respectivamente.

En la fig. 5.23, a se da el grafo de enganche del primer dispositivo subautomdtico. No
contiene figuras prohibidas: por consiguiente, es posible colorarlo con tres colores [0, 1, 2}
Cada coler corresponde a un estado del primer dispositivo subautomdtico, Construimos su
grafo de ransiciones G, = { ¥, (Lh, X)). Como resuliado de la coloracién del grafo G..,
¢l conjunto de estados del dispositive automdtico inicial se parte en tres conjuntos concola-
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reados, cada uno de 1os cuales corresponde al estado del primer dispositivo subautomatico.
Los designaremos por Sjp, 51, Siz. Tenemos: (Ss, S5, So. Sul = Sias 52, S, S5, Sr0) = 54
(S5, S5, S5 Si21 = 52 De aqgui se tiene que las condiciones de la ransicion -, del estado
5% en el estado S{; (L J =0, 1, 2) del primer bloque son las condiciones de la transicion
del estado S, € Sy; al estado 55 € 54, que se determinan por el grafo imcial de transiciones:
wo-0=0, o1 =1VS @w-2=2vivh ¢~ = IVS @r=o=2VE pi-2=4VT,
w2 = 1VAIVE preg =6, sy =0V 5

El grafo de enganche que corresponde al segundo blogue estd representado en la fig.
5.23, b. No contiene figuras prohibidas; por consiguiente, ¢l dispositivo automatco inicial
e¢ realizable en forma de dos dispositivos subautomdticos funcionalmente inconexos que fun-
clonan en paralelo. La coloracién del segundo grafo de enganche parte el conjunto de estados
del dispositivo automdtico de partida en cuatro conjuntos siguientes:

Si8 = 151, Sio, Sul, Su = {85, Se, 51},

Sz = |8 $, Sal, 8523 = |88 59, Suiz].

Para los estados del segundo disposiivo automdtico las funciones de fransiciin rienen
siguiente forma: w-o0=2, w-2=0, w-1=3, w1 =1VT, @-o=3 @-z2=4
Cl-3=5 @1 =4Vh wmoo= =2V @ =0VT, @1 =6 wm-0=2V5
P31 = T, Praz =4

En la fig. 5.22, b se ofrece la descomposicién del grafo dado de transiciones en factores
funcionalmente inconexos.

Construyamos la descomposicion abstracta del dispositivo automatico
utilizando la seméntica de la descomposicién del grafo de transiciones en
el producto de faciores. Sea prefijado el grafo de transiciones G (fig. 5.24,
a) que debe descomponerse en el producto G = Gy X Gz, donde Gy y Gy
son los grafos de transiciones, la potencia del portador de cada uno de
éstos no supera 3.

Construyamos el grafo de enganche G, ¥ realicemos su coloracion por
el primer componente (fig. 5.24, b). Para ello formemos todos los subgrafos
vacios 15'1! Sﬂt S&;'r I.SJ-! &]h |S|.:- Sﬁll {S]. 331 55]1 [Sh 52: S’i”. ISI-:
Ssl, 18z, Ss, Sel, {S7, Sk) del grafo de enganche.
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Tabla 5,12

Vértioes
Poriadores

de subgralos
vacios 5

@
P
P
i
& '
t

IH!

[ 5, 85, 57 1
15, S5, Syl 1
[ 51, Sel ]
152, 54 Sl 0
ISIl 'SEF Sti &
1]

0

0

152, S¢)
Isji El!
§84, Sy

L - —

Lo B B BB — B — A
e R R e o B B =
SO =000
PSR = B - TR e e
_—00 e DD oD
HDD‘D-Q&I;“'

b

Cubrimos las columnas por las filas de la tabla (tabla 5.12), en la cual
a cada fila le corresponde biunivocamente un subgrafo vacio, a la columna,
un vértice, y en la interseccion de la i-ésima fila y la j-ésima columna se
halla 1, si el j-ésimo vértice se contiene en el portador del i-ésimo subgrafo
vacio y 0 en caso contrario. El nimero de estados tolerables del grafo G,
no supera tres; por lo tanto, la potencia del cubrimiento de esta tabla tam-
poco debe ser mds que tres. El grafo de enganche no contiene figuras prohi-
bidas por el primer componente (grafos casi completos de la casi densidad
4); por consiguiente, tales cubrimientos existen, ya que ¢l nimero cromatico
del grafo es igual a su casi densidad. Estos cubrimientos tienen siguiente
forma:

m = {52, 8 Ss]. {51, S5, 55, (82, Ssl),
x2 = E{Sh Ss: ST]! :.S-?-'- Sﬁi Sﬂ}! [S'.'n S"l ]"

Para ser precisos escojamos el primer cubrimiento. Le corresponde la
coloracion del grafo de enganche representada en la fig. 5.25, . En virtud
de esta coloracion, las funciones de transiciones ¢, donde i es el nimero
del componente de la descomposicion, j es el estado (color), al cual se reali-
za la transicion del primer factor del grafo de transiciones G, tienen si-
guiente forma: ¢ioe = 0V 1, 100 = 2V IVAVSVE, o2 = 9V 10, wi10 =
=1V3IVIVEVD, ¢ =5VI0, ¢112 = 4V9, @ian =6, piz1 = 2Vv5VT,
@122 = 8.

Para que el producto de grafos satisfaga la condicion de automata, antes
de colorar el grafo de enganche por el segundo componente es necesario
unir los vértices, concoloreados en el primer componente, por aristas (fig.
5.25, b). Para establecer si el grafo obtenido (fig. 5.25, ¢} contiene figuras
prohibidas, formemos subgrafos completos de densidad 4. Volvamos a utili-
zar el algoritmo dado anteriormente. Lo modifiquemos de tal modo que
en el nivel se hallen situados los vértices no adyacentes que, al mismo tiem-
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{82,555 Se,55,5%, 54

Ss
-51 . % rs,’.l‘s'?dsﬁ"s" f.. sr

N {5, 54}

S,-S:y jpsi- 3 -5‘.’.54 / p
{’5S= o
52 35 {SJ .-5; .531' {SJ*%,SI}SI E! -s'l

g '5-!' Ef 5‘!
8 Y ) T ALY A
i S¢ S £ 5‘#

S

Fig. 5.25 550 sy Os O @)

po, sé ponderan por los vértices advacentes. Rompamos los caminos, cuya
longitud es menos que cuatro (fig. 5.25, d). Ademds de los subgrafos
completos formados de densidad 4, cuyos portadores tienen respectivamen-
te forma de !Sll S?h Sl"n- Sﬂit [Sil th 351- Sﬂji iSIt S]\ &. S"-"l!- iSZ: S-‘l-:
Ss, 37], el grafo de enganche, al realizar la coloracién por el segundo com-
ponente, contiene otras seis figuras prohibidas: grafos casi completos de
casi densidad 4 (fig. 5.26).

Construyamos la tabla semantica (tabla 5.13). A cada fila de ésta e
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<, Sy Sy Fig. 5.26
corresponde biunivocamente una arista de figura prohibida, a cada colum-
na, una figura prohibida y

i )i 1, si la i-ésima arista se contiene en la j-ésima figura:
4 0 en caso contrario.

Tabla 5.13

Aristas Grafos casi completos de la casi densidad 4

[ 51, &)
[ 5, S¢)
[S1, 53]
[Ss, Sy)
:S’I 35]
[ S5, Sa)
[ 52, 5+)
[ 52, 8:)
(52, 56 )
| 53, 53]
isﬁl ST;

—_————oooooD

OSSO D —————
SO O — 0 ==
— e e (T DD D e e T
—_ D e D DD e e
(= Y e~ =
el =R R e e e O
= Bt — B — T = Sl —
e - — ==
(=T = e e e L B e
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Arisias Grafos cast completos de la cast densidad 4

{5, S 0 1 i l | 1] 1 i 0 Q
|52, Ss) 0 ] 1 1 0 1 i 1 i 1}
| 83, Sal 0 0 d | 0 1 0 l 0 |
(53, Ss} 0 0 [ 0 i 0 0 a 0 1
£5:. Sgj 0 0 | 0 1 a 0 {0 0 {]
£33, ) 0 0 1 1 1 i 1 1 1 0
| 5, 5] 0 Q | i 1 1 1 1 0 1
[ 5+, Sz} 0 0 1 1 0 1 0 | 0 0
(5., S:1 0 0 0 1 1 1 i 1 (I} 0
{51, Ss) 0 0 1 0 0 0 0 4] 1 0

La tercera v la séptima fila forman el cubrimiento minimal. Por consi-
guiente, eliminando del grafo de enganche sus aristas correspondientes {5,
Szl v [ S2, S7] es posible 1a coloracién del grafo mediante tres colores (véase
la fig. 5.25, b). Como resultado obtenemos la coloracion de dos componen-
tes del grafo de enganche (véase la fig. 5.25, a. b): Si: (1, 1), Sa2: (0, 0),
S3: (1, 2), St (0, 2), Ss: (1, 0), Ss: (0. 1), S7: (2, 0), Sg: (2, 1).

La eliminacién de las aristas [ S, Sz ] v [ 5z, 52 significa que los estados
51 v Sg del grafo inicial de transiciones no deben engancharse por el vector
de entrada 8 (véase la fig. 5.25, a) y los estados 5z y §5, por el vector 2.
Para desenganchar esos vectores, en las correspondientes cuatro transi-
ciones introduzcamos 6rdenes complementarios, segtin los cuales se distin-
guirdn estos vectores. Es posible realizarlo usando las conexiones entre los
componentes {en el caso dado, el estado del primer componente) o forman-
do un bloque desacoplador especial de memoria.

En el primer componente del espectro, a los estados S; y Sz se les han
puesto en correspondencia los colores / y 2, respectivamente. Para desen-
ganchar estos estados, extendamos el vector 8 gue pondera la transicién
del estado S; hasta el vector 8’ = 8-5),; el vector 8 que pondera la transi-
cion del estado Sz lo extendamos hasta el vector 87 = 8.8z, donde Sii,
51z son valores de los érdenes, en los cuales se difieren los codigos de los
colores 7 v 2 del primer componente del espectro (fig. 5.27, a). Para desen-
ganchar los estados S; y S tenemos 2’ =2:8i0; 2" =2:8p,
respectivamente.

En este caso, el blogue especial de memoria es un elemento de memoria
e (fig. 5.27, b), en el cual uno de los estados (por ejemplo, nulo) se pone
en correspondencia a los estados S y S, el otro, a los estados 5z y 57,
En este caso, 8’ = 8a, 8" = Ba, 2’ = 2a, 2" = 2a. El valor del bloque
desacoplador especial de memoria se fija realizando la transicion al estado,
la salida, del cual es de carater univoco, lo que se determina por el estado
de este bloque.



320 Capitulo 5. Teorfa aplicada de los algoritmos
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Como resultado obtenemos las siguientes funciones de excitacion del
grafo de transiciones que determina el segundo factor de la
descomposicion:

wwo = LVOVI0, w0 =2'VIVY, papa =27V
VIVE, ¢rio=0Vv5VvE" v, :Pz“ = 6,

w12 =3VAVE', wuo=7 o = 1V4VE,
wazz = 0V 5,

La descomposicion paralela abstracta obtenida del dispositivo automa-
tico prefijado con los factores conexos estd representada en la fig. 5.28.

Para responder si es posible la descomposicién del dispositivo automati-
co a examinar en el producto cariesiano parcial de los factores inconexos
entre ellos, consideremos la coloracidén del grafo de enganche teniendo en
cuenta el caracter de transiciones de estados enganchados, lo que permite
no tomar en consideracion la conexion en el grafo de enganche, si la transi-
cion se realiza de los correspondientes estados enganchados a los vértices
concoloreados. Por lo tanto, antes de extender el vector de entrada para
desenganchar los estados interiores es necesario comprobar la posibilidad
de eliminar esta conexién mediante la coloracidn igual de aquellos estados,
a los cuales pasan los estados enganchados.

Construyamos la tabla de transiciones del dispositivo automatico prefi-
jado (tabla 5.14), a cada fila de la cual le corresponde biunivocamente un
valor del vector de entrada, a cada columna, un estado interior, v en la
célula (i, j) de la tabla se sitiia el identificador del estado interior, al cual

pasa el dispositivo automadtico del j-ésimo estado bajo la influencia del i-
ésimo vector de entrada.

La descomposicion inconexa tiene lugar si, debido al cubrimiento de
la tabla semantica, la conexion de los pares [S), Sz} v [S2, 87} no se tiene
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Fig. 5.28

en cuenta en virtud de que los pares de vértices {Sq, S7} y [Si, $3) pueden
ser concoloreados. Los estados S; v 57 estdan enganchados y, para que sean
concoloreados, es imprescindible que sean concoloreados los vértices 5, y
5S>, a los cuales pasan Ss v S+. Los estados $;, S; estan enganchados y,
para que sean concoloreados, es imprescindible que sean concoloreados los
vértices S v 8;. Los estados S3 y S5 no estan enganchados; por lo tanto,
pueden ser concoloreados. Coloramos los vértices Si, Si con un mismo co-
lor. Entonces, segun la propiedad transitiva de la relacién de concoloracion
obtenemos que cada uno de los subconjuntos Ky =7 (S, Sz, Sz 1, K1 = {355,
Ss, S, k2 = [.Ss, Ss} se compone de los vértices concoloreados.

Para la coloracidn hallada del grafo de enganche del segundo compo-
nente de descomposicidn, los estados Sz, S+ son no concoloreados. Por con-
siguiente, esta también liquidada la segunda contradiccion que condiciona
el caracter indeterminado del grafo de transiciones del segundo factor. En
definitiva obtenemos las siguientes funciones de excitacion del segundo
componente de descomposicién: ¢z = 0V IV 2, o1 = IVE, ¢r02 =35,
o= 6VIVI0 @y = OV2VS, @iz=1, w0 =6VY, ¢ =4VS§,
@22 = 1O.

De este modo, tenemos la descomposicion inconexa del dispositivo
automdtico prefijado que se determina por los sistemas obtenidos y la co-
loracién de dos componentes de la forma S, -— (1, 0), Ss - (0, 1), 57— (2,
l}, S.".‘ e [ﬂ! U)f Sﬁ — {1: 2}1 Sﬂ R {21 {}}1 SJ_(I: I)! sﬁ = {n'l l]-

En el caso general, para construir la descomposicién abstracta paralela
de la conexién absolutamente minimal, es necesario estimar cada colora-
cién por el primer componente mediante las coloraciones por ¢l segundo

21 —6577
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Tabia 5.14

X Si 51 5 LA 5y 5 5 S

0 82 4

i 5 Ss

F 5 5

3 Sy LY Ss

4 53

5 hy Ss

6 LY 5 52

.I' 51 S‘r S|

R Sa Sa hy

g S5
10 Ss Ss

y elegir una coloracion de componentes miltiples que satisfaga las cantida-
des prefijadas de vértices de los grafos de factores y sus condiciones de
conexién. La descomposicion del grafo de transiciones en n componentes
es andloga.

Examinemos la descomposicién abstracta paralela limite de los disposi-
tivos automadticos cuando el dispositive subatomdtico es un elemento de
memoria. La semantica de esta descomposicion serd semdntica de la cone-
xion funcional de los elementos de memoria. Teniendo en cuenta la estruc-
tura de los grafos casi completos y el cardcter de dos signos de la [6gica
de Boole, la semdntica reflexiva de la conexién funcional de los elementos
de memoria del dispositivo automdtico se determina por la siguiente
afirmacidén.

Teorema 5.5. Los grafos de enganche que no contienen ciclos de longi-
iud impar determinan la codificacidn, en la cual los elementos de memoria
son funcionalmente inconexos.

Este criterio permite determinar sucesivamente los valores de los érde-
nes en los codigos de estados interidres de modo andlogo a cémo se hacia
durante la bisqueda de la descomposicién abstracta paralela.

§ 5.5. Caracterizacién y métodos del emplazamiento 6ptimo
de los datos en la memoria del ordenador

Los sistemas modernos de informacidn se caracterizan no sélo por grandes
capacidades, sino también por la complejidad de los datos almacenados,
la que consiste en que los datos estdn en diferentes interrelaciones. De tal
modo, los datos complejos se representan en forma de un juego de ciertos
objetos elementales v un conjunto de relaciones que unen los objetos de
datos. En otras palabras, los sistemas complejos de informacién se formali-
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Fig. 5.29

zan mediante los conceptos tales como grafo y mografo. La rica experiencia
practica de construccién de sistemas de informacién lo corrobora.

A menudo surge la necesidad de almacenar estructuras de grafos en
“forma pura”, por ejemplo, cuando en las bases de datos se usan los mode-
los de datos basados en grafos. Los objetos de datos se almacenan separa-
dos de sus relaciones que se representan por grafos. Se conocen varios pro-
cedimientos de prefijacion de los grafos: empleando matrices de incidencias
y de adyacencia, enumerando entornos de los vértices. Se puede mostrar
que el ultimo procedimiento es el més ahorrativo para los grafos de grandes
dimensiones, o que es tipico para la préctica. Pero la prefijacion del grafo
mediante la enumeracion de entornos es equivalente a la prefijacion del
mografo, cuyo portador es el del grafo y las palabras son los entornos de
sus vértices. La prefijacién del grafo puede tener variantes, pero en cual-
quier caso un mografo puede ser una abstraccion de representacion. Por
ejemplo, en las bases de datos que parten de un modelo de la red de datos
(un fragmento de! esquema de la red de datos se refleja en la fig. 5.29,
a), la abstraccion de los datos es un grafo orientado. Tratando las deman-
das, la brisqueda de informacién se realiza en el sentido indicado por los
arcos (de los datos sobre los procesos a los de equipo), por esta razén hace
falta almacenar solamente los entornos positivos (los del nivel inferior del
grafo dado en la fig. 5.29, b). Esta informacién se da por el mografo repre-
sentado en la fig. 5.29, c

Coma se ha mostrado anteriormente, el mografo es una abstraccion del sistema de bis-
queda informativa con un conjunto fijado de demandas. En calidad de otro ejemplo de la
representacion de un sistema informativo por un mografo sirve una organizacién de ficheros
eon varias elaves de acceso. Fl fichero es una sucesion de inseripciones compuestas de campos
idénticos (1as incripciones pueden ser de longitud desigual). L¥dmase clave un campo o con-
junto de campos, cuyos valores identifican las inscripciones. El acceso al fichero se realiza
indicando ¢l valor de la clave. Para acelerar el procesamiento de las demandas se organizan
indices (tablas en las cuales para cada valor de ta clave se indican las direcciones de las inscrip-
ciones con este valor). Si el indice almacena las direcciones de todas las inscripciones con
el valor dado, esta organizacién se denomina listas invertidas. La informacidn almacenada
en las listas invertidas se representa por un mografo, cuyo portador se compone de un conjunto

21t
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de las direcciones de inscripeiones y las palabras, de los conjuntos de las direcciones de inscrip-
ciones que tienen valores idénticos de la clave.

Examinemos un fichero de un sistema informativo de biblioieca (fig. 5.30) que tiene va-
rias claves de acceso: el apellido del autor, el nombre de la Editorial, la palabra clave, etc.
Para acelerar el acceso se puede ordenar el fichero por una de las claves (habitualmente, por
¢l apellido). Por otras claves, las inscripciones estardn completamente desordenadas. En el
ejemplo a examinar, ¢l indice por la clave del acceso “palabra clave” se representa por ¢l

mografo dado anteriormente (véase fig. 5.29, c), a la palabra M, le corresponde el valor “méto-
dos matemadticos”, a la My, “automatizacién”, etc.

El mografo puede prefijar tanto las listas invertidas, como otras organizaciones de lista
para los indices: listas miiltiples, lisias de secciones. En fin, una mal:lz binaria sencilla puede
representarse como la matriz de incidencia del mografo.

Para el emplazamiento de los datos en la memoria del ordenador los
criterios principales son la minimizaciéon de la capacidad de memoria y
la del tiempo de acceso. Los elementos del portador del mografo co-
rresponden univocamente a los objetos de los datos almacenados en la me-
moria. Por lo tanto, el criterio de la minimizaciéon de la capacidad de me-
moria determina la funcional de la calidad «(¥), en la equivalentizaciéon
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semantica, como el minimo de la potencia del portador ¥,. El mografo
¥ determina el emplazamiento, en el cual se puede hallar todas las palabras
lo mas posible. Si el mografo ¥, no admite este emplazamiento, la bisqueda
de cierta palabra es equivalente a la de varias palabras que significa la desin-
tegracion de la palabra dada en varias palabras. De tal modo, el criterio
de minimizacion del tiempo de acceso determina la funcional de la calidad
¢(¥p) como e] minimo de la potencia de la signatura ¥,

En los ejemplos considerados de la organizacion de los datos representa-
dos por el mografo es importante minimizar la capacidad de memoria en
condiciones del tiempo minimo de acceso. Es posible el criterio inverso:
la minimizacion del tiempo de acceso contando con la capacidad constante
de memoria. Por ejemplo, es importante en el problema de una ordenacion
de las inscripciones del fichero (fig. 5.31), con la cual se realizaria mas rapi-
do la busqueda por la clave.

El acceso a los objetos de datos se realiza con ayuda de un procedimien-
to estandar de busqueda, en la cual se cample la transicion de un elemento
de memoria a otro. La transicion se realiza univocamente, por eso se puede
formalizar este procedimiento de busqueda mediante una funcion de exa-
men de la memoria § que es una funcién parcial sobre el conjunto de los
elementos del portador de un mografo S: X — X S(x) es un elemento, al
cual se realiza la transicion después del elemento x. Analicemos tal empla-
zamiento de los datos y tal funcién de examen de la memoria $ (modelo
¥5), para los cuales existe un elemento xy € M tal que

M =[x, 5(q), $*(), ..., SM~1(x))

para cada palabra M del modelo ¥,, es decir, cada palabra se busca con
ayuda de la funcién § basandose solamente en la informacién de la poten-
cia de la palabra y del elemento inicial xp.

Semejantes mografos se denominan admisibles. Es obvio que en la préc-
tica la mayoria de los mografos no son admisibles. Para su realizacién en
la memoria del ordenador se necesita desintegrar los elementos del portador
0 las palabras. Al mismo tiempo, se aumenta ora la capacidad de memoria,
ora el tiempo de acceso. En la memoria del ordenador, los mografos admi-
sibles se representan de modo sin exceso y requieren el tiempo minimo de
acceso.

De tal modo, el problema del emplazamiento éptimo de los datos con-
siste en la transformacidn del mografo en el admisible v en la construccién
de la funcién de examen de la memoria. Con ello, Ia funcional de la calidad
es la extensién minimal del portador sin cambiar la signatura o la extensién
minimal de la signatura sin cambiar el portador. Este problema puede in-
terpretarse por grafos. Consideremos la funcion de examen de la memoria
S: X = X de un mografo admisible ¥, como la relacion de adyacencia
S € X X X de los vértices en el grafo orientado Gr = (X, §) construido
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sobre el conjunto de vértices X. El grafo Gy es funcional (f~grafo), o sea,
de cada uno de sus vértices no sale mds que un arco.

Teorema 5.6. Un f~grafo conexo es aciclico o contiene exactamenie un
ciclo.

De esta afirmacidn se desprende que en la practica son importantes las
sigumientes clases de f-grafos v mografos admisibles gque se representan por
los f-grafos correspondientes: lineales (caminos), ciclicos (circuitos), acicli-
cos (arboles orientados).

En la prictica, la funcién de examen de la memoria se realiza habitual-
mente empleando las marcas 0 mediante la transicién al elemento adyacente
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Fig. 532

de la memoria. Para representar en la memoria los f~grafos lineales se puede
utilizar la segunda variante de la realizacion de la funcién de examen de
la memoria. La representacion de los f-grafos ciclicos se basa también en
Ia transicién al elemento adyacente de la memoria, excepto S(x,) = x;, don-
de xi, Xz son los elementos primero y ultimo, respectivamente, en el empla-
zamiento. Para representar los f-grafos aciclicos son necesarias las marcas.
Sin embargo, la representacion de un f~grafo aciclico mediante los pares
{(x, 5(x)) para cada vértice x es excedente (fig. 5.32, @, b). Para la representa-
cion sin exceso, partamos el f~grafo en fragmentos lineales, dentro de los
cuales emplearemos como la funcién de examen la transicion al elemento
adyacente de la memoria e indicaremos la relacidon entre los fragmentos
mediante las marcas (fig. 5.32, o).

Para resolver los problemas de caracterizacion de la prefijacién de los
mografos por f~grafos de diferentes clases, introduzcamos relaciones de su-
bordinacién. Un mografo ¥, se subordina a otro ¥: en cuanto a una rela-
cién de subordinacién P! si se obtiene del ¥; mediante una sucesién de
limitaciones, contracciones, extensiones y convoluciones. Como una limita-
cion del mografo se comprende la eliminacién de algunas de sus palabras,
como una contraccion se comprende la eleminacién de unos elementos del
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Fig. 5.33

portador, como una extension se comprende la introduccién de una palabra
nueva que es la interseccién de las ya existentes, como una convolucion
se comprende el encolamiento de todos los vértices de cierta palabra con
la unién de sus pesos. La figura 533 (a, b, ¢ d, ) ilustra las operaciones
introducidas. La relacién de subordinacién P se usa para caracterizar
mografos lineales y aciclicos.

La relacion de subordinacién 7, salvo las operaciones usadas en Ps,
incluye otra operacion: la adherencia de la palabra, es decir, su sustitucion
por el complemento en el conjunto de los elementos del portador del
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mografo (fig. 5.34). Ademads, impone la siguiente restriccion sobre la opera-
cion de extensién P?: se puede incluir solamente aquella palabra M que
es la interseccidon de palabras M;, M; tales que su unién no forma todo
¢l portador del mografo (la extension posible). Esta relacion de subordina-
cién se usa para caracterizar los mografos ciclicos.

El principio de localidad se cumple para las propiedades de linealidad
y de aperiodicidad cuando se tiene la relacién P y para las propiedades
de periodicidad cuando se tiene la relacion P5.

Teorema 5.7. (teorema de V. L. Térjov). Para las clases de admisibilidad
de los mografos las figuras prohibidas son los siguientes mografos: 1) Ss
v K, para la propiedad de linealidad y para la relacidn de subordinacion
Pl: 2) Ka, para la propiedad de periodicidad y para la relacion de subordi-
nacién Pt: 3) 8, Ki, Ks, para la propiedad de aperiodicidad y para la rela-
cion de subordinacion Pi.

En las fig. 5.35 (@ b, ¢ d) se aducen los mografos S, Ka, K&, Ks.

Los precedimientos de transformacion de estas figuras prohibidas en
las permitidas consisten o sea en la desintegracién de un elemento del porta-
dor x v la correspondiente particion del conjunto de las palabras E(x), que
lo comprendian, en dos conjuntos E {x) y E:(x) {(designaremos este procedi-
miento mediante x(E), £3)), o sea en la desintegracidn de la palabra Af;
en dos My y M{" con la correspondiente distribucién de los elementos por
estas palabras (lo designaremos mediante i (M, M{")). Los procedimientos
de la transtormacion de las figuras prohibidas en las designaciones acepta-
das se unen en la tabla 5.15.

Fig. 5.36
22—6577
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Tabla 3.15
Procedimiento de transformacidn
Figura
prohibida
extensidn del portador extension de la sigratura

xl'[zl 3] l{-""':l:. -tl-]'

51 xz(1, 3) 2(x1, X3)
xall, 2) 30, )
xofd, (1, 2)) Hxp, x1}

Ky Xo(2, {1, 3) 2(x0, x2)
Xoll, (2. 4)) Mxa, x3)
xi(t, 4) 10y, Xo)
x:(2, 4) 2(xz, Xo)

Ki x{3, 4) 303, o)
Xofl, (2, 3, 4)) 4(xy, X2, X3, Xo))
xol2, (1, 3, 4)) 4, (g, X3, x0))
xol3, (1, 2, 4)) Ak, (xy, Xz, Xo))
xi{l, 5) 1x, xo)
x3(2, 5) 2{xz, xo)
x3(3, 6) 3(x3, xo0)
xa(4, 6) Mxq, Xa)

x.i .El:ﬂ. [2. 3- ‘*r sl ﬁ}} j{rrlixﬂm Xﬂ}
-ﬁl{zl Ub 3! 4| -Sl EH 5[3'1(-‘2'1.1: -rln
xl3, (I, 2, 4, 5, 6)) 6(x3(%0, X))
-xﬂ{dh “l 2| 31 5! ﬁ}] 5[-1'4{-’-’0. ..Ij}}
Joll, 2, 5), (3, 4, 6

Se puede mostrar que estos procedimentos son bésicos, o sea, cualquier
otro procedimiento de transformacidn es una superposicion de estos proce-
dimientos. Para el modelo en total, los procedimientos dados de las figuras
prohibidas no son univocos. La equivalentizacion semantica de un mografo
¥, en un mografo ¥, con las propiedades dadas de admisibilidad se realiza
con ayuda de un procedimiento habitual: construimos la tabla seméantica;
hallamos los cubrimientos; estimamos estos cubrimientos construyendo y
colorando grafos especiales. Como resultado obtenemos un mografo que
posee la propiedad dada de admisibilidad. Segun ella, construimos el f-
grafo correspondiente. Consideremos mads detalladamente el algoritmo de
la construccién de un fgrafo lineal segin un mografo lineal (aceptemos
que el mografo es conexo). :
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Determinemos la relacidon de subordinacién Pg sobre el portador de un
mografo que (x, x;) € Pg, si E(x;) C E(x;) (al mismo tiempo, no considere-
mos las palabras de un elemento). Hallemos el conjunto de elementos mini-
males X, de la relacién de subordinacion Pg, En él dejemos un elemento
de cada uno de aquellos que integran las palabras iguales y, después, sola-
mente tales elementos x;, cuya eliminacién junto con £(x;) no hace inconexo
el mografo. (Se puede mostrar que siempre no hay mds de dos elementos
de este tipo). Sea que se queden los elementos x; v x,. Fijemos uno de
ellos, por ejemplo, x,, como un vértice final del f-grafo. Eliminemos otro
elemento x; del mografo y lo introduzcamos en el figrafo. Si el J-grafo ya
tiene vértices, unamos el anterior vértice introducido x; con a7 por medio
de un arco. Continuemos realizando este procedimiento hasta que en el
mografo se quede un vértice x,. Lo tratamos de modo anilogo.

Examinemos ¢l proceso de la equivalentizacién semdntica del mografo ¥, (véase 1a fig.
3.29, c} en un f-grafo lineal. Las figuras, prohibidas para la propledad de linealidad, presentes
en ¥, se dan en la fig. 5.36. Si el criterio es la minimizacidn de la funcional (%) igual
a la potencia del portador ¥, bajo la condicidn de no incremento de la potencia de la signatu-
ra ¥., se puede aplicar s6lo la transformacién basada en la desintegracién de los elementos
del portador. La tabla semdntica tiene forma (tabla 5.16):

Tabia 5.16
¥ ¥ ¥ Ya ¥s Ve ¥ va

1 1 1 | xill, (2, 6))

] 1 1 I x3(2, (1, 6))

1 1 1 x(6, (1, 2))

| xi(l, 2)

i x5(2, 3}

] xsll, 1)

1 xa(l, 5)

1 x(l, 4)

i x:(4, 5)

1 | I 1 1 x(l, (3, 4))

] [ [ I X3, (1, )

] I 1 1 x:(4, (1, 3)

22¢
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Examinemos el cubrimiento & = (x(2, (1, 6)), xll, (3, 4))). El cumplimiento de estas
transformaciones en ¥, conducira al mografo lineal ¥, (fig. 5.37, g). Constriiimos segun el
algoritmo propuesto, un f-grafo lineal que representa ¥,. Definamos la relaciéon de subordina-
cidn Pg (fig. 5.37, b). Sus elementos minimales son ¥, x4, X, X3 . Eliminando de la considera-
cibn x, 6 xs, con la palabra M llegamos al mografo inconexo. Fijamos ¢} elemento xi como
el vértice [inal del fgrafo. En el f-gprafo introducimos el vértice xg, elimindndolo de ¥. Luego,
volveimnos a construir la relacidn de ordenacion Pg (fig. 5.37, ¢). Sus elementos minimales
SO0 X, X3, X3, Xi. Los tres primeros integran un conjunto de palabras; escogemos ¢l elemento
X1 y eliminamos los demds de la consideracion. Introducimos x; en ¢l f-grafo (fig. 5.37, d).
Continuando este procedimiento, construimos el fgrafo (fig. 5.37, ).

El mografo ¥, representa un sistema de listas invertidas para el fichero
de un sistema informativo de biblioteca (véase la fig. 5.30). Si empleamos
la organizacion normal de lista con la funcién lineal de examen, las listas
invertidas (véase la fig. 5.31, @) ocupan 14 elementos de la memoria; si

(1) (1,5)

Fig. 5.38
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empleamos el emplazamiento Optimo que representa ¥, (véase la fig 5.31,
b) se ocupan 9 elementos. De tal modo, el ahorro de la memoria snbre
las listas invertidas aproximadamente es igual al 35%.

Si el criterio es la mimmizacidn de la funcional @(¥p), 1gual a la potencia de la signatura
¥ bajo la condicidn de no aumento de la potencia del pontador ¥,, se puede aplicar sélo
las transformaciones de las figuras prohibidas que desintegran las palabras, La tabla semantica
tiene forma (tabla 5.87):

Tabla 5.17
Vi ¥z ¥ W 2 e ¥ Ve

l oy, )

! 1 | 1 2(x3, x5}

I 1 1 6{x3, Xs)

| 1xz, xv)

1 1 1 l{xs, x3}

1 1 I I 3(xa, x5}

I. 1 I{xll .'hh]'

1 ] ! $oa, xq)

1 Sz, IT}

1 ]{Ii, Il.:l'

Uno de los cubrimientos gue detérminan una solucién minimal es el cubrimiento no mini-
mal (segun el numero de ransformaciones) & = [ 1(x, x3), 106, x3), W, x), Wx, xa), 10,
x)1. Un grafo especial para la palabra A (todos los procedimientos desintegran solo esta
palabra) se da en !a figura 5.38, g. Su coloracién con tres colores determina la desintegracion
minimal M M{ = |x, o), M = {x), M{™ = {x); después de esto el mografo se hace
lineal {fig. 5.38. b} y se representa mediaﬂw el f~grafo lineal (fig. 5.38, o).

La solucidon de este problema permite, conforme al f~grafo construido,
ordenar las inscripciones del fichero del sistema informativo de biblioteca
(fig. 5.39) de tal modo que las inscripciones con los valores idénticos de
la palabra clase se agrupan en el niimero minimo de cadenas, Si en el fiche-
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direccidn Nombre y apellido . . ... :

Xs V:’:z&i;.rﬂ W
A 1977%7 RN
Xy | Breuer i \‘\\\\\\\‘\\\\\
5 | e \\\\\\\\\\

x, | Aelervan J.

AAMNN
& | &4 Marchuk \\\\\\\\\\
x | A A Samarski \&\\\\\\

ro inicial(fig. 5.30) habia 10 cadenas de este tipo (para la palabra clave
“métodos matematicos’ se tiene 1 cadena, para la palabra clave “automati-
zacion', 2 cadenas, etc.), en el emplazamiento obtenido (fig. 5.39) hay 8
cadenas de este tipo (para la palabra clave “métodos matematicos™ se tiene
3 palabras, para las demds, una para cada una). De este modo, como resul-
tado de la optimacién durante el procesamiento del fichero, la accion rapida

aumentd en el 20%. Para ambos criterios se ha obtenido la solucion
minimal.

Fig. 5,39

§ 5.6. Problemas y ejercicios

5.1. Determinar la densidad de trabajo y la complejidad capacitiva del algoritmo de la
equivalentizacién sintdctica de un grafo no orientado en el de dos partes mediante la elimina-
cidn de aristas, si la fupcional de la calidad es e minimo de las anstas eliminadas.

§.2. Comprobar el cumplimiento del principio de localidad para el problema de caracteri-
zacion de Ja transformacidn de grafo en uno de dos partes y para la relacién de subordinacién
“sor subgrafo” (recordemos que un subgrafo se diferencia de un subgrafo parcial en que si
no tiene alglin vértice del grafo, no tiene aristas que le son incidentes en el grafo), (Forman
un conjunto de figuras prohibidas los ciclos de longitud ympar?

5.3, Determinar una relacién de subordinacidn que satisface el principio de localidad
para e} problema de caracterizacion de los grafos de Hamilion.

5.4. Determunar una relacion de subrodinacién que satisface el principio de localidad
para el problema de caractenizacion de los grafos de Euler.

5.5. Proponer algoritmos de Ja equivalentizacion sintdctica, heuristica y semantica de
los grafos no orientados en los de Euler. Comparar la densidad de trabajo v la complejidad
capacitiva de algoritmos.

5.6. Cumplir la eguivalentizacion semdntica de un grafo G;, que es €] complemento del
grafo dado en la fig. 5.4(b), en el de dos partes Gy = ( V3, Uz} para los siguientes procedimien-
tos de transformaciones de las figuras prohibidas en las permitidas y de las funcionales de
Ia calidad: a) eliminacién de una arista de un ciclo impar, »(Gz) = mdx|Uz|; b) desintegracién
de un vértice de un ciclo impar, ¢(Gz2) = min |V2 |.

5.7. Demostrar que al eliminar las filas y columnas que se absorben (véase el § 3.2),

lo gue se emplea para disminuir la densidad de trabajo para hallar ¢! cubrimiento de la tabla
semantica la solucion minima! no se pierde,
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5.8. Determinar gl son inestables las figuras prohibidas los tipos 4 v 5, presentes en
¢l mografo dado en la fig. 5.10, a.

5.9. Demostrar que la solucion del problema de la minimizacién tedrica v estructural
de la funcién

Sy, X, x )= VI(2, 3,04, 5 8,9, 11, 12, 14, 15)

por medio de un procedimiento propuesto en el § 5.4 v basado en la funcional (5.1) es absoluta-
menie minimal.

$.10. Demostrar que la solucidn del problema de la minimizacién tedrica y estructural
del sistema de funciones booleanas, dado por la tabla 5.12, mediante el procedimiento pro-
puesto en el § 5.4 y basado en la funcional {5.2), es absolutamente minimal.

3.11. Determinar la descomposicidn paralela abstracta del dispositivo automdtico {véase
la fig. 5.24, a}, partiendo de la construccién del segundo dispositivo subautomético (que tiene
cuatro estados). ¢Cambia el resultado de la descomposicién?

5.12. Cumplir la equivalentizacidén semdntica del mografo ¥, (véase la fig. 5.30, C) en
el ciclico ¥, con la funcional de la calidad (el minimo de las desintegraciones) y mediante
los siguientes procedimientos de la transformacién de las figuras prohibidas en las permitidas:
a) desintegracién de un clemento del portador, b) desintegracién de una palabra.

Comentarios

La lucha contra el sondeo de variantes en la solucidn de los problemas de la mateméiica
discreta es uno de los mas actuales del apoyo matematico moderno de los sisiemas de trata-
miento de la informacion. Se puede lagrar éxito, sélo resolviendo el problema de caracteriza-
cion de las transformaciones modelo en realizacidn. Si el problema de caracierizacion no estd
resuelto se usa el enfogue heuristico de la optimacién de los algoritmos combinatorios.
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Practicas para resolver problemas matemdticos
Algebra y trigonometria

El objetivo de este manual consiste en prestar ayuda concreta alos estudiantes enel desarrollo
de los habitos para resolver problemas matemdticos del curso escolar de dlgebra y trigonometria.
La presencia del material tedrico v ejemplos analizados deialladamente ofrece la posibilidad de
utilizar el manual por aquetlos que estudian dicho curse individualmente,



K. A. Ribnikov
Andlisis combinatorio

Los matematicos, ingenieros, asi comao los especialistas en otras ramas de la ciencia, saben
que al solucionar los problemas précticos con mas frecuencia, se ven obligadas a ocuparse de las
estructuras discretas. Entre éstas citemos grafos, matrices, esquemas-bloque, redes eléciricas, flu-
jos de transporte, sistemas de organizacidn de la produccién, flujos de informacion y muchos
otros. Ademas, comoes sabido, el funcionamientodelamayoria deordenadores se basaenel prin-
cipio del cdlculo directo.

El presente libro ofrece al lector los fundamentos de esta teoria que mantiene el titzlo histéri-
camente formado, anélisis combinatorio.



V. A. Gusiev, V. N. Litvinenko, A. G. Mordkdvich
Pricticas para resolver problemas matemdticas

Geometria

Estemanuaisedirigea losestudiantes con el fin de prestarles ayuda concretaenlaelaboracidn
v el desarrcllo de los conocimientos y hibitos para resalver problemas geométricos segin el curso
escolar de matematicas. Contiene material tedrico informativo y se examinan ejemplos deresolu-
cion de los problemas, lo que permite hacer uso del presente manual para el estudio individual.



