TEOREMA DE GREEN

Este teorema relaciona una integral curvilinea sobre una curva cerrada simple recorrida en
sentido positivo, con una integral doble sobre una regién plana simple que encierra aquella
curva.

Teorema de Green

Sea C una curva simple cerrada en el plano recorrida positivamente que encierra a una regién
simple D. Si F(x;y) = (F1(x;y); F2(x; y)) tiene derivadas parciales continuas en D, entonces:

0F, OF
[ oFiGeiy) dx -+ Fo (e y)dy = [ (52 = 5 Ddedy

Demostracién:

Lo haremos considerando que laregién D es doblemente simple, esto significa que es una regién
simple Tipo 1y Tipo 2 a la vez.

Este teorema quedara demostrado si probamos que:

D) [ Fi(x; ) dx——ff dxdy A 2) [ Fo(x;y)dy = ff dxdy

1) Tomamos a D como regién simple Tipo 1:

D={(x;y)/ asx<bnfi(x)sy<s<f(x)}
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Comenzando con el segundo miembro de 1):

W1, S dwdy = = [} dx [ St dy = = [71F (3 £,09) = Fas i 00) e =

b
= f [F1(x; f1(0) = F1 (3 () ]dx ()



b) Para el primer miembro de 1):

_ (y=f(x) Ay =fa(x)
C=CuUC, A Cl.{ansb A CZ.{anSb

JeFiGgy)de= [, Fi(sy)dx+ [, Fi(xy) dx =

b b
— [ By dx = o R y)dx = | F(oh@)dx= [ B f00)dx =

b
:f [Fl(x;fl(x))—Fl(x;fz(x))]dx (b)

(@) =(b) => [ oF1(x;y) dx = = [ , T dxdy

2) Consideramos a D como region simple Tipo 2:

D={(x;y)/ c<y<dahi(y) <x < h,(¥)}

A J

X
Teniendo en cuenta que:
_ fx=h(¥) fx =h(¥)

procedemos en forma similar para obtener:

OF
JF(iy)dy = [f a_xz dxdy

Queda demostrado el Teorema.
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Independencia del Camino

Sea F un campo vectorial continuo con derivadas parciales también continuas en un dominio,
entonces, la integral de linea de F es independiente del camino o trayectoria de integracion si
se cumple que: fch. ds = fCZF. dS para todo par de curvas C; y C, con punto inicial A y punto

final B.
Si F(x;y) = (F1(x; y); F,(x; y)) con derivadas parciales continuas, cumple que:
fchl(x; y) dx + F,(x; y)dy = fCZFl(x; y) dx + F,(x; y)dy

VY C,y C, e Dom(F) entre Ay B, entonces, su integral de linea es independiente del camino de
integracién entre dichos puntos.
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La siguiente expresion es equivalente:

siC= C,U—-C,=> fchl(x; y) dx + F,(x; y)dy + f—czFl(x; y) dx + Fy(x; y)dy =



= fC1F1(X; y) dx + F,(x; y)dy — fC2F1(x; y) dx + Fy(x; y)dy =

JF.dS=0 | (1)

Esto significa que si se cumple (1) V C que pase por los puntos A y B, entonces, la Integral de
Linea es independiente del camino de integracion entre Ay B.

Estos conceptos son vélidos también para R®> _F R3con C c R3.

Utilizando el Teorema de Green

f Fi(x;y) dx + Fy(x; y)dy = ff (aﬁ — %)d dy = 0 V C que pase por los puntos Ay
B, significa que es también V D segin C, entonces, concluimos que:
dx  0dy

Esta es la condicidn necesaria y suficiente para que la Integral de Linea sea independiente de la
trayectoria de integracién entre Ay B o su equivalente:
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Campo Vectorial Conservativo y Funcién Potencial

Si F =Vf,aF selollama Campo Vectorial Conservativo o Gradiente y a la funcién escalar f
se la llama Funcidn Potencial.



1) Si F es un Campo Conservativo de componentes continuas y derivadas parciales
también continuas en un dominio:

a) SiR? F R?
_ _ of _ of _
F(x;y) = FL(x; )T+ F (o 9)) = I s+ 9y (6 y)J
entonces:
oF, 9%f oF, 9%f

P N —_—
dy dydx dx  0xdy

Lo cual, por Teorema de Schwarz:

OF, 0F,

ox 0y @

Significa que si F es Conservativo, se cumple (2) y la Integral de Linea de F es
independiente del camino de integracion entre dos puntos.

b) SiR® F R3
F(x;v;2z) = FL(x; y; 2)T+ F,(x; y; 2)] + F3(x; y; 2)k =

I PN ) PN ) AP
= ﬂ(x,y, 2T+ 3y (x;y;2)] + e (e y; 2)k

entonces:

OF, 0F;  0°f A 0F, 0F;  0%f A oF, OF, _ 0*f
9z 9x 0xdz 9z dy 0ydz dx dy 0xdy

(3)

También aqui, usamos el Teorema de Schwarz.

Significa que si F es Conservativo, se cumplen las igualdades de (3) y la Integral de
Linea de F es independiente del camino de integracidon entre dos puntos en el
espacio. Esto puede demostrarse utilizando el Teorema de Stokes que se vera mas
adelante, en forma similar a lo que se hizo con el Teorema de Green para R? F R?
mas arriba.

2) LaReciproca:sise cumplen las expresiones (2) o (3) implica que F es un Campo Vectorial
Conservativo o Gradiente, también se cumple para dominios simplemente conexos.

Las expresiones (3) se pueden verificar cuando la Matriz Jacobiana de F es simétrica:

5 5
BB _| 5 sh o |
- 2

xXyz | W

ox 0z

Las derivadas de igual color a un lado y del otro de la diagonal deben ser iguales.
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Calculo de la Funcion Potencial
Si F es un Campo Vectorial Gradiente, entonces:
1) ParaR* F R®* A CcR?

d d
S oF5) dx + Faiy)dy = [ 5 i) d + 50 i)y = [ cdf

Existen tres formas de calcular la Funcién Potencial:

of

a) Partiendode F; = P

F, es un dato, entonces, integrando respecto de x:

fOsy)=[Fxy)de+ o) (a)

al integrar respecto de x, la constante de integracion ¢ puede depender de y.

Para relacionar esta Ultima expresidn con el otro dato que es F,, es necesario derivar

la misma respecto de y.

_0[f Fy(x; y) da]
e

9
%(x; y) + @' (y) = F(x;y)

Luego:
d[J F1(x;y) dx]
dy

0'(y) = F(x;y) —

Para obtener el valor de la constante ¢(y) integramos respecto de y y por udltimo
reemplazamos su valor en (a) con lo cual habremos terminado de calcular la

Funcién Potencial f.

of .

b) Partiendode F, = 7"

Se puede partir del dato F, de tal manera que siguiendo pasos similares a los recién

vistos podremos llegar a calcular la Funcidn Potencial.

c) Integrando F; y F, ala vez:



F=L = foy) = [F(Gy) de+ o)
F=% = fy) = [ F(y) dy+ ¥)

Luego se comparan ambas expresiones y se deduce el valor de las constantes, con
lo cual queda calculada la Funcién Potencial f.
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2) ParaR® FR®> A CcR?
fCFl(x;y; z)dx + Fy(x; y; 2)dy + F3(x; y; 2)dz =

=f f(x y; z)dx + f(x y,z)dy+—f(x y,z)dz—f df

Seintegran a lavez los datos F; , F, y F3:
of
F = Pyl fly;z) = fFl(x;y; z) dx + ¢(y; 2)
of
F, = N f(x;v;2) = [ F(xy;2) dy + ¥(x;2)

Fs=L = fOoy2) = [F(oyi2) dz+ ¢(xy)

Luego se comparan estas expresiones para obtener el valor de las constantes, con
lo cual queda calculada la Funcién Potencial f.
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