INTEGRALES TRIPLES
Vamos a definir la Integral Triple en forma analoga a lo visto en integrales dobles.
Sea f(x; y; z) una funcién definida en el paralelepipedo rectangulo B:
B={(x;y:z)Ja<x<barc<y<dap<z<q}=|ablx[c;dlx[p;q]
Hacemos una particién de cada intervalo:
[a; b]: xog = @; X1; X3} o} Xi_q} Xis w3 X1 = b
[c; dl: yo = C; Y15 Y2i i Vjo15 Vjs o3 Ym =

[0; q): 20 = D; 215 225 s Zk—15 Zi 3 Zn = 4

Az,

Ty

ij

Donde: Axi =Xi — Xi—1 A ij = y} — yj—l A AZk =Zky — Zp—1
El volumen de B;ji: AVyj = Ax;Ay;Azy,
Elegimos un punto interior a B;jk: (Xijk; Vijk; Zijk)

Formamos la triple suma de Riemann:

I m n
ZZ f(xl]k! yUk:ZUk) AVl]k
i=1j=1k=1
Si Definimos a maxAV como el mayor volumen de los subparalelepipedos rectangulos de la
| - o0
division de B y tomamos limite para {m — oo de tal manera que maxAV — 0, entonces, se
n — oo

Define como Integral Triple de f(x;y; z) sobre B a:

I m n
1S o G i YAV = Z DD F e Vg 24g) WVigie = [1F f G s 2)dxdydz
m—>00 i=1j=1k=1
n—->oo
(maxAv—-0)

si el limite existe.



Calculo

Al igual que integrales dobles, las integrales triples pueden resolverse mediante integrales
sucesivas o iteradas:

fffo(x;y;z)dxdydz = J:) U;d (quf(x;y; z)dz> dy] dx = fabdx j;ddyqu(x;y;z)dz

p

Esta expresion matemadtica significa que se integra primero respecto de z considerandoa xy a
y constantes, luego de esta integracion, nos queda una integral doble en el dominio R =
[a; b]x[c; d] y en segundo lugar se integra respecto a y considerando a x constante. Por Ultimo
se integra a x sobre el intervalo [a; b].

Si es posible integrar en otros drdenes de integracidn, el resultado serd el mismo. En integrales
triples hay seis posibilidades de orden de integracidn posibles, debiéndose elegir aquel que se
corresponda con el calculo mas sencillo.
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INTEGRALES TRIPLES SOBRE DOMINIOS GENERALES

Deseamos integrar f(x;y;z) sobre un dominio espacial S, acotado, usando el mismo
procedimiento usado para integrales dobles, es decir, encerramos a S con un paralelepipedo
rectangulo B y definimos a:

f(x;y;2) si (x;y;z) estaen S

F(x; Y Z) = {0 Si (x; v, Z) estien B pero no en S



Wl of (i s 2)dxdydz = [[] ,F (x; y; 2)dxdydz
Para el calculo:
a) SiSesregionsimpleTipol:S ={(x;v;2)/ (x;¥) ED A () <z < (%)}
u2(%:y)

q
fffBF(x; y;z)dxdydz = ffRdxdyf F(x;y;z)dz = ffRdxdyf F(x;y;z)dz
p u1 (%)

Esta Ultima igualdad es debido a que F(x;y;z) = Ocuando z < uy(x;y) Az = up(x;y)

2 (%) u2(xy)
f F(x;y;2)dz = f f(x;y;2)dz
#1(%Y) B1(x:y)

pues F(x;y;z) = f(x;y;2) cuando py (x%;y) <z < pp (x5 ).



Entonces:

u2(x:y)

{If o 0 y: 2)dxdydz = [f dxdy f f(x;y; 2)dz

Uy (xy)

Luego se prosigue integrando sobre D, a esto ya lo sabemos hacer:
SiDesdeTipol: D ={(x;y) / a<x<bnrg,(x) <y < g,(x)}

Entonces:

b g2(x) U2 (x;y)
Wf Gy andyaz = [ ax [~ ay [ fuyinas
a g1(x) 11 (x;y)

SiDesdeTipo2:D ={(x;¥) / c<y<dnrhi(y) £x < h,(¥)}

Entonces:

d hy(y) u2(6y)
[If o G y; 2)dxdydz = f ay [ dx f Oy 2)dz
c hi1(y) u1(x6y)

b) SiS esregionsimple Tipo2:S = {(x;¥;2)/ (¥;z) €D A1 (y;2) < x < up(y; 2)}

x = (y;2)
-
Yy
U2 (y;2)
{If of G y; 2)dxdydz = [, dydz f O y; 2)dx
u1(y;2)

Luego se integra sobre D segln se trate de una region simple Tipo 1 o Tipo 2 en el plano

yz"



c) SiSesregionsimpleTipo3:S ={(x;y;2)/ (x;2) ED Ap(x;2) <y < Uy (x;2)}

L Y =)

Uz (x;2)

{If of Gc: y; 2)dxdydz = [f  dxdz f Sy
H1(X;Z

Luego se integra sobre D segln se trate de una region simple Tipo 1 o Tipo 2 en el plano

XZ .

Propiedades de las Integrales Triples

Sean f(x;y; z) y g(x; y; z) integrables sobre S, entonces:
1) [[s(fy:2) + g(x; y; 2))dxdydz = [[[ of (x; y; 2)dxdydz + [[[ 49 (x; y; z)dxdydz
2) fffsc.f(x; y; z)dxdydz = c.fffsf(x; y; z)dxdydz con c = cte.

3) [l sf e y; Ddxdydz = [[[ ¢ f(x;y; D)dxdydz + [[f ¢ f(x;y;2)dxdydz
Siendo § = S;U S, unidn de regiones simples.

4) Sif(x;y;2z) = glx;y;2) V (x;y;z) €S, entonces:
JIf of G y; 2)dxdydz = [[[ (g(x; y; z)dxdydsz.

5 Sif(x;y;2z) =1V (x;y;z) €S, entonces:
fffsl.dxdydz = fffsdxdydz =V(S) Equivale al valor del Volumen del recinto S.

6) Sim< f(x;v;z) <M V (x;y;z) €S, entonces:
m.V(S) < fffsf(x; yv; z)dxdydz < M.V (S)
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Calculo de Volumen: utilizamos la Propiedad 5)

Gorpls (f% priecionde fegril fejols of
rCevriin: def /ﬁq;y'?g..r Llrre o /et g geo /5271,/(2&61-.
l*; EF a0 e ( ’h«)
2 } =0 | /Juwm ec 'ﬁ

S oo Tpsd: St f ("*r-%)/ﬁ‘*ﬂ‘gh ""f’*"‘J}

V&) - /[/Scfxa’gd'% ://J&xﬁ/cﬂi =

=
= O’K/Qly, /CI*"E -
© o ” %




