
INTEGRALES TRIPLES 

Vamos a definir la Integral Triple en forma análoga a lo visto en integrales dobles. 

Sea 𝑓(𝑥; 𝑦; 𝑧) una función definida en el paralelepípedo rectángulo 𝐵: 

𝐵 = {(𝑥; 𝑦: 𝑧)/ 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏  ˄  𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑  ˄  𝑝 ≤ 𝑧 ≤ 𝑞} = [𝑎; 𝑏]x[𝑐; 𝑑]x[𝑝; 𝑞] 

Hacemos una partición de cada intervalo: 

[𝑎; 𝑏]: 𝑥0 = 𝑎; 𝑥1;  𝑥2; … ; 𝑥𝑖−1;  𝑥𝑖; … ; 𝑥𝑙 = 𝑏 

[𝑐; 𝑑]: 𝑦0 = 𝑐; 𝑦1;  𝑦2; … ; 𝑦𝑗−1;  𝑦𝑗; … ; 𝑦𝑚 = 𝑑 

[𝑝; 𝑞]: 𝑧0 = 𝑝; 𝑧1;  𝑧2; … ; 𝑧𝑘−1;  𝑧𝑘; … ; 𝑧𝑛 = 𝑞 

 

                   

 

Donde: ∆𝑥𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1 ˄  ∆𝑦𝑗 = 𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1  ˄  ∆𝑧𝑘 = 𝑧𝑘 − 𝑧𝑘−1 

El volumen de 𝐵𝑖𝑗𝑘:  ∆𝑉𝑖𝑗𝑘 = ∆𝑥𝑖∆𝑦𝑗∆𝑧𝑘 

Elegimos un punto interior a 𝐵𝑖𝑗𝑘: (𝑥𝑖𝑗𝑘; 𝑦𝑖𝑗𝑘; 𝑧𝑖𝑗𝑘) 

Formamos la triple suma de Riemann: 

∑ ∑ ∑ 𝑓(𝑥𝑖𝑗𝑘; 𝑦𝑖𝑗𝑘; 𝑧𝑖𝑗𝑘)

𝑛

𝑘=1

𝑚

𝑗=1

𝑙

𝑖=1

∆𝑉𝑖𝑗𝑘 

Si Definimos a 𝑚á𝑥∆𝑉 como el mayor volumen de los subparalelepípedos rectángulos de la 

división de 𝐵 y tomamos límite para {
𝑙 → ∞

𝑚 → ∞
𝑛 → ∞

 de tal manera que 𝑚á𝑥∆𝑉 → 0, entonces, se 

Define como Integral Triple de  𝑓(𝑥; 𝑦; 𝑧) sobre 𝐵 a: 

∭𝐵𝑓(𝑥; 𝑦; 𝑧)𝑑𝑉 = lim
𝑙→∞

𝑚→∞
𝑛→∞

(𝑚á𝑥∆𝑉→0)

∑ ∑ ∑ 𝑓(𝑥𝑖𝑗𝑘; 𝑦𝑖𝑗𝑘; 𝑧𝑖𝑗𝑘)

𝑛

𝑘=1

𝑚

𝑗=1

𝑙

𝑖=1

∆𝑉𝑖𝑗𝑘 = ∭𝐵𝑓(𝑥; 𝑦; 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 

si el límite existe. 



 

Cálculo 

Al igual que integrales dobles, las integrales triples pueden resolverse mediante integrales 

sucesivas o iteradas: 

∭𝐵𝑓(𝑥; 𝑦; 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = ∫ [∫ (∫ 𝑓(𝑥; 𝑦; 𝑧)𝑑𝑧
𝑞

𝑝

) 𝑑𝑦
𝑑

𝑐

] 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= ∫ 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

∫ 𝑑𝑦
𝑑

𝑐

∫ 𝑓(𝑥; 𝑦; 𝑧)𝑑𝑧
𝑞

𝑝

 

Esta expresión matemática significa que se integra primero respecto de 𝑧 considerando a 𝑥 y a 

𝑦 constantes, luego de esta integración, nos queda una integral doble en el dominio 𝑅 =

[𝑎; 𝑏]x[𝑐; 𝑑] y en segundo lugar se integra respecto a 𝑦 considerando a 𝑥 constante. Por último 

se integra a 𝑥 sobre el intervalo [𝑎; 𝑏]. 

Si es posible integrar en otros órdenes de integración, el resultado será el mismo. En integrales 

triples hay seis posibilidades de orden de integración posibles, debiéndose elegir aquel que se 

corresponda con el cálculo más sencillo. 

 

             

 

 

INTEGRALES TRIPLES SOBRE DOMINIOS GENERALES 

Deseamos integrar 𝑓(𝑥; 𝑦; 𝑧) sobre un dominio espacial 𝑆, acotado, usando el mismo 

procedimiento usado para integrales dobles, es decir, encerramos a 𝑆 con un paralelepípedo 

rectángulo 𝐵 y definimos a: 

 

𝐹(𝑥; 𝑦; 𝑧) = {
 𝑓(𝑥; 𝑦; 𝑧) 𝑠𝑖 (𝑥; 𝑦; 𝑧) 𝑒𝑠𝑡á 𝑒𝑛 𝑆 

0 𝑠𝑖 (𝑥; 𝑦; 𝑧) 𝑒𝑠𝑡á 𝑒𝑛 𝐵 𝑝𝑒𝑟𝑜 𝑛𝑜 𝑒𝑛 𝑆
 



               

∭𝑆𝑓(𝑥; 𝑦; 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = ∭𝐵𝐹(𝑥; 𝑦; 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 

Para el cálculo:  

a) Si 𝑆 es región simple Tipo 1: 𝑆 = {(𝑥; 𝑦; 𝑧)/ (𝑥; 𝑦) ∈ 𝐷 ˄ 𝜇1(𝑥; 𝑦) ≤ 𝑧 ≤ 𝜇2(𝑥; 𝑦)} 

 

∭𝐵𝐹(𝑥; 𝑦; 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = ∬𝑅𝑑𝑥𝑑𝑦 ∫ 𝐹(𝑥; 𝑦; 𝑧)𝑑𝑧
𝑞

𝑝

= ∬𝑅𝑑𝑥𝑑𝑦 ∫ 𝐹(𝑥; 𝑦; 𝑧)𝑑𝑧
𝜇2(𝑥;𝑦)

𝜇1(𝑥;𝑦)

 

 

Esta última igualdad es debido a que 𝐹(𝑥; 𝑦; 𝑧) = 0 cuando 𝑧 ≤ 𝜇1(𝑥; 𝑦) ˄ 𝑧 ≥ 𝜇2(𝑥; 𝑦) 

 

 
 

∫ 𝐹(𝑥; 𝑦; 𝑧)𝑑𝑧
𝜇2(𝑥;𝑦)

𝜇1(𝑥;𝑦)

= ∫ 𝑓(𝑥; 𝑦; 𝑧)𝑑𝑧
𝜇2(𝑥;𝑦)

𝜇1(𝑥;𝑦)

 

 

pues 𝐹(𝑥; 𝑦; 𝑧) =  𝑓(𝑥; 𝑦; 𝑧) cuando 𝜇1(𝑥; 𝑦) ≤ 𝑧 ≤ 𝜇2(𝑥; 𝑦). 

 



Entonces: 

∭
𝑆

𝑓(𝑥; 𝑦; 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = ∬
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦 ∫ 𝑓(𝑥; 𝑦; 𝑧)𝑑𝑧
𝜇2(𝑥;𝑦)

𝜇1(𝑥;𝑦)

 

 

Luego se prosigue integrando sobre 𝐷, a esto ya lo sabemos hacer: 

 

Si 𝐷 es de Tipo 1: 𝐷 = {(𝑥; 𝑦) /  𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 ˄ 𝑔1(𝑥) ≤ 𝑦 ≤ 𝑔2(𝑥)} 

 

Entonces: 

 

∭𝑆𝑓(𝑥; 𝑦; 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = ∫ 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

∫ 𝑑𝑦
𝑔2(𝑥)

𝑔1(𝑥)

∫ 𝑓(𝑥; 𝑦; 𝑧)𝑑𝑧
𝜇2(𝑥;𝑦)

𝜇1(𝑥;𝑦)

 

 

Si 𝐷 es de Tipo 2: 𝐷 = {(𝑥; 𝑦) /  𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑 ˄ ℎ1(𝑦) ≤ 𝑥 ≤ ℎ2(𝑦)} 

 

Entonces: 

 

∭𝑆𝑓(𝑥; 𝑦; 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = ∫ 𝑑𝑦
𝑑

𝑐

∫ 𝑑𝑥
ℎ2(𝑦)

ℎ1(𝑦)

∫ 𝑓(𝑥; 𝑦; 𝑧)𝑑𝑧
𝜇2(𝑥;𝑦)

𝜇1(𝑥;𝑦)

 

 

 

 

b) Si 𝑆 es región simple Tipo 2: 𝑆 = {(𝑥; 𝑦; 𝑧)/ (𝑦; 𝑧) ∈ 𝐷 ˄ 𝜇1(𝑦; 𝑧) ≤ 𝑥 ≤ 𝜇2(𝑦; 𝑧)} 

 

                    
 

 

∭𝑆𝑓(𝑥; 𝑦; 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = ∬𝐷𝑑𝑦𝑑𝑧 ∫ 𝑓(𝑥; 𝑦; 𝑧)𝑑𝑥
𝜇2(𝑦;𝑧)

𝜇1(𝑦;𝑧)

 

 

Luego se integra sobre 𝐷 según se trate de una región simple Tipo 1 o Tipo 2 en el plano 

"𝑦𝑧". 

 

 



c) Si 𝑆 es región simple Tipo 3: 𝑆 = {(𝑥; 𝑦; 𝑧)/ (𝑥; 𝑧) ∈ 𝐷 ˄ 𝜇1(𝑥; 𝑧) ≤ 𝑦 ≤ 𝜇2(𝑥; 𝑧)} 

 

 
 

 

∭𝑆𝑓(𝑥; 𝑦; 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = ∬𝐷𝑑𝑥𝑑𝑧 ∫ 𝑓(𝑥; 𝑦; 𝑧)𝑑𝑦
𝜇2(𝑥;𝑧)

𝜇1(𝑥;𝑧)

 

 

Luego se integra sobre 𝐷 según se trate de una región simple Tipo 1 o Tipo 2 en el plano 

"𝑥𝑧". 

 

 

Propiedades de las Integrales Triples 

 

Sean 𝑓(𝑥; 𝑦; 𝑧) y 𝑔(𝑥; 𝑦; 𝑧) integrables sobre 𝑆, entonces: 

 

1) ∭𝑆(𝑓(𝑥; 𝑦; 𝑧) + 𝑔(𝑥; 𝑦; 𝑧))𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = ∭𝑆𝑓(𝑥; 𝑦; 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 + ∭𝑆𝑔(𝑥; 𝑦; 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 

 

2) ∭
𝑆

𝑐. 𝑓(𝑥; 𝑦; 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = 𝑐. ∭
𝑆

𝑓(𝑥; 𝑦; 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧   con 𝑐 = 𝑐𝑡𝑒. 

 

3) ∭𝑆𝑓(𝑥; 𝑦; 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = ∭𝑆1
𝑓(𝑥; 𝑦; 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 + ∭𝑆2

𝑓(𝑥; 𝑦; 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 

Siendo 𝑆 = 𝑆1⋃ 𝑆2 unión de regiones simples. 

 

4) Si 𝑓(𝑥; 𝑦; 𝑧) ≥  𝑔(𝑥; 𝑦; 𝑧) ∀ (𝑥; 𝑦; 𝑧)  ∈ 𝑆, entonces: 

∭
𝑆

𝑓(𝑥; 𝑦; 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 ≥ ∭
𝑆

𝑔(𝑥; 𝑦; 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧. 

 

5) Si 𝑓(𝑥; 𝑦; 𝑧) = 1 ∀ (𝑥; 𝑦; 𝑧)  ∈ 𝑆, entonces: 

∭𝑆1. 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = ∭𝑆𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = 𝑉(𝑆)   Equivale al valor del Volumen del recinto 𝑆. 

 

6) Si 𝑚 ≤  𝑓(𝑥; 𝑦; 𝑧) ≤ 𝑀   ∀ (𝑥; 𝑦; 𝑧)  ∈ 𝑆, entonces: 

 𝑚. 𝑉(𝑆) ≤ ∭𝑆𝑓(𝑥; 𝑦; 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 ≤ 𝑀. 𝑉(𝑆) 

 

 

 

 

 



            

 

Cálculo de Volumen: utilizamos la Propiedad 5) 

 

             


