
INTEGRALES MÚLTIPLES 

 

La integral definida para funciones escalares de una variable independiente es un concepto que 

puede extenderse a Campos Escalares. Si el campo escalar es una función de dos variables, la 

integral se denomina Integral Doble. Si el campo escalar es una función de tres variables, la 

integral es Triple. 

El cálculo práctico se reduce al de integrales simples sucesivas o iteradas. 

La generalización puede hacerse en forma similar para funciones de 𝑛 variables. 

 

INTEGRALES DOBLES EN DOMINIOS RECTANGULARES 

Para su comprensión vamos a apoyarnos en la idea geométrica del volumen limitado por la 

superficie 𝑧 = 𝑓(𝑥; 𝑦) ≥ 0 y los planos 𝑧 = 0; 𝑥 = 𝑎; 𝑥 = 𝑏; 𝑦 = 𝑐 ˄ 𝑦 = 𝑑. Para ello la función 

debe estar definida y acotada en: 

𝑅 = {(𝑥; 𝑦) / 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 ˄ 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑} =  [𝑎; 𝑏]x[𝑐; 𝑑] 

Hacemos una partición del [𝑎; 𝑏]: 𝑥0 = 𝑎; 𝑥1;  𝑥2; … ; 𝑥𝑖−1;  𝑥𝑖; … ; 𝑥𝑛 = 𝑏 

Hacemos una partición del [𝑐; 𝑑]: 𝑦0 = 𝑐; 𝑦1;  𝑦2; … ; 𝑦𝑗−1;  𝑦𝑗; … ; 𝑦𝑚 = 𝑑 

                     

Donde: ∆𝑥𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1 ˄  ∆𝑦𝑗 = 𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1 

El área del subrectángulo 𝑅𝑖𝑗:  ∆𝐴𝑖𝑗 = ∆𝑥𝑖∆𝑦𝑗  

Elegimos un punto interior al 𝑅𝑖𝑗 , el (𝑥𝑖𝑗; 𝑦𝑖𝑗) y formamos la doble suma de Riemann: 

∑ ∑ 𝑓(𝑥𝑖𝑗; 𝑦𝑖𝑗)

𝑛

𝑖=1

𝑚

𝑗=1

∆𝐴𝑖𝑗 



Cada término es el volumen de un paralelepípedo rectángulo de base ∆𝐴𝑖𝑗 y altura 𝑓(𝑥𝑖𝑗; 𝑦𝑖𝑗), 

por lo tanto, la expresión anterior es una aproximación al valor del volumen que queremos 

calcular. 

Si el subrectángulo de mayor área es 𝑚á𝑥∆𝐴 y tomamos límite para {
𝑛 → ∞
𝑚 → ∞

 de tal manera que 

𝑚á𝑥∆𝐴 → 0, tendremos la Integral doble de 𝒇(𝒙; 𝒚) sobre el rectángulo 𝑹, si el límite existe: 

∬𝑅𝑓(𝑥; 𝑦)𝑑𝐴 = lim
𝑛→∞
𝑚→∞

(𝑚á𝑥∆𝐴→0)

∑ ∑ 𝑓(𝑥𝑖𝑗 ; 𝑦𝑖𝑗)

𝑛

𝑖=1

𝑚

𝑗=1

∆𝐴𝑖𝑗 

Si el límite existe, se dice que 𝑓(𝑥; 𝑦) es integrable sobre 𝑅. 

𝑅 es el llamado Dominio de Integración. 

∬𝑅𝑓(𝑥; 𝑦)𝑑𝐴 = ∬𝑅𝑓(𝑥; 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 

 

Cálculo de las Integrales Dobles 

Veremos que se pueden resolver mediante las llamadas Integrales Sucesivas o Iteradas. Usando 

nuevamente, para su comprensión, la idea del volumen que definimos, mostraremos que 

integrando de a una variable por vez, podemos obtener el valor de ese volumen y, por lo tanto, 

que podemos calcular el valor de la integral doble con este procedimiento. 

𝐼𝑅 = ∫ [∫ 𝑓(𝑥; 𝑦)𝑑𝑦
𝑑

𝑐

] 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

La integral entre corchetes se resuelve primero, es decir, integramos primero respecto de 𝑦, 

considerando a 𝑥 como constante y cuyo resultado será una función de 𝑥: 

∫ 𝑓(𝑥; 𝑦)𝑑𝑦
𝑑

𝑐

= 𝐹(𝑥)   (1) 

𝐹(𝑥) es el área de la figura debajo de la curva 𝐶 en el gráfico para 𝑥 = 𝑐𝑡𝑒 

                         



Si hacemos una partición del [𝑎; 𝑏]: 𝑥0 = 𝑎; 𝑥1;  𝑥2; … ; 𝑥𝑖−1;  𝑥𝑖; … ; 𝑥𝑛 = 𝑏 

Tomamos ahora un valor dentro del intervalo [𝑥𝑖−1; 𝑥𝑖] y lo llamamos 𝑥 = 𝜀𝑖, entonces de (1): 

𝐹(𝑥) = 𝐹(𝜀𝑖) 

Y siendo: 

∆𝑥𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1 

Podemos obtener el siguiente volumen: 

𝑉𝑖 = 𝐹(𝜀𝑖)∆𝑥𝑖  

Haciendo la suma de Riemann obtenemos una aproximación al volumen que se desea calcular: 

𝑉 ≃ ∑ 𝐹(𝜀𝑖)∆𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 

Si llamamos 𝑚á𝑥∆𝑥 al mayor de los subintervalos de la partición y tomamos límite para 𝑛 → ∞ 

de tal manera que 𝑚á𝑥∆𝑥 → 0. Entonces, obtendremos el volumen buscado: 

𝑉 = lim
𝑛→∞

(𝑚á𝑥∆𝑥→0)

∑ 𝐹(𝜀𝑖)∆𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

= ∫ 𝐹(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑏

𝑎

∫ [∫ 𝑓(𝑥; 𝑦)𝑑𝑦
𝑑

𝑐

] 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

Si el límite existe. 

Esto muestra que se puede calcular una Integral Doble con Integrales Sucesivas. 

Se puede simplificar la notación haciendo: 

∫ [∫ 𝑓(𝑥; 𝑦)𝑑𝑦
𝑑

𝑐

] 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= ∫ 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

∫ 𝑓(𝑥; 𝑦)𝑑𝑦
𝑑

𝑐

 

Esta notación significa que la primera integral que se realiza es la de la derecha, es decir, primero 

integramos respecto de 𝑦 y al resultado luego se lo integra respecto de 𝑥. 

De igual manera podríamos haber planteado: 

∫ [∫ 𝑓(𝑥; 𝑦)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

] 𝑑𝑦
𝑑

𝑐

= ∫ 𝑑𝑦
𝑑

𝑐

∫ 𝑓(𝑥; 𝑦)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= 𝑉 

Y habríamos obtenido el mismo valor, integrando primero respecto de 𝑥 y luego, al resultado, 

integrarlo respecto de 𝑦. 

Entonces, si 𝑓(𝑥; 𝑦) es integrable en 𝑅: 

 

∬𝑅𝑓(𝑥; 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∫ 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

∫ 𝑓(𝑥; 𝑦)𝑑𝑦
𝑑

𝑐

= ∫ 𝑑𝑦
𝑑

𝑐

∫ 𝑓(𝑥; 𝑦)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

Si bien las demostraciones se realizaron para una 𝑓(𝑥; 𝑦) ≥ 0 su cálculo es igualmente válido 

para cuando la función también toma valores negativos. El número resultante es el de una suma 

algebraica de valores positivos y negativos que ya no representa un volumen. 

 



           

En este ejemplo, al tener límites constantes, cualquier orden de integración está bien. 

 

INTEGRALES DOBLES EN DOMINIOS GENERALES 

Se desea integrar 𝑓(𝑥; 𝑦) sobre regiones más generales como la 𝐷, acotada, lo cual significa que 

se puede encerrar en una región rectangular 𝑅. 

                            



Entonces, definimos la función: 

𝐹(𝑥; 𝑦) = {
 𝑓(𝑥; 𝑦) 𝑠𝑖 (𝑥; 𝑦) 𝑒𝑠𝑡á 𝑒𝑛 𝐷 

0 𝑠𝑖 (𝑥; 𝑦) 𝑒𝑠𝑡á 𝑒𝑛 𝑅 𝑝𝑒𝑟𝑜 𝑛𝑜 𝑒𝑛 𝐷
 

Si 𝐹(𝑥; 𝑦) es integrable sobre 𝑅: 

∬𝐷𝑓(𝑥; 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∬𝑅𝐹(𝑥; 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 

Además, no importa qué rectángulo se use siempre que contenga a 𝐷. 

Si 𝑓(𝑥; 𝑦) ≥ 0, se puede interpretar a ∬𝐷𝑓(𝑥; 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 como el volumen del sólido que está por 

arriba de 𝐷 y por debajo de 𝑓(𝑥; 𝑦). Esta igualdad es razonable si se compara las gráficas de 

𝑓(𝑥; 𝑦) y 𝐹(𝑥; 𝑦) recordando que ∬𝑅𝐹(𝑥; 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 es el volumen debajo de 𝐹(𝑥; 𝑦). 

 

    

 

 

Para evaluar: 

a) Si 𝐷 es una región simple Tipo 1: 𝐷 = {(𝑥; 𝑦) /  𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 ˄ 𝑔1(𝑥) ≤ 𝑦 ≤ 𝑔2(𝑥)} 

                                         

Usamos integración sucesiva: 

∬𝐷𝑓(𝑥; 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∬𝑅𝐹(𝑥; 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∫ 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

∫ 𝐹(𝑥; 𝑦)𝑑𝑦
𝑑

𝑐

 

Como 𝐹(𝑥; 𝑦) = 0 si 𝑦 < 𝑔1(𝑥) ˄ 𝑦 > 𝑔2(𝑥), podemos escribir: 



∫ 𝐹(𝑥; 𝑦)𝑑𝑦
𝑑

𝑐

= ∫ 𝐹(𝑥; 𝑦)𝑑𝑦 =
𝑔2(𝑥)

𝑔1(𝑥)

∫ 𝑓(𝑥; 𝑦)𝑑𝑦
𝑔2(𝑥)

𝑔1(𝑥)

 

porque 𝐹(𝑥; 𝑦) = 𝑓(𝑥; 𝑦) cuando 𝑔1(𝑥) ≤ 𝑦 ≤ 𝑔2(𝑥), por lo tanto: 

∬𝐷𝑓(𝑥; 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∫ 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

∫ 𝑓(𝑥; 𝑦)𝑑𝑦
𝑔2(𝑥)

𝑔1(𝑥)

 

b) Si 𝐷 es una región simple Tipo 2: 𝐷 = {(𝑥; 𝑦) /  𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑 ˄ ℎ1(𝑦) ≤ 𝑥 ≤ ℎ2(𝑦)} 

                                             
En forma análoga: 

 

∬𝐷𝑓(𝑥; 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∫ 𝑑𝑦
𝑑

𝑐

∫ 𝑓(𝑥; 𝑦)𝑑𝑥
ℎ2(𝑦)

ℎ1(𝑦)

 

Propiedades de las Integrales Dobles 

Sean 𝑓(𝑥; 𝑦) y 𝑔(𝑥; 𝑦) integrables sobre 𝐷, entonces: 

1) ∬𝐷(𝑓(𝑥; 𝑦) + 𝑔(𝑥; 𝑦))𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∬𝐷𝑓(𝑥; 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 + ∬𝐷𝑔(𝑥; 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 

 

2) ∬𝐷𝑐. 𝑓(𝑥; 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝑐. ∬𝐷𝑓(𝑥; 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦   con 𝑐 = 𝑐𝑡𝑒. 

 

3) ∬𝐷𝑓(𝑥; 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∬𝐷1
𝑓(𝑥; 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 + ∬𝐷2

𝑓(𝑥; 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 

Siendo 𝐷 = 𝐷1⋃ 𝐷2 unión de regiones simples. 

                         
 Igualmente se aplica para la unión de un número mayor de regiones simples. 

 

4) Si 𝑓(𝑥; 𝑦) ≥  𝑔(𝑥; 𝑦) ∀ (𝑥; 𝑦)  ∈ 𝐷, entonces: 

∬𝐷𝑓(𝑥; 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 ≥ ∬𝐷𝑔(𝑥; 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦. 

 

5) Si 𝑓(𝑥; 𝑦) = 1 ∀ (𝑥; 𝑦)  ∈ 𝐷, entonces: 



 ∬𝐷1. 𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∬𝐷𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝐴(𝐷)   Equivale al valor del área del recinto 𝐷. 

 

6) Si 𝑚 ≤  𝑓(𝑥; 𝑦) ≤ 𝑀   ∀ (𝑥; 𝑦)  ∈ 𝐷, entonces: 

 𝑚. 𝐴(𝐷) ≤ ∬𝐷𝑓(𝑥; 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 ≤ 𝑀. 𝐴(𝐷 

 

            

 

Aplicaciones Geométricas 

Cálculo de Área de Regiones planas: 

Para ello utilizamos la propiedad 5): 𝐴(𝐷) = ∬𝐷𝑑𝑥𝑑𝑦 

 



             

 

 

Cálculo de Volumen de Sólidos en el espacio: 

                                           

 

𝑉 = ∬𝐷𝑓2(𝑥; 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 − ∬𝐷𝑓1(𝑥; 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 

 

𝑉 = ∬𝐷[𝑓2(𝑥; 𝑦) − 𝑓1(𝑥; 𝑦)]𝑑𝑥𝑑𝑦 



Si: 

                                         

𝑉 = ∬𝐷[𝑔2(𝑥; 𝑧) − 𝑔1(𝑥; 𝑧)]𝑑𝑥𝑑𝑧 

 

Si: 

                                                   

𝑉 = ∬𝐷[ℎ2(𝑦; 𝑧) − ℎ1(𝑦; 𝑧)]𝑑𝑦𝑑𝑧 

 

            

 



            

 


