INTEGRALES MULTIPLES

Laintegral definidaparafunciones escalares de unavariable independiente es un concepto que
puede extenderse a Campos Escalares. Si el campo escalar es una funcién de dos variables, la
integral se denomina Integral Doble. Si el campo escalar es una funcion de tres variables, la
integral es Triple.

El cdlculo practico se reduce al de integrales simples sucesivas o iteradas.

Lageneralizacién puede hacerse en formasimilar parafunciones de n variables.

INTEGRALES DOBLES EN DOMINIOS RECTANGULARES

Para su comprensidon vamos a apoyarnos en la idea geométrica del volumen limitado por la
superficiez = f(x;y) =2 0ylosplanos z=0;x =a;x = b;y =cay = d. Paraello lafuncién
debe estar definiday acotadaen:

R={(gy)/a<x<bac<y<d}= [a;blx[c;d]
Hacemos unaparticion del [a; b]: xg = a; Xq; Xp; o Xj—1; Xij v} Xn = Db

Hacemos unaparticion del [c; d]: yo = ¢; Y15 Y23 o3 YVjm1s Vjs s Ym = d
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Donde: Ax; = x; —Xj—1 A Ay; = yj — Yj—1
El areadel subrectangulo R;;: AA;; = Ax;Ay;
Elegimos un punto interior al R;j, el (x;;; ¥;;) y formamos ladoble sumade Riemann:

>

n
j=1i=1

f(xij; yij) DA;j



Cada término es el volumen de un paralelepipedo rectangulo de base AA;; y altura f(x;;; yi;),

por lo tanto, la expresidon anterior es una aproximacién al valor del volumen que queremos
calcular.

. . . p P n— o
Si el subrectangulo de mayor areaes maxAA y tomamos limite para {m S oo de tal maneraque

maxAA — 0, tendremos la Integral doble de f(x; y) sobre el rectangulo R, si el limite existe:

m n
[ofCsnda=Jim > > flu;yy) Ay
m>% j=1i=1
(maxAA—0)
Si el limite existe, se dice que f(x;y) es integrable sobre R.

R es el llamado Dominio de Integracion.

I f Ce;9)dA = [f o f (x; y)dxdy

Calculo de las Integrales Dobles

Veremos que se pueden resolver mediante las Ilamad as Integrales Sucesivas o Iteradas. Usando
nuevamente, para su comprension, la idea del volumen que definimos, mostraremos que
integrando de aunavariable por vez, podemos obtener el valor de ese volumen vy, por lo tanto,
gue podemos calcular el valor de laintegral doble con este procedimiento.

h=fu2mwﬂm

La integral entre corchetes se resuelve primero, es decir, integramos primero respecto de y,
considerando a x como constante y cuyo resultado serd unafuncién de x:
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F(x) es el areade lafiguradebajo de lacurva C en el gréfico parax = cte
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Si hacemos una particion del [a; b]: xg = a; X1} X9 .} Xi—1; Xi} 3 Xp = Db
Tomamos ahoraun valor dentro del intervalo [x;_q; x;] y lo llamamos x = ¢;, entonces de (1):
F(x) = F(&)
Y siendo:
Ax; = X — Xi—q
Podemos obtener el siguiente volumen:
Vi = F(&)Ax;

Haciendo lasumade Riemann obtenemos una aproximacion al volumen que se deseacalcular:

n
V= Z F(Si)AXi
i=1

Si llamamos maxAx al mayor de los subintervalos de la particién y tomamos limite paran — o
de tal maneraque maxAx — 0. Entonces, obtendremos el volumen buscado:

n b b[ rd
V= lim ZF(si)Axi = f F(x)dx =f U fx; y)dy] dx
(maxAx—0) j=1 a a ¢
Si el limite existe.
Esto muestra que se puede calcular unalintegral Doble con Integrales Sucesivas.

Se puede simplificar lanotacién haciendo:

fa b [ f e y)dy] dx = f dx f ey

Estanotacion significaque laprimeraintegral que serealizaes lade laderecha, es decir, primero
integramos respecto de y y al resultado luego se lo integrarespecto de x.

De igual manera podriamos haber planteado:

fcd Ujf(x;y)dx] dy = fcddyf:f(x;y)dx =V

Y habriamos obtenido el mismo valor, integrando primero respecto de x y luego, al resultado,
integrarlo respecto de y.

Entonces, si f(x; y) es integrable en R:

I of s y)dxdy = f i f ey = f "y f Gy

Si bien las demostraciones se realizaron para una f(x;y) = 0 su célculo es igualmente vélido
paracuando lafunciéon también tomavalores negativos. El nUmero resultante es el de unasuma
algebraica de valores positivos y negativos que ya no representaun volumen.
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En este ejemplo, al tener limites constantes, cualquier orden de integracidn estd bien.

INTEGRALES DOBLES EN DOMINIOS GENERALES

Se deseaintegrar f(x; y) sobre regiones mas generales como la D, acotad g, lo cual significa que
se puede encerrar en unaregioén rectangular R.

Z1|

z = f(x:y)

v




Entonces, definimos la funcion:

f(x;y) si (x;y) estaen D
0 si (x;y) estaen R perono en D

Fuy) =
Si F(x;y) es integrable sobre R:
I o f G y)dxdy = [[ o F (x; y)dxdy

Ademas, no importa qué rectangulo se use siempre que contengaa D.

Si f(x;y) = 0, se puede interpretar a ffo(x; y)dxdy como el volumen del sélido que esta por
arriba de D y por debajo de f(x;y). Estaigualdad es razonable si se compara las graficas de
f(x;¥)y F(x;y) recordando que ffRF(x; y)dxdy es el volumen debajo de F(x; y).

z=f(xy) / F(x;y)

Paraevaluar:

a) SiDesunaregionsimpleTipo1l:D ={(x;y)/ a<x<bnrgi(x) <y < g,(x)}
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Usamos integracion sucesiva:

b d
Jf of G V)drdy = [ FGsyydndy = [ dx [ FGayddy

Como F(x;y) =0siy < g1(x) Ay > g,(x), podemos escribir:



d g2(x%) g2(x)
f F(x;y)dy =f F(x; y)dy =j fOy)dy
c g1(x) g1(x)

porque F(x;y) = f(x;y) cuando g,(x) <y < g,(x), por lo tanto:

b g2(x)
JfofGayydxdy = [ dx [ feuydy

a g1(x)

b) SiD esunaregionsimpleTipo2:D ={(x;y)/ c<y<dah(y) <x < h,(¥)}

Yi
d R
x= h,fr)
x = ()
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En forma analoga:
d ha(y)
I of Gayydxdy = | dy [ fxiydx
c hy(y)

Propiedades de las Integrales Dobles

Sean f(x;y)y g(x;y) integrables sobre D, entonces:

1) [I,(fCsy) +gCay)dady = [ f (o y)dxdy + [f g (x; y)dxdy
2) fch.f(x; y)dxdy = c. ffo(x; y)dxdy conc = cte.

3) [[pfCayydxdy = [[, fOsy)dxdy + [f, f(x; y)dxdy
Siendo D = D{U D, unién de regiones simples.

Ya
D= D1UD2

>
X

Igualmente se aplicaparalaunién de un nimero mayor de regiones simples.

4) Sif(x;y) = g(x;v) VvV (x;y) €D, entonces:
[ pf G y)dxdy = [[,g(x; y)dxdy.

5) Sif(x;y) =1V (x;y) € D, entonces:



ffDl. dxdy = ffDdxdy = A(D) Equivde a valor del drea del recinto D.

6) Sim< f(x;y) <M V(x;y) €D, entonces:
m.A(D) < [ ,f (x; y)dxdy < M.A(D
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Aplicaciones Geométricas

Célculo de Areade Regiones planas:

Paraello utilizamos lapropiedad 5): A(D) = [[ jdxdy
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Calculo de Volumen de Sdlidos en el espacio:
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V= [[,f2(;y)dxdy — [[ , f1(x; y)dxdy

V= ffD[fz(X; y) — fi(x; y)]dxdy




Si:

L Y= g(xE)

y=m(xz)

V= [f,192(x;2) — g1 (x; 2)]dxdz

Si:

V= [[,[ha(y; 2) = ha(y; 2)]dydz

L Lt z 2 J
Ww. x+}:‘?; 2z22X+2 A =2

/"i:zx +2 VE) ;4[@ (x,‘;.)—f(,(.;.)]a/xaf} =

:/[6(21(-!-2—2) dxg,? =
s =. /[bzu/xdj




Cotasriiiag 414#3)1--.4'.. aiif {ﬂ"'z‘- }am:fﬂfl allcdoran Ha
rey Ll Btk Sl inclogracida )
A (R S (T
F(S}':‘[G Q"E / zx e = /n'f;b xz/o ;tz /(?H ;E)gf;—_—'

= ("3 ‘Q;J: /:}w@ o

= 27- ¢4



