DERIVADAS PARCIALES DE UNA FUNCION DE VARIAS VARIABLES

Incremento Parcial y Total de una Funcion

Sea z=f(x, y) una funcién de R? _f R.Cuando x se incrementa en Ax e y se incrementa en Ay,
en z se producen incrementos parciales y un incremento total que se definen como sigue:

z
Az
f(x; v) 4,z
]—Ayz
(x;; fix.y))
y y+ Ay y
X+ Ax i i’ .
(x+2%: y) (x+ Ax; y+4y)
X L .
X (x;y) (x; y+4y)
Incremento parcial de z respecto de x:
Az = f(x+Ax; y) - f(x; y) Cuando se varia solo la variable independiente x.
Incremento parcial de z respecto de y:
Az = f(x; y+Ay) — f(x; y) Cuando se varia solo la variable independiente y.
Incremento Total de z:
Az = f(x+Ax; y+Ay) — f(x; y) Cuando se varian las dos variables independientes.

En el grafico estan representados estos incrementos de z.

Estos conceptos pueden aplicarse también a funciones de cualquier nimero de variables.

DERIVADAS PARCIALES EN CAMPOS ESCALARES

a) Funcién Escalar de dos Variables (R* f R)

Sea z = f(x,y), al tratarse de una funcion de dos variables independientes, tendra dos
derivadas parciales.

La Derivada Parcial tiene el mismo concepto e interpretacidon grafica que lo visto en
Analisis Matematico | para funciones de una variable independiente.

Las definiciones:



Si mantenemos constante a y, la funcién se comporta como una funciéon de una sola
variable independiente x. Por lo tanto, definimos como “Derivada Parcial de la funcién
respecto a x” mediante la siguiente expresion:

Sf - 1
S (x,y) = Am

Af(C6y) lim fx+Ax;y) — f(xy)
Ax  Ax>0 Ax

Si el limite existe. Como vemos, se trata del limite del cociente incremental cuando varia

solo la variable x.

Las siguientes notaciones son equivalentes:

6f 0z , ,
5 0 =5 =256 = £, (6Y) = 2:(x6:¥) = f(6:7) = Def (x:)
Si, por el contrario, mantenemos a x constante, la funcién se comporta como una
funcién de una variable y. Por lo tanto, definimos como “Derivada Parcial de la funcién
respecto a y” mediante la siguiente expresion:
Sf A fsy) L fOoy+Ay)—f(xgy)
—(x,y) = lim ————== lim
Sy Ay-0 Ay Ax—0 Ay

Si el limite existe. Como vemos, se trata del limite del cociente incremental cuando varia
solo la variable y.

Las siguientes notaciones son equivalentes:

8 8
6—£(x, y) = é (x,y) =z'y(xy) =f',(6y) =2,(6y) = f,(xy) = Dyf(x;¥)

Calculo de Derivadas Parciales: de las definiciones se infiere, que se pueden utilizar las
mismas reglas de derivacion utilizadas en Analisis Matematico |, y eso es lo que se hace,
teniendo en cuenta, que cuando se deriva respecto de una variable, debe considerarse
constante a la otra variable.
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Interpretacion Grafica

En la siguiente grafica, se ha representado una parte de la superficie z = f(x, y), aquella

correspondiente al rectangulo que se forma con las coordenadas x, x+Ax, y, y+Ay en el
plano dominio oxy.

y L y+dy

‘F<

' (x+ hx, ) e (x+ Ax; y+Ay)

(x;y) (5 y+dy)

Si a partir del punto (x, y), mantenemos constante a x, haciendo variar solo a y hasta el
valor Ay, en la grafica de la superficie se genera la curva PM.

Si trazamos una recta que pase por P y por M, esa recta es secante de la curva y posee

un angulo respecto de la direccidon positiva del eje oy que denominamos 6, cuya
pendiente es:

Ayz
E =tgo

Que es el cociente incremental cuando solo varia y en el valor Ay.



Si la funcidn es continua, podemos hacer tender Ay->0, con ello M—>Py tg ->tg, con
lo cual la recta secante tiende a convertirse en la recta tangente en el punto

P=(x,y,f(x,y)).

Por lo expuesto:

5f( )= 1 A .
Y Ay—>0Ay_ 9P

Es decir, la derivada parcial en el punto es igual a la pendiente de la recta tangente a la
curva PM en P=(x,y,f(x,y)), concepto equivalente al visto en Analisis Matematico | con
funciones de una variable.

En forma analoga se haria con la derivada con respecto a x:
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DERIVADAS EN FUNCIONES VECTORIALES (R _F R™):

Si F(t) es una funcién continua respecto de t, con funciones componentes derivables y dado que
la derivada de una funcidn es un limite, significa que podemos utilizar lo visto en limite de
funciones vectoriales y por lo tanto, podemos decir que, “la derivada de una funcién vectorial
es igual a la derivada de sus funciones componentes”:

i Fa(t+40) = Fi () / \
AF F(t + At) — F(t) Ao At I Fi0 |
TR — Tim om T - —| ji RE+HA) —F @) [ Fo(t) |
F'@®) = lim 77 = lim, At A, At |27
[t A8 = B (©) \F ’m(f>/

At—0 At

Vemos en las dos primeras igualdades, que es el limite de un vector, el numerador es vectorial
y el resultado final es un vector derivada.

Como hay una sola variable independiente, las derivadas son totales, no parciales.

Graficamente:

Sea F(t) = (x(t); y(t)) = (Fa(t); F2(t)), funcion vectorial de R _F R?

AF

[

F(t)
F(t+At)



. . AF . .
Como el cociente incremental s paralelo a AF, entonces si At—>0 => M- Py AF tiende a ser

- . AF
tangente a la curva en P, esto significa que F'(t) = Al%mo S esun vector tangente a la curva en
-

P.

Lo descripto es valido también para funciones vectoriales de R _F R3, con imagen en el espacio
tridimensional.

Movimiento en el espacio

Si F(t) = (x(t); y(t); z(t)) = (Fi(t); Fo(t); Fs(t)), funcion vectorial de R F R3, representa el
movimiento en el espacio de un objeto, su vector derivada, es la velocidad del mismo en el punto
que se trate, es decir:

v(t) = F'(t) = (F'1(t); F’5(t); F’3(t)): vector velocidad en el punto sefialado por F(t) = (x(t); y(t); z(t))

y su direccion es tangente a dicho punto.

Siendo el | v(t)|= \/(F’l(t))z + (F', ()% + (F',(t))?, la Rapidez del objeto en el punto.
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DERIVADAS PARCIALES EN CAMPOS VECTORIALES (R™ _F R™):

)

./

/Fl(xl,xz, .xn)\l
) i = F(xy, X3, ., Xn)
)

\Fm(xln X2, ) xn)

Fy(xq, X2,

ey Xpy

Al igual que en funciones vectoriales, la derivada de F respecto de una variable independiente
serd igual a la derivada de cada una de las funciones componentes respecto de esa variable:



lim Fi(xq; o; xp + Axg; o) — Fy(X45 000 X5 e X))
AF Axi—=0 Axi
- . Fy (g e xp + Axg o) — Fy (g o X5 e Xp)
F,(x)= lim —= 2\~ =00 A 121 n 2\A1) ey Af n
xl( ) Axi—0 Axi Alxliril() Axi
lim F (X145 oo X + Axg; X)) — Fp (X005 o5 X5 0 )
Axi—0 Axi
Donde:
X = (X1, X2, -, Xp) coni=1,2,..,n

En forma equivalente:

SF,
ox, )

oo = | 92 )
L

SE,,
ox; %)

Podemos tener todas las derivadas parciales de F(x) en una matriz, denominada Matriz de
Derivadas Parciales o Matriz Jacobiana:

SF, OF,  6F

0x1 Oxy T Oxy
DF=]F1F2"'Fm= 6F, &F, OF,

X1Xp .o Xy Ox1 Oxy " 6xy

SF, OF,  OF,
0x1 Oxp T Oxy,

Es una matriz m x n: la cantidad de filas es la cantidad de funciones componentes y su cantidad
de columnas se corresponde con la cantidad de variables independientes.

1 Fz

., 1 F B F - . i .
La notauon]ﬁ es poderosa, porque es muy facil de leer y nos permite especificar la matriz

1X2.Xn

en forma precisa sin tener que escribir toda la matriz tedrica, es decir, con esta notacién
sabemos que la primer columna de la matriz estd compuesta por las derivadas de todas las
funciones componentes respecto de la variable x;, la segunda columna, serd la derivada de todas
las funciones componentes respecto de x; y asi sucesivamente.

Es particularmente Uutil para el planteo de ejercicios que requieran su célculo, pues leyendo su

notacién, es posible calcular cada derivada individual en forma directa, calculando la matriz
jacobiana en un paso.
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DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR (O SUCESIVAS) EN FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

DERIVADAS SUCESIVAS EN CAMPOS ESCALARES

Sea z = f(x, y) un campo escalar de R? [ R, sus derivadas parciales son también funciones de x

e y, por lo tanto, puede cada una de ellas, ser derivada respecto de las dos variables
independientes y asi sucesivamente.

Por ejemplo:



Si z = f(x, y) = 2x3y? sus derivadas seran:

Derivadas 1" Derivadas 29 Cerivadas 3
| (6 (6% 532 2
0 (52)_522_ _ 1 ZJ a ﬁ zﬁzfxmc:lz:y
Sx \6x)  6x% frx = 12xy 5 /o2, ] o ) -
6z = 6x2y2 < LSy 5x2 ) 5y0%? = frxy = 24xy
ox X"y (6 622 _ 632 ) N
6 (62) 3 5%z — 1252 ! 5x\8ydx)  Sx8ysx fryx = 24xy
YA oy foy = 1257 § (6%2\ 8% = 12x2
{ l Sy \0ydx - 5y25x = nyy =12x
(6 [ 6%z 53z
5 (62) _%r ] 55 \Gaay) = Saray = P = 240
5x\oy) “oway TN 5 62\ 8% 1242
6z = 4x3y = { \ 0y \dx6y - 5y6x8y fyxy ¥
5 = 4xTy = 55 s 2
; (62) - o = = 4x3/ 8x ? B Sx6y? fyyx = 12x
Sy\sy/  8y? fyy = 4x s /52y oy
| sy\6yZ)  8y? Fyyy 0

Utilizando las reglas de derivacidn hemos llegado hasta las derivadas de tercer orden o derivadas
terceras, pudiendo continuarse esta tarea en forma indefinida.

Desde el punto de vista de la definicion de una derivada, podemos expresar lo siguiente:

1) (52) _ 5%z _ — i fx(x + Ax; Y) = fx(xy)
Sx \&6x/)  6x2 froe = Jim, Ax
i(%): 6%z £ = lim fe(Gy +Ay) — £ (5 )
sy \6x) Sysx Y ay-o Ay

) (5Z) _0z o hOHAGY) - f(ny)
Sx \8y) ~ 6x8y fye = Jim, Ax

i(ﬁ) _ 8%z _ £ = lim GGy +Ay) = f,(xy)
Sy\sy/ 8yz Y ay-o Ay

Lo mismo se puede hacer con las derivadas terceras partiendo de cada derivada segunda.
Téngase presente que la primer notacion del primer miembro de las igualdades anteriores,
indica una operacion a realizar: derivar respecto de “x” en la primer ecuacién, derivar respecto
de “y” en la segunda, etc., especifica que es la operacién que se estd por efectuar en ese
momento, tiene fines didacticos, de explicacion y una vez dominado el concepto, deja de
utilizarse.

Observemos que hay derivadas que tienen el mismo resultado:



5%z 8%z

= 12x%y =
Sybx g 6x8y

83z 53z 83z

syoxz =Y T 5xbysx _ 6x28y

53z : 53z 53z

§y?6x * 8yéxdy  6xb6y?

Se trata de aquellas derivadas que tienen la misma cantidad de derivaciones respecto de x y
respecto de y pero que fueron derivadas en distinto orden. Esto sucede en funciones de buen
comportamiento y bajo las condiciones establecidas por el Teorema de Schwarz.

Teorema de Schwarz o de Clairaut

Para su demostracidon necesitaremos el Teorema del Valor Medio que dice:

“Seay = f(x) continua en el [a, b] y derivable en el (a, b) => existe algun c € (a, b) tal que se cumple

que: f(b) —f(a) =f'(c) (b-a)”

Su equivalente: % = f'(¢c)

Y

f(b) ’
fle) "

o

fa)

a c b X

El cual significa que si se cumplen las condiciones de la hipdtesis, se puede encontrar un c € (a,b)
tal que la pendiente de la secante que pasa por (a; f(a)) y (b; f(b)) es igual a la pendiente de la
recta tangente al punto (c; f(c)).

Enunciado del teorema

Sea z = f(x, y) continua en un entorno del punto (xg, yo), con derivadas de primer orden también
continuas en ese entorno. Si las funciones f,, y f,x son también continuas en dicho entorno,
entonces se cumple que:

fxy(xm Yo) = fyx (x0,¥0)

Demostracion
Vamos a utilizar la siguiente ecuacidn auxiliar:



a)

b)

A= f(xo+Ax;y0 +Ay) — f(xo + Ax;¥0) — f(X0; Y0 + Ay) + f (x5 Y0)

Reordenamos los términos:

A= fxg +Ax;y0 + Ay) — f(x0; Yo + Ay) — [f (xo + Ax; ) — f(X0; Y0)]

La primer resta y la segunda que esta entre corchetes, pueden considerarse funciones solo
de “x=xo + Ax” pues esta claro que las segundas componentes permanecen constantes.

Al ser f(x; y) continua y derivable en un entorno del (xq, yo) podemos utilizar el Teorema del
Valor Medio (TVM) en el intervalo (x,; xo + Ax), entonces:

A = fi(c1; yo + Ay). Ax — fi(c15 Yo)-Ax = [fi(c1; yo + AY) — fr(c1; ¥o)]-Ax

La resta entre corchetes es dependiente solo de “y=yo + Ay” y las derivadas de primer orden
son continuas en un entorno del (x,, yo), por lo tanto, podemos aplicar nuevamente el TVM
en el intervalo (yo; ¥o + Ay), entonces:

<c < A
A = fry(cy; dq)AxAy @ co {xo c1 < xo +Ax

n
Yo <dy <yo+Ay
Reordenando diferente:

A= f(xo +Ax;y0 + Ay) — f(xo + Ax; ¥o) — [f (X0; Yo + Ay) — f(x0; Vo)]

La primer resta y la segunda que esta entre corchetes, pueden considerarse funciones solo
de “y=yo + Ay” pues esta claro que las primeras componentes permanecen constantes.

Al ser f(x; y) continua y derivable en un entorno del (xq, yo) podemos utilizar el Teorema del
Valor Medio (TVM) en el intervalo (yg; yo + Ay), entonces:

A = f,(xo + Ax; d3). Ay — f,,(xq; d3). Ay = [f, (xo + Ax; d3) — f,,(xo; d2)]. Ay

La resta entre corchetes es dependiente solo de “x=xp + Ax” y las derivadas de primer orden
son continuas en un entorno del (xq, yo), por lo tanto, podemos aplicar nuevamente el TVM
en el intervalo (xg; xo + Ax), entonces:

_ _ Xo < € < xg + Ax
A = fyx(cz; dy)AxAy (b) con {}’0 <d, < yy + Ay

Siendo (a) = (b), queda:
fxy(cl; d,) = fyx(cz; dy)

Al ser f, y fix continuas en un entorno del (xq yo), puede tomarse limites en ambos
miembros:

fxy( 1 ) fyx(CZI dz)

(Ax; AJ’) (0;0) (Ax; AJ/) (0;0)

Al tender Ax-0, c1 y c; al ser puntos intermedios, tienden a xo y en forma analoga, cuando:



Ay—0, d1y d; al ser puntos intermedios, tienden a yy, por lo tanto, queda demostrado que:

fxy(xo' Yo) = fyx(XOr Yo)

Nota: Se puede generalizar este resultado para drdenes de derivacidn mayores a “2” y para
funciones de mayor cantidad de variables.

Tiene una utilidad de orden practico indiscutible, reduce la cantidad de derivadas a realizar,
teniendo un mayor ahorro en el calculo cuando mayor es el orden de derivacidn y cuanta mas
cantidad de variables independientes tiene la funcién.

Por ejemplo, en la funcién z = f(x, y), tiene cuatro derivadas de 2% orden y ocho de 3¢ orden,
por aplicacién del Teorema, son necesarias calcular solo tres de 2% orden (fu; fiy ¥ foy) Y solo
cuatro de 3¢ orden (fux fixys fovx Y Foyy)-

éCudl seria el ahorro de célculo de una funcién w = f(x, y, z) al realizar las derivadas de 2%° orden
y 3" orden con la aplicacién del Teorema de Schwarz?

DERIVADAS SUCESIVAS EN FUNCIONES VECTORIALES (R _F R™)

o) [eo)
|

F(t) —| Fy(t) | - F'(t) —| F'y(t) | - F''(t) = 2(t)

o) L) L

Asi como la derivada de primer orden se realiza derivando cada una de las funciones
componentes, obtenida la primer derivada, se puede volver a derivar cada componente de ésta
y obtener el vector derivada segunda y asi sucesivamente.

o)
0|

Si F(t) representa el movimiento de un objeto en el espacio, vimos que su derivada primera es
el vector velocidad del objeto, el cual es tangente a la curva en el punto de ubicacién del objeto.
Si derivamos nuevamente, es decir, si obtenemos el vector derivada segunda, éste vector
representa la aceleracidn del objeto en el punto. Es decir:

a(t) = F”(t) = (F"1(t); F”2(t); F”5(t))

Es el vector aceleracidn en el punto seialado por F(t) = (x(t); y(t); z(t))

DERIVADAS SUCESIVAS EN CAMPOS VECTORIALES (R™ F R™)

8F1
X
I/Fl(xl,xz, ""x")\l ( )
F(xll xZI ey X | FZ(xl' xz, '"'xn) | - F,xi(x) == %(x)
l
\ (xl,xZ, ...,xn)/

le (x)



Donde:

X = (xl,xZ,

, Xn) coni=1,2,..,n

Como esta derivada de primer orden también es una funcién R™ F’,, R™ con las mismas
variables independientes x = (x4, X5, ..., X,), también puede derivarse respecto de todas sus
variables independientes. Es decir, por cada vector derivada primera, puedo obtener una matriz

de derivadas segundas:

D(F'y) =D

SF; 8%F,  8%F §%F;
Ox; () 0x10x;  O0x0x; 7" 6%, 0x%;
%(x) _| O2%F, §%F, 8%F,
Ox; 0x10x; Ox,0x; " 6x,0x;
%(x) 52Fm-- 6.2.Fm..... ”(SZFm
6x 6x16x;  Ox,0x; " 6%, 0%
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