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FUNCIONES COMPUESTAS

a) de una variable independiente — entre un campo escalar y una funcion vectorial

Consideramos un campo escalar z = f (x;y) y una funcidn vectorial g(t)= [x(t); y(t)], a través
de la cual x e y son funciones escalares de otra variable t, con Im x (t)y e Im y (t) € Dom z.

Calculamos la funcion compuesta h.

z=h(t) = (f° g)t) =f[g(t)]

Si reemplazamos se obtiene h en funcién de t: h (t)=f [x (t); y (t)]. Se dice que z es funcidn
compuesta de tatravésde xey.

Esta situacion se puede expresar a través de la siguiente red de variables:

N
~ T

b) de dos variables independientes — entre un campo escalar y un campo vectorial

Consideramos un campo escalar z = f (x;y) y un campo vectorial g(u;v)= [x(u;v); y(u;v)], a
través del cual x e y son campos escalares de las variables uy v, con Im x (u;v) e Im y (u;v) ©
Dom z.

Calculamos la funciéon compuesta h.

z=h(uv) = (f° g)uv) = flG(u;v)]

. . ., £ A . __ _..
Si reemplazamos se obtiene h en funcién de uy v:
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z=h(uv)=fIx (uv); y (uv)]
Se dice que z es funcién compuestade uy v através de x e y.
Esta situacidn se puede expresar a través de la siguiente red de variables:
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DERIVADAS DE UNA FUNCION COMPUESTA

1. PRIMER CASO: con una variable independiente.
Si z = f(x;y) es una funcién derivable de x e y, donde x = g(t) e y = w(t), son
funciones diferenciables de t. Entonces z es una funcién derivable de t:
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dz 0z dx+ 0z dy
dt  adx dt ' 9y dt

La funcion z = f(x;y) es una funcion compuesta de la variable independiente t, y
las variables x e y son variables intermedias.
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EJEMPLO 1

u=t+1
z=u?+v3{ v=et
parat =0

Este ejercicio corresponde a un ejemplo del caso 1: tenemos una Unica variable
independiente (t) y dos variables intermedias (u,v).

dz_az du+6z dv
dt ou ' dt 0dv dt
dz

—=2u.1+ 3v%.et
dt

Reemplazando u y v por t:

dz
yrie 2(t+1) + 3e?t.et =2(t+1) + 33

Para t=0:

2. SEGUNDO CASO: con dos variables independientes.
Siz = f(x;y) es una funcidn derivable de x e y, donde x = h(u;v) e y = g(u; v), son
funciones derivables de u y v. Entonces:

Diagrama de Arbol

0z dz O0x dz 0dy dz dz Odx dz 0y

ou  dx "du ' dy du v ax av | ay av
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Se tendrd una derivada de la funcion compuesta por cada variable independiente (u 'y
v). Las variables x e y son variables intermedias.

EJEMPLO 2

Calcular las derivadas de las siguientes funciones compuestas:
X =uv

z = xcos(2y) {y — ulsen v

En este caso tenemos dos variables intermedias (x e y) y dos variables independientes (u, v)
por lo que es un caso 2:

0z 0z 0x+6z dy
ou 0x ou 0dy du

7u cos(2y) .v— 2x sen (2y).2u sen (v)

P v.cos(2y) — 4ux.sen (2y) .sen (v)

pall cos(2u?sen v) — 4u?v.sen (2u’sen v).sen (v)

0z 0z (')x+az dy
ov  0x dv  dy v

5= = cos(2y) .u — 2x sen (2y).u? cos(v)

5 = W cos(2y) — 2x u®sen (2y).cos(v)

5 = W cos(2u?sen v) — 2v u3sen (2u?sen v).cos(v)
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3. TERCER CASO: cuando una variable se encuentra simultdneamente como variable
intermedia y variable independiente.
Supongamos que z = f(x; y; t) es una funcién derivable de x, y, t donde x = h(u;t) e
y = g(u; t), son funciones derivables de u y de t. Entonces:

af
&
) ay dx
ﬁ u dt
dt

9z _ 0z 9x 0z dy 0z _9z 0x 0z Oy 0z dt
du_ ax "ou ' dy ou at adx at dy ‘at a4t dt

z
af
ay/of

dy

EJEMPLO 3
Calcular las derivadas de las siguientes funciones compuestas:

_ e3x(y—z){z =xsenu
=usenx

En este caso tenemos tres variables intermedias (x, y, z) y dos variables independientes (u,

X. En este caso la variable x es intermedia e independiente al mismo tiempo, por lo que es

un caso 3:
dw oOw 0dx odw dy Jw 0z
Gu ox ou ' dy ou' 9z ou
ow odw dy Ow 0z
ou  dy af”%'@

ow 3x 3x
— =e3* senx—e3* .xcosu
du
0z
— = e3*(sen x — x cos u)
ou
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dw Jdw dx Oow dy Ow 0z
9x ox ox 9y ox ' 9z ‘ox
ow odw Odw dy Ow 0z
9x ox 9y ax 0z ox

ow
T 3e3*(y —z) + e3* .ucosx —e3* .senu
w
Fie e3*(3(y —z) + ucosx — senu)
ow

Fri e3*(3(usenx — x senu) + ucos x — sen u)

Ejercitacion 1
Hallar las derivadas compuestas de las siguientes funciones:

117.Zz = /X {x = t*
' Y y =4t

o (x=t?
118.Z=1nu{ 1

x+y y=?
u=t+1
119.z=u2+v3{ v=et
parat =0
x = e% + v?
120. z = In(x? + y) y=u’+v
para: u=-1 v=1
x =2sent
_ 2,-t
o2 2 z = 3e
121.w = 2x° —yz + xz y=t2—t+1
parat =0
u=.,/xy
122. z = u? — v? x
V==
y
— ,x%+y
123.z:1n(u2+v)+senx{u 62
vV=y +x

u=x%*+y?
v =2xy
para (x;y) = (1;0)

124. 7 = xu?® — uv?
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_ -2t
125. z = e””{ v=e arat=0
u=t34+1P
u=tg (x+
126.Z=1neu+v2_3{ gx+y)
x( v =In(xy)
p=t
127.z = e—Zx—y{ >
y=3%4+2v
X = cost
— p3x+2y
128.2=¢e {y=t2
x=t>+1
129.u = xyz{ y =Int
z=tgt
1soz—f{x:et
' yly =Int
— L AX(~, _ y=asenx
131.u = ey Z){z=cosx
_ X =1u senv
32w _xcosy{y=ucosv

133. Problema de aplicacion: un lado de un rectangulo de x=20 m, aumenta con una
velocidad de 5 m/s, el otro lado de y=30 m, disminuye con una velocidad de 4 m/s.
Determinar con qué velocidad variara el perimetro y el drea del rectangulo.

EJERCICIO 121
x =2sent
z=3e"t
y=t’—t+1
parat =0

w = 2x?% — yz + xz*

Este ejercicio corresponde a un ejemplo del caso 1: tenemos una Unica variable
independiente (t) y tres variables intermedias (x, y, z).

dw 0w dx_l_aw dy+0W dz
dt 0dx ‘dt dy dt 0z dt

d p—
d_vrz (4x + z%).2cost — z. (2t — 1) + (-y + 2xz) .(—3e )
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Para t=0: x=0; y=1; z=3

= (404 (3)?).2c050 = 3.(20 = 1) + (-1 +2.03). (-3¢79)

T =921-3.(-D+(-1D.(-3)

dw
—=18+3+3
dt

dw_

EJERCICIO 122

Este ejercicio corresponde a un ejemplo del caso 2: tenemos dos variables independientes
(x e y) y dos variables intermedias (u y v).

62_62 6u+62 v
dx Odu dx v odx

0z
Fri 2\/_+( 217)—
0z  uy 2v
w oy v
X
0z XYy Zy
x  Jxy ¥
0z 2x
a:y_yz
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2x
9z Jxyx X
A 2

_ + X
dy Jxy vy
dz 2x?

B X + y3

EJERCICIO 124
u=x%+y?
v = 2xy
para (x;y) = (1;0)

z = xu? — uv?

Este ejercicio corresponde a un ejemplo del caso 3: tenemos dos variables independientes
(x e y) y tres variables intermedias (x, u, v); la variable x actua simultdneamente como
variable intermedia e independiente.

0z 0z dx 0z Odu 0z OJv

ox ox dx  ou'dx ov ox
d
%z (u?).1+ Qux —v?).2x + (—2uv) .2y

Para x=1 y=0 tenemos que u=1 v=0

0z
. =(19).1+(21.1-0%).2.1 4+ (-2.1.0).2.0
0z
—=14+4+4+0
ox
dz _c
ox

62_62 6u+az v
dy ou dy ov dy
0z

P Qux —v?).2y + (—2uv) .2x

Para x=1 y=0 tenemos que u=1 v=0

dz
— = (2.1.1-0%.2.0+ (-2.1.0).2.1
dy

0z 4

dy
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EJERCICIO 125

-2t
_L,uv)y V=28
Z=¢e€ { .3
u=t>+1
Este ejercicio corresponde a un ejemplo del caso 1: tenemos una Unica variable
independiente (t) y dos variables intermedias (u, v).

dz_az du+az dv
dt ou ' dt 0dv dt

dz
== ew 3t% +u. et (—2.e"2h)
dz
== = 3t%pel — 2y, eur2t
dt
dz 3 -2 3 —2t_
42 _ 3p2p-2tp(t0+1)e72 _ 2(t3 4 1)_e(t +1)e~2t—2¢
dt
Para t=0
dz _ o
au
EJERCICIO 126

U{u=tg(x+y)

— u 2 _
z=Ine*+v *U v=In(xy)

Z=u+vz_3{u=tg(X+y)
v = In(xy)

Este ejercicio corresponde a un ejemplo del caso 3: tenemos dos variables independientes

(x e y) y tres variables intermedias (x, u, v); la variable x actia simultdneamente como
variable intermedia e independiente.

az_az dx+ dz 6u+az av
dx dx ‘dx Ou dx Ov dx

0z u 1+(1 1) 1 + 3 1
ox x2° x) 14 (x+y)? VX

10
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1
az_u 1‘;

I I S—
ox x?2 1+ (x+

9z _tg (x+y)

1-1
X

+2v
y)?  x

21
, 2In(xy)

0x x2

0z 0z 6x+
dy 0x dy

oo,

0z

e — .0+

x2

)

1
0z 1‘;

1+ (x+y)?

0z OJu
ou oy

—_—t
1+ (x+y)?

X

0z Jv
ov dy
1

y

2v.

2v

—:—+_
ox 1+ @x+y)? vy

1
0z 1‘}

21
, 2In(xy)

a=1+(x+y)2

EJERCICIO 129

X =
U= xyz

y:

y

t?2+1
Int

z=tgt

Este ejercicio corresponde a un ejemplo del caso 1:

tenemos una Unica variable

independiente (t) y tres variables intermedias (x, vy, z).

du Ou dx Ou dy OJu dz
dt  ox dt ' 9y dt = 0z dt
du 1 1

E=y2.2t+ xz.?+ xy'coszt

Podemos expresar todo en funcién de la variable independiente t:

du_
dt

1n@ﬂg(02t+(¥-+1ﬁga)%+(ﬂ-+1)ma).

cos’t

11
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EJERCICIO 132

X u senv

W=xcosy{y=ucosv

Este ejercicio corresponde a un ejemplo del caso 2: tenemos dos variables independientes

(u, v) y dos variables intermedias (x,y).

ow Jw 6x+aw dy
du 9dx du dy ou

aw
— =COSYy .Senv — x Seny .cosv
o y y
w
Tu cos(ucosv) .senv —u senv sen (U COSV) .COSV
ow  dw 6x+ dw Jdy
ov  dx dv dy ov
adw
Ty =GOSy .ucosv + xseny.usenv
ow
Fvie cos(ucosv) .ucosv+usenv sen (ucosv).usenv
EJERCICIO 133

Un lado de un rectangulo de x=20 m, aumenta con una velocidad de 5 m/s, el otro lado de
y=30 m, disminuye con una velocidad de 4 m/s. Determinar con qué velocidad variara el
perimetro y el drea del rectangulo.

— o_ _
y=30m i 4m/s

x=20md—x=5m/s
dt

Perimetro P = 2x + 2y
Area A = xy

ar _op dx+0P dy
dt  dx 'dt dy dt

12
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dp
P 2.5m/s+ 2.(—4m/s)
ap =10 8
- m/s m/s
d_P =2m/s El perimetro aumentara a razén de
dt 2 metros por segundo

dA 04 dx+6A dy
dt ox 'dt 9y dt
dA

Ezy.Sm/s+ x.(—4m/s)

dA—30 5m+ 20 am
P m. S m.( s)
dA m? m?
— =150 — - 80—
dt Ny S

2
d_A — 70 | El 4&rea aumentard a razén de 70 m?
dt s por segundo

13
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Respuestas ejercitacion 1

Derivacién de funciones compuestas

2
4
117)ib_=3yl +4x
di 2\xy
4y A I
E-E+y) e+ -

118)

ll9)£=5
dr

2 Bl ]
e x__x,

s

1 : 1 ;
) 2v u o Bign AV
126)?1= X _ 4l —=— L4
ax SRR s Oy cosi(xty) Y
=, o
]27)2 st 2 _c—lx-y3n LHB _a_z_ 5 2"‘. . . 2(’_2:“’
Ou v ov v

128)% = 3" (=sent) + 41"

2

IE)—@'—= 2yzt L 4

14



