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Expectativas de logro

Al finalizar esta seccion, el estudiante:

1. Sera capaz de reconocer y calcular integralgesri

2. Adquirira destreza en graficar el dominio de inéein y en la eleccion de los limites.
Sabra elegir el orden de integracion y reconocanda éste no se puede cambiar.

3. Sera capaz de elegir un cambio de variables ade@uschdo sea necesario, para facilitar el
calculo y graficar el nuevo dominio resultante alé&rdansformacion usada.

4. Podré realizar aplicaciones a la Fisica y la Temgial

5. Manejard las funciones basicas del software Mattiema
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Punto de partida

1. a) Hallar las coordenadas del centro de masa déligdo de densidad constante acotado abajo

por el paraboloide =X+ y? vy arriba por el plane= 4. Rta:x=y =0 por simetria ; z =g

b) Determinar el plano z = ¢ que divide al sélidodes partes de igual volumen. Rtaz 272

2. Dado el sdlido de densidad constante acotado @jo @br el plano z=0, a los lados por el
cilindro eliptico ¥+4y?=4 y, por arriba, por el plano z= 2-x, se pide:
a. El momento estatico con respecto al plano xy ta: R, =5

b. Las coordenadas del centro de mia&a x = —%; y=0:z =%

3. Calcular la masa de la regién sélida acotada posugerficies z = 16 -Zx2 ¥ , z = 2X + 2y

512

si la densidad(x,y,z) = x*> + y* Rta: M TS
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Introduccion

En el médulo de Integrales dobles, calculamos mesardenadas del centro de masa, momentos
estaticos y de inercia de placas planas mediamdgrales dobles. Si quisiéramos efectuar calculos
similares para sélidos en Rse necesita introducir una variable mas, lo éualicara trabajar con
integrales triples.

_

Definicion de Integral Triple

Definiremos la integral triple dé§x,y,z)sobre el
dominioD, cerrado y acotado eniRcomo limite de

una sucesion de sumas, tal como se hace en el caso
de las integrales definidas, y también integrales
Az dobles.
e o
T AX
|4
Figura 1

1. Subdividimos la regiom en n pequeiios paralelepipedos rectangulares (ebqme muestra la
Fig. 1) mediante planos paralelos a los coordenaflosada uno de ellos le asignamos su
volumen como caracteristica, es decir, para elrggngeraAV;;, = Ax;Ay;Az.

2. Elegimos en cada subdivisién un punto arbitl(aqu(?j,yk), gue puede ser interior 0 pertenecer

a la frontera y evaluamdsen dicho punto obteniéndoséa;, ,Bj,yk).

Formamos los productoéd;, B;, vy ). Ax;Ay;Azy.

Sumamos los productos asi obtenidos, extendiendsesa a toda la regidn

n m r
Z Z Z f(ai, Bj, yk). Ax;Ay;Azy.

i=1 j=1 k=1
5. Llevamos esta suma al limite can— co,m — c0 yr — copara que cada subdivisién tenga
volumen cada vez mas pequefio
Si este limite existe, es finito e independientéad®rma en que se han hecho las particionespres p
definicion, laintegral triple de f (x, y, z) extendida al dominidD, que se anota

»w

jy f (x, y, 2) dxdydz
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La continuidad de f es una condicion suficiente para la existencigadategral triple, pero no es
una condicion necesaria, ya que el limite mencionexliste también para muchas funciones
discontinuas.

Volumen de una regién D incluida en IR 2

Si f es constantemente igual a 1, las sumas seeedu Y. Y% Y- 1.Ax;Ay;Az;,
CuandomaxAV, - 0y n - « las cajas rectangulares llenan cada vez masitarBy
Definimos el volumen de D como

hmfﬁi%% Yiz1 X521 Xk=1 1.Axl-ijAzk:fffD av

r—oo

Propiedades

Las propiedades son similares a las de las ineegsiinples definidas.
1. Linealidad”'[( k f(xy,z)* hdxy.z))dxdydz= kJ-'” f(x,y,z)dxdydz+ h J-'” d x,y,2) dxdydz
D D D

2. Si T(x,¥,2=29(x,V¥,2 :>J.”. f(x V2 dxdydzZJ.Hg(x, y, 2) dxdydz

3. También esta vigente la aditividad de los domide$ntegracion. SD =D, O D, entonces

J!J. f (x, y,2) dxdydz= J.b['[ f(x, y,z)dxdydz+ Lg f (x, y,2) dxdydz

Célculo de una integral triple

No es muy comun que se evalle una integral triplarir de su definicibn como un limite. Lo habltua
es aplicar una version en tres dimensiones detri@ide Fubini: con esto, evaluamos la integraletrip
por integraciones simples sucesivas.

Del mismo modo que para las integrales doblesteexis procedimiento geométrico para determinar los
limites de integracion.

Para calcularm' f(x,y,z)dzdydxsobre la regiém, integrando primero con respecta,alespués con
b)
respecto § y, por ultimo, con respectoxaconviene proceder de este modo (Mey. 2):

1. Trazar un esquema de la regibny su proyeccion vertical (sombr& sobre el plano xy .
Individualizar las superficies superior e infergure limitan eD

2. Para hallar los limites de integracionzimaginamos una recta M paralela al eje z que pase
un punto X, y) tipico deR. En el sentido de z creciente, M entra a la re@iquor la superficie
z= 7(x, y) y sale de la region par = z(x,y). Estos son los limites inferior y superior para la
integral con respectoza
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3. Una vez resuelta la integral con respectpqueda unintegral doble sobre el recint®, de
modo que los limites de la misma se obtienen camaosen el modulo correspondiente.

La integral resulta asi:

x=b ryz z25(xy) x=h Tyz Fzz(xy
'[ f(x,y,z) dz |dy dx— f(x,y,z) dz dydx (¥
) )

x=a ryl zz(xy x=a ryl zz(xy

Nota 1: Para no cargar la expresion de integrales sucessaaslo paréntesis, convenimos en indical
orden de integracion mediante la ubicacién dedepectivos diferenciales: de adentro hacia fuera,
como se observa en (*)

Nota2: Observemos que, en coordenadas cartesianas, Iteslie la 12 de las integrales iteradas son

superficies; los de la 22, son lineas de un plaoodenado; y los de la 32, son puntos del eje evadb
correspondiente a la ultima variable de integracion

Nota 3: Si se cambia el orden de integracion, debe temerseenta que la “sombra” de la regidse
encuentra en el plano de las dos Ultimas variablgsecto de las que se integra.

Nota 4: Podemos resolver el célculo del volumen entre dpsricies como las de la Fig. 2, restandg
dos integrales dobles o bien con una sola integpdé.

Sale por

z2=2(X,Y)

z2=2,(X,Y)

Curva de interseccion

z2=21(X,Y)
Entra por
z2=2713 (X, y) ———

Entra por ~
y=yax) —

Sale por
y =ya(x)

Fig. 2 Laimagen pertenece al texto Calculo Variasatdes de George B. Thomas
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Ejemplo 1:
N Plantear la integral triple de una funcigx,y,z)sobre el
tetraedrdD con vértices (0,0,0), (1,1,0), (0,1,0) y
(0,1,1).
i O 1,1
R TrazamosD y su proyecciorR sobre el plano xz. La

superficie de entrada (nos movemos sobre la Mcém

el sentido creciente de la variable de integragjoes el
planoy = x + z la superficie de salida gs= 1.

Los limites de las integrales triples en coordesada
cartesianas son:

1 1-x 1
.[ ,[ _[ f(x,y,z)dydzdx

0 z=0 ¥ xz

ﬁ Superficies

Curvas

Puntos

Ejemplo 2:
Dado el sélido limitado por los paraboloides z=28¢ y z=xX+y?, plantear seis integrales triples
distintas para calcular su volumen. Evaluar unkasléntegrales

L e = a [T dray g
4fofo W[S 2(x% +y%)] dy dx
Sfozfo.:“(ﬂ' x2 — y2) dy dx
SJ:ELEH r?) rdrdd BL_E:ZF ﬂ;]d(}

2 [ a0 = 32(3) = 16,

2 Ay 8-n'—y
[ )7 dazdxay,
2 WAy by -

y; 4 VW I-Y 2 By -
f f f dx dzdy f f f dx dz dy,
2y VE—¥ - 24 W B—z—y -

4 z V- 8 2 v B—z—y 2 4 ViE—x 2 B-x W EB—z—w
f f _f dxdydz + f f _f dx dy dz, f f f dydzdx 4 f f f dy dz dx,
il Wz VE-¥ = 4 Bz v/ 8—z—y - 2l x v z—= - 204 W B—z—x -
4 z VE—-x 8 Bz T—X
f f _ f — dydxdz f f _f dy dx dz
o W E WX - 4 W B—z WoBezext 7

Nota 5: En el esquema del sdlido se eligid proyectarloesebplano xy. La frontera del recirfiay es la
circunferencia que resulta de proyectar la curter$eccion de ambos paraboloides. Su ecuacion se
obtiene resolviendo el sistema constituido poelasaciones de dichas superficies.
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Nota 6: Obsérvese que, en el caso del recinto [Rroyeccion del sélido sobre el plano xz) ,elwvoén
se plantea como suma de dos integrales triples.dssporque hay dos superficies diferentes dedatra
al solido (mediante la recta paralela alygjg también dos superficies de salida, segun @&kt punta
(x, z) del recinto por donde esté pasando la r8cebién ocurre algo semejante al proyectar sdbre e
plano yz.

Nota 7. Si después de resolver la primera de las integraimples, la integral doble que aun falta
evaluar resulta mas sencilla en coordenadas pdleoe® se observa en el ejemplo 2), puede hackrse e
cambio, como ya se ha visto en el médulo anterior.

Cambio de variables

Haciendo urcambio de variables en IR, de coordenadas cartesiaifasy, z)a coordenada@l, v, w)
donde las ecuaciones de transformacionxsou v,w) y= y(u, v, w) z=z(u, v, w) y las hipotesis son
las mismas que para dos variables pero extendigm@d®®, el nuevo diferencial de volumen resulta
dVv = J(u,v,w)du dv dw.

DondeJ(u,v,W):< o xy2) es el determinante jacobiano de la transformaciéhgual se utiliza su valor

a(uv,w)
absoluto (puedV debe resultar siempre positivo ya que es un diteaéde volumen).
du oOv oJw
oy oy 9y
ou ov odw
0z 0z 0z
ou ov odw

”'[ f(x,y,z)dxdydz= J-'” (f(xuv v fuv,y £uvw) ‘Z( X,y,2)

(u,v,w)

Juvw)= ‘ Z( x,\i/,z)

du dv dw

Entre las coordenadas méas usadas eh H®tan las cilindricas y las esféricas, que veremos
continuacion.
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Fig.5

Coordenadas cilindricas

Para ubicar un punto en JRpodemos utilizar
coordenadas cilindricas, que son las ya conocidas
polares en IRcon el agregado de la 32 variable z. Ver
Fig. 5. Las ecuaciones de transformacién son:

X = rcosé, y = rsinf, z =z,

r?=x% 4y tan @ = y/x

En laFig. 6 se observan z

lassuperficies coordenadagorrespondientes a las coordenadas

cilindricas.

Entre seis de ellas queda determinado el diferedeiaolumen que se

muestra en I&ig. 7,cuyo volumen es:

dV=rdrdbdz

En coordenadas cilindricasjacobiano de la transformacionesr.

&
A

Fig.7

Fia. 6
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Ejemplo 3: Plantear el coordenadas cilindricas la inte@ﬁlf( rp,z)dV siendoD la region de IR
D

definida porx? + (y-1)°< 1, .

z Solucion

1 Realizamos un croquis del séliddy consideramos su
z= xi +y? proyeccionR sobre el plano xyHig. 8) La frontera dér
& =5

es la circunferencia® +(y-1)*= 1 .
Mediante las formulas de transformacion, la ecuaca
coordenadas cilindricas queda-2rser® = 0 , es decir

M D que la circunferencia desplazada tiene por ecuacion
Fig. 8 r=2send

Para los limites z de la integral consideramaedtaM,

5 y paralela al eje z, que pasa por un punto tifice) enR.

0 \ L Entra aD por z =0y sale poz = x* + y? =r?2,
/e Para los limites r, observamos que la semirfeciae
X+ (y-1P=1 nace en el origen entra en el reciRten r = 0 y sale por
X r=2sin# —
r=2serd.
Para los limite® de integracion, debemos considerar que la sertardcegira alrededor de su origen
para barreR desde qué&=0hasta queéd=n.

r2

2serd
La integral queda planteada asi j I f(rp ,z)dzdrde
0 0

0

1

Coordenadas esféricas

Un punto en IR puede ubicarse mediante dos angulos y su

Plo. 6.6) distancia al origen de coordenadas, segun se haeFam9 .
ps 1)
p

p : distancia dé al origen

® : &ngulo queOPforma con el semieje positivo (< ® <)
@ :angulo de las coordenadas cilindricas.

Las ecuaciones de transformacion son:

r = psin ¢, x =rcosf = psin¢cosh,
z = pcos @, y =rsinf = psin¢ sin 6,
p= \/x2+y2+zz= \/rz-i-zz.
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g
Ejemplo 4: L . I 2yt @-12=1
Hallar una ecuacion en coordenadas esféricas ar 5 s Droosidh
superficiex? + y? +(z-1)? =1.(Fig. 10) j
I
Solucién i
Utilizando las ecuaciones de la transformacic 10
reemplazamos X, y, z, obteniendo: | ¢
p2serfo(cos’ 8 + serf6)=2pcosd /b

de donde resultp=2 cos®

Ejemplo 5

Determinar una ecuacion en coordenadas esférices lpa
superficie conicaz=4/x* + y? .(Fig. 11)

Solucién

El cono es simétrico con respecto al eje z y caltplanoyz
segun la rectay = z El angulo entre el cono y el semieje Oz «

i :
entoncesm:%[. Como todos los puntos de la superficie cump E ¢
con esta igualdad cualquiera sea el valor gle de 6, I
concluimos quecng es la ecuacion pedida. También pue

llegarse a la misma algebraicamente reemplazangaxpor sus
expresiones en coordenadas esféricas.

10
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Diferencial de volumen en coordenadas esféricas

Las superficies coordenadas, que se obtienen
igualando cada variable a un valor constante, se ¢ =¢,

muestran en I&ig. 12. P(a, by, b)

Entre las seis superficies coordenadas que sewvalnser
en la Fig. 13 queda comprendido el diferencial de
volumen dV.

En coordenadas esféricas, g¢hacobiano de la
transformacion es p?sin®, expresion  que

multiplicada por los diferenciales de las varialdesla
expresion del diferencial de volumen.

dV =dp-pdd-psind db
= p*sin ¢ dp de db.

Fig. 13

Coordenadas esféricas contra cilindricas

Las integrales triples que involucran formas es&&ino siempre resultan mas simples cuando se
utilizan coordenadas esféricas. En algunos caasgiilindricas resultan mas convenientes, comase v
en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 6
Hallar el volumen del sélido limitado superiormepiar la superficiex? + y + z =8 e inferiormente

por el plana = 2, usando:
a) coordenadas cilindricas b) coordenadas eaféric

(a) V j:' j:j;'rdz v drdo j: f; (‘r-vfﬁ erl drdd J: : L (8 rz}:i";2 rg] ;df'}

2

L d@ —ap dara= [T4(-2-342/8) a6 =4 (4/2-5) [ s tr(ive2)

11

Autores. Elena Arlauskas, Julio Ferreiro y Gabri®aghetti



Andlisis Matematico |l Integrales Triples

(hy V J:-j;- 41;;? p* sin¢ dpde d9 = Ef f[)l_f; 4(2 V’E sin ¢ — seet ¢ sin @) dip dfd

2% =4 A P 5 ;',-I,.":l
% fﬁ fn | 2\/5 sing — tan ¢ sec* q-‘)) dep det E JD 2-\/5 cos ¢ — L tan? q‘)} de
E | - = 0

>

Jo (2= te2)an =3[ (Z502) w r(ave-s)

[ 1)

z Masas en IR 3

Amy = 8(xp, Yy 7;,) AV, Mostraremos como se calculan las masas y momentos e
coordenadas cartesianas de sélidos &n_éR férmulas

son similares a las vistas para placas planas.
Imaginamos el sélido D dividido en pequefias cajas
rectangulares.

) Eligiendo un punto cualquieraw(Xyk, z) en cada una de
ellas, calculamos su densidadxy, Yk, z) , con lo que la
masa elemental serAm, =AV, [5(Xk, Yk, Z). No es
importante cual es el punto elegido pues al evalaar
integral, los volumenes elementales tienden a cero.

La masa total del solido resulta:

M :”J.?S( x,y,z) dV

S

Fig. 14

Momentos en IR 3

Para hallar el momento estatico del :
sélido con respecto a cada plano
coordenado, multiplicamos la masa
elemental, caracterizada pok,(x,

Z), por su correspondiente distancia al
plano coordenade integramos sobre
D.

M,, = ”J.zé( x,y,z)dV

M,, = ” y6( x,y,z)dV

M = 5 )dv En la Figura 15 se observan las distancias desdmiento
VZ_J-.II.[X XY:Z de volumen hasta los planos coordenados y los ejes

coordenadasSe omitieron los subindices k por comodidad.

12
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Coordenadas del centro de masa:

Myz )_/:sz E:MXY

M M M
Para hallar los momentos de inercia del sélido Drespecto a los ejes cartesianos, multiplicamos la

masa elemental, caracterizada pQ@r Y ), por su correspondiente cuadrado de la distai@pe
coordenadce integramos sobre D.

X =

= Jf[2 2ol xy v 1y =[] + 22)a( x.y dav 1= ([0 + 2o x.y v

Ejemplo 7
Hallar el centro de masa del sélido de densidadtaares, definido porO<z<4-x?-y?; x> +y*<4
(Fig.16)

z=47xzfy2 2 z=47x27y2
Mxy=/ff_0 zdedydx=//[z—}_0 8 dy dx
R R

o
:Ef(4_x2_y2)2dydx

R
5 2a 2
=2/ f(4—r2)2rdrd6
o Jo
ST L, e 168 [P 32m6
—zl [6(4 r)L_OdH—?,O ae = 3

4—x*—y?
e /f] Sdzdydy = 8md.  z=(My/M) =43 (%37 =(0,0,4/3).
0
R

Ejemplo 8

Z

Hallar los momentos de inercia del bloque de larigl7 con
respecto a los ejes coordenados. Se sabe quagehdf, 0, 0) es
el centro del blogue y que el material que lo fotreae densidad
constante.

. Centro de masa

/2 b2 a2
IXZ/ f / (y? + z2) 8 dx dy dz.
—¢/2 J=b/2 J—a/2

b Fig. 17

13
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Por simetria, trabajaremos en el primer octanteliplicaremos por 8.

¢/2 b2 faf2 ¢/2 b2
]x=8f / (y2+22)3dxdydz=4a5/ / (v +zHdydz
0 0 0 0 0

¢/2 y3 y=>b/2
[— + zzy} dz
3 =0

/2 3 2
b b
(ﬂ * T) dz

= 4q 8(M + Q) — abCS (b2 ) _ %(bz + Cz).

= 4ab

/
h

48
Anélogamente:
M M
I, = E(a2 + ¢?) L = E(a2 + b?).
Ejemplo 9

Hallar las coordenadas dmintro de masadel sélidoD de densidad=1definido por 0< z< x* + y?

x> +y?<4.

Solucion Z z=x2 +y2
Hacemos el croquis del sélidéi¢.18) que esta limitado = 2
superiormente por el paraboloide, inferiormente gigulano /

Xy , Y se encuentra rodeado por la superficie dilga.

Por simetria, el centro de masa estara sobre et.dsto - M
hace quex=0,y =0. Para hallarzdividimos el momento {

estatico My por el valor de la masa M.

21 r2

=j J% jzdzrdrde—— |
0 0 O

|
|
|
|
c.m. ¢
|
|
|
|

2mn

| rfd drde= § /\";—i\ .

M = zrdrdo=— = =

00 0 x/ (r, ) \ \y
MX

O =y N

<

4
M3 Fig. 18 L

N |

Luego, las coordenadas del centro de mas{@;mgj

14
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