YAOHTH 3] ~ANSMONIOA, 'S
OMNAHSONWI], 'S

"BLIBSI09U UOQIOBWLIOJUI B UBIBIIUOOUD BUWIA] |9 Iod SOpEBSIIalUI Sjusw
-1e10ads3 $510309] so[ anb ] ud BYYRIZOIqQIq BAGNU B[ B BIOUIIRJAI s[duns eun
€ OpBIIWI[ SOWaY SOU ‘3[[B}3P UOD SIOUBAE SOASNU SO3IS? JIB[[01IBSap I[qisod
o[ 10d SOUOPUQIS ON "BUIS) 91$I 9IGOS SOAINU SOIQI SOLIRA Oprodiede uey £
SOUE sown so] ue uswepidel OPIPUIIXS BY IS SBUIUIE] 9P BII0d) B
‘SBUTUIR] 9P UQIXJ[J 9P BIIOJ) B[ Ud SIIOUSW SIUOIdIpE seund[e A eueiquiow
SEUIWB] 9P BLIOd) B[ US SOUOISUI) 9P UOIOUN] B[ 9p OpPOIJW [9p UOIdIpE e[ &
OPE)IWI| SOWSY SOU SBUIWIE] 9P BLI0d)} B[ B 93U319J91 0XqI[ [9p 93ded e] ujy

‘SBWISIW SB[ 9p O[no[ed
[@ ueyroe] anb seougwnu sejqe; seunS[e A& J[qeriea I1osadss ap seoerd
9P s0AdNU SOSED SOLIBA opusipeye ‘seoe[d op sopueid seyod[j a1qos ojnirdeo
12 ugiquuel operjdwe sowa ‘seoe[d ap O[Nd[gd {3 Us sopesn ‘sopewrxoide A
sa[erdadsa sopojow soungd[e opuesiaal oniides un (¢ £ ‘sedomnostue seoeid
ap uoIXa]j B[ 2Iqos ofniided un (§ ‘BONSPE UOBIUIWID 21qos sepehode
seoe[d op uorxa[j e[ 21qos o[mided un (¢ ‘epexs] eop[d BUN UI ILNIID
orafn8e un B OUJO) US SIUOISUI] IP UOIOBIIUIDUOD B] 91qos opejrede un (g
{[eSI2ASUBI) )UBIIOD 0ZIONJSA [B BPIQap seoe[d Ip UOIXI[J B[ 91qOs operrede
un ([ :uos souoipe sofedounid ser] *SSUOCIPE A SOIqUIED SOLIBA IIdB(]
anb oprus) soway ofj2 ereJ ‘sopoldwi soadnu opeidope uey as £ oonoeird
oual11d) [e seurwae] A seoe[d 9p BLI09) B[ Sp UQIORDI[dE B[] S)UIWII[GRISPISUOD
OpIpPUAIX3 BY 3s ‘0IqI] 9153 9p uowIpa eiowid e[ ap uonedrqnd e[ apsa(]

ogojoid

wo910po.giT Jod opezijenbiq

‘PUPEINl 3P
solend A sejeur) ‘soulwe) ap
louadns Bo1UJ9 | BJaNIST B| Ap J0S840.d
soulwed ap oJaluabu

VAONYIVS VNIA3IN T '

Jod opionpel |

[eART] 8p PepISIBAIUN Bl ap
soJa1uabuy ered vIIURISIA 8P 10S3J0.d

d39IIH-AASMONIOM 'S

"pIOJUEIS 8P PEPISIBAIUN ©] 3p
soJaluabu] ered vaIULOBI 9P 011I9WT J0S80.1d

OMNIHSOWIL 'S


































































SYNIWVT A SVOV'Id 30 VIHOdL—'§

91 014

(v z ,_c

! "
7ET A
Mp74a | \"\
N a—s P

o
x 0
() d:wmm‘@._'dmonumﬂﬁw@ upzre _ue
me me fipme  xpmp me
ajuarpuodsairod ajuaripuad ef &
fie e
fip — = =
(4 me + ap me mp

s9 ‘up ungas A v sownrxoid sojund sop sp SBYOI[} S| 11U
BIDUDIDJTP [ ‘x se| ap afa [@ uoo ewiroy anb omsue 2 » £ [(¢ 9] 813] Ax ouerd
[® U9 eIdINb[ENO UOIDAIIP BUN uUp BIG ‘Ap/mQ@ = " $3 A SB[ 9p UOIODAIIP ¥
us quarpuad e] squswienld] ‘xp/mp = "2 $9 X SB[ IP UQIOIAIP B[ Ud eIpoW
soysadns e op susrpuad e anb aa as ‘[(» 9] ‘8y] =2x oueld [e e[o[ered
eoe[d ] 9p [PULIOU UQIOO3S BUN BWO) 38 IS ‘vovid p] 9p svyoalf OAIs?INS
0] ue uelewe[| 3§ BIpaW 3101yIadns B[ 9p sojudtweze|dsap soisy “eoe[d
e[ op vwpaw #1tftadns e uewrroy A Ax oueld [e sargmorpuadrad m woucmmﬁ
-eze[dsop souanbad usyyns Ax ouejd [9 us UBqEIIUOOUd 3s anb senonred
se[ UOIX3[j e[ a1ueIn(] "Ax oue[d OWOD UQIX3[} B[ 3p sAue eoe[d e[ I9p orpaw
ounjd 19 opewo} sowdy ‘eoe[d gun ap seydd[} seuanbad se| asrerpnisd |y

sopoxa)f squswviaSy svovd ap En.:aas:u £ aquapuag ‘¢

seoeld op eind UQIXo]

woo0p04gi Jod opezijenbiq

‘PUPEIA 8p
souand A sajeur) ‘soulwe) ap
Jouadns B21U99 | BJANIST B 9p 10S840.d
soulwed ap oJaiusbul
VAONVY1VS VNIAIN T 4

lod opionpe.

[eART] Bp pepISIaAIuN B| ap
soJaluabul eed BoIURIB|A B 10S8)0I1d

d3931aH-AASMONIOM 'S

"pJoJuUE]S 8P PRPISISAIUN B] 3p
soJaluabu] eted eoIuRIBIA 9p 01IBWT J0SBJ0Id

OMNIHSOWIL 'S

¢ O 1N1L]dVvO

SVYOV'1d A SVNINYT 3d V]404d1

































, . ‘6781 ‘sHed ‘g ‘[oa ‘Awap
-DIY Y} S[DrAOWAA ISeIA ‘uossiog Jod sepep uosany sewidjqoid soisd Ip sauoN|os sery

LT o1
N -
s L woo0po4gi Jod opezifenbiq
(o]
>
‘PUPEIN 8p
; souand A sajeur) ‘soulwe) ap
B Jouadng ea1U29 ] ©|9NIST e| ap 10S840.1d

. m:hxw& sjuatpuad e ‘ofeqe BIoBY SEPISLIIP SBYDI[} SNS 72 £ orpaw oueld [3p SoulwR9 ap 0 ._w_cw@c_
sojund sO[ 9p SI[RIPEI SEIDUEBISIP S| 4 UB3S A BPEX3]} ou eoeld e[ 9p 01U |2 L
U5 sepeUsapIo0d 9p UdBLI0 P O 8IS (LT ‘813) ernouuts ap 3fe 19 1od ssed anb <>o Z<I_<m <Z _Dm _\/_ H; H_
[edourrd uQIOd9s BUN U SEYDI[J SB[ IBIIPISUOD AQUIOYNS $9 £ eoe[d e ap Jlod opionpes

013U30 [op sAUEISIPINDI sojund so[ SOPOY US SEINUIPT ULISS SBYII[} SL7]
“BOLI}QWIS UIIqUIe) SO BPEXA]} voe[d ¥[ Sp Olpsul oue[d [op epewIO}ap

e[ ‘onjuado ns rod esed anb e1so © renorpuadiad afs g 0309dsa1 epInqrisIp

21USWEDLIIPWIS BIS3 IB[N2IID edoe[d BUN 31qOS ENIOE anb e3ied e[ Ig

[eAeT] Bp PepISIBAIUN ©] 3p
jossoasupaz v8avd ofoq soJaluabul eed BoIURIB|A B 10S8)0I1d
1 SUDI] /

saupnoa1o svovyd ap PO1IIFWILS uorxapf ] ap UIOUaLBf1p UPIIDNIT] ST ) Nn_m wm _ Nn_v_l>v_ w\SOZ _O\/\/ .m

"pJOJUBIS Bp PepISISAIUN e ap
SeIB[NOIID SEOE| d op soJaluabu| eed BaIURIS|A P OlLISWT 10S8)0id

BOLIJQWIS UOIXI[] OMNIHSOINIL 'S

¢ O01NLldVvO
¢ SVYOV'1d A SVNINYT 3d V]d041














































,num_a B[ 2p oIpaw OCN_Q [® U3 uoIBWIOIIP ¥[ ﬂ@wmuu‘.amw_u BIIPISUOD 3§ anb oysand ‘cjusw
-39 [9p SEIED SB| UD SI[BULIOU SOZIdNJSd TU SI[BIUOZLIOY SIIURLIOD SOZIINISI BIQRY ON]

uenjoe anb 1S9[BD11I9A $91UB}IOD SOZIANJSI %NL ,AOM de .>v vind UoIXafy el
US UBQRISPISU0D 3s anb Zpy $2108101 sOJUWOW SO[ A “p A [y $310309]3
SOJUSWIOW SO[ 9P SPWAPY ‘/4 eINSIy B[ edIpur owod 24 3 zx soueld sof e
soaered souejd op seied sop Iod eoe[d el ap operedes ojudwWS[e UN sow
-310p1suoo ‘oueld oyoip e re[notpuadiad z 3o [2 4 eoe[d e[ ap orpaw oueld |2
uo 43 x sepeusapiood ap 33 so[ (O] ‘de "A) SIIUE OWOD OPUBWIOJ, "UQOIXI[]
e} 9jueinp eoe[d e] op oipaw oue[d [d US SIUOIOBWIOIP SB[ sIeIdIdsop

b o1

xt%+ Rxnd wmm”! -lz_ox\mn%m +xAW

P g+ ] "] Re g A
PR T p— 0V>,_m‘

uapand sisajodry sejse uo)) ‘edoe[d e] 9p B[ B SI[BUIIOU UOS $5PI0Q SO| US
SOUOIOOBAI SB] SOUOIDIPUOD se)sa Ud ‘eoe[d e[ op oueld [9 ud astdaow eied pey
-12qI] Usuan sIpioq sof anb sowreduodns ‘ourojuod [B 030adsay ‘(¢ ‘de "a)
10sadsa [2 uod uoreredwods us seyanbad uos seyos[j se| £ sroyradns
ns e jeurtou sa eoefd B[ aIqos enidoe anb e3ies e[ snb soweduodng

vpowsiofap v) ap [proussafip ugrovnog ‘Ig

JesidAasuea) egied ofeq
seoe[d op souoroewIO}OpP seuanbog

W09°10p0.q1T Jod opezijelbiq

‘PUPEIA 8p
souand A sajeue) ‘soulwe) ap
lo11adng BJ1U2Y | B|9NIST B| 8p 10Saj0.d
soulwed ap oJaluabul

VAONY1VS VYNIA3IN T "

Jod opionpe.

[eART] 8p pepISIaAIUN B] 3p
soJaluabu| eted eolugIa|AN 8p 10S3)0.d

d3A9IIA-AASMONIOM 'S

"pJoJUERIS 3P PRPISISAIUN B] 3p
soJaluabu] eted eoIURIBIA 9p 011IBWT J0SBJ0Id

OMNIHSOIIL 'S
¥ O'1NLldVO

SYOV'1d A SVYNINY'13d V]4041



































































































TasLa 22

Coeficientes § y f; para el céleulo de (M) ¥ (M,)ma en placas rectangulares parcialmente
cargadas, siendo b = 2a

vy = 0,3
ula = 0 02 04 06 08 | 1,0 0 02 04 06 | 08 1,0
| | |
‘ | Coeficiente i en la expresion | * Coeficiente f en la expresion
via ‘ ‘Mr)mnx = ﬂP ‘ (Mujm.ix = ﬁlP
0,0 ‘ o 0,289 1 0,220 0,175' 0,144 | 0,118‘ w | 0,294 0,225 0,179. 0,148| 0,122
0,2 0,347 0,252 0,199 0,163 0,135 0,111 0,242/ 0,203 0,170 0,143 O,IEOI 0,099
0.4 0,275 0,221 0,181 0,150 0,125/ 0,103 0,172 0,152| 0,133 0,114| 0,097| 0,081
0,6 0,233 0,195 0,164 0,138 0,115 0,095 0,133 0,120/ 0,106/ 0,093 | 0,079 0,066

08 0,203 0,174/ 0,148 0,126 0,106 0,088 0,107 0,097| 0,087 0,076 0,065 0,054
1,0 - 0,179 0,155/0,134 0,115 0,097 0,080 0,089| 0,081| 0,073) 0,064 0,055 0,046

2 0,161 0,141 | 0,122 0,105 0,089 0,074 0,074 0,068 0,061 0,054 0,046/ 0,039
4 0,144 0,127 0,111 | 0,096 0,081 0,068 0,064 0,058 0,052 0,046 0,040 0,033
6 0,130/ 0,115 ] 0,101 | 0,087 0,074 0,062| 0,056 0,051 0,046/ 0,040 0,035 0,029
8 0,118| 0,104 0,091 ‘0,079 0,067 0,056 0,049 0,045‘ 0,041 (1,036‘ 0,031 0,026
0

0,107 0,094i0,l]83 0,072/ 0,061 0,051| 0,044 0,041 ﬂ.(JS'n'i 0,032] 0,028 0,023

34. Placa rectangular simplemente apovada con carga concentrada

Utilizando el método de Navier, hemos obtenido en el apartado 29, una
expresion en forma de serie doble, para la flecha de una placa bajo una

carga concentrada P en un punto dado x = 5, v = 4 (fig. 70).
o -
) |
7
=i
A

el

MO

y

Fic. 70

Para obtener una solucién equivalente, pero en forma de serie simple,
se empieza por escribir la solucion de Navier (133) de la forma siguiente

4Pb3 S mrk mmx
w= 1 ), Sesenstsen e o)
me=]

estando dado el coeficiente S, por

4 sen n%ﬂ sen E%"!
S = E —— % (b
m2h? .
nel (“ar L )
Introduciendo las notaciones
2 o3 na(y — n) - nar(n -I:_yl
I’ b r b
Bom Y ey B Y el ©
mb? ) m?b? i
n=!(a2+ﬂ) n=1(a2+n)
Se puede representar (b) de la forma
Sa = §(Sn — S3) (d)
Para calcular las sumas (¢), se utilia la serie conocida
—  cos nz B 1 4 a cha(lx — 2)
Z P # 28 2 shma (€)

n=1
valida para 0 < z - 22 y que se considera, en primer lugar, como una

funcion S(a) de a. Derivando respecto a a, el primer miembro de (e), se

obtiene S(a) =
AL COs nz
) - 2 ), v
n=1

Después de haber derivado también el segundo miembro de (e) v
sustituyendo este resultado en (f), se llega a

2 cos nz - 1 85(«a) - 1 ) 7 chala — 2)
el (a® + n*)* N 2a F 2a’ 4o’ sh 7a
B aa — 2)yshala — 2) " 2* cha(a — 2) ch 7a
44” sh za 4a* sh® 7a @)

Ahora, para obtener los valores de las sumas (e), se pone en la ecua-
cion (g) primeramente = = (a/b) (v + ), después = = (a/b) (v 7 v,
luego, @ = mbla. Usando estos valores por sustitucién en (d) v (a) se llega,
finalmente, para la flecha de la placa a la expresion siguiente

o

e Pa* . ) ﬂm."l FmM P'm'd ﬁ”".’
w = 7D 2(1 + Bmcth B, — ) cth 5 b cth 5

m=1

Bm TmY mak max
W i sh st sen sen
b b a

m® sh g,

(145)
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Métodos especiales y aproximados
en la teoria de placas

75. Singularidades en la flexion de placas

Se dice que el estado tensional de una placa presenta una singularidad
en un punto' (x,,y,) si alguna de las tensiones en ese punto se hace infini-
tamente grande. De las expresiones (101), (102) y (108) de los momentos y
estuerzos cortantes se deduce que no se producen singularidades mientras
la flecha w(x,y) v sus derivadas hasta la de cuarto orden sean funciones
continuas de x e y.

Se producen ordinariamente singularidades en los puntos de aplicacion
de fuerzas o momentos concentrados. En algunos casos se pueden presentar
singularidades en las esquinas de la placa, debidas a las reacciones, inde-
pendientemente de la forma de reparto de las cargas.

Para lo que sigué tomemos como origen de coordenadas el punto de la
placa en que se presenta la singularidad. Las expresiones dadas antes por
la flecha dan (después de las derivaciones oportunas) tensiones que son
grandes en comparacién con las tensiones producidas por cargas aplicadas
en otros puntos o por los esfuerzos de borde, siempre que x e y sean
pequenas.

Fuerza aislada en un punto interior de una placa

Si la distancia del punto considerado al contorno y a otras cargas
concentradas es bastante grande, tenemos aproximadamente un estado de

! Mas exactamente, en un punto (x, ¥, 2).

simetrin axl en torno a o cargn concentrada 2. En consecuencia, el

esfuerzo cortante radial 2 una distancia r de la carga P es
!)
@ 2

Observando la expresién (193) de O, podemos verificar facilmente que
la flecha correspondiente esta dada por

r? In E (206)

i P
a, =
8xD
en la que @ es una longitud arbitraria. El término correspondiente v In a
da tensiones despreciables cuando la relaciéon r/a permanece pequeia.

Momento aislado en un punto interior de una placa

Apliquemos una fuerza aislada — M, /4x en el origen y una fuerza
aislada + M, [Ax en el punto (— Ax, 0), suponiendo que M, es un momento
conocido. Segun los resultados anteriores [ec. (206)] la flecha debida a la
accion combinada de ambas fuerzas es

w=d1 @+an 4yt [+ A2)! + yiY
8rD Ar n a
i My 2?4 ya (:L‘3 |- yz}i
8xD Az O a (a)

Fic. 168

Cuando Ax tiende a cero, obtenemos el caso de un momento M, con-
centrado en el origen [fig. 168 a)] y la flecha es

wy = lim [w) = M1t
: A0 ™ P 3z
donde w, es la flecha dada por la expresion (206). Verificando la derivacién,
obtenemos
Mlx x“ + y‘






b)

Factor multiplicador I!TF =0,0796
y

Fia. 171

Pzra este caso tenemos v = 0, vju = k=1, ¢ = 1,5708, y = 0, i = 2,669 ¥
u = 0, que dan N = 0 y un valor de M que calculamos inmediatamente. El efecto
de la carga P, puede suponerse proporcional a la ordenada 2,30 de la superficie en el
centro del drea cargada. Introduciendo tinicamente los excesos de ambas cargas sobre
las cargas debidas a g, tenemos que sumar las siguientes participaciones en el valor
final de M_:

1. Carga P,: segin las ecuaciones (163), (165) con £ = a2, d = 0,1 V 2a,

’ M P, —0,0lqa® 4
- — s ———— | § e ——— 2.4 — 1,571
M, 2 ™ (Zln oir \/2-{" 669 — 1 7)
= (,219(P, — 0,01ga?)
2. Carga P,:

M), = 8—12.30(?, — 0,01ga?) = 0,092(P; — 0,01ga?)

3. Carga uniforme g: segin los datos de la figura 172,
M = 0,0369¢4"

o F—

]

g 1P e s i R
Vd o s (il ey ol SO o RIS 1,8

/’ ’/’/1:/’ N —— "--._“:: \\‘\\ ‘\
Y. 7 h N 02
/ // / 1/ \\ \\ 0.4 \‘

IV / R Y 06 \

|
/ L~ 4;“\‘ \ \

e ————

N
>
b 1 e |

|
1
|
'-___l:_?.-—-—
-
J
N _—
[ ———
O (R [ o 5 ! O e
-‘FE
-

e e e e

e —m
—_—— .
T — e e —

L —

P i
1

e e s
i
T — e e —

/
\
| | \ \_/ /

LY LY A
AN £ 2l 7
\ N \\\\ g% // y //

SR S e —t -l P I

R et Semeren et S

Factor """-'":'P“':'d"rij;,' 0.03%8 J'Pan carga uniforme My =0,0369 qo®
Fia. 172

-



Por lo tanto
}Ifgn - 0,219P| + 0,092P2 + 0.03389‘!1’

A causa de la forma cugdrada de la placa y la simetria de las condiciones de
contorno, estamos en situacion de utilizar la misma superficie de influencia para
caleular M. La situacién de la carga P, correspondiente a la situacién antes supuesta
respecto a la superficie de influencia de M,;, estd dada por la linea de trazos, y la
contribucién de P, resulta ahora igual a M,, = 0,035(P, — 0,01ga%) en tanto que las
participaciones de P, v ¢ no varian. Esto da

Mys = 0,219P, + 0,035P; + 0,0344ga?

Suponiendo ahora por ejemplo » = 0,2 tenemos el resultado final

M, = M, + 0,2M,, = 0,263P, + 0,099P, + 0,0407ga?

Superficie de influencia del momento M en el centro del soporte entre dos vanos interiores
de una placa continua en la direccion x y simplemente apovada en y =+ b|2

Este caso se presenta en el provecto de losas de puente apoyadas en muchas vigas -

de forjado vy dos vigas principales. En el supuesto de que las flechas y las rigideces a
torsion de todas las vigas sean despreciables, obtenemos la superficie de influencia
indicada’' en la figura 173.

En el caso de un puente de carretera, la carga de cada rueda estd uniformemente
repartida sobre una superficie rectangular u por v. Se han dibujado cinco lineas de
influencia (correspondientes a valores de w/b de 0,05 a 0,40) para cargas que se
mueven segin la linea central de la losa 3 = 0 y se dan las ordenadas maximas que
nos permiten determinar sin dificultad la posicion de la carga preponderante en el
proyecto, Tanto la superficie como las lineas se han dado con sus ordenadas multi-
plicadas por 8.

Ejemplo de cdleulo. Sea a = b = 7,20 m; ademads para el neumdtico posterior
P, = 7000 kgf, « = 45 cm, © = 75 cm y para el neumatico anterior Py = 1800 kgf,
u = 45 cm, v = 37,5 cm. Supondremos que el efecto de reparto debido al pavimento y
al espesor de la losa estd incluido en los valores adoptados para u y v.

Para el neumdtico posterior tenemos v/b = 0,10 y para el anterior v/b =~ 0,05.
Suponiendo que damos a los neumdticos posteriores las posiciones sucesivas corres-
pondientes a las abscisas & = 0,20q, 0,25a, 0,30a, 0,354 y 0,404, las posiciones
respectivas de los neumidticos anteriores quedan fijadas por la distancia entre ejes, sea
4,20 m = 0,583a.

El cilculo mediante la superficie de influencia da, para cada posicion particular
de la carga, una serie de valores del momento que se han dibujado en la figura 173
camo funciones de la abscisa £ mediante la linea de trazos. La curva presenta un
méximo aproximadamente para § = 0,30a. Vamos a ver el procedimiento de cdlculo
Unicamente para esta posicién.

Las lineas de influencia correspondientes a 0,10 y 0,05 dan la contribucién de las
dos cargas centrales (en y = 0) que vale

— (7000 x 3,24 + 1800 x 3,32 — — 28 656 kgf
v la superficie de influencia de la contribucion de las seis cargas restantes que es
— 7000 (1,66 + 2,25 + 0,44) — 1800 (1,59 + 2,25 + 0,41) = — 38 100 kgf

Finalmente, teniendo en cuenta el factor multiplicador 1/82 = 0,0398, tenemos
(M) s = —0,0398 (28 656 + 38 100) = — 2657 m kgf/m

' Respecto a métodos para su construccion, véanse lus referencias dadas en el apartado 52.

Por lo tanto
Mgz = 0,219P, + 0,092P; 4 0,0338¢a®

A causa de la forma cuadrada de la placa y la simetria de las condiciones de
contorno, estamos en situacion de utilizar la misma superficie de influencia para
calcular M,,. La situacién de la carga P, correspondiente a la situacién antes supuesta
respecto a la superficie de influencia de M, estd dada por la linea de trazos, y la
contribucién de P, resulta ahora igual a M, = 0,035(P, — 0,01ga®) en tanto que las
participaciones de P, vy ¢ no varian. Esto da

Myo = 0,219P, + 0,035P; + 0,0344ga?

Suponiendo ahora por ejemplo » = 0,2 tenemos el resultado final

M. = M. + 0,2My0 = 0,263P, + 0,000P, + 0,0407ga?

Superficie de influencia del momento M, en el centro del soporte entre dos vanos interiores
de una placa continua en la diveccion x y simplemente apoyada en y = + b|2

Este caso se presenta en el provecto de losas de puente apoyadas en muchas vigas -
de forjado y dos vigas principales. En el supuesto de que las flechas vy las rigideces a
torsién de todas las vigas sean despreciables, obtenemos la superficie de influencia
indicada' en la figura 173.

En el caso de un puente de carretera, la carga de cada rueda estd uniformemente
repartida sobre una superficie rectangular u por v. Se han dibujado cinco lineas de
influencia (correspondientes a valores de v/b de 0,05 a 0,40) para cargas que se
mueven segin la linea central de la losa y = 0 y se dan las ordenadas madximas que
nos permiten determinar sin dificultad la posicion de la carga preponderante en el
proyecto. Tanto la superficie como las lineas se han dado con sus ordenadas multi-
plicadas por 8x.

Ejemplo de cdleulo. Sea a = b = 7,20 m; ademds para el neumatico posterior
P, = 7000 kegf, u = 45 cm, ¥ = 75 cm y para el neumitico anterior P, = 1800 kgf,
u = 45 em, v =37,5 cm. Supondremos que el efecto de reparto debido al pavimento y
al espesor de la losa estd incluido en los valores adoptados para u y v.

Para el neumatico posterior tenemos v/b = 0,10 y para el anterior v/b = 0,05,
Suponiendo que damos a los neumidticos posteriores las posiciones sucesivas corres-
pondientes a las abscisas & = 0,20a, 0,25a, 0,30a, 0,35a y 0,40a, las posiciones
respectivas de los neumdticos anteriores quedan fijadas por la distancia entre ejes, sea
4,20 m = 0,583a.

El cilculo mediante la superficie de influencia da, para cada posicion particular
de la carga, una serie de valores del momento que se han dibujado en la figura 173
como funciones de la abscisa & mediante la linea de trazos. La curva presenta um
méximo aproximadamente para & = (,30a. Vamos a ver el procedimiento de cilculo
Unicamente para esta posicién.

Las lineas de influencia correspondientes a 0,10 y 0,05 dan la contribucién de las
dos cargas centrales (en y = 0) que vale

— (7000 % 3,24 + 1800 x 3,32 — — 28 656 kgf
y la superficie de influencia de la contribucion de las seis cargas restantes que es
— 7000 (1,66 + 2,25 + 0,44) — 1800 (1,59 + 2,25 + 0,41) = — 38 100 kgf

Finalmente, teniendo en cuenta el factor multiplicador 1/8x = 0,0398, tenemos
(M) min = —0,0398 (28 656 + 38 100) = — 2657 m kgfim

' Respecto a métodos para su construccion, véanse lus referencias dadas en el apartado 52.



Esfuerzo cortante mdximo debido a una carga uniformemente repartida en la superficie
de un rectangulo

En la figura 170 se indica con lineas de trazos una carga de este tipo adyacente
al borde empotrado de una placa cantilever indefinida. Este problema se presenta
también en el proyecto de forjados de puente. Mediante el resultado (210) y el
principio de superposicion obtenemos el siguiente esfuerzo cortante en x = y = 0.

2P w /2 g
i — ———— g
(=) max e j; dg [—w‘? (& + o0t )

que da (Q:)mix = ag ()}

1 du?
con a=~[£]n(u+])+2arctﬂ —"'-] (@)
w|u v* 2u

En la tabla 78 se dan los valores numeéricos del factor a. Como la influencia de
las cargas de otras ruedas sobre (J, ordinariamente es despreciable, no es necesaria la
superficie de influencia de Q,. El resultado (f) puede utilizarse con suficiente apro-
ximacién para losas de dimensiones finitas y también como valor maximo posible para
borde eldsticamente empotrado.

TasLa 78
Valores del flector a de la ecuacion (f)

vt ! a | ulu a

0,1 0,223 1,2 0,852
0,2 0,357 1,4 0,884
0,3 0,459 1,6 0,909
0,4 0,541 1,8 0,927
0,5 0,607 2,0 0,941
0,6 0,662 2,5 0,964
0,7 0,708 3 0,977
0,8 0,747 4 0,989
0,9 0,780 5 0,994
1,0 0,807 10 0,999

77. Funciones de influencia y funciones caracteristicas

Es interesante hacer notar la estrecha relaciéon existente entre la funcién de
influencia (o funcién de Green) de la placa flexada v el problema de las vibraciones
transversales libres. Estas tltimas obedecen a la ecuacion diferencial

a2 ar\? u dtW
— 4+ — ) W=—-=—
(6::" E3 ay=) D a @
en la que W(x,»,1) es la flecha, x la masa por unidad de drea y f eltiempo. Con la

hipétesis W = w(x,v) cos pt obtenemos para la funcién w la ecuacién diferencial

DAAw — M =0 (b)

en la que 2 = p*u. Para determinadas condiciones de contorno la ecuacién (b) sélo
admite solucion para una serie definida de valores 4,, 4,, ..., 4., ... del parimetro i,
valores llamados mimeros caracteristicos (o valores propios) del problema. Las solucio-
nes correspondientes forman una serie de funciones caracteristicas w,(x,y), w,(x,y),
<oy wi(x,¥), ... Estas funciones son otorgonales entre si, es decir

ff wilz,g)wilz,y) dz dy = 0 ©
A

para { # k, estando extendida la integral a toda la superficie de la placa. Como las
funciones w,(x,y) estin definidas salvo un factor constante, pueden enormalizarses
eligiendo este factor de modo que se satisfaga la condicién

ff wi(z,y) dx dy = a?l? (d)
A

La forma elegida para ¢l scgundo micmbro de (d) es la apropiada para el caso de
placa rectangular de lados a y b, pero cualquiera que sea el contorno de la placa, w0,
debe tener la dimensién de una longitud. Establecida la serie de valores i, y la
correspondiente serie de funciones normalizadas #,(x,y) puede demostrarse’ que el
desarrollo

=

1
K(zy,tm) = a0t %Hi@ (€)
k=1

es vilido para la funcién de influencia de una placa con condiciones de contorno que
se satisfacen por las funciones caracteristicas.

Aplicando el resultado (e) a las ecuaciones (a) y (b) del apartado anterior conclui-
mos que, independientemente de cudl sea la distribucién de las cargas, la flecha de la
placa puede siempre representarse mediante una combinacién lineal de funciones
caracteristicas.

Consideremos, como ejemplo, una placa rectangular simplemente apoyada
(fig. 59). Las funciones propias que satisface la ecuacién (b) junto con las condiciones
de contorno w = Aw = 0 vy la condicion (d) son

we = 2 \,/\é.:e_i:senﬁiﬁsenw N
a b
siendo m y n dos ntimeros enteros arbitrarios.
El valor propio correspondiente de la ecuacion (b) es

wLS nﬂ 2

M = wtD (F + b_’) (g
La sustitucién de estas expresiones en el desarrollo (¢) conduce inmediatamente
al resultado (134). Pueden obtenerse de modo parecido funciones de influencia para
placas rectangulares con dos bordes opuestos simplemente apoyados, con condiciones
arbitrarias en los otros bordes. Sin embargo, en tal caso resulta necesario el cilculo
previo de los valores 4, a partir de la ecuacién de frecuencia transcendente corres-
pondiente. Un nuevo ejemplo de funcién de influencia que puede obtenerse en forma
de desarrollo en serie es el caso de placa circular, cuyas formas de vibracion, expre-

sables mediante funciones de Bessel, son bien conocidas.

! Véase, por ejemplo, R. Courant y D. Hilbert, «Methods of Mathematical Physicss, vol, 1,
pagina 370, Nueva York, 1953,



en la que A = p?u. Para determinadas condiciones de contorno la ecuacién (b) sélo
admite solucién para una serie definida de valores 4,, 4,, ..., 4., ... del parimetro &,
valores llamados mimeros caracteristicos (o valores propios) del problema. Las solucio-
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La forma elegida para ¢l scgundo micmbro de (d) es la apropiada para el caso de
placa rectangular de lados @ y b, pero cualquiera que sea el contorno de la placa, W,
debe tener la dimensién de una longitud. Establecida la serie de valores i, y la
correspondiente serie de funciones normalizadas z,(x,y) puede demostrarse’ que el
desarrollo
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es vilido para la funcién de influencia de una placa con condiciones de contorno que
se satisfacen por las funciones caracteristicas.

Aplicando el resultado (e) a las ecuaciones (a) y (b) del apartado anterior conclui-
mos que, independientemente de cudl sea la distribucién de las cargas, la flecha de la
placa puede siempre representarse mediante una combinacién lineal de funciones
caracteristicas.

Consideremos, como ejemplo, una placa rectangular simplemente apoyada
(fig. 59). Las funciones propias que satisface la ecuacién (b) junto con las condiciones
de contorno w = Aw = 0 vy la condicion (d) son

wy =2 \,/\é.:!.i';5{311@'25311w N
a b
siendo m y n dos niimeros enteros arbitrarios.
El valor propio correspondiente de la ecuacién (b) es

2 2\ 2
N =D (E + ’i) @
a* b ;

La sustitucion de estas expresiones en el desarrollo (¢) conduce inmediatamente
al resultado (134). Pueden obtenerse de modo parecido funciones de influencia para
placas rectangulares con dos bordes opuestos simplemente apoyados, con condiciones
arbitrarias en los otros bordes. Sin embargo, en tal caso resulta necesario el cilculo
previo de los valores 1, a partir de la ecuacién de frecuencia transcendente corres-
pondiente. Un nuevo ejemplo de funcién de influencia que puede obtenerse en forma
de desarrollo en serie es el caso de placa circular, cuyas formas de vibracion, expre-
sables mediante funciones de Bessel, son bien conocidas.

! Véase, por ejemplo, R. Courant y D. Hilbert, «Methods of Mathematical Physicss, vol, 1,
pagina 370, Nueva York, 1953,

Puesto que la intensidad de la carga estd dada por f(n) = Pjv para
vf2 < % < ©/2 y por cero en todo otro punto tenemos

L.l
at
s5en — cos alf

e | o @
= _Jo

o

Por otra parte, la funcion f(y) es igual a la diferencia de esfuerzos cortantes O, a
ambos lados de la seccién x = £ Asi pues, mediante las ecuaciones (108), tenemos

D 2 (Awy — Aws) = fy) (e)
dr .

en que x = & De acuerdo con la ecuacion (d) representamos las flechas w, y w, por
las integrales

w= [ Xime) cosayda i =1,2 0
en las que la funcién
X‘-(x,a) = (A, + Bix) ch ax + (C; + D{x] sh ax
tiene la misma forma que la funcién ¥, de la pigina 136.

Basta ahora sustituir las expresiones (f) en las ecuaciones (a), (b) v (e) para
determinar los coeficientes A4,, B,, ..., D, independientes de y y funciones de a.

al= o
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En la figura 175 se muestra la distribucion de momentos flectores en el borde
empotrado, calculada mediante la solucion anterior para diversas posiciones de la
carga v para los valores v = 0y » = 0,3.









El método de variable compleja nos permite también expresar en forma finita las
funciones de Green de una placa circular con diversas condiciones de contorno'.

En otros casos tales como el de una placa cuadrada, es preciso conformarse con
una determinacion aproximada de las funciones de Green”.

Cuando la deformacion de la placa pueda ponerse en forma de doble serie
trigonométrica, podri expresarse también mediante una serie sencilla haciendo uso
de las propiedades de doble periodicidad de las funciones elipticas. Para el valor de
Aw que satisface la ecuacién potencial A(dw) = 0, tal expresion resulta especialmente
conveniente a causa de la Gltima conexion entre la funcion de Green de la expresion
Aw y la funcién que reduce al circulo unidad la superficie de la placa dada’. Deter-
minada Jw los esfuerzos cortantes de la placa estin dados inmediatamente por las
derivadas de esta funcion, en virtud de las ecuaciones (108).

80. Aplicacion del método de la energia de deformacion al cilculo

Consideremos de nuevo el problema de la placa rectangular simplemen-
te apoyada. Del estudio hecho en el apartado 28 se deduce que la flecha de
dicha placa (fig. 59) puede ponerse siempre en forma de una doble serie

trigonométrica’,

w = @y, SEN % sen n__;g (a)

m=1n=1

Los coeficientes a,,, pueden considerarse como las coordenadas que
definen la forma de la deformada y puede aplicarse a su determinacion el
principio de los trabajos virtuales. Para la aplicacion de este principio
necesitamos la expresion de la energia de deformacién (v. pag. 108):

V”_Df[ {(M’ W .
— 21 — ») [g;“’jy axdy)]]dzdy ®)

Sustituyendo w por su expresion (a) el primer término de la integral en
(b) toma la forma

ff[E Z“"(mz" )m—se “;y]’d:dy ©

' E. Reissner, Math. Ann., vol. 111, pig. 777, 1935; A. Lourye, Priklad. Mat. Mekhan.,
volumen 4, pig. 93, 1940,

* F. Schultz-Grunoz, Z. angew. Math. Mech., vol. 33, pag. 227, 1953.

' Courant y Hilbert, op. cit., vol. 1, pag. 377. Han sido usadas de un modo especial las
funciones elipticas por A, Nidai, Z. angew. Math. Mech., vol. 2, pig. 1, 1922 (forjados), por
F. Tulke, Ingr.-Arch., vol. 5, pig. 187, 1934 (placas rectangulares); y también por B. D. Aggar-
wala, Z. angew. Math. Mech., vol. 34, pag. 226, 1954 (placas poligonales y, en particular, placas
triangulares).

! Los términos de esta serie son funciones caracteristicas de la placa considerada (véase
apartado 77).

Teniendo en cuenta que

a
Lsen—sen—-—dx [sen—sen—budy"o
siom = ?'f’ y n # n’, deducimos que para calcular la integral (¢) tenemos
que considerar Gnicamente los términos cuadraticos de la serie que aparece
entre corchetes. Empleando la formula

LI L mnx nwy ab
T __= —_ = —
,{o ﬁ sen® — sen? b dz dy )

el calculo de la integral (¢) da

M)

Dado que

ff s Sl b ff cost "% cost " dz dy = §

puede deducirse que el segundo término de la integral de la expresién ()
se anula al verificar la integracién. Por consiguiente la energia total de
deformacion esta dada en este caso por la expresion (¢) y es

- -
ab m* | n?\*
vty 3 S () ®
m=]1n=]

Consideremos la deformada de una placa (fig. 59) debida a una fuerza
concentrada P perpendicular a la placa y aplicada en el punto x = &,
¥ = . Para tener un desplazamiento virtual que cumpla con las condicio-
nes de contorno damos a cualquier coeficiente a,,,, de la serie (a) una
variacion elemental éa,, ,. Como consecuencia de ello la flecha (a) sufre
una variacion.

6w = ‘' SEN f%t sen ﬂ_..,.'y

b

y la carga P produce un trabajo virtual
1
’ )
P éa,n sen m____a'f sen n——;"

Del principio de los trabajos virtuales se deduce que este trabajo debe
ser igual a la variacién de la energia potencial (d) debida a la variacién
da,, ... Por lo tanto

4, ’
P 0m's' SEN ?RT'E sen ? = i S%r‘r
n



Sustituyendo V' por su expresién (d), obtenemos
[} 4 2 ra\2
P ba, . sen marE sen n'ry = xtab Danar (ﬂ:—, ES ?—-) 8w (€)

b 4 b?
de donde :
4Psen -:—£sen nT“
b = —— s o
xabD 3 + 3

Sustituyendo en la expresion (a), obtenemos una vez mis el resul-
tado (133).

En lugar de utilizar el principio de los trabajos virtuales para calcular
los coeficientes a,,, en la expresion (a) de la flecha, podemos obtener el
mismo resultado considerando la energia total del sistema. Si un sistema
esta en una posicion de equilibrio estable, su energia total es un minimo.
Aplicando este acento al estudio de la flexion de placas, observamos que la
energia total en tales casos consta de dos partes: la energia de deformacion
debida a la flexion, dada por la expresion (b) v la energia potencial de la
carga que actiia sobre la placa. Definiendo la posicion del elemento de carga
g dx dy por su distancia vertical w al plano xy, la energia potencial corres-
pondiente puede ponerse en la forma —wq dx dy, y la energia potencial de

la carga total es
— [Jwq dx dy (9

Entonces la energia total del sistema es

0= JIG 1G5

~20 -0 [25 - (aay) || —w0) et ®

El problema de la flexién de una placa se reduce en cada caso particular
a la determinacion de una funciéon w de x e y que satisfaga las condiciones
de contorno dadas y haga que la integral (k) sea minima. Si aplicamos a
este problema el calculo de variaciones cbtenemos para w la ecuacién (104)
en derivadas parciales, que ya habiamos deducido de la consideracion del
equilibrio de un elemento de la placa. Sin embargo, puede utilizarse ven-
tajosamente la integral (k) en el estudio aproximado de la flexion de placas.
Para ello sustituyamos el problema de calculo de variaciones por la deter-
minacion del minimo de una cierta funcién, suponiendo que la flecha w
puede ponerse en la forma

w = aip(x, ¥) + @age(x, ¥) + aagalx,¥) + ... + angalx, ) (211)
en la que las funciones ¢,, g,, ..., ¢, se han elegido en la forma apropiada’

para representar la deformada y cumplir al mismo tiempo las condiciones

! Por la experiencia se sabe aproximadamente la forma de la deformada y nos guiamos
por esta informacion para elegir la forma apropiada de las funciones .

de contorno. Sustituyendo la expresion (211) en la integral (h), obtenemos
después de integrar una funciéon de segundo grado en los coeficientes a,,
a,, ... Ahora basta elegir estos coeficientes de modo que la integral (k) sea
un minimo, de donde se deduce que

al al al ;
3:=% 3,”" das = 0 @)
Lo que nos da un sistema de n ecuaciones lineales en ay, a,, ..., a, ¥

pucde calcularse facilmente estos valores en cada caso particular. Si las
funciones ¢ son tales que la expresion (211) puede representar una funcién
arbitraria dentro del contorno de la placa', este método de calculo de
flechas w nos lleva a aproximaciones cada vez mejores cuando aumenta el
nimero n de términos y tomando #n infinito obtenemos una solucion exacta
del problema.

Aplicando el método al caso de una placa rectangular simplemente
apoyada, tomamos la flecha mediante la serie trigonométrica (a). Entonces,
utilizando la expresion (d) de la energia de deformacién, la integral (k)
queda en la forma siguiente:

rabD Z(l 2 a ( _‘l):
f f E Ea.....sen—-a—:;en "Vizdy ()

m=1n=1

y las ecuaciones (1) tienen la forma
4 "2
TibDau-( ﬂ) f [ qsenmsen 1;""‘d:::dg,f=l] (k)

En el caso de una carga P aplicada en un punto de coordenadas £, 4, la
intensidad de la carga g es nula en toda la placa salvo en el punto (£,)) en
el que tenemos ¢ dx dy = P. Entonces la ecuacion (k) coincide con la
ecuacion (e) antes deducida mediante el principio de los trabajos virtuales.
A efectos practicos debe tenerse en cuenta que la integral

[ (525 - () e

contenida en las expresiones (b) v (k) se anula si la placa esta rigidamente
empotrada en el contorno. La misma simplificacion es valida para una placa

' Hemos visto que una doble serie trigonométrica (a) tiene esta propiedad respecto a las
flechas w de una placa rectangular simplemente apoyada, Por lo tanto, puede usarse para
obtener una solucién exacta del problema. El método de resolver problemas de flexidn de
placas mediante la integral (h) fue desarrollado por W. Ritz; véase ¥. reine angew. Math., volu-
men 135, 1908, v Ann. Physik, serie 4, vol. 28, pig. 737, 1909,










donde todas las funciones y(y) tienen que cumplir las condiciones de contorno
en y = 1 af2. La utilizacién de la ecuacién (c) con variaciones dw, = y, dg, dwy =
= ¥4d8qq, ... nos llevaria esta vez a un sistema de ecuaciones diferenciales lineales con
coeficientes constantes para determinar las funciones g¢,(x), g.(x), ... La solucién de
tal sistema, aunque en principio no presenta dificultad, puede resultar pesada para
aproximaciones de orden superior; sin embargo, en la mayoria de los casos pricticos
es suficiente la segunda aproximacién.

Meétodo de retroceso

Puede utilizarse en la forma siguiente una solucién (211) que cumpla tinicamente
las condiciones de contorno del problema. En lugar de calcular mediante la ecuacién
diferencial (103) las flechas correspondientes a un reparto dado de carga, utilizamos
la misma ecuacion para calcular la carga

¢ = Daaw (O]

que resulta de una expresion (211) de la flecha. Segin nuestra hipétesis la expre-
sion (211) no representa la solucién rigurosa del problema y por lo tanto, la carga (h)
no coincidiri con la cargada ¢. Sin embargo, podemos elegir los parimetros a,, a,, ...,
de la expresion (211) de modo que se igualen los valores medios de ¢ y § en diversas
partes de la superficie de la placa.

Consideremos, por ejemplo, una placa rectangular (fig. 178) con condiciones de
contorno y reparto de carga simétricos respecto a los ejes x e v. Si subdividimos la
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placa en 16 rectingulos iguales, basta por razon de simetria considerar cuatro de ellos,
tales como A,, A,, A, v A,. Segin ello la expresién (211) puede reducirse a cuatro
términos, es decir, a

w = Gip; + Gz + Gags + Gagu (@)

Imponiendo ahora a ¢ v ¢'en cada drea parcial la condicién

-/]-(q—ﬁ)dmfh‘=0 n=1234 ¢)]
An

obtenemos cuatro ecuaciones lineales respecto a los cuatro pardmetros 4, y la reso-
lucién de este sistema da a la expresion (1) su forma definitiva'.

Meétodos de aproximacion de las condiciones de contorno

Si disponemos de una solucién que cumple la ecuacién diferencial (103) junto con
una de las condiciones de contorno, la segunda condicién puede satisfacerse determi-
nando un grupo de pardmetros elegidos en forma adecuada. Para resolver el problema
planteado en el apartado 44, se introdujeron como tales parimetros los coeficientes
de las dos series trigonométricas que dan la variacién de los momentos de borde de
la placa. Se empleo el desarrollo en serie de Fourier® de la pendiente 2e0/2N a lo largo
del contorno, con el fin de anular esta pendiente de acuerdo con las condiciones del
problema. Utilizando esta iltima condicion podian calcularse los parimetros. Para
cumplir en forma aproximada las condiciones de contorno puede aplicarse algiin
principio de minimo, por ejemplo el método de minimos cuadrados. La aplicacién de
un principio semejante requiere una consideracion mis detallada cuando deben
cumplirse simultineamente dos condiciones de contorno’.

Cuando se utiliza una solucién que tnicamente cumple la ecuacién diferencial del

,problema, resulta a veces mis sencillo satisfacer las condiciones de contorno tnica-

mente en un determinado nimero de puntos del contorno adecuadamente elegidos.
Al elegir tales puntos deben tenerse en cuenta las condiciones de simetria cuando
haya lugar a ello. Para satisfacer todas las condiciones de contorno en m puntos
debemos disponer de 2m parametros. 4

En el caso mis general' podemos utilizar una expresion de la flecha que no
cumpla ni la ecuacién diferencial de la placa flexada ni las condiciones de contorno
del problema. Entonces elegiremos un nimero de puntos n en el contorno e interiores
en los que debe satisfacerse la ecuacion diferencial. Entonces para obtener la solucién
del problema serin necesarios 2m -+ n parimetros,

Meétodo de Weinstein'

En el caso especifico de una placa empotrada en el contorno, podemos comenzar
buscando una solucién de la ecuacién diferencial 44w, = g/D, tal que la solucién sea
vilida para la carga dada ¢ y para condiciones de contorno w, = 0, dw, = 0, en lugar
de las condiciones reales. En el apartado 24 se ha visto que este tltimo procedimiento
equivale a resolver sucesivamente dos problemas, cada uno de los cuales corresponde
al equilibrio de una membrana cargada.

La solucién de nuestro problema puede tomarse en la forma

m

w=w + 2 QP (k)

k=1
donde g, son constantes y ¢, funciones de x e ¥ que se anulan en el contorno y
cumplen la ecuacién diferencial A4y, = 0. La condicion de contorno requerida

' Puede hallarse un ejemplo aclaratorio de la aplicacion del método en C. B. Biezeno y
R. Grammel, Technische Dynamik, 2.* ed., vol. 1, pig. 147, Berlin, 1953,

! A. Néddai ha utilizado para cumplir una condicién de contorno un sistema méds general
de funciones ortogonalizadas a lo largo de un borde; véase «Elastische Plattens, pag. 180,
Berlin, 1925.

" E. Berger ha contribuido notablemente en este problema; véase op. cit., pag. 39.

" El método fue estudiado por C. J. Thorne y J. V. Atanasoff, fowa State Coll. ¥. Sci., vo-
lumen 14, pdg. 333, 1940,

* A. Weinstein y D. H. Rock, Quart, Appl. Math., vol. 2, pig. 262, 1944,









Los valores exactos de estas flechas calculados mediante la ecuacion
conocida
w=..qi(al_2ax2+xa)
24D

de la flecha de una franja uniformemente cargada de anchura a a titulo de
comparacion son:
w; = 20,7N w; = 38N wy; = 49 4N w, = 53,3N

Se ve que dividiendo la luz en ocho partes, el error en el valor de la
flecha maxima, obtenida por las ecuaciones en diferencias finitas (i) es del
orden de 1,25 %. Aumentando el nimero de divisiones, la exactitud obte-
nida sera todavia mayor, pero esto exige mas trabajo puesto que el nimero
de ecuaciones del sistema (7) aumenta con el nimero de divisiones (fig. 180).

X
ré.& A%
Ay A im,nt1
Ay | A, " "Am+l,n
A m,n FI
Y
Fic. 180

Consideremos ahora una placa rectangular de longitud finita. En este
caso, las flechas son funciones de x e y, y las ecuaciones (a) deben ser
sustituidas por las ecuaciones generales (120). Sustituyendo estas (ltimas
por las ecuaciones en diferencias finitas, se han de tener en cuenta las
diferencias correspondientes en las variaciones de las dos coordenadas x
e y. Indicando sobre la figura 180, la notacién utilizada para designar los
puntos adyacentes, se utilizaran para las primeras diferencias en un punto
A,,, de coordenadas mAx y nAy las siguientes notaciones

AWm—-1,n = Wan — Wa—1,n AWpn = Wmitn — Wmn
AWn -1 = Wan — Wm,n-1 AWan = Wmatl — Won
Conociendo las primeras diferencias, se calculan las tres clases de se-
gundas diferencias, como sigue:
ApsWmn = Ag'Wmn - A.lwﬂ—l.l = Wmitn — Wmn — (wum - wll—].l)
= Wmiln — 2wlnl| + W1,
Dy Wmn = AylWmn — A Wmn-1 = Wmnil — Wna — (Wen — Wm,n—1) (m)
= Wmngel — 2Wna + Wi, n—1
A:wwmn - ﬂ.l‘w'. - ﬁywm—l,n = Wmantl — Won — (wn-—l‘n+l e wm—l.n}
= wm.n+i = Wmn — Wm—1,n41 + Wn—1,n

Con estas notaciones las ecuaciones diferenciales (120) se sustituyen por
las siguientes ecuaciones en diferencias finitas

AM | A M

art T ag — 8 »
A,.w_'_M_ _.E 4
Az? Ay D

En el caso de una placa rectangular simplemente apoyada, M y w son
nulos en el contorno y pueden resolverse sucesivamente las ecuaciones (n)
sin ninguna dificultad.

Para ilustrar el método del calculo de momentos y flechas, considere-
mos el caso muy simple de una placa cuadrada uniformemente cargada
(fig. 181). Se obtienc una fucrtc aproximacion de M y w, dividiendo la
placa en dieciséis pequefios cuadrados (v. fig. 181), y tomando Adx = Ay =
= a4 en las ecuaciones (n). Por razon de simetria, es evidente que basta
hacer los célculos para la octava parte de la superficie de la placa, es decir

Jo-emommisidl 2oz il

¥
i
a A | P J
: A
! 1.
1

] 5

y
Fic. 181

el triangulo rayado en la figura. Sobre esta drea no se hacen los cilculos
mas que para los tres puntos 0, 1, 2, para los que M y w son distintos de
cero. Estos ultimos valores son nulos en los puntos 3, 4, 5 debido a las
condiciones de contorno. Comenzando por la primera de las ecuaciones (n)
v considerando el punto 0 centro de la placa, se encuentran utilizando las
ecuaciones (m) y las condiciones de simetria, los valores siguientes de las
segundas diferencias en este punto:

A.M, = 1M, — 2M,

xx

A,M, = 2M, — 2M,

.en las que M, y M, son los valores de M en 1 y 0. De igual forma para 1,

se obtiene:

AexM; = Ms b 2M1 + M, =~ 2M| & Mn
Ile =2M, — 2M,



Las segundas diferencias en el punto 2 se calculan de la misma manera.
Sustituyendo estas expresiones de las segundas diferencias en la primera de
las ecuaciones (n), se obtiene para los puntos 0, 1 y 2, las tres ecuaciones
siguientes:

2

4My — AM, = %

2

2M,y — 4AM, + M, = —"liﬁ
2

—4M,+2M1=—%

de donde se deduce

Sustituyendo estos valores de los momentos en la segunda de las ecua-
ciones (n), se obtienen para el calculo de las flechas w,, w,, w,, las tres
ecuaciones

4wy — 4100 = —%N
2wy — 4wy + wo = —FN
—dwy + 2wy, = — 11N
donde
eI
N=156ip

De estas ecuaciones obtenemos para las flechas los valores

Wy = HN w = *S-N e = HN
El valor de la flecha en el centro es

_ 66, _° 66ga* _ qa*
=N =15-16-64p0 ~ 0By

Comparando este valor con 0,00406¢a*/D dado en la tabla 8, se llega a
que el error de la flecha calculada es inferior al 1 2%,. Para el momento
flector en el centro hallamos

Mol + ») _ L3

9 qa® _
3 5 5 = 0,0457qa?

M,=M, =

2l

inferior en 4,5 %, al valor exacto 0,0479ga".

Consta que en este caso un pequeno numero de subdivisiones de la
placa permite una exactitud que satisface las aplicaciones practicas. Do-
blando el nimero de subdivisiones, es decir Ax = Ay = a/8, el valor del
momento flector difiere en el 1 %, del valor exacto.

Consideremos la flexién de una placa oblicua simplemente apoyada, que soporta
una carga uniforme de intensidad g (fig. 182). Las subdivisiones en este caso son

Ax = b6 v Ay = b/3.*
A
L
A e \

-o-ﬂr-h
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En consecuencia la primera de las ecuaciones (n) puede escribirse en la forma

M+ aM =~ T ©

Apliquemos sucesivamente esta ecuacién en los puntos 1 al 8 v utilicemos las
expresiones (m) de las diferencias, se obtiene el sistema de ecuaciones lineales siguien-
tes:

—10M, + 4M, = — %’

AM, — 10M; + M, + 4M, = —%—‘
M; — 10M; + 4M, = _%'
AM; — 10M + M, + 4M; = _%_'
bt (p)
AM; + M, — 10My + Mg + 4M, = =i
My — 10M¢ + 4M; = -9"—;_'
AM, + 4M¢ — 10M; + M, = _Egl

8M, + 2M; — 10M, = — &
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Para formular las condiciones de contorno para un borde en el que las flechas son
nulas establecemos la ecuacién para un punto interior 7, proximo al borde (fig. 185).
Aplicando el operador 44(...) tenemos

[y 4 ws + ws + w1z + 2(wz + wy + wio + W1a)
qr

— 8(ws + ws + ws + wn) + 20!07]% =% (1)

en la que w, = w, = w, = 0. Debemos eliminar ahora la flecha w, en el punto
ficticio 1, obtenido prolongando la malla més alld del contorno de la placa. Esto se

hace facilmente.mediante la relacién w, = — w, cuando la placa estd simplemente
apoyada en el punto 3 y mediante la relaciéon w, = w, cuando la placa estd empotrada.
Asi no quedan en la ecuacion (n) mds que las flechas de los puntos interiores y el
numero total de estas flechas desconocidas no sobrepasa el niimero de ecuaciones del
tipo (n) de que disponemos.
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En el caso de un borde libre el niimero de las ecuaciones en diferencias aumenta
en el nimero de puntos, tales como 2, 3, 4, ..., del contorno en los que la flecha va
no es nula. Los operadores correspondientes 44w se extienden ahora a puntos
exteriores a una distancia 4 y también 21 del borde libre. Correspondiendo a cada par
de estas flechas desconocidas w,, w, se encontrarin dos condiciones de contorno:

2 2 3
S 2y g a
dz? ay? dz? dzr ay?
expresadas con ayuda de las diferencias y calculadas para el punto 3 opuesto a los dos
puntos exteriores () y 1. Por consiguiente, el niimero total de ecuaciones sera también
en este caso igual al numero de flechas desconocidas.

Cuando los valores de M en el interior de la placa no son independientes de las
flechas w, las ecuaciones en diferencias finitas de las flechas resultan mds complicadas
que en los casos de los dos ejemplos precedentes. Para este tipo de ecuaciones, tendrd
interés utilizar el método de relajacion’.

84. Métodos experimentales

Para placas de forma irregular, de espesor variable o aligeradas por numerosos
orificios es mids eficaz el empleo de métodos experimentales de investigacién que los

! Respecto a este método debido a R. V. Southwell, véase S. Timoshenko y J. N. Goodier,
Theory of Elasticity, 2. ed., pig. 468, Nueva York, 1951. Véase también F. 5. Shaw, «An
Introduction to Relaxation Methodss, Dover Publication, Nueva York, 1953, donde se encuen-
tra més bibliografia. H. Liebman, ¢Die angeniherte Enmittlung hamonischer Funktionen und
Komformer Abbildungens, Sitzber. Miinchen Akad., pdg. 385, 1918, ha desarrollado otro
método de aproximaciones sucesivas utilizando las ecuaciones en diferencias finitas. La con-
vergencia de este método fue estudiada por F. Wolf, Z. angew. Math. Mech., vol. 6, pag. 118,
1926, vy por R. Courant, Z. angew. Math. Mech., vol. 6, pdg. 322, 1926. Para un método per-
feccionado, véase también R. Zurmiihl, Z. angew. Math. Mech., vol. 37, pig. 1, 1957.
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