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Prólogo 

Desde la publicación de la primera edición de este libro, se ha extendido 
considerablemente la aplicación de la teoría de placas y láminas al terreno 
práctico y se han adoptado nuevos métodos. Para ello hemos tenido que 
hacer varios cambios y adiciones. Las principales adiciones son: 1) un 
apartado sobre la flexión de placas debida al esfuerzo cortante transversal; 
2) un apartado sobre la concentración de tensiones en torno a un agujero 
circular en una placa flexada; 3) un capítulo sobre la flexión de placas 
apoyadas sobre cimentación elástica; 4) un capítulo sobre la flexión de 
placas anisótropas, y 5) un capí tulo revisando algunos métodos especiales 
y aproximados, usados en el cálculo de placas. Hemos ampliado también el 
capítulo sobre flechas grandes de placas, añadiendo varios casos nuevos de 
placas de espesor variable y algunas tablas numéricas que facilitan el 
cálculo de las mismas. 

En la parte del libro referente a la teoría de láminas nos hemos limitado 
a la adición del método de la función de tensiones en la teoría de láminas 
membrana y algunas adiciones menores en la teoría de flexión de láminas. 

La teoría de láminas se ha extendido rápidamente en los últimos años 
y han aparecido varios libros nuevos sobre este tema. No siéndonos por ello 
posible desarrollar estos nuevos avances con detalle, nos hemos limitado a 
una simple referencia a la nueva biblipgrafía en la que los lectores especial­
mente interesados por el tema encontrarán la información necesaria. 

S. TIMOSHENKO 

S. WOINOWSKY-KRIEGER 
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Coordenadas cartesianas rectangulares. 
Coordenadas polares. 
Radios de curvatura de la superficie media de una placa en planos 
paralelos al xz o yz respectivamente. 
Canto o espesor de una placa o una lámina . 
Intensidad de una carga repartida . 
Presión . 
Carga concentrada. 
Peso específico. 
Tensiones normales paralelas a los ejes x, y y z. 
Tensión normal paralela a la dirección n. 
Tensión normal en el sentido del radio en coordenadas polares . 
Tensiones normales en las direcciones de las tangentes. 
Tensión tangencial. 
Tensiones tangenciales en coordenadas cartesianas rectangulares . 
Componentes de los desplazamientos . 
Alargamiento unitario. 
Alargamientos unitarios en las direcciones x, y, z. 
Alargamiento unitario radial en coordenadas polares. 
Alargamientos unitarios en las direcciones de las tangentes. 
Alargamientos unitarios de una lámina en las direcciones del men­
diano y el paralelo respectivamente. 
Deformaciones transversales en coordenadas cartesianas rectangu­
lares. 
Deformación transversal en coordenadas polares. 
Módulo de elasticidad normal. 
Módulo de elasticidad transversal. 
Coeficiente de Poisson . 
Energía de deformación. 
Rigidez a flexión de una placa o lámina . 
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NOTACION 

Momentos flectores por unidad de longitud en secciones de una 
placa perpendiculares a los ejes x e y respectivamente. 
Momento torsor por unidad de longitud en una sección de una 
placa perpendicular al eje x. 
Momentos flector y torsor respectivamente, por unidad de longitud 
en una sección de una placa perpendicular a la dirección n. 
Esfuerzos cortantes paralelos al eje z, por unidad de longitud en 
secciones de una placa perpendiculares a los ejes x e y respectiva­
mente. 
Esfuerzo cortante paralelo al eje z por unidad de longitud en una 
sección de una placa perpendicular a la dirección n. 
Esfuerzos normales por unidad de longitud en secciones de una 
placa perpendiculares a los ejes x e y respectivamente. 
Esfuerzo cortante en la dirección del eje y por unidad de longitud 
en una sección de una placa perpendicular al eje x. 
Momentos flectores radial y tangencial y momento torsor en coor­
denadas polares. 
Esfuerzos cortantes radial y tangencial. 
Esfuerzos normales por unidad de longitud en direcciones radial 
y tangencial. 
Radios de curvatura de una lámina en forma de superficie de revo­
lución en un plano meridiano y en el plano normal perpendicular 
al meridiano respectivamente. 
Cambios de curvatura de una lámina en el plano meridional y en 
el plano perpendicular al meridiano respectivamente. 
Torsión de una lámina. 
Componentes paralelas a los ejes x, y y z de la intensidad de la 
carga externa, que actúa sobre una lámina. 
Fuerzas de membrana por unidad de longitud de las secciones 
principales normales de una lámina. 
Momentos flectores por unidad de longitud en las secciones meri­
dional y perpendicular al meridiano respectivamente, en una lámina. 
Cambios de curvatura de una lámina cilíndrica en un plano axial 
y en un plano perpendicular al eje respectivamente. 
Fuerzas de membrana por unidad de longitud en una sección axial 
y en una sección perpendicular al eje en una lámina cilíndrica. 
Momentos flectores por unidad de longitud' en una sección axial 
y en una sección perpendicular al eje respectivamente en una lámina 
cilíndrica. 
l'-... 1omento torsor por unidad de longitud en una sección axial de 
una lámina cilíndrica. 
Esfuerzos cortantes paralelos al eje z por unidad de longitud en 
una sección axial y una sección perpendicular al eje respectivamente 
en una lámina cilíndrica. 
Logaritmos naturales. 
Logaritmos decimales. 

Introducción 

Las propiedades de la flexión de una placa dependen grandemente de 
su espesor en comparación con las restantes dimensiones. En el siguiente 
estudio distinguiremos tres clases de placas: 1) placas delgadas con pe­
queñas flechas; 2) placas delgadas con grandes flechas; 3) placas gruesas. 

Placas delgadas con pequeñas flechas 

Si las flechas w de una placa son pequeñas en comparación con su 
espesor o canto h, puede desarrollarse una teoría suficientemente aproxi­
mada para la flexión bajo cargas laterales, haciendo las siguientes hipótesis: 

1. N o hay deformación en el plano medio de la placa. Este plano 
permanece neutro durante la flexión. 

2. Los puntos situados inicialmente en una normal al plano medio de 
la placa, permanecen después de la flexión en una normal a la 
superficie media de la placa. 

3. Las tensiones normales en la dirección transversal de la placa son 
despreciables. 

Apoyándose en estas hipótesis, todas las tensiones pueden expresarse en 
función de. la flecha w de la placa, que a su vez es función de las coorde­
nadas en el plano de la placa. Esta función tiene que satisfacer una ecuación 
diferencial lineal en derivadas parciales, que, junto con las condiciones de 
contorno, define completamente w. Así la solución de esta ecuación da toda 
la información necesaria para el cálculo de las tensiones en cualquier punto 
de la placa. 

La segunda hipótesis equivale a despreciar el efecto de los esfuerzos 
cortantes en la deformación de las placas. Esta hipótesis es ordinariamente 
aceptable, per~ en algunos casos (por ejemplo en los casos de placas con 
agujeros) el efecto del esfuerzo cortante llega a ser importante y es preciso 
introducir algunas'correcciones en la teoría de placas delgadas (v. ap. 39). 
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Si además de las cargas laterales, hay fuerzas externas que actúan en el 
plano medio de la placa, la primera hipótesis ya no es aceptable, y es 
necesario tener en cuenta el efecto que producen sobre la flexión, las 
tensiones que actúan en el plano medio de la placa. Esto puede hacerse 
introduciendo términos adicionales en la ecuación diferencial de las placas 
antes citada (v. ap. 90). 

Placas delgadas con grandes flechas 

La primera hipótesis sólo se verifica completamente si la placa se 
deforma según una superficie desarrollable. En otros casos la flexión de la 
placa va acompañada de deformación en el plano medio de la placa, pero 
el cálculo demuestra que las correspondientes tensiones en el plano medio 
son despreciables si las flechas son pequeñas en comparación con el espe­
sor. Si las flechas no son pequeñas, estas tensiones suplementarias deben 
ser tenidas en consideración al deducir la ecuación diferencial de las placas. 
Por este camino obtenemos ecuaciones no lineales y la solución del proble­
ma se hace mucho más complicada (v. ap. 96). En el caso de grandes flechas 
hemos de distinguir también entre bordes inmóviles y bordes libres de 
moverse en el plano de la placa, los cuales pueden tener una considerable 
contribución en el valor de las flechas y tensiones de las placas (v. aps. 99, 
100). Debido a la curvatura de la deformada del plano medio de la placa, 
las tracciones suplementarias que predominan, actúan en oposición a las 
cargas laterales; de este modo la carga es transmitida en parte por la rigidez 
a flexión y en parte por el efecto de membrana de la placa. En consecuen­
cia, placas muy delgadas con resistencia a flexión despreciable se compor­
tan como membranas excepto tal vez para una estrecha zona de borde 
donde la flexión puede ocurrir a causa de las condiciones de borde impues­
tas a la placa. 

El caso de una placa deformada según una superficie desarrollable, en 
particular cilíndrica, debe considerarse como una excepción. Las flechas de 
una placa tal pueden ser del orden de su espesor sin que necesariamente se 
produzcan tensiones de membrana y sin afectar al carácter lineal de la 
teoría de flexión. Las tensiones de membrana surgirían en todo caso en tai 
placa, si los bordes fueran inmóviles en su plano y las flechas suficiente­
mente grandes (v. ap. 2). Por consiguiente, «en placas con pequeñas flechas» 
las fuerzas de membrana, originadas por los bordes inmóviles en el plano 
de la placa, pueden ser prácticamente despreciadas. 

Placas gruesas 

Las teorías aproximadas de placas delgádas, ya discutidas no son dignas 
de confianza en el caso de placas de espesor considerable, especialmente en 
el caso de cargas muy concentradas. En tal caso se aplicará la teoría de 
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placas gruesas. Esta teoría considera el problema de las placas como un 
problema de elasticidad tridimensional. El análisis tensional se hace en 
consecuencia más complicado y hasta ahora sólo ha sido completamente 
resuelto para unos pocos casos particulares. Con el empleo de este análisis 
pueden introducirse a la teoría de las placas delgadas las correcciones 
necesarias en los puntos de aplicación de cargas concentradas. 

Las principales hipótesis de la teoría de las placas delgadas forman 
también la base de la teoría usual de láminas delgadas. Existe sin embargo 
una diferencia sustancial en el comportamiento de placas y láminas bajo la 
acción de cargas externas. El equilibrio estático de un elemento de placa 
bajo carga lateral es sólo posible mediante la actuación de momentos 
flectores y torsores, ordinariamente acompañados de esfuerzos cortantes, 
mientras que una lámina es, en general, capaz de transmitir la carga de 
superficie por tensiones (,de membrana», que actúan paralelamente al plano 
tangente en un punto dado de la superficie media de la lámina y se distri­
buyen uniformemente en el espesor de la lámina. Esta propiedad de las 
láminas las hace por regla general mucho más rígidas y estructuras más 
económicas de lo que sería una placa en las mismas condiciones. 

En principio, las fuerzas de membrana son independientes de la flexión 
y están totalmente defi!lidas por las condiciones de equilibrio estático. Los 
métodos de determinación de estas fuerzas representan la llamada ('teoría 
membrana de las láminas». Sin embargo, las reacciones y deformación 
obtenidas para los bordes de las láminas mediante la teoría membrana, son 
ordinariamente incompatibles con las condiciones de contorno reales. Para 
salvar esta distancia hay que considerar en una zona de borde la flexión de 
la lámina, que puede modificar ligeramente los valores de las fuerzas de 
membrana inicialmente calculados. Esta flexión, sin embargo, 'tiene carác­
ter muy localizadd y puede calcularse aplicando las mismas hipótesis que 
se usan en el caso de flechas pequeñas de placas delgadas. Hay, no obstante, 
problemas, especialmente los concernientes a la estabilidad elástica de las 
láminas, en los que la hipótesis de pequeñas flechas no pueden mantenerse 
y es preciso usar la ('teoría de grandes flechas». 

Si el espesor de una lámina es comparable al radio de curvatura, o si se 
consideran tensiones en puntos próximos a los de aplicación de cargas 
concentradas, debe aplicarse una teoría más rigurosa, similar a la teoría de 
las placas gruesas. 

I Hay algunas clases de láminas, especialmente las que tienen curvatura negativa, que 
presentan numerosas excepcIOnes. En los casos de superficies desarrollables como conos o 
cilindros, sOn posibles grandes flechas sin deformación en la superficie media y, en algunos 
casos, pueden despreCiarse las tensIOnes de membrana pudiendo ser suficiente la sola consi­
deración de las tensiones de flexión. 
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Flexión de placas largas 
rectangulares en una superficie 
cilíndrica 

1. Ec~ción diferencial de la flexión cilíndrica de las placas 

Comenzamos la· teoría de la flexión de las placas por el problema 
sencillo de la flexión de una placa larga rectangular sometida a una carga 
transversal constante, a lo largo de la placa. La superficie flexada de una 
porción de una placa semejante, tomada a una gran distancia de los extre­
mos· puede suponerse cilíndrica, con su eje paralelo a la longitud de la 
placa. Podemos pues limitarnos al estudio de la flexión de una franja 
elemental, cortadll en la placa según dos planos perpendiculares a la longi­
tud de la placa y de ancho unidad. La flecha de esta franja está dada por 
una ecuación diferencial semejante a la de la flecha de una viga flexada. 

Para obtener esta ecuación, se considera una placa de espesor unifor­
me h y se toma el plano xy como plano medio de la placa antes de la 
aplicación de la carga, es decir el plano equidistante de sus dos caras. Se 
hace coincidir el eje y con uno de los bordes longitudinales de la placa y se 
orienta el eje de las z hacia abajo como indica la figura 1. Entonces si la 

----- t ----1 
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I 1" 
-~--- ... ¿' 
--t--,~-
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FIG. 

, La relación entre la longitud y el ancho de una placa para que la tensión máxima pueda 
aproximarse a la de una placa infinitamente larga se estudia más adelante (véase págs. 139 
y 147). 
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anchura de la placa es 1, la banda elemental puede considerarse como una 
barra rectangular de longitud l y de altura h. Calculando las tensiones de 
flexión en tal barra se supondrá como en la teoría ordinaria de vigas, que 
las secciones transversales de la barra permanecen planas, durante la fle­
xión, no sufriendo más que un giro con respecto a sus fibras neutras. Si sus 
extremos no soportan fuerzas normales, la superficie neutra de la barra 
coincide con la superficie media de la placa y el alargamiento unitario de 
una fibra paralela al eje x es proporcional a su distancia z a la superficie 
media. La curvatura de la deformada o línea elástica puede ser considerada 
igual a -á'-W/dX2 donde w, flecha de la barra en la dirección de las z, se 
supone pequeña en comparación de l. El alargamiento unitario Ex de una 
fibra situada a una distancia z de la superficie media es ahora -zcfw/dx2

• 

b) 

FIG. 2 

Según la ley de Hooke, los alargamientos unitarios Ex y (yen función 
de las tensiones normales aI y ay, que actúan sobre el elemento rayado son 

U" VUII 
Ex = E - E 

fy = ~ - Vi" = O 
(1) 

donde E es el módulo de elasticidad del material y v el coeficiente de 
Poisson. La deformación lateral en la dirección de las y debe ser nula a fin 
de mantener la continuidad en la placa durante la flexión, de donde se 
deduce, según la segunda de lliS ecuaciones (1), que (Jx = V(JI/' Sustituyendo 
este valor en la primera de las ecuaciones (1), se obtiene 

(1 - v2)ux 
Ex = 

E 
Y 

EEx Ez d2w 
u" = ----- 1 - 1' 2 dX2 (2) 1 - 1'2 

Si la placa está sometida a la acción de fuerzas de tracclon o de com­
presión actuando en la ¡dirección x y distribuidas uniformemente a lo largo 
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de los lados longitudinales, la tensión directa correspondiente se suma a la 

tensión (2). 
Conociendo la expresión de la tensión de flexión G x , se obtiene por 

integración el momento flector en la franja elemental: 

M = fh/2 UXZ dz 
-h/2 

Con la notación 

---dz f h/2 EZ2 d2w 
- h/ 2 1 - )12 dx2 

Eh 3 

-D 12(1 - )12) -

Eh 3 d2w 
í2(1 - -' )12) dx 2 

(3) 

se representa la ecuación de la deformación de la banda elemental bajo la 
forma siguiente: 

D
d2W 

= -M dX2 (4) 

donde la cantidad D, que toma el lugar de la cantidad El en el caso de las 
vigas, se llama rigidez a flexión de la placa .. 

Se ha visto que el cálculo de flechas de la placa se reduce a la integra­
ción de la ecuación (4), que es de la misma forma que la ecuación diferen­
cial de la flecha de las vigas. Si no hay más que una carga transversal 
actuando sobre la placa y si los bordes pueden aproximarse ' uno al otro en 
el momento de la flexión, la expresión para el momento flector M puede 
ser asimismo calculada y la deformada obtenida por la integración de la 
ecuación (4). 

En la práctica el problema es más complicado, pues la placa está habi­
tualmente fija en su contorno y sus bordes no están libres. Tal forma de 
apoyo provoca las reacciones de tracción a lo largo del contorno tan pronto 
como aparece la flecha. Estas reacciones dependen del valor de la flechl!. y 
modifican el valor del momento flector M de la ecuación (4) . El problema 
se reduce al estudio de la flexión de una franja elemental sometida a la 
acción de una carga transversal y también a una fuerza axial que depende 
de la flecha de la franja). A continuación se considera este problema para 
el caso particular de una carga uniforme actuando sobre una placa, cuyos 
bordes están sometidos a diversas condiciones. 

2. Flexión cilíndrica de placas rectangulares uniformem~nte carga­
das con bordes simplemente apoyados 

Consideremos una placa larga rectangular cargada uniformemente con 
los bordes longitudinales libres para girar, pero que no pueden aproximarse 

I El primero que estudió el problema de esta forma fue 1. G. Boobnov; véase la traducción 
inglesa de s u libro en Trans. Inst . Naval Architects, yol. 44, pág. 15, 1902, Y su TheoTy 01 
Structure 01 Ships, vol. 2, pág. 545 , San Petersburgo, 1914. Véase también la Memoria pre­
sentada por Stewart Way al National Meeting of Applied Mechanics, Nueva Haven, Conn. , 
Jumo 1932; de esta Memoria están tomadas las curvas utilizadas en los apartados 2 Y 3. 
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uno al otro durante la flexión. Una franja elemental cortada en esta placa 
como muestra la figura 1, se comporta como una barra uniformemente 
cargada, sometida a la acción de una fuerza axial S (fig. 3). La m agnitud 
de S es tal que impide que los extremos de la barra se desplacen a lo largo 

s s 

FIG. 3 

del eje de las x. Sea q la intensidad de la carga uniforme, el momento flector 
en toda sección transversal de la franja es 

Sustituyendo en (4), se obtiene 

d 2w 8w 
dX2 - D 

Introduciendo la notación 

qx2 
-- - Sw 
2 

8 l2 -- = u2 

D4 

la solución general de (a) puede escribirse de la forma siguiente: 

(a) 

(5) 

2ux 2ux qPx qfx' ql4 
w = e) sh -- + e. ch -- + -- - -- - (b) 

l l 8u2 D 8u2 D 16u 4 D 

Las constantes de integración e) y e2 se determinarán a partir de las 
condiciones de los extremos. Puesto que las flechas de la franja son nulas 
en l()s extremos, se tiene 

w = O para x = O y x = l (e) 

Sustituyendo w en la expresión (b), se obtiene de estas condiciones 

ql4 _ ch 2u ql4 

e) = 16u 4 D sh 2u e2 16u 4 D 

y la ecuación (b) de la flecha w toma la forma 

ql4 (1 - ch 2u 2ux 2ux ) q?x qfx2 
w = --- sh -- + ch - - 1 + 

16u 4 D sh 2u l 1 -- 8u 2 D - 8u2 D 
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Sustituyendo 

ch 2u = ch2 
U + sh2 u sh 2u = 2 sh u ch u 

ch2 u = 1 + sh2 
U 

se puede representar (h) bajo una forma más sencilla 

( 

~ sh u sh 2ux + ch u ch 2ux 
~ I I 

w=---
16u4D ch u 

qfx + -- (1 - x) 
8u2D 

o bien J
-/ qfx 

1 + --(1- x) 
8u2D 

(6) 

Así, las flechas de la franja elemental dependen de la cantidad u que como 
se ha visto en la ecuación (5), es una función de la fuerza axial S. Esta 
fue.rza puede determinarse a partir de la condición impuesta a los extremos 
de la franja (fig. 3) de no desplazarse a lo largo del eje x. Por consiguiente, 
el alargamiento de la franja debido a las fuerzas S es igual a la diferencia 
entre la longitud del arco a lo largo de la deformación y la cuerda de 
longitud" l. 

Esta diferencia para pequeñas flechas puede ser representada por la 
fórmula l 

x =! [t (dW)2 dx 
2 Jo dx 

(7) 

Para calcular el alargamiento de la franja debido a las fuerzas S, se 
supone que la deformación lateral de la franja en la dirección de las y está 
impedida y se utiliza la ecuación (2). 

_ S(1 - v2)l _ 1 [t(dW)2 
X - hE - 2 Jo dx dx (d) 

Sustituyendo en la ecuación (6) de w integrando, se obtiene, pa~'l el 
cálculo S la ecuación siguiente: 

S(l - y2)1 q2F (5 th u 1 th2 u 5 1 

hE = D2 256 --;;;- + 256 --;;;- - 2S6u 6 + 384u 4
) 

donde, sustituyendo S por 4u2Djf y D por su valor sacado de la ecua­
ción (3) se obtiene finalmente la ecuación 

E2h 8 135 th u 27 th2 u 135 9 

(1 - )l2)21[B= ----u;- ---;;;- + 16 7 - 16uB + 8u 6 
(8) 

Para un material, una relación hjl y una carga q dadas, el primer 
miembro de esta ecuación se calcula fácilmente y el valor de u que satisface 

I Véase Timoshenko, Strength 01 Materials, parte 1, 3.8 ed., pág. 178, 1955. 
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a esta ec~ción puede encontrarse por un método aproximado. Para sim­
plificar esta solución, se puede utilizar las curvas de la figura 4. Las abscisas 
representan los valores de u y las ordenadas las cantidades In (104 

\ Uo) 

donde Vo representa el valor numérico del segundo miembro de la ecua­
ción (8). Se utiliza ~ porque es más fácil calcularlo a partir de la carga 
y de las constantes de la placa. Se introduce el factor 1 Q4 a fin de obtener 
los logaritmos positivos. En cada caso particular se comenzará por calcular 
la raíz cuadrada del primer miembro de la ecuación (8), igual a 
Eh4 j(1 - y2)q14 Y que da VUo' La cantidad In (104 ~) dará entonces la 
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ordenada utilizada en la figura 4, y el valor correspondiente de u se obtiene 
asimismo a partir de la curva. Conociendo u se obtiene el valor de la fuerza 
axial S a partir de (5). 

Se comprueba, calculando las tensiones, que la tensión total en toda 
sección transversal de la franja es igual a la suma de una tensión de flexión 
proporcional al momento flector y de una tracción igual a S /h es constante 
a todo lo largo de la longitud de la franja, La tensión máxima se produce 
en mitad de la franja, donde el m omento fl ector es máximo. A partir de la 
ecuación (4) se encuentra para el momento flector máximo 

Sustituyendo la expresión (6) de w, se obtiene 
ql2 

M m ax = 8 ""'o(u) 

donde - sh u 
V·'o 

2 

(9) 

(e) 

L os valores de '1'0 están dados por las curvas de la figura 5, Se ve que 
estos valores disminuyen rápidamente cuando u aumenta, y, para grandes 
valores de u, el momento flector máximo es varias veces menor que el 
momento qf /8, valor que se obtendrá si no hubiera reacciones de tracción 
en los extremos de la franja. 

La tensión de tracción al y la tensión de flexión máxima a2 se expresan 
por consiguiente fácilmente en función de u, q, y las constantes de la placa 

0"1 = ~ = 4~;? = 3(lE~2 p2) GY 
0" 2 = ~ M máx = i q GY""'o 

La tensión en la placa es 

(10) 

(11) 

Tomemos un ejemplo numérico para mostrar cómo se pueden utilizar 
las curvas de las figuras 4 y 5 a fin de calcular las tensiones máximas y sea 
una placa larga de acero de 130 cm de ancho, 13 mm de espesor que soporta 
una carga uniforme q = 1,4 kgf/cm2. Primeramente calculamos v1J';,: 

E (h)4 VITo = (1 - Jl2)q 1 
2,1 ' 106 1 

'(1 - 0Y)1 ,4 108 = 0,01648 

Entonces, de las tablas 

2,217 
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De la curva A en la figura 4 se deduce u = 3,795 y de la figura 5 
obtenemos !Po = 0,1329. 

Se calculan ahora las tensiones utilizando las ecuaciones (lO) y (11) 
hallando 

2 1 . '106 • 3 7952 1 
al = ' , -- = 1108 kgf/cm2 

3{1 - 0,]2) 104 

a2 = t . 1,4· 104 .0,1329 = 1395 kgf/cm2 

a máx = al + a2 = 2503 kgf/cm2 

Para calcular la flecha máxima se sustituye x 
de la deformada. Así se obtiene 

1/2 en la ecuación (6) 

W máx 

donde 

u2 

sh u - 1 + --
2 

24 

(12) 

Para simplificar los cálculos, los valores de fo{u) están dados por una 
curva de la figura 5. Si no hay reacciones de tracción en los extremos de la 
franja, la flecha máxima será igual a 5ql4/384D. El factor fo(u) da la influen­
cia de las reacciones de tracción, la cual disminuye rápidamente cuando 
u aumenta. 

En la figura 5, para el ejemplo numérico precedente hallamos para 
u = 3,795 que el valor de fo(u) es 0,145. Sustituyendo este valor en (12), 
se encuentra 

Wmáx = 12· 0,145 = 1,74 cm 

Se ha visto, en la ecuación (8) que el parámetro de tracción u depende, 
para una placa dada, de la intensidad de la carga q y de la relación I/h 
anchura a espesor de la placa. De las ecuaciones (10) y (11) se deduce que 
las tensiones al Y á2 son también funciones de u, q y l/h. Por 10 tanto, la 
tensión máxima en la placa no depende más que de la carga q y de la 
relación l/h. Esto significa que se puede trazar un haz de curvas que dan la 
tensión máxima en función de q, correspondiendo cada curva a un valor 
particular de l/h. Estas curvas están representadas en la figura 6. 

Se ve que, debido a la presencia de las tracciones S, que aumenta 
con la carga, la tensión máxima no es proporcional a la carga q, y para 
valores grandes de q esta tensión no varía mucho con el espesor 
de la placa. Tomando la curva señalada con l/h = 100 Y tomando q = 

= 1,4 kgf/cm 2
, obtenemos en la curva el valor de a míx calculado ya en el 

ejemplo numérico. 

.. 
CI) 

c: 
o .¡;¡ 
c: 
CI) 

f-
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Tensiones en placas de acero simplemente 

'1: I 

aporadas! en los bordes 

" I/' ___ -l 3~1~-------~------_+--------_t~~~~~~~~~/ I'' ti 
~ 'O" I 1 1 11 

\\~ ~'\bO' I111 
\\~ ..,;' .~ I I 1 I 

\~::>' \"" / II 
\\\~~ \~O / I 
\\ ~ \c:fl / 
\\~ ~ 'l>0'" 

~ -----I------+_ \\~ A :......------1 - \\~::>' 

Rela~i6n ancho: espesor = 'Ih 

Carga en kgf¡m' 

FIG. 6 

3. Flexión cilíndrica de placas rectangulares uniformemente carga­
das con bordes empotrados 

Se supone que los bordes longitudinales de la placa están fijos de tal 
manera que no pueden girar. Tomemos una franja elemental de ancho 
unidad (fig. 1) Y llamemos Mo el momento flector por unidad de longi~ud 
que actúa sobre los bordes longitudinales de la placa, las fuerzas que actuan 
entonces sobre la franja son las indicadas en la figura 7. El momento flector 
de la franja, en una sección transversal, es 

ql qx2 
M = - x - - - Sw + Mo 2 2 

sustituyendo en (4) obtenemos 

d2w S _ _ qlx + qx2 _ M o 
dX2 - ]j W - 2D 2D D (a) 

FIG. 7 
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La solución general de esta ecuación, utilizando la notación (5) toma 
la forma siguiente: 

2ux 2ux qFx qfx2 ql4 Mof 
w = el sh -- + e2 ch - - + -- - - - - --- + -- (b) 

l [8u2 D 8u2 D 16u 4 D 4u2 D 

Comprobando que la deformación es simétrica con respecto a la mitad 
de la franja, se determinan las constantes de integración el' e2 y el mo­
mento Mo a partir de las condiciones siguientes: 

dw 
- "- = O para x = O y x = -
~ 2 W 

w = O para x = O 
Sustituyendo en la expresión (b) de w se obtiene 

donde 

ql4 ql4 
el = - --- e2 = - -- cth u 

16u3 D 16u3 D 

ql2 qf qf 
Mo = -- - - cth u = - - -'PI(U) 

4u2 4u 12 

3(u - th u) 

u2 th u 

La flecha w está dada entonces por la expresión 

ql4 2ux ql4 2ux 
w = - 16u3 D sh -l- + 16u3 D cth u ch -l-

(13) 

q[3 X qfx2 ql4 
+ -- - -- - ---ctbu 

8u2 D 8u2 D 16u3 D 

La que puede ser simplificada y finalmente puesta en la forma siguiente 

(14) 

Para calcular u se procede de la misma manera que en el artículo 
precedente y se utiliza la ecuación (d) de dicho artículo sustituyendo en la 
expresión (14) de w e integrando se obtiene 

S(1 - y2)l q2¡; (3 1 1 1 ) 
hE = ---¡y:- - 256u 5 th u - 256u 4 sh2 U + 64u 6 + 384u 4 

La ecuación para calcular u se transforma, después de haber sustituido 
S de (5) y D de (3) 

81 27 27 9 ----- + -- + --
16u6 sh2 

U 4u B 8u 6 (15) 16u7 th u 
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Para simplificar la solución de esta ecuación, se utiliza la curva de la 
figura 8 en la que u aparece en abscisas y In (104 VU¡) representa el 
segundo miembro de la ecuación (15), Para una pla,ca dada se empieza por 
calcular la raíz cuadrada del primer miembro de la ecuación (15), igual a 
Eh4/rO - y2)ql4] que nos da ~ se determina la ordenada de la curva 

¡) 1,3 4 

-

,5 1,2 3 

U al ~ 

'" '" '" ¡: ~ ~ 
:::l :¡ :¡ 

U U U 

1,1 2, 3 ,O 

1, ,5 

0;1 1.52 ,O 

0,8 5 

0,7 1. l. O 

4 
8 

Curva para va ores de u e O a 4 
Curva B para valores de u de " a 8 
Curva C ara valores de u de 8 a 12 

Curva B -- Curva c ~ ~~- Curva A 

In 10' vu;(ü) para diversos valores de U 

1 
5 
9 

2 
6 
10 

Valor de u 

FIG" 8 

I 

3 
7 
11 

~ 
4 
8 
12 
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(fig . 8) que es (104 VV.) y la abscisa correspondiente que da el valor 
buscado de u. 

Conociendo u, se puede empezar a calcular las tensiones máximas en la 
placa. La tensión total en todo punto de la sección transversal de la franja 
se compone del esfuerzo de tracción constante al' Y de la tensión de flexión. 
La tensión de flexión máxima a2 actúa en los bordes empotrados donde el 
momento de flexión es máximo. Utilizando las ecuaciones (10) y (13) para 
calcular a. y Mo respectivamente, se obtiene 

(16) 

(17) 

Para simplificar el cálculo de a2 los valores de lJ!1 (u) están dados por úna 
de las curvas de la figura 5. 

La flecha máxima se sitúa en 'el centro de la franja y se obtiene sustitu­
yendo x = 1/2 en (14), de donde se deduce 

qZ-I. 
Wmáx = 384D!t(u) (18) 

donde fl(U) = 24(u
2 

+ _u _ _ ~) 
u 4 \2 sh u th u 

La función fl(U) está también dada por una curva de la figura 5. 
Ilustraremos por un ejemplo numérico el empleo de las curvas de las 

figuras 5 y 8. 
U na placa larga rectangular de acero, tiene dimensiones I = 130 Cm, 

h = 13 mm y soporta una carga q = 0,7 kgf/cm2. En este caso 

E (h)4 vIu:= -
(1 - v2 )q I 

2,1 . 106 1 
------ . -- = O 032966 
(1 - oy)· 0,7 108 

' 

In 104 vIu: = 2,5181 

En la figura 8 hallemos ahora u = 1,894; y en la figura 5, !PI 0,8212. 
Sustituyendo estos valores en las ecuaciones (16) y (17) hallamos 

2 1 . 106 • 1 8942 

al = ' , = 276 kgf/cm2 
3(1 - 0,32 )104 

a2 =! . 0,7'104
• 0,8212 = 2874 kgf/cm2 

arnáx = al + a2 = 3150 kgf/crn2 

Comparando estos valores de las tensiones con las tensiones máximas 
obtenidas para una placa de las mismas dimensiones pero sosteniendo una 
carga doble con bordes simplemente apoyados (v. pág. 25), se puede dedu-
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cir que bajo el efecto del empotramiento de los bordes, la tensión de 
tracción directa decrece considerablemente mientras que la tensIOn de 
flexión máxima aumenta sensiblemente, por más que tensión total máxima, 
para los bordes empotrados es mayor que en el caso de bordes simplemente 
apoyados. 

Si se ha operado como en el artículo precedente, se puede deducir que 
la tensión máxima, en una placa, no depende más que de q y de I/h y se 

~E 

~ 30001--1--+-I--hh''---,-F------,r-+--r+---+--+---:7''T--+---t 
~ 

c::: .. 
~ 
e o 
i 20001--~~~~~--~L-~--~~--~--~--~---+---+--~ .. 
1-

Tensiones en placas de acero 
empotradas en sus bordes 

Relación ancho: espesor = '¡h 

SOOO 6000 7000 8000 9000 10 000 11 000 
Carga en kgf¡m2 

F.G,9 

puede trazar una serie de curvas que dan la tensión máxima en función de 
q, cada curva de la serie corresponde a un valor particular de l/h. Estas 
curvas están representadas en la figura 9. Cuando el esfuerzo axial sobre 
las flechas de la franja es débil, se ve que para pequeños valores de q, la 
tensión máxima aumenta aproximadamente en la misma proporción que la 
carga q. Pero para grandes valores de q la relación entre la carga y la tensión 
máxima ya no es lineal. 

La tabla 1 da los valores numéricos de todas las funciones de las figu­
ras 4, 5 y 8. Se puede utilizar este cuadro en lugar de las curvas para el 
cálculo de tensiones y flechas máximas de placas largas rectangulares 
uniformemente cargadas. 
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4. Flexión cilíndrica de placas rectangulares uniformemente carga­
das, con bordes elásticamente empotrados 

Supongamos que, durante la flexión, los bordes longitudinales de una 
placa giran un ángulo proporcional al momento de flexión de los bordes. 
En este caso, las fuerzas que actúan sobre la franja elemental serán, de 
nuevo, del tipo de las de la figura 7 y se obtendrá para las flechas w la 
expresión (h) del artículo precedente. No obstante las condiciones en los 
extremos que permiten determinar las constantes de integración y el mo­
mento Mo están modificadas, ya que la pendiente de la deformada en los 
extremos de la franja no es nula sino proporcional al valor del momento Mo 
y se tiene 

(dW) = -{3Mo 
dx x=o 

(a) 

donde (3 es función de la rigidez de fijación de los bordes. Si esta fijación 
es muy flexible, el factor (3 es grande y las condiciones en los extremos están 
más cerca del caso de bordes simplemente apoyados. Si la fijación es muy 
rígida, f3 disminuye y las condiciones de los extremos se aproximan a las de 
bordes completamente empotrados. Las dos últimas condiciones en los 
límites son las mismas que las del artículo precedente. Así se tiene 

(dW) = -{3Mo dx z=o (dW) _ O 
dx x=I/2 -

(b) 

(w)x=o O 

Aplicando estas condiciones, se encuentran las dos constantes de inte­
gración y Mo a partir de (h) del artículo precedente. A causa de la flexibi­
lidad de los bordes, los momentos Mo en los extremos serán menores _.que 
los dados por la ecuación (13) para los bordes rígidamente empotrados y el 
resultado final se puede escribir en la forma 

ql2 
Mo = -')' - fl(U) 

12 

donde y es un factor numérico inferior, dado por la fórmula 

th u 
y = ----~-

2(3 Du + th u 
1 

(19) 

Se ve que el valor de los momentos Mo en los bordes depende del 
coeficiente f3 que define la rigidez de la ecuación. Cuando f3 es muy pe­
queño el coeficiente y tiende hacia 1, y Mo hacia el valor (13) calculado para 
los bordes rígidamente empotrados. Cuando {J es muy grande, y y Mo 
disminuyen y las condiciones de contorno tienden hacia la de los bordes 
simplemente apoyados. 
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TABLA 1 

I~ 10 4 .J{f. In 10'V U, In 10'.vu, !.(u) !,(u) ! 'I\J(u) 
1 

,!,,(u) u i u 
i 

O CfJ CfJ CfJ 1,000 1,000 1,000 1,000 O 
0,5 3,889 3,217 3,801 0,908 0,976 0,905 0,984 0,5 

406 331 425 
1,0 3,483 2,886 3;376 0,711 0,909 0,704 0,939 1,0 

310 223 336 
1,5 3,173 2,663 3,040 0,532 0,817 0,511 0,876 1,5 

262 182 292 
2,0 2,911 2,481 2,748 0,380 0,715 0,367 0,806 2,0 

227 161 257 

2,5 2,684 2,320 2,491 0,281 0,617 0,268 0,736 2,5 
198 146 228 

3,0 2,486 2,174 2,263 0,213 0,529 0,200 0,672 3,0 
175 134 202 

3,5 3,311 2,040 2,061 0,166 0,453 0,153 0,614 3,5 
156 124 180 

4,0 2,155 1,916 1,881 0,132 0,388 0,120 0,563 4,0 
141 115 163 

4,5 2,014 1,801 1,718 0,107 0,335 0,097 0,519 4,5 
128 107 148 

5,0 1,886 1,694 1,570 0,088 0,291 0,079 0,480 5,0 
118 100 135 

5,5 1,768 1,594 1,435 0,074 0,254 0,066 0,446 5,5 
108 93 124 

6,0 1,660 1,501 1,311 0,063 0,223 0,055 0,417 6,0 
100 88 115 

6,5 1,560 1,413 1,196 0,054 0,197 0,047 0,391 6,5 
93 82 107 

7,0 1,467 1,331 1,089 0,047 0,175 0,041 0,367 7,0 
87 78 100 

7,5 1,380 1,253 0,989 0,041 0,156 0,036 0,347 7,5 
82 74 94 

8,0 1,298 1,179 0,895 0,036 0,141 0,031 0,328 8,0 
77 70 89 

8,5 1,221 1,109 0,806 0,032 0,127 0,028 0,311 8,5 
73 67 83 

9,0 1,148 1,042 0,723 0,029 0,115 0,025 0,296 9,0 
69 63 80 

9,5 1,079 0,979 0,643 0,026 0,105 0,022 0,283 9,5 
65 61 75 

10,0 1,014 0,918 0,568 0,024 0,096 0,020 0,270 10,0 
63 58 72 

10,5 0,951 0,860 0,496 0,021 0,088 0,018 0,259 10,5 
59 55 69 

11,0 0,892 0,805 0,427 0,020 0,081 0,017 0,248 11,0 
57 54 65 

11,5 0,835 0,751 0,362 0,018 0,075 0,015 0,238 11,5 
55 51 63 

12,0 0,780 0,700 0,299 0,016 0,069 0,014 0,229 , 12,0 
I 
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En este caso, la deformada puede ecribirse de la forma: 

th u ~ y(th u ~ u) 

th u 

(20) 

Para y = 1, esta expreSlOn se reduce a la ecuación (14) que da las 
flechas de una placa de bordes rígidamente empotrados. Para y = O se 
obtiene la ecuación (6) de una placa de bordes simplemente apoyados. 

Para calcular el parámetro de tracción u se opera de la misma manera 
que en los casos precedentes, se determina la tracción S a partir de la 
condición de que el alargamiento de la franja elemental es igual a la dife­
rencia entre la longitud del arco a lo largo de la deformada y la cuerda l. 

Por consiguiente 

S(1 - jl2)l =! {l (dW)2 
hE 2 Jo dx dx 

Sustituyendo la expresión (20) en esta ecuación e integrando, se obtiene 

E 2h8 

cr-=-~ = (1 - ,,)Uo + "U 1 - ,,(1 - ,,)U2 (21) 

donde Uo y U 1 representan respectivamente los segundos miembros de las 
ecuaClOnes (8) y (15), y 

27 (u ~ th U)2 
U2 = - (u th2 u - u + th u) 

16 u 9 th2 u 

Los valores de In (104 Vu2) están dados en la tabla 1. Utilizando esta 
tabla, la ecuación (21) se resuelve asimismo por aproximaciones sucesivas. 
Para una placa dada se comienza por calcular el primer miembro de esta 
ecuación y utilizando las curvas de las figuras 4 y 8, se determinan los 
valores de u: 

1. Para bordes simplemente apoyados. 
2. Para bordes completamente empotrados. (Naturalmente para bordes 

elásticamente empotrados u tendrá un valor intermedio.) 

Dando un valor cualquiera dado a u se calcula UD' U1 y U2 con la ayuda 
de la tabla 1 y se determina el valor del segundo miembro de (21). Gene­
ralmente este valor es diferente del de el primer miembro calculado ante­
riormente y será necesario hacer otro cálculo dando un nuevo valor au. Dos 
cálculos son generalmente suficientes para determinar por interpolación, el 
valor de u que satisfagan a la ecuación (21). Conociendo u se pueden 
calcular a pll;rtir de (19), los momentos flectores Mo en los extremos. Se 
puede también calcular el momento en el centro de la franja y deter-
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minar así la tensión máxima. Esta t~nsión se producirá en los extremos o 
en el centro según el grado de la rigidez de fijación de los bordes. 

5. Efecto sobre las tensiones y las flechas de pequeños desplaza­
mientos de los bordes longitudinales en el plano de la placa 

En el estudio precedente se ha supuesto que, durante la flexión, los 
bordes longitudinales de la placa no se desplazan en el plano de ésta. 
A partir de esta hipótesis se ha calculado la tracción S para cada caso 
particular. Supongamos ahora, que los bordes se aproximan una longi­
tud ,,1. A causa de este desplazamiento el alargamiento de la franja elemen­
tal disminuirá y la ecuación para el cálculo de la tracción S se transformará 

en 
Sl(1 - jl2) _! {l (dW)2 _ 

hE - 2 Jo dx dx 11 (a) 

Por otra parte, las ecuaciones (6), (14) y (20) de la deformada quedan 
invariables por ser independientes de S. Pueden ser diferenciadas y susti­
tuidas bajo el signo de integración de la ecuación (a). Después de haber 
calculado esta integral y sustituido S por 4u2 D /[2, se obtiene para bordes 
simplemente apoyados 

q2(1 jl2) 218 

Y para bordes empotrados 

2 + 3111 
u V 

Uo (22) 

(23) 

Si Ll se anula, las ecuaciones (22) y (23) deben ser idénticas a (8) y (15) 
obtenidas anteriormente para bordes fijos. 

El caso más sencillo se obtiene colocando barras a compresión entre los 
lados longitudinales del contorno a fin de impedir que un borde de la placa 
se aproxime al otro durante la flexión. Las tracciones S en la placa produ­
cen el acortamiento de estas barras, el cual provoca un desplazamiento Ll 
proporcional a S1. Si es k el factor de proporcionalidad dependiente de la 
elasticidad y de la sección transversal de esta barra, se tiene 

S = kLl 

donde, sustituyendo S por 4u2D/f se encuentra: 

1 Eu2h3 
11 = k 3[2(1 jl2) 

2 + 3111 
u ----¡j} Eh 
--~ = 1 + kl(1 _ jl2) 

y 

I El soporte del borde se supone tal, que 1 es uniforme a lo largo de los bordes. 
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Así, el segundo factor del primer miembro de las ecuaciones (22) y (23) 
es una constante, fácilmente calculable si se conocen las dimensiones y las 
propiedades elásticas de la estructura conociendo este factor, se pueden 
resolver las ecuaciones (22) y (23), exactamente como en el caso de bordes 
fijos. 

Generalmente el segundo factor del primer miembro de las ecuaciones 
(22) y (23) puede depender del valor de la carga que actúa sobre la estruc­
tura y la determinación de u se hace entonces por aproximaciones sucesivas. 
Ilustraremos este procedimiento con un ejemplo que se encuentra al calcu­
lar las tensiones en el casco de un navío cuando encuentra una ola. Los 
palastros del fondo de un navío están sometidos a la presión del agua 
uniformemente repartida y también a las fuerzas en el plano de los palastros 

e AfllllllllllJ~lIll 
FIG. 10 

debidas a la flexión del casco que se· comporta con una viga. Sea b la 
anchura del barco en una sección transversal mn (fig. 10) Y 1 la distancia 
entre dos pares sucesivos de las cuadernas. Cuando el seno de una ola está 
en el centro del navío [fig. 11 b)] la flotabilidad disminuye allí y aumenta 
en los extremos. El efecto de este cambio en la estructura del navío crea un 
momento de flexión descendente y la distancia normal entre los pares de 
las cuadernas aumenta. Para calcular exactamente este desplazamiento se 
debe tener en cuenta no solamente el momento de flexión M sobre el casco 
sino también la influencia sobre esta flexión de una cierta variación de las 
tracciones S repartidas a lo largo de los lados mn y m l n l del palastro de 

Flexión hacia arriba 

01 

~~~-~=~~~;f~ 
Flexión hacia abajo 

b) 

FIG. 11 
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borde mnm
l 
n

l 
(fig. 10) que consideramos como una placa larga rectangular 

cargada uniformemente por la presión del agua. Puesto que los palastros 
entre los pares consecutivos están igualmente cargados no hay giro de los 
bordes longitudinales de estos palastros que se pueden considerar como 
completamente empotrados a lo largo de sus bordes. 

Para determinar Ll que, designa el desplazamiento de mn hacia ml nl en 
la figura 10 Y que es debido al momento de flexión del casco M y las 
reacciones de tracción S por unidad de longitud a lo largo de los lados mn 

CM )M 
-------------­'------------_. 

IJ I I I I I I I~ I I I I I I 
Sb 
o) 

b) 

FIG. 12 

y ml nl del fondo se supone que el palastro mnm l nl está sustituido por las 
fuerzas uniformemente distribuidas S, de modo que la resultante a lo largo 
de mn y mlnl sea Sb [fig. 12 a)]. Se puede decir entonces que el desplaza­
miento Ll, de una cuaderna con relación a otra, es debido al momento de 
flexión M y a la carga excéntrica Sb aplicada en el casco sin fondo. 

Si A, 1, c, son respectivamente la sección transversal, el momento 
central de inercia y la distancia entre el palastro del fondo y el eje neutro 
de la sección completa del casco, y si Al' 11 , cl' son las mismas cantidades 
para la sección del casco sin palastro de fondo, estas últimas cantidades se 
pueden calcular a partir de las primeras por las relaciones: 

Al = A - bh 
Ac 

CI = Al 

11 = 1 - bhc2 - Al(CI - C)2 

(b) 
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El desplazamiento relativo L1" producido por las fuerzas excéntricas Sb, 
está dado por la ecuación 

en la cual debe introducirse v2 si se ha despreciado la deformación 
lateral. El desplazamiento debido al momento flector M es: 

¿l2 = _ Mc1l 
El! 

De ahí el desplazamiento total es 

Sustituyendo en esta expresión S por su valor: 

se obtiene finalmente 

(d) 

Debiendo sustituirse L1 por su valor en (23) para calcular el parámetro u. 
Apliquemos este resultado a un ejemplo numérico. Sea b = 16 m, 1 = 

14,4 X 108 cm 4
, A = 12560 cm2

, e = 3,90 m, h = 2 cm, 1 = 1,20 m, 
q = 0,7 kgf/cm2 y M = 37000 mito De las ecuaciones (b) obtenemos 

A, 12560 - 1600, 2 = 9360 cm2 

12560· 3,90 
el 9360 = 5,20 m 

11 = 14,4 . lOS - 1600 . 2 . 3902 - 9360 (520 - 390)2 = 8,108 cm4 

Sustituyendo estos valores en la expresión (ti) se determina y se encuen­
tra finalmente 

1,410u2 - 11,48 

La ecuación (23) entonces toma la forma 

o bien 
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Sustituyendo los valores numéricos y tomando logaritmos de ambos 

miembros obtenemos 

3,597 + In 
¡-u2--= -4-,7-63 

V---2 -- = In (104 vfU:) 
U 

U tilizando la curva de la figura 8, esta ecuaClOn puede resolverse por 
aproximaciones sucesivas y obtenemos u = 2,187 y de la figura 5 /,', (u) = 

= 0,78. La tensión máxima se calcula ahora mediante las ecuaciones (16) 
y (17) de las cuales tenemos 

2,1 . 106 • 4,783 
a, . = 1022 kgf/cm2 

3· 0,91 . 602 

a2 ~ 0,7 . 602 
• 0,780 = 983 kgf/cm2 

amáx a, + a2 = 2005 kgf/cm2. 

Si se hubiera despreciado la tensión de flexión en la placa, debida a la 
presión del agua y si se hubiera calculado la tensión del límite del fondo 
por la fórmula a = Me/l se habrá obtenido una tensión máxima igual a 

1000 kgf/cm2. 

6. Método de cálculo aproximado del parámetro u 

Para calcular el parámetro u en las placas donde los bordes longitudi­
nales no se desplazan en el plano de la placa, se utiliza la ecuación 

8[(1 -~ =! {l (dW)2 
hE 2)0 dx dx 

(a) 

que indica que el alargamiento de la franja elemental producido por S es 
igual a la diferencia entre la longitud del arco a lo largo de la deformada y 
la cuerda l. En los casos particulares estudiados en los artículos precedentes 
se han obtenido expresiones exactas para las flechas w y las tablas numéri­
cas y las curvas; para determinar el segundo miembro de la ecuación (a), 

Si no se dispone de tales tablas, la resolución de (a) se complica y p~;a 
simplificar el problema debe recurrirse al método aproximado. Se sabe' por 
el estudio de la flexión de las vigas que, en el caso de extremos simplemente 
apoyados con cargas transversales actuando en la misma dirección la 
deformación de una franja elemental debida a la asociación de una c~rga 
transversal y de una tracción S (fig. 3), se puede dar con suficiente apro­
ximación por la ecuación 

Wo 1TX 
W = 1 + a senT (b) 

, Véase Timoshenko, Strength 01 IVlaterials, parte 11. 3." ed .. pág. 52, 1956. 



40 TEORIA DE PLACAS Y LAMINAS 

en la que W o representa la flecha en el centro de la franja, debida a la carga 
transversal sola y a está dada por la fórmula 

(e) 

Así a representa la relación de la fuerza axial S y la carga crítica de 
Euler, para la franja elemental. 

Sustituyendo la expresión (b) en la ecuación (a) e integrando se obtiene 

Sl(1 - 1'2) 
hE 4l(1 + a)2 

Utilizando entonces la notación (e) y sustituyendo D por su expre­
sión (3), se obtiene finalmente 

3w~ 
a(1 + a)2 = V (24)~ 

A partir de esta ecuación puede calcularse a en cada caso particular y u 
está entonces determinado por la ecuación 

(d) 

Pondremos un ejemplo numérico para aplicar la ecuaClOn aproxima­
da (24). Una placa larga rectangular de acero de bordes simplemente 
apoyados y en las que las dimensiones son 1 = 1,30 m, h = 1,3 cm, soporta 
una carga uniformemente repartida q = 1,4 kgf/cm2

• En este caso 

5 ql4 
Wo = 384 D 

y, después de haber sustituido por los valores numéricos, la ecuación (24) 
será 

a(l + a)2 = 269,56 

Se puede simplificar la solución de la ecuación poniendo 

l+a=x 

Entonces 

x 3 - X2 = 269,56 

(3) 

(e) 

es decir que x es tal que la diferencia entre SU cubo y su cuadrado tiene un 
valor conocido. Así x puede determinarse fácilmente mediante una regla de 
cálculo o una. tabla numérica y en nuestro caso se encuentra 

x = 6,8109 y a = 5,8109 
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Entonces de la ecuación (d) se tiene 

u = 3,7865 

y de (e) (v. pág. 9) 

'Po = 0,13316 

Para calcular la tensión de fracción y la tensión máxima de flexión se 
utilizan las ecuaciones (10) y (11). Se encuentra entonces: 

Gmáx 

1103 kgf/cm2 

1398 kgf/cm2 

al + a2 = 2501 kgf/cm2 

Los cálculos hechos en el apartado 2 (pág. 25) dan para este ejemplo 

amáx = 2503 kgf/cm2
• 

Se comprueba así que la aproximación de la ecuación (24) es muy buena 
en este caso. En general, la exactitud depende del valor de u. El error 
aumenta con u. 

Los cálculos muestran que para u = 1,44, el error en la tensión máxima 
es solamente de 0,065 % y para u = 12,29 que corresponde.a placas muy 
flexibles, el error es del orden de 0,30 %. Estos valores de u son los 
encontrados más a menudo en la práctica y se puede decir que la ecua­
ción (24) puede usarse con suficiente precisión en el caso práctico de placas 
uniformemente cargadas con bordes simplemente apoyados. 

Se puede también utilizar cuando la carga no está uniformemente 
distribuida, como en el caso de presión hidrostática no uniformemente 
repartida a lo largo de la franja elemental. Si se calcula la fuerza longitudi­
nal con ayuda de la ecuación (24) las flechas se obtienen entonces a partir 
de (b) y el momento flector en toda sección transversal, es igual a la suma 
algebraica a la carga transversal y del momento producido por la fuerza 
10ngitudinaP. 

En el caso de bordes empotrados la expresión aproximada de la defor­
mada de una franja elemental puede ponerse en la forma 

Wo 1 ( 2'11"X) 
W = 1 + a/42 1 - cos -1- (f) 

En la que W o es la flecha de la viga empotrada bajo carga lateral teniendo 
a el mismo sentido que anteriormente. Sustituyendo w por su valor en (a) 
e integrando, se obtiene para la determinación de a la ecuación 

a (1 + ¡y = 3~~ (25) 

1 Se pueden obtener valores más precisos para las flechas y para los momentos flectores 
sustituyendo el valor aproximado de la fuerza longitudinal en (4) e integrando esta ecuación 
que da (12) y (9). 
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que puede ser resuelta en cada caso particular por el método de resolución 
sugerido para (24). 

Cuando se conoce a el parámetro u se determina a partir de (d), la 
tensión máxima se calcula entonces utilizando las ecuaciones (16) y (17) Y 
la flecha máxima mediante la ecuación (18). 

Si durante la flexión, un borde se desplaza hacia otro una longitud ¿J, 

debe usarse la ecuación 

Sl(1 - )12) _ 1 ¡z (dW)2 
hE - 2" Jo dx dx - .:l (g) 

con preferencia a la ecuación (a) para los cálculos precedentes. Sustituyen­
do (h) en esta ecuación, se obtiene para determinar a, en el caso de los 
bordes simplemente apoyados 

.:ll a+ 12W 
a(1 + a)2 7r 

a 
3w~ 
Ji2 (26) 

Si los bordes están empotrados se utiliza (1). Para determinar a se 
obtiene entonces 

6.l 

( )

2 a + 12 ~h2 3 2 

a 1+~ 7r =~ 
4 a h2 (27) 

Si se conocen las dimensiones de la placa, la carga q y el desplazamiento 
¿J, las ecuaciones (26) y (27) pueden resolverse fácilmente como en artículos 
anteriores. Si ¿J es proporcional a S, el segundo factor del primer miembro 
de las ecuaciones (26) y (27) es una constante y puede determinarse como 
se ha visto en artículos anteriores. Así las ecuaciones pueden resolve~se 
también fácilmente. 

7. Placas largas rectangulares uniformemente cargadas, con pequeña 
curvatura cilíndrica inicial 

Se ha visto en los apartados 2 y 3 que las tracciones S contribuyen a la 
resistencia de las placas neutralizando la flexión producida por las cargas 
transversales. Esta acción crece con la flecha. Se puede disminuir todavía 
la tensión máxima dando previamente una curvatura oportuna a la placa. 

El efecto de tal curvatura inicial sobre las tensiones y las flechas puede 
estudiarsel utilizando el método de aproximaciones sucesivas del artículo 
precedente. 

I Véase el ~tudio de Timoshenko en Festschrift zum siebzigsten Geburtstage August Foppls. 
página 74, Berlín, 1923. 
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Sea una placa larga rectangular de bordes simplemente apoyados 
(fig. 13) la curvatura inicial está dada por la ecuación 

7rX 
Wl = lisen T (a) 

Si se aplican las tracciones S en los bordes de la placa, las flechas' 
iniciales (a) se reducirán en la relación 1/1 + a, donde a tiene el mismo 
valor que en el apartado precedenté (pág. 40). La carga transversal asocia­
da a las fuerzas S producirá las flechas que se pueden expresar aproxima­
damente por la ecuación (h) del apartado anterior. Así la flecha total de la 
placa indicada en la figura 13 por la línea de trazos es 

li 7rX Wo 7rX li + Wo 7rX 

W = i + a sen T + i + a sen T = 1 + a sen T (b) 

Supongamos que los bordes longitudinales de la placa no se desplacen 
en su plano; la tracción S está determinada a partir de la condición que el 
alargamiento de la franja elemental debido a las fuerzas S es igual a la 

s s 

FIG. 13 

diferencia entre la longitud del arco a lo largo de la deformada de la franja 
y la longitud inicial de ésta. En el caso de pequeñas flechas esta diferencia 
se expresa por 

A-- - dx-- - dx _ 1 lol (dW)2. 1 lol (dWl)2 
2 0 dx 20 dx 

(e) 

Sustituyendo las expresiones (a) y (h) de W y w l e integrando se tiene 

A = ~[(~)2 _ li2] 
41 1 + a 

Poniendo A igual al alargamiento SI(1 - v2
) de la banda elemental, se 

obtiene finalmente 

3li2(1 + a)2 
~-h-2~~ 

I Véase Timoshenko, Strength of Materials, parte 11, 3.a ed., pág. 52, 1956. 

(28) 
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Si se hace <5 = O, esta ecuación se reduce a la ecuación (24) de una placa 
sin curvatura inicial. 

Pongamos un ejemplo numérico para montar la influencia de la curva­
tura inicial sobre la tensión máxima, aplicando la ecuación (28). Sea una 
placa de acero de longitud 115 cm y de espesor h = 0,95 cm, sometida a 
la sección de una carga uniformemente repartida q = 0,7 kgf/cm2. Si no 
hay flecha inicial <5 = O y la ecuación (28) toma la forma 

a(l + a)2 = 290 

de donde se deduce 

a = 5,97 y u = ~ Va = 3,83 

A partir de la ecuación (10) se obtiene 

al = 790 kgf/cm2 

y de (11) 

La tensión máxima en la placa es 

G'máx = (Ji + (12 = 1785 kgf/cm2 

Supongamos ahora que existe una flecha inicial en la placa tal que <5 

= h = 0,95 cm. En este caso la ecuación (28) da 

a(l + a)2 = 351,6 - 3(1 + a)2 
sea 

l+a=x 
se obtiene 

351,6 

de donde se tiene 

x = 6,45 a = 5,45 u = ~ Va = 3,67 

De la ecuación (10) se deduce la tensión de tracción 

al = 714 kgf/cm2. 

Para calcular la tensión de flexión no se tiene en cuenta más que la 
diferencia de las flechas 

W - Wl 
Wo 'll"X a~ 'll"X --- sen - - --- sen -

l+a l l+a l. 
(d) 

La tensión máxima de flexió~ correspondiente al primer término 
del segundo miembro de (d), es la misma que para una placa plana 

con u 
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3,67. De la tabla i se tiene 'Po= 0,142 y de la ecuación (11) 

a'2 = 1071 kgf/cm2. 

El momento flector correspondiente al segundo término de (ti) es 

d2 
( a~ 'll"x) ar

2 ~D 'll"X 
- D dx 2 - 1 + a sen T = - (1 + a)l2 sen T 

Este momento es negativo y la tensión máxima correspondiente 

6 a¡c2 <5D 
a" = 665 kgf/cm2 

h2 (1 + a)f 
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debe ser restada de la tensión de flexión a~, calculada más arriba. Por 
consiguiente la tensión máxima para una placa que tenía una flecha inicial 

es 
amáx = 714 + 1071 - 665 = 1120 kgf/cm2 

La comparación de este resultado con el obtenido para una placa plana 
demuestra que la curvatura inicial de la placa permite disminuir la tensión 
máxima de 1785 a 1120 kgf/cm2. Este resultado se ha obtenido suponiendo 
que la flecha inicial es igual al espesor de la placa. Aumentando la curvatura 
de una placa, la tensión máxima puede reducirse aún más. 

8. Flexión cilíndrica de una placa sobre cimentación elástica 

Consideremos el problema de flexión de una placa larga rectangular uniforme­
mente cargada, descansando toda la superficie sobre una cimentación elástica y 
rígidamente apoyada en los bordes (fig. 14). 

Cortando como antes una franja elemental de esta placa, se puede asimilar a una 

FIG. 14 

viga sobre cimentación elástica. Supongamos que la reacción d~ la cimentación en 
todo punto es proporcional a la flecha w en este punto, diferenciando la ecuación (4) 
dos veces!, se obtiene 

d'w 
D dx' = q - kw (29) 

donde q es la intensidad de la carga que actúa sobre la placa y k la reaCClQn de la 
cimentación por unidad de superficie para una flecha igual a la unidad. Introduciendo 
la notación 

I Ibíd., pág. 21. 

fj = ~ 4ík 
2"\j4i5 (30) 
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la soluéión general de (29) se puede escribir; 

q 2~x 2~x 2px 2px 2~x 2px 
w = - + el sen - - sh -- + C 2 sen -- ch -- + Ca cos -- sh --

k 11 1 1 1 I 

2p:>. 2~x + C , cos -- ch -- (a) 
1 I 

Las cuatro constantes de integración se determinan a partir de las condiciones en 
los bordes de la franja. En el caso considerado la flecha es simétrica con relación al 
centro de la franja. Así, tomando los ejes de coordenadas como indica la figura 14, se 
llega al que C 2 = Ca = O. C I y C4 se determinan a partir de las condiciones de 
la flecha y el momento flector de la franja nulo en los extremos (x = 1/2). De ahí 

(W)._1I2 = O 

G~)%_1!2= O (b) 

Sustituyendo w por su expresión (a) y recordando que C
2 

~ + C I sen ~ sh {f + C4 cos fJ ch fJ = O 

C I cos fi ch f3 - C4 sen p ch f3 = O 

O, se obtiene 

(e) 

de donde se deduce 

CI = 
q sen {J sh fJ q 2 sen ~ sh fI 
k sen2 f3 sh2 ~ + cos2 ~ ch2 f3 k cos 2f3 + ch 2f3 

C4 = 
q cos {J ch ~ q 2 cos {f ch ~ 

k sen2 f3 sh2 {J + cos2 ~ ch" f3 k cos 2f3 + ch 2~ 

Sustituyendo los valores de las constantes en (a) y utilizando la ecuación (30), la 
,flecha de la franja viene dada por la expresión 

ql4 (1 2 sen {J sh ~ 2f3x 2f3x 
w = 64Dfl4 -- cos 2f3 + eh 2f3 sen -1- sh -l-

Zcostl ch fi 2{Jx 2fix) 
cos -l- ch -l­

eos ZtJ + .eh 2f3 
La flecha en el centro de la franja se obtiene para x = O 

donde 

) 6 ( 2 cos fJ ch (3 ) I(f3 = - - 1 - ---- --
5114 cos 2f3 + ch 2/1 

(d) 

(31) 

Para obtener los giros de los extremos de la placa se deriva (d) respecto a x y se 
hace x = - 1/2. Así se obtiene 

donde 
(dW) = ~ 'l'1(P) (32) 

dx .--1/2 24D 

3 sh 2f1 - sen 2~ 
'Tl(fI) = - - - --'-----

4¡J" ch 2¡J + cos 2fJ 

.' Se ha visto que los términos con los coeficientes C, y Ca cambian de signo cuando se 
sustituye x por -x. 
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El momento flector en cualquier sección transversal de la franja se obtiene por la 
ecuación 

d'w 
M = -D dx' 

Sustituyendo w por su expresión (d), se encuentra para el centro de la franja 
q[2 

(M)._o = 8 'I'.(fJ) (33) 

donde 
2 sh (f sen p 

'72(P) = ti ch 2~ + cos 2~ 

Para simplificar el cálculo de las flechas y las tensiones los valores numéricos de 
las funciones 'T, 'TI Y 'T2 están dados en la tabla 2. 

TABLA 

{J <r2 {J 'f'2 

0,1 1,000 1,6 0,164 
0,2 0,999 1,7 0,129 
0,3 0,995 1,8 0,101 
0,4 0,983 1,9 0,079 
0,5 0,959 2,0 0,062 

0,6 0,921 0,923 0,919 2,2 0,058 0,072 0,037 
0,7 0,863 0,866 0,859 2,4 0,042 0,055 0,021 
0,8 0,787 0,791 0,781 2,6 0,029 0,043 0,011 
0,9 0,698 0,702 0,689 2,8 0,022 0,034 0,005 
1,0 0,602 0,609 0,591 3,0 0,016 0,028 0,002 

1,1 0,508 0,517 0,494 3,2 0,012 0,023 0,000 
1,2 0,421 0,431 0,405 3,4 0,010 0,019 -0,001 
1,3 0,345 0,357 0,327 3,6 0,007 0,016 - 0,002 
1,4 0,281 0,294 0,262 3,8 0,006 0,014 -0,002 
1,5 0,228 0,242 0,208 4,0 0,005 0,012 - 0,002 

Para valores pequeños de {J es decir para cimentaciones poco resistentes, fácil­
mente las funciones 'T y 'P. no difieren mucho de la unidad . Así la flecha máxima y 
las tensiones de flexión son muy parecidas a las de una franja simplemente apoyada 
sin cimentación elástica. Si ~ aumenta, la reacción de la cimentación es cada vez más 
importante. 

Se encuentran condiciones iguales a las de la figura 14, cuando una placa larga 
rectangular de anchura I está cargada sobre una cimentación elástica por cargas 
uniformemente distribuidas a lo largo de los bordes y de valor P por unidad de 
longitud (fig. 15). La placa se hunde en la cimentación elástica y f1exa, como indica 

FIG. 15 
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la línea de trazos. Si b designa la fle~ha en los bordes de la placa, la reacción de la 
cimentación en todo punto es 

k(& - w) - ka - kw 

donde w está dada por la ecuación (ti) con q = kb. El valor de b se obtiene igualando 
la carga a la reacción de la cimentación. Por consiguiente 

P=--k wdx kal 101/2 

2 O 

Se pueden estudiar de la misma forma las placas apoyadas sobre cimentaciones 
elásticas pero con otras condiciones en los bordes longitudinales. 
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La dirección a, correspondiente a la pendiente maxlma se obtiene 
anulando la derivada respecto a a en la ecuación (a). De este modo se tiene 

tga¡ = aw/aw ay ax (b) 

Sustituyendo los valores correspondientes de sen al Y cos al en Ca), se 
tiene para la pendiente máxima la expresión 

/aw\ _ l/awV + /owV 
~ an) max - 'i ~ ox ) ~ ay) (e) 

Anulando (a) se determina la dirección correspondiente a la pendiente 
nula. El ángulo correspondiente a2 está dado por la ecuación 

tg a2 = _ dw/aw 
dX ay 

A partir de las ecuaciones (b) y (d) se concluye 

tg a, tg a2 = - 1 

(d) 

expresión que demuestra que las direcciones de pendiente nula y pendiente 
máxima son perpendiculares. 

Para determinar la curvatura de la superficie de la placa, hay que tener 
en cuenta que las flechas son muy pequeñas. En este caso, la pendiente de 
la superficie en toda dirección puede considerarse igual al ángulo que forma 
la tangente a la superficie con el plano xy, y su cuadrado es despreciable 
frente a la unidad. La curvatura de la superficie en un plano paralelo al 
plano xz (fig. 16), es entonces igual a 

!. = _ ~ (aw) _ _ a2
w 

r", ax ax - ax2 (e) 

Consideramos la curvatura positiva si la superficie es convexa hacia 
abajo. La ecuación Ce) está precedida del signo menos porque la flecha es 
convexa hacia abajo (v. fig. 16) y por consiguiente la derivada segunda 
cwi ox2 es negativa. 

De la misma manera, se tiene para la curvatura en un plano paralelo 
al yz. 

1 a (aw) a2
w r;; = - ay ay = - oy2 (f) 

Estas ecuaciones son idénticas a las utilizadas en el estudio de la curva­
tura de una viga flexada. 

Para la curvatura de la superficie media según una dirección cualquiera 
(fig. 16) se tiene 

1 a (aw) 
- éJn on r .. 

FLEXION PURA DE PLACAS 51 

Sustituyendo ow/on por su valor según (a) y teniendo en cuenta que 

a a 
ax cos a + ay sena 

se deduce 

1 - (:x cos a + :y sena) (~: cos a + ~; sena) 

(
a2w a2w a2w) - ox2 cos2 

a + 2 ax ay sena cos a + ay2 sen
z 

a 

= !. cosz a - .!.- sen 2a + .! sen2 a 
f" f"lJ fu 

(g) 

Se ve que la curvatura en una dirección n en un punto de la superficie 
media puede calcularse si se conocen en dicho punto las curvaturas 

1 a2w 1 02W 

f" ox2 ru - ay2 

y el valor 

1 azw (h) 
r"lJ = ax ay 

que se denomina torsión con respecto a los ejes x e y. 
Si en lugar de la dirección an [fig. 16 b»), tomamos la dirección al 

perpendicular a an, la curvatura en esta nueva dirección se obtendrá en la 
expresión (g) poniendo n/2 + a en lugar de a. Así se obtiene 

1 1 1 2 + 1 2 (;) - = - sen 2 a + - sen a - cos a' • 
rl r" r"lJ ru 

Sumando las expresiones (g) e (1) tenemos 

1 1 1 1 -+-=-+-
r n rl r", rJl 

(34) 

que pone.de manifiesto en que cualquier punto de la superficie media la 
suma de las curvaturas según las direcciones perpendiculares tales como n 
y t es independiente del ángulo cc. Esta suma se llama curvatura media de 
la superficie en un punto. 

La torsión en a con respecto a las direcciones an y al es 

1 d (dW) 
rRI = di dn 

Para calcular la derivada respecto a l, debe notarse que la dirección al 

es perpendicular a ano Así se obtiene la derivada buscada poniendo n/2 + a 
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en lugar de a en la ecuación (a). De este modo se tiene 

-- = -- COS a + -- sen a - - sen a + - COS a 1 ( éJ éJ) (OW OW) 
r,., OX oy éJx éJy 

1 (éJ2W éJ2W) 02W 
= 2" sen2a - éJx2 + oy2 + cos 2a OX éJy 

= ! sen 2a (1 - 1) + cos 2a ~ 
2 T", Tu r"'JI 

(j) 

En el estudio sucesivo interesará determinar en función de a las direc­
ciones en que la curvatura es máxima o mínima y hallar los correspondien­
tes valores de la curvatura. Se obtiene la ecuación necesaria para determi­
nar a, igualando a O la derivada respecto a a de la expresión (g) que da 

de donde 

1 2 1 
- sen 2a + -- cos 2a - - sen 2a = O 
T", T.,JI Tu 

tg2a 

2 

-~ 
1 

(k) 

(35) 

De esta ecuación se obtienen dos valores de a que difieren en n/2. 
Sustituyéndolos en (g) se hallan dos valores de l /Tn , correspondientes a las 
curvaturas máxima y mínima en el punto a. Estas dos curvaturas se deno­
minan curvaturas principales de la superficie, y los planos correspondientes 
naz y taz, planos principales de curvatura. 

Teniendo en cuenta que el primer miembro de la ecuación (k) es iguJ1I 
al doble de la expresión 0) se deduce que si las direcciones an y at lfig. 16) 
están en los planos principales la torsión correspondiente l/Tnt es nula. 

Podemos utilizar un círculo similar al círculo de Mohr que representa 
las tensiones combinadas, para mostrar cómo la curvatura y la torsión de 
una superficie varían con el ángulo al. Para simplificar el estudio supon­
dremos los planos coordenados xz e yz paralelos a los planos principales de 
curvatura en el punto a. Entonces 

y de las ecuaciones (g) y 0) se obtiene para un ángulo a 

1 1 1 - = - cos2 a + - sen2 a 
T" r", ru 

~ = ! (1 __ .1) sen2a 
rnl 2 r", r ll 

(36) 

I Véase Timoshenko, Strength al Materials, parte 1, 3.& OO., pág. 40, 1955. 
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Tomando las curvaturas como abscisas y las torsiones como ordenadas 
y construyendo un círculo de diámetro l/Tx . - l/Ty como indica la figura 17 
vemos que el punto A definido por el ángulo 2 a tiene la abscisa 

1 1 
= - COS2 a + - sen2 a 

r", ru 

y la ordenada 

Comparando estos resultados con las fórmulas (36) se llega a la conclu­
sión de que las ordenadas del punto A definen la curvatura y torsión de la 
superficie para cualquier valor del ángulo a. Se ve que la torsión máxima, 
representada por el radio del círculo, se produce cuando a = n/4, esto es, 
cuando se consideran dos direcciones perpendiculares, bisectrices de los 
ángulos formados por los planos principales. 

O~------_+----~~TT--;_--' rn 

FIG. 17 

lo ----+-----~~--T----rn 

FIG. 18 

En nuestro ejemplo la curvatura en cualquier dirección es positiva; de 
ahí que la superficie está flexada con la convexidad hacia abajo. Si las 
curvaturas l/rx y l/r1/ son ambas negativas, la curvatura en cualquier direc­
ción es también negativa, y tenemos una flexión de placa convexa hacia 
arriba. Las superficies en que las curvaturas en todos los planos tienen el 
mismo signo se llaman sinclásticas. A veces encontramos superficies en que 
las dos curvaturas principales tienen signos contrarios. Por ejemplo una 
silla de montar. Tales superficies se llaman anticlásticas. El círculo de la 
figura 18 representa el caso particular de tales sUp'erficies en que l /ru = 

= - l/r", . Se ve que en este caso la curvatura se anula para a = n/4 y para 
a = 3n /4 y la torsión correspondiente vale ± l/r1/ . 
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10. Relaciones entre rTWrnenWs flectores y curvatura en la flexión 
pura de placas 

En el caso de flexión pura de barras prismáticas una solución rigurosa 
para la distribución de tensiones se obtiene haciendo la hipótesis de que las 
secciones transversales de la barra permanecen planas durante la flexión y 
únicamente giran alrededor de su fibra neutra de modo que permanecen 
siempre normales a la deformada. La combinación de tal flexión en dos 
direcciones perpendiculares nos lleva a la flexión pura de placas. Comen­
cemos con la flexión pura de una placa rectangular debida a momentos 
uniformemente distribuidos en los bordes, como indica la figura 19. To­
mamos el plano xy como plano medio de la placa antes de la flexión y los 
ejes x e y según dos de los bordes de la placa. El eje z es entonces perpen­
dicular al plano medio y positivo hacia abajo. Sea M x el momento flector 
por unidad de longitud que actúa sobre un borde paralelo al eje y y My el 
momento flector por unidad de longitud que actúa sobre un borde paralelo 
al eje x. Estos momentos los consideraremos positivos cuando están dirigi­
dos como se indica en la figura, esto es, cuando producen compresión en 
la cara superior de la placa y tracción en la inferior. El espesor de la placa 
lo representaremos como antes por h y lo consideramos pequeño en com­
paración con ¡as otras dimensiones. 

4::::7-
y My 

1-n~ __ ~~==~~ 
z 
r-~~~~ 

z 
FIG. 19 FIG. 20 

Consideremos un elemento separado de la placa por dos pares de planos 
paralelos a los planos xz e yz como indica la figura 20. Puesto que el caso 
de la figura 19 es el de la combinación de dos flexiones uniformes las 
condiciones tensionales son idénticas en todos los elementos como indica la 
figura 20 y se tiene una flexión uniforme de la placa. Haciendo la hipótesis 
de que durante la flexión de la placa las caras laterales del elemento per­
manecen planas y giran sobre las fibras neutras nn de tal modo que perma­
necen normales a la superficie media deformada de la pla~a, puede con­
cluirse que el plano medio de la placa no sufre variación alguna de 
dimensiones en esta flexión y la superficie media es además superficie 
neutral. Siendo l /rx y l /rJl como antes, las curvaturas de la superficie neutra 

I En el apartado 13 se demuestra que esta conclusión es suficientemente aproximada si 
las flechas son pequeñas en comparación con el espesor h. 
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en secciones paralelas a los planos xz e yz, respectivamente. E~to~ces las 
deformaciones longitudinales en las direcciones x . e. y de una lamma ele­
mental abcd (fig. 20) a una distancia z de la superfIcie neutra son, como en 

el caso de una viga, 

z (a) 

Utilizando ahora la ley de Hooke [eco (1)], las tensiones correspondien­

tes en la lámina abcd son 

O"z Ez (1 + 1) 
1 - 1/2 r: 1/ Tu 

O"y = 1 ~z 1/2 (~ + I/~) 
(b) 

Estas tensiones son proporcionales a la distancia z de la lámina abcd a 
la superficie neutra y dependen de los valores de las curvaturas de la placa 

flexada. 
Las tensiones normales distribuidas sobre las caras laterales del elemen-

to en la figura 20 pueden reducirse a pares de fuerzas, cuyo valor total por 
unidad de longitud debe ser evidentemente igual a los momentos externos 
Mx y MJI' De este modo obtenemos las ecuaciones 

J h/2 0":r;Z dy dz = M z dy 
-~ ~ 

J h/ 2 O" yZ dx dz = M JI dx 
-h/ 2 

Sustituyendo las expresiones (b) de ax y ay, se obtiene 

Mx = D (~ + I/~) = _ D (~2; + 1/ ~2;) (37) 

M = D (J:. + 1/ J:.) = -D (:2~ + 1/ a,,2~) 
y ~ ~ ~ ~ 

(38) 

donde D es la rigidez a flexión de la placa definida por la ecuación (3), y w 
indica las flechas de la placa en la dirección Z. 

Consideremos ahora las tens iones que actúan sobre una sección de la 
lámina abcd, paralela al eje z y oblicua respecto a los ejes x e y. ~i acd 
(fig. 21) representa una porción de la lámina cortada por .tal seCClOn, la 
tensión que actúa sobre ac puede ser determinada por medIO de las ecua­
ciones de la estática. Reduciendo esta tensión a una componente normal a" 
y una componente tangencial T n t , los valores de estas componentes se 
obtienen proyectando las fuerzas que actúan sobre el elemento acd sobre 
las direcciones n y t respectivamente que dan las conocidas ecuaciones. 

0"" = 0"1t; cos2 
a + O"y sen2 

a 

T,,¡ = ·HO"y - O"x) sen 2a 
(d) 
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en que a es el ángulo entre la normal n y el eje x o entre la dirección t y 
el eje y [fig. 21 a)]. El ángulo se considera positivo si se mide en el sentido 
de las agujas del reloj. 

Considerando todas las láminas similares a acd en la figura 21 b), a lo 
largo del espesor de la placa, las tensiones normales Gn dan el momento 
flector que actúa sobre la sección ac de la placa, el valor del cual por unidad 
de longitud según ac es 

f h/2 
M" = -h/2 U"Z dz = M", cos2 a + Mil sen2 a (39) 

Las tensiones cortantes T nt dan el momento torsor que actúa sobre la 
sección ac de la placa, cuyo valor por unidad de longitud según ac es 

f 11/2 
M", = - -1a/2 r .. ,z dz = t sen2a(M., - Mil) (40) 

Los signos de M n y M nt . están elegidos de tal modo que los valores 
positivos de estos momentos están representados por valores en las direc-

r------------------------------~ 

y 

FIG. 21 

ciones positivas de n y t [fig. 21 a)] si se utiliza la regla del tornillo a 
izquierda. Cuando a vale O o n la ecuación (39) da M n = Mx- Para a = n/2 
ó 3n/2 se obtiene M n = My. Los momentos M nt se anulan para estos 
valores de a. Así se obtienen las condiciones indicadas en la figura 19. 

Las ecuaciones (39) y (40) son similares a las . ecuaciones (36) y por 
medio de ellas pueden calcularse los momentos flector y torsor para cual­
quier valor de a. Podemos usar también con el mismo objeto el método 
gráfico y hallar los valores de M n y M nt mediante el círculo de Mohr que 
puede ser construido como se indicó en el apartado anterior tomando M 
como abscisa, y M nt como ordenada. El diámetro del círculo será igual : 
Mx - My como indica la figura 22. Entonces las coordenadas OB y AB de 
un punto A, definido por el ángulo 2a, dan los momentos M n Y M nt 

respectivamente. 
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Representemos ahora M n y M nt en función de las curvaturas y torsión 
de la superficie media de la placa, sustituyendo en la ecuación (39) Mx y 
1~ly por sus expresiones (37) y (38) hallamos 

M" = D (1 cos2 a + ~.sen2 a). + vD (.!sen 2 a +1.. COs
2 a) 

~ ~ G ~ 

FIG. 22 

Utilizando la primera de las ecuaciones (36) del apartado anterior, 
resulta que las expresiones entre paréntesis representan las curvaturas de la 
superficie media en las direcciones n y t respectivamente. De ahí que 

M" = D (.!.. + v~) = - D (iPW + v a2w) 
r" r, an 2 at2 

(41) 

Para obtener la expresión correspondiente para el momento torsor Mnl' 
consideremos la deformación de una lámina abcd con los lados ab y ad 
paralelos a las direcciones n y t ya una distancia z del plano medio (fig. 23). 
Durante la flexión de la placa los puntos a, b, c y d sufren pequeños 
desplazamientos. Sean u y v las componentes del desplazamiento del punto 
a en las direcciones n y t respectivamente. Entonces el desplazamiento de 
d en la dirección n es u + (ou/ot)dt y el desplazamiento de b en la dirección 
tv + (ov/on)dn. Debido a estos desplazamientos, se obtiene una deforma-

ción tangencial 
= au + dV 

'Ynt at an (e) 

r-----------------~ 

y 

a) eJ 

FIG. 23 
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La correspondiente tensión tangencial es 

(au av) 
Tnl = G at + an (f) 

De la figura 23 h), que representa la sección de la superficie media por 
un plano normal a través del eje n, se puede ver que el ángulo de giro en 
el sentido de las agujas del reloj de un elemento pq, que inicialmente era 
perpendicular al plano xy respecto a un eje perpendicular al plano nz es 
igual a -ow/on. Debido a este giro un punto del elemento a una distancia 
z de la superficie neutra tiene un desplazamiento en la dirección n que vale 

aw 
u = -z an 

Considerando la sección normal a través del eje t se puede demostrar 
que el mismo punto tiene un desplazamiento en la dirección t que vale 

aw 
v = -z iii 

Sustituyendo estos valores de u y v en la expresión (j) se tiene 

a2w 
Tnl~ -2Gz an at 

y la expresión (40) del momento flector toma la forma 

f h/ 2 Gh3 a2w a2w 
M nl = - -h/ 2 TnlZ dz = 6 an at = D(l - lIJan at 

(42) 

(43) 

Se ve que el momento torsor para las direcciones perpendiculares dadas 
n y t es proporcional a la torsión de la superficie media correspondiente a 
las mismas direcciones. Cuando las direcciones n y t coinciden cón los ejes 
x e y sólo. existen los momentos flectores Mx y My que actúan sobre las 
secciones perpendiculares a esos ejes (fig. 19). Por consiguiente la corres­
pondiente torsión es nula, y las curvaturas 1/Yx y l /Yv son las curvaturas 
principales de la superficie media de la placa. Estas curvaturas pueden 
calcularse por las ecuaciones (37) y (38) si son dados los momentos flectores 
Mx y My. La curvatura en cualquier otra dirección definida por el ángulo a, 
puede calcularse por la primera de las ecuaciones (36) o tomarse de la 
figura 17. 

En cuanto a las tensiones en una placa sometida a flexión pura, puede 
concluirse de la primera de las ecuaciones (d) que la máxima tensión normal 
actúa sobre secciones paralelas a los planos xz o yz. Los 'valores de estas 
tensiones se obtienen en las ecuaciones (h) haciendo z = h/2 y utilizando 
las ecuaciones (37) y (38) . De este modo se halla 

6M 6M., 
(U.,)má. = h 2 " (U.,)",á. = V (44) 

FLEXION PURA DE PLACAS 59 

Si las tensiones son de signo contrario, la máxima tensión tangencial 
aCtúa en el plano bisector de los planos xz e yz y vale 

(45) 

Si las tensiones (44) son del mismo signo, la máxima tensión tangencial 
actúa en el plano bisector de los planos xy y xz o en el bisector de los planos 
xy e yx y vale 1 /2( aY)máx o 1 /2( a x)m6x según cuál de las dos tensiones 
principales (aY)máx o (ax)máx sea mayor. 

11. Casos parti~ulares de flexión pura 

En el estudio del apartado anterior se ha comenzado con el caso de una 
placa rectangular con momentos flectores uniformemente distribuidos a lo 
largo de los bordes. Para obtener un caso general de flexión pura de una 
placa, imaginemos una porción de forma cualquiera separada de la placa 
considerada en la figura 19 por una superficie cilíndrica o prismática 
perpendicular a la placa. Las condiciones de flexión de esta porción per­
manecerán invariables con tal que a lo largo del contorno de la porción 
aislada de placa estén distribuidos momentos flectores y torsores que cum­
plan las ecuaciones (39) y (40) . Así llegamos al caso de flexión pura de una 
placa de forma cualquiera y se llega a la conclusión de que se produce 
siempre si sobre los bordes de la placa actúan momentos flectores M n y 
momentos torsores M nt distribuidos en la forma dada por las ecuaciones 
(39) y (40). 

Consideremos como primer ejemplo el caso particular de que 

M x = My = M 

De las ecuaciones (39) y (40) puede deducirse que en este caso para una 
placa de cualquier forma los momentos flectores están uniformemente 
distribuidos a lo largo del contorno y los momentos torso res se anulan. De 
las ecuaciones (37) y (38) se deduce que 

1 M 
(46) 

r", D(l + JI) 

esto es, la placa se deforma según una superficie esférica, cuya curvatura 
está dada por la ecuación (46). 

En el caso general en que M x y M y son diferentes hacemos 

y 
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Entonces de las ecuaciones (37) y (38) deducimos 

¡)2w 
aX2 = 
a2W 

ay2 -

M I - "M2 

D(l - ,,2) 

M 2 - "MI 
D(l - ,,2) 

y además 

Integrando estas ecuaciones hallamos 

_ _ MI - "M 22 M 2 - "j{ 1 2 

W - 2D(1 =-;2) x - 2D(l _ ,,2) Y + CIx + C2Y + C3 

(a) 

(b) 

(e) 

donde Cl> C2 y C3 son constantes de integración. Estas constantes definen 
el plano a partir del cual se miden las flechas W . Si este plano se toma 
tangente a la superficie media de la phi~a en el origen, las constantes de 
integración se anulan y la deformada tiene por ecuación 

_ MI - "M2 2 M 2 - "MI 2 
W - - 2D(1 _ ,,2) X - 2D(1 _ ,,2) Y 

En el caso particular en que MI = M 2 = M de (d) se obtiene 

M(x2 + y2) 
W = - 2D(1 + ,,) 

(d) 

(e) 

esto es, un paraboloide de revolución en lugar de la superficie esférica dada 
por la expresión (46). La contradicción de estos resultados proviene del uso 
de las expresiones aproximadas 02W( ox2 y (j2W( oy2 para las curvaturas Urx 
y l(r

ll 
la obtener la ecuación (e). Estas derivadas segundas de la, flecha se 

usarán también en sucesivos estudios con preferencia a las expresiones 
exactas de las curvaturas, de acuerdo con las hipótesis del apartado 9. Esto 
simplifica las ecuaciones fundamen ta les de la teoría de placas. 

Volviendo. ahora a la ecuación (d), sea M 2 = - MI' En este caso las 
curvaturas principales de las ecuaciones (a) son 

_ = _ 1. = _ a2w = MI 
T", Tu ax2 D(l - ,,) ef) 

y obtenemos una superficie antielástica cuya ecuación es 

MI e 2 2) 
W = - 2D(1 _ ,,) x - y (g) 

Las rectas paralelas al eje x se deforman segl parábolas convexas hacia 
abajo (fig. 24), mientras las rectas paralelas al eje y lo hacen según parábolas 
convexas hacia arriba. Los puntos de la bisectrices de los ángulos for­
mados por los ejes x.e y, veriíltan x = y o x = -y; por lo tanto, las 
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flechas a lo largo de estas líneas como puede verse en la ecuación (g) son 
nulas. Todas las rectas paralelas a estas bisectrices permanecen rectas 
durante la flexión y únicamente giran. Un rectángulo abed limitado por 
tales rectas sufrirá una torsión como indica la figura 24. Veamos las seccio-

FIG. 24 

nes normales a la placa por las rectas ab, be, ed y ad. De las ecuaciones (39) 
y (40) se deduce que los momentos flectores a lo largo de dichas secciones 
son nulos y los momentos torsores valen MI en las secciones ad y be y - MI 
en las secciones ab y ed. Así la porción abed de la placa está en las condi­
ciones de una placa sometida a flexión pura debida a la aplicación de 
momentos torso res uniformemente distribuidos a lo largo de los bordes 
[fig. 25 a»). Estos momentos torsores son debidos a las tensiones tangencia­
les horizontales distribuidas de modo continuo sobre el borde [eco (40)]. 
Esta distribución de tensiones horizontales puede ser sustituida por esfuer­
zos cortantes verticales que producen el mismo efecto que dicha distribu­
ción de tensiones. Para demostrarlo, divídase el borde ab en rectángulos 
infinitamente estrechos tales como el mnpq de la figura 25 b). Si ¿J es el 
ancho elemental del rectángulo, el correspondiente par torsor es MI ¿J Y 

b) 

FIG . 25 

puede ser debido a dos esfuerzos verticales del valor MI y sentidos contra­
rios que actúan en los lados verticales del rectángulo. Esta sustitución de 
las fuerzas horizontales distribuidas por un sistema estáticamente equiva­
lente de dos fuerzas verticales, no puede ocasionar modificación sensible en 
la placa, excepto a distancias comparables con el espesor de la placa!, que 
por hipótesis es pequeño. 

I Esto se deduce del principio de Saint Venant. Véase S. Timoshenko y J. N. Goodier, 
Theory o/ Elasticity, 2." ed., pág. 33, 1951. 
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Haciendo lo mismo con todos los rectángulos, deducimos que todas las 
fuerzas M) que actúan según los lados verticales de los rectángulos se 
compensan entre sí y quedan sólo dos fuerzas M) en las esquinas a y d. 
Haciendo la misma transformación en los restantes bordes de la placa, se 
deduce que la flexión de una placa según una superficie anticlástica puede 
producirse por fuerzas concentradas en las esquinas) [fig. 25 e)]. Tal expe­
riencia es relativamente sencilla de ejecutar y fue utilizada para la verifica­
ción experimental de la teoría de flexión de placas antes estudiadas2

• En 
estas experiencias se midieron las flechas de la placa a lo largo de la línea 
bod (fig. 24) Y se halló que estaban de acuerdo con los resultados teóricos 
deducidos de la ecuación (g). Las únicas discrepancias se encontraron cerca 
de los bordes, y eran más pronunciadas en el caso de placas relativamente 
gruesas, como era de esperar del anterior estudio de la transformación de 
los pares de torsión a lo largo de los bordes. 

Como último ejemplo consideremos la flexión de una placa (fig. 19) 
según una superficie cilíndrica de generatrices paralelas ál eje y. En tal caso 
o2w¡8y2 = O Y de las ecuaciones (37) y (38) se deduce 

(h) 

Se ve que para producir la flexión de la placa según una superficie 
cilíndrica debemos aplicar no sólo momentos M y sino también momen­
tos M x. Sin estos últimos la placa flexa según una superficie anticlásica 3

• 

La primera de las ecuaciones (h) ha sido ya usada en el capítulo 1 al estudiar 
la flexión de una placa rectangular larga según una superficie cilíndrica. 
Aunque en tal estudio se tenía una flexión debida a cargas laterales, no 
había sólo tensiones de flexión, sino también tensiones tangenciales ve~ti­
cales actuando sobre secciones perpendiculares al eje x; puede ded,ucirse de 
una comparación con la teoría ordinaria de vigas, que el efecto de los 
esfuerzos cortantes es despreciable en el caso de placas delgadas y las 
ecuaciones obtenidas para el caso de flexión pura pueden utilizarse con 
suficiente aproximación para el caso de cargas laterales. 

12. Energía de deform.ación en la flexión pura de placas 

Si una placa flexa sometida a momentos flectores Mx y My uniforme­
mente distribuidos (fig. 19) de tal modo que los planos xz e yz son los 

1 Los primeros que indicaron esta transformación del sistema de fuerzas que actúa sobre 
los bordes fueron Lord Kelvin y P. G. Tait; véase Treatise on Natural Philosophy, vol. 1, 
parte II, pág. 203, 1883. 

, Tales experiencias fueron hechas por A. Nádai, Forschungsarb., vols, 170 y 171, Berlín, 
1915; véase también su libro Elastische Platten, pág. 42, Berlín, 1925. 

1 Estamos siempre en la hipótesis de flechas pequeñas o, en otro caso, flexión según una 
superficie desarrollable. El caso de flexión según una superficie no desarrollable' cuando las 
flechas no son pequeñas se estudiará más adelante (véase pág. 64) . 
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planos principales de la deformada, la energía de deformación almacenada 
en un elemento tal como el indicado en la figura 20, se determina calculan­
do ~I trabajo producido por los momentos Mxdy y Mydx sobre el elemento 
durante la flexión de la placa. Dado que las caras del elemento permanecen 
planas, el trabajo producido por los momentos Mxdy se determina tomando 
la mitad del producto del momento y el ángulo entre las correspondientes 
caras del elemento después de la flexión. Puesto que -02W¡OX2 representa 
la curvatura de la placa en el plano xz, el ángulo correspondiente a los 
momentos mxdy es - (02W¡ox2)dx, y el trabajo producido por estos momen­

tos es 

Una expresión ~náloga se obtiene también para el trabajo producido por 
los momentos Mydx. Por lo tanto el trabajo total, igual a la energía de 
deformación del elemento, es 

1 (a2w a2w) dV = - 2 Mx ax2 + M y ay2 dx dy 

Sustituyendo los momentos por sus expresiones (37) y (38) la energía 
de deformación de los elementos viene dada en la forma siguiente 

(a) 

Siendo, en el caso de flexión pura, constante la curvatura en toda la 
superficie de la placa, la energía total de deformación de la placa se 
obtendrá sustituyendo el área elemental dxdy por la superficie A de la placa 
en la expresión (a). Queda 

_ 1 [(a2w)2 (a2w)2 a2wa2w] V - 2" DA BX2 + ay2 + 2v Bx2 ay2 (47) 

Si las direcciones x e y no coinciden con los planos principales de 
curvatura, actuarán sobre las caras del elemento (fig. 20) no sólo los mo­
mentos flectores Mxdy y Mydx sino también los momentos torso res M xydy 
y MYXdx . La energía de deformación debida a los momentos flectores viene 
dada por la expresión (a). Para deter.minar la expresión de la energía de 
deformación debida a los momentos torsores MXydy hay que notar que el 
correspondiente ángulo de giro es igual a la derivada de la pendiente ow¡oy, 
respecto x, multiplicada por dx; de ahí que la energía de deformación 
debida a M Xydy es 
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que aplicando la ecuación (43) toma la forma 

1 ( a2w )2 2 D(l - JI) ax ay dx dy 

La misma cantidad de energía producen los momentos Mxlldx de modo 
que la energía de deformación debida a ambos momentos torsores es 

D(1 - JI) (é}~2;Yr dx dy (b) 

Puesto que la torsión no afecta al trabajo producido por los momentos 
flectores, la energía total de deformación de un elemento de placa se 
obtiene sumando la energía de flexión (a) y la energía de torsión (b). Así 
obtenemos 

dV = ~ D [(~~~r + (~~~r + 2J1 ~~~ ~~] dx dy 

o bien 
+ D(1 - JI) (a~2~Yr dx dy 

1 {(a2
w é}2W)2 dV = - D - + - - 2(1 2 ax2 ay2 

La energía de deformación de toda la placa se obtiene ahora sustituyen­
do el área elemental dxdy por la superficie A de la placa. La expresión (48) 
se utilizará más adelante en casos más complicados de flexión de placas. 

13. Límites de aplicación de las fórmulas deducidas 

En el estudio de la distribución de tensiones en el caso de flexión pura 
(ap. 10) se ha supuesto que la superficie media es la superficie neutra de 
la placa. Esta condición sólo se cumple rigurosamente si la superficie media 
de la placa flexada es una superficie desarrollable. Considerando, por ejem­
plo, la flexión pura de una placa según una superficie cilíndrica, la única 
limitación de la aplicación de la teoría será el requisito de que el espesor 
sea pequeño en comparación con los radios de curvatura. En los problemas 
de flexión de placas según superficies cilíndricas debida a cargas laterales 
estudiados en el capítulo anterior, se ha exigido que las flechas fueran 
pequeñas en comparación con el ancho, puesto que sólo bajo esta condición 
es bastante aproximada a la expresión adoptada para la curvatura. 

Si una placa flexa según una superficie no desarrollable la superficie 
media sufre deformaciones longitudinales durante la flexión y la teoría de 
la flexión pura que hemos desarrollado será suficientemente aproximada 
sólo si las tensiones correspondientes a este alargamiento de la superficie 
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media son pequeñas en comparación con las máximas t~~siones dadas ~~r 
las ecuaciones (44) o, lo que es lo mismo, si la deformacIOn en la superfIcIe 
media es pequeña en comparación con la máxima deformación de flexión 
h/2r

min
• Este requisito impone una nueva limitaci~n a las flechas ~~ la placa, 

a saber, que las flechas w de la placa sean pequenas en comparaClOn con su 

espesor h. 
Para demostrarlo sea la flexión de una placa circular por momentos 

flectores M uniformemente distribuidos en el contorno. La deformada, 
para pequeñas flechas, es esférica con radio r definido ~or la ecuación (46). 
Sea AOB (fig. 26) una sección diametral de la placa cItcular flexada. a su 
radio exterior antes de la flexión y <5 la flecha en el centro. Supongamos 
primero que no hay alargamiento de la superficie ~edia de la pl~c~ ~n 
dirección radial. En tal caso el arco OB debe ser Igual al radIO mlclal 

FIG. 26 

exterior a. El ángulo rp y el radio b de la placa después de la flexión vienen 

dados por las relaciones 

a 
'1'=-;. b = r sen '1' 

Se ve que la flexión supuesta de la placa implica una deformación de 
compresión de la superficie media en la dirección de las circunferencias. El 
valor de esta deformación en el borde es 

a-b 
E=-- = 

rq; - r sen '1' 

rq; a 

Para pequeñas flechas se puede tomar 

'1'3 
sen '1' = '1' -"6 

valor que sustituido en la ecuación (a) da 

S .-'rnORIA DE PLACAS V LAMINAS 

(a) 

(b) 
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Para representar esta deformación en función de la flecha máxima 15, 
notemos que 

De donde 

rcp2 
r(l - cos cp) ~ 2 

2 2~ 
cp = r 

Sustituyendo en la ecuación (h) se obtiene finalmente 

8 
E =-

3r 
(49) 

Esto representa un límite superior para la deformación del borde de la 
placa en el sentido de la circunferencia. Esto se ha deducido en la hipótesis 
de que la deformación radial es nula. En las condiciones reales hay defor­
mación radial y la compresión en el sentido de la circunferencia es menor 
que la dada por la ecuación (49). 

De este estudio se deduce que las ecuaciones obtenidas en el aparta­
do 10, en la hipótesis de que la superficie media de la placa flexada es su 
superficie neutra, son suficientemente aproximadas siempre que la defor­
mación dada por la ecuación (49) sea pequeña en comparación con la 
máxima deformación de flexión hj2r, o lo que es lo mismo, si la flecha 15 es 
pequeña en comparación con el espesor h de la placa. Similar conclusión 
puede obtenerse para el caso más general de flexión pura de una placa en 
que las curvaturas principales no son iguales2

• Generalizando estas conclu­
siones podemos afirmar que las ecuaciones del apartado 10 pueden aplicar­
se con suficiente aproximación siempre que hs flechas de una placa desde 
su situación inicial plana o de forma de superficie desarrollable sean pe­
queñas en comparación con el espesor de la placa. 

14. Tensiones térTnicas en placas con bordes coaccionados 

La ecuación (46) para la flexión de una placa según una superficie 
esférica puede emplearse para calcular las tensiones térmicas en una placa 
para ciertos casos de calentamiento no uniforme. Supongamos que la va­
riación de temperatura a través del espesor de la placa sigue una ley lineal 
y que la temperatura no varía en planos paralelos a las caras de la placa. En 
tal caso, midiendo la temperatura respecto a las de la superficie media, se 
puede afirmar que las dilataciones y contracciones son proporcionales a la 
distancia de la superficie media. Así se tienen exactamente las mismas 
condiciones que en la flexión pura de una placa según una superficie 
esférica3

• Sea a el coeficiente de dilatación del material que forma la placa, 

1 Este punto se discutirá más adelante (véase ap. 96). 
2 Véase Kelvin y Tait, Obra citada, vol. t, parte !l, pág. t 72. 
" Se supone que las flechas son pequeñas en comparación con el espesor de la placa. 

FLEXION PURA DE PLACAS 67 

t la diferencia de temperatura entre las caras extremas de la placa .. l:a 
~iferencia entre la máxima dilatación térmica y la dilatación en la su~erfIcle 
media es at/2 y la curvatura resultante del calentamiento no umforme 
puede hallarse por la ecuación 

at h 
2" 2r 

(a) 

de la cual se deduce 

1 at 
r 11: 

(50) 

Esta flexión de la placa no produce tensiones siempre que los bordes 
estén libres y las _ flechas sean pequeñas en comparación con el espesor de 

la placa. 
Supongamos ahora que'el plano medio de la placa está libre para 

dilatarse, pero los bordes tienen impedido el giro. En tal caso el .cal~nt~­
miento no uniforme produce momentos flectores uniformemente dlstnbUl­
dos en los bordes de la placa. El valor de estos momentos es tal que elimine 
la curvatura producida por el calentamiento no uniforme [eco (50)] ya que 
sólo así puede cumplirse la condición de bordes impedidos. Mediant.e la 
ecuación (46) de la curvatura producida por momentos flectores, se tiene 
para determinar el valor M del momento por unidad de longitud del 
contorno la ecuaciónl

. 

de donde 

M at 
D(l + JI) 11: 

M = atD(l + JI) 
h 

(b) 

Las correspondientes tensiones máximas pueden hallarse por las ecua­
ciones (44) y valen 

6M 
U móx = V 

6atD(1 + v) 
h3 

Sustituyendo D por su expresión (3) se tiene finalmente 

atE 
Umáx = 2(1 - 1') (51) 

1 El efecto de la flexión pura sobre la curvatura de la placa entera es asi equivalente y 
de signo contrario al efecto del gradiente de temperatura. Ahora bien, si la placa permanece 
perfectamente plana, las condiciones de borde empotrado se satisfacen evidentemente para 
un contorno dado cualquiera. Igualmente, puesto que en nuestro caso los momentos flectores 
son iguales en cualquier punto y en cualquier dirección, los momentos de sujeción en cualquier 
contorno están siempre dados por la ecuación (b). 
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Se ve que la tensión es proporcional al coeficiente de dilatación a, a la 
diferencia de temperatura t entre las dos caras de la placa y al módulo de 
elasticidad E. El espesor de la placa h no interviene en la fórmula (51), pero 
dado que la diferencia de temperatura ordinariamente aumenta proporcio­
nalmente al espesor de la placa, puede afirmarse que son de esperar mayo­
res tensiones térmicas en placas gruesas que en placas delgadas. 
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de la deformada en cualquier punto A es igual a -dwjdr y la curvatura de 
la superficie media de la placa en la sección diametral rz es, para pequeñas 
flechas 

1 
(a) 

donde rp es el ángulo pequeño que forman la normal a la ddormada en 
A y el eje de simetría OB. Por razón de la simetría se deduce que llrn es 
una de las curvaturas principales de la deformada en A. La segunda cur­
vatura principal está situada en la sección que pasa por la normal AB y es 
perpendicular al plano rz. Viendo que las normales tales como AB, para 
todos los puntos de la superficie media situados a una distancia r, forman 
una superficie cónica de vértice B, se puede decir entonces que AB es el 
radio de la segunda curvatura principal rt. De donde según la figura 27 

1 
r, 

1 dw = !E. 
r dr r (b) 

Conociendo las expresiones (a) y (b) de las curvaturas principales, se 
pueden obtener los valores correspondientes de los momentos flectores, 
suponiendo que las relaciones (37) y (38), calculadas para la flexión pura, 
son también válidas para estos momentos y curvaturas!. Utilizando estas 
relaciones se obtiene 

_ D (d
2
W + ~ dW) = D (dI{' + ~ ) dr2 r dr dr r 1{' (52) 

M,=-D --+11- =D -+11-(
1 dw d2W) (1{' dI{') 
r dr dr2 r dr 

(53) 

donde, como anteriormente, M r Y Mt representan los momentos flectores 
por unidad de longitud. El momento M r actúa a lo largo de las secciones 
circulares de la placa, tales como la sección obtenida por el cono de vérti­
ce B, y Mt a lo largo de la sección diametral rz de la placa. 

Las ecuaciones (52) y (53) no contienen más que una variable, w o rp, que 
puede determinarse considerando un elemento en equilibrio de la placa, sea 
abed (fig. 28) separado de la placa por dos secciones cilíndricas ab y ed y 
por dos secciones diametrales ad y be. El momento que actúa sobre ed es 

(e) 

I Se desprecia, en este caso, la influencia sobre las deformaciones de las tensiones tangen­
ciales que actúan sobre las secciones de la placa perpendiculares a los meridianos tales como 
la sección por la superficie cónica de vértice B. Su efecto es pequeño en el caso de placas de 
espesor pequeño con relación al diámetro. Este caso se estudia en el apartado 20. Las tensiones 
perpendiculares a la superficie de la placa son también. despreciables, esto es, justificable 
en todos los casos en que la carga no está muy concentrada (véase pág. 89). 
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El momento correspondiente a ab es: 

(Mr + d:'r dr) (r + dr) dO 

M +dMrd 
r dr r 

r 

r 

FIG. 28 

71 

(d) 

Los momentos de los lados ad y be son los dos iguales a Mtdr y dan un 
momento resultante en el plano rOz, igual a 

( e) 

Por razón de simetría se puede llegar a la conclusión de que los esfuer­
zos cortantes que actúan sobre el elemento, se anulan en las secciones 
diametrales de la placa pero persisten en las secciones cilíndricas tales como 
ed y abo Sea O el esfuerzo cortante por unidad de longitud de la sección 
cilíndrica de radio r, la fuerza total debida al esfuerzo cortante sobre el lado 
ed del elemento es QrdO y la fuerza correspondiente sobre ab es 

[ Q + (~~) dr] (r + dr) dO 

Despreciando la pequeña diferencia entre los esfuerzos cortantes sobre 
los lados opuestos del elemento, se puede afirmar que estas fuerza~ dan un 
momento en el plano rz, igual a 

Qr dO dr (f) 

Sumando con los signos convenientes, los momentos (e), (d), (e), (f) y 
despreciando el momento producido por la carga exterior, por ser un 
infinitésimo de orden superior, se obtiene la ecuación de equilibrio d~ 
elemento abed 

( M r + d!r dr) (r + dr) dO - Mrr dO - M, dr dO + Qr dO dr = O 

de donde se deduce, despreciando los infinitésimos de orden superior 

Mr + d:'r r - M, + Qr = O (g) 
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Sustituyendo MT Y Mt por sus valores en las ecuaciones (52) y (53) la 
ecuación (g) deberá ser 

(54) 

o también 

(55) 

El esfuerzo cortante Q se calcula fácilmente, en cada caso particular de 
placa circular simétricamente cargada, dividiendo la carga distribuida en el 
círculo de radio r por 2nr; se determina entonces la pendiente f{J y la 
flecha w de la placa mediante las ecuaciones (54) y (SS). La integración de 
estas ecuaciones se simplifica escribiéndolas en la forma 

~ [!~ (r<¡?)] = - !l dr r dr D (56) 

~ d [1 d (dW)] Q dr r dr r dr =" 15 (57) 

Si Q se expresa en función de r, la integración de estas ecuaciones 
puede hacerse sin dificultad en cada caso particular. 

A veces es preferible representar el segundo miembro de la ecua­
ción (57) en función de la intensidad q de la carga repartida sobre la placa. 
Para ello, se multiplican ambos miembros de la ecuación por 2nr, teniendo 
en cuenta que 

Q2nr = f: q2nr dr 

se obtiene 

r!!:.. [! i (r dw)l = .l {r qr dr 
dr r dr dr _ D Jo 

Derivando los dos miembros de la ecuación con relación a r y dividien­
do por r, se tiene 

1 d { d [1 d ( dW)]} q r d r r dr r dr r dr = 15 (58) 

Si q es una función de r, la integración de esta ecuación no ofrece 
ninguna dificultad. 
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16. Placa circular uniformemente cargada 

Si una placa circular de radio a soporta una carga de intensidad q 
uniformemente repartida sobre toda su superficie, el valor del esfuerzo 
cortante Q, a una distancia r del centro de la placa es determinado por 

de donde 

2nrQ = nr2q 

Q='E 
2 

Sustituyendo en (57), se obtiene 

d [1 d ( dW)] 
dr r dr r dr 

U na primera integración da 

qr 
= 2D 

! ~ (r dW) = qr
2 + el 

r dr dr 4D 

(a) 

(b) 

(e) 

donde C
1 

es una constante" de integración que se determina posteriormente 
a partir de las condiciones en el centro y en el contorno de la placa. 
Multiplicando los dos miembros de (e) por r e integrando por segunda vez, 
se obtiene: 

dw = qr
4 + e 1r2 + e 

r dr 16D 2 2 

y 

(59) 

y una nueva integración da 

qr4 C 1r2 r 
w = 64D + -4- + C2 In --;; + C3 (60) 

Calculemos las constantes de integración para diferentes casos particu­
lares. 

Placa circular de borde empotrado. En este caso, la pendiente de la 
superficie flexada en la dirección radial es nula para r = O y r = a. 

Por consiguiente, de (59) se deduce 

De la primera de estas ecuaciones, se deduce C
2 

O. 
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Sustituyendo en la segunda, se obtiene 

qa2 
C l = - 8D 

La ecuación (59) de la pendiente deberá ser con estos valores 

<P = - dw = ~ (a2 - r 2) 
dr 16D 

La ecuación (60) da 
qr4 qa2rZ 

w = 64D - 32D + C3 

En el contorno de la placa la flecha es nula. Por consiguiente 

qa4 qa4 _ 

64D - 32D + C3 - O 

y se obtiene 

Sustituyendo en (d) se encuentra, 

w = -q- (a2 - r 2)2 
64D 

(61) 

(d) 

(62) 

La flecha maxlma se produce en el centro de la placa y según la 
ecuación (62) es 

(e) 

Esta flecha es igual a tres octavos de la flecha de una franja uniforme­
mente cargada de extremos empotrados, cuya rigidez a la flexión es D, la 
anchura, igual a la unidad y la longitud igual al diámetro de la pla'ca 
circular. • 

Se calculan los momentos flectores MI y Mt a partir del v~lor de la 
pendiente [v. eco (61)]; mediante las ecuaciones (52) y (53) se deduce 

M. = 1~ [a2(1 + JI) - r 2(3 + JI)] 

M, = lq6 [a2(1 + JI) - r 2(1 + 3J1)] 

(63) 

(64) 

Haciendo r = a en estas ecuaciones, se encuentran los momentos flec­
tores en el contorno de la placa 

qa2 
(Mr)r_a = - 8" 

En el centro de la placa, r = O Y 

Jlqa2 

(M,)r-a = - 8 

M. = M, = i~ (1 + JI) 

(65) 

(66) 
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En las ecuaciones (65) y (66) se ve que la tensión máxima se produce 
en el contorno, donde se tiene 

(f) 

La figura 29 muestra la variación de las tensiones G r y G t que actúan 
sobre la cara inferior de la placa, a lo largo del radio de ésta. 

CJ'r; crt 

.t_ 
o 

FIG. 29 

Placa circular de borde apoyado 

I 

En este caso para calcular las flechas se aplica el método de superposi­
ción. Se ha visto que en el caso de extremos empotrados se obtienen los 
momentos flectores negativos M r = - qa2 /8 que actúan a lo largo del 
contorno [fig. 30 a)]. Si se combina este caso con el de flexión pura indi­
cado en la figura 30 b), se eliminarán los momentos flectores M r en el 
contorno obteniendo entonces la flexión de una placa apoyada en el con-

..... .J 
a) 

r~&2~) 
b) 

. FIG. 30 
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tomo. La deformada en el caso de una flexión pura, debida a los momentos 
qa2 /8 se obtiene a partir de las ecuaciones (46) o (e) de las páginas 59 Y 60 Y es 

W = qa
2 

(2 2) 
16D(1 + v) a - r 

Sumando esta flecha a las flechas (62) de una placa empotrada, se 
encuentra entonces para una placa de contorno simplemente apoyado 

(67) 

Anulando r en esta expresión, obtenemos la flecha en el centro de la 
placa 

_ (5 + v)qa4 

wmáx 
- 64(1 + v)D (68) 

Para JI = 0,3 , la flecha es aproximadamente cuatro veces mayor que la 
de una placa de borde empotrado. Para calcular los momentos flectores en 
este caso se debe sumar el momento flector constante qa2 /8 a los momen­
tos (63) y (64). Por consiguiente, en el caso de borde apoyado 

M r = .!L (3 + v)(a2 - r2) 
16 

Mt = 1~ [a 2 (3 + v) - r2 (1 + 3v)] 

(69) 

(70) 

El momento flector máximo se encuentra en el centro de la placa donde 

M r = MI = 3 + v qa2 
16 

La tensión máxima correspondiente es 

() _ 6Mr 3(3 + v)qa2 
U r máx - (Ut)max = V = 8h2 (71) 

Para obtener la tensión máx;ma a cualquier distancia r del centro, se 
debe sumar a la tensión calculada para la plca empotrada, el valor constante 

correspondiente a la flexión pura indicada en la figura 30 b). Se obtiene la 
misma tensión de la figura 29, midiendo las ordenadas á partir del eje 
horizontal que pasa por 0 1 • Puede verse entonces que se obtiene un mejor 
reparto de tensiones en la placa empotrando el contorno. 
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17. Placa circular con agujero circular en el centro 

Estudiemos ahora la flexión de una placa sometida a los momentos MI 
y M z uniformemente repartidas a lo largo de los contornos interior y exte­
rior (fig. 31). En este caso, el esfuerzo cortante Q se anula y la ecuació~~ 

toma la forma C~+) 

!:... [! !! (r dW)] = O 
dr r dr dr 

Integrando dos veces esta ecuación, se tiene 

(a) 

FIG. 31 

U na tercera integración nos da la flecha 

(b) 

Se determinan ahora las constantes de integración mediante las condi­
ciones de contorno. Sustituyendo (a) en (52), hallamos 

Este momento debe ser igual a MI para r = b y a M 2 para r 
consiguiente las ecuaciones que determinan el y e2 son 

de donde 

(e) 

a. Por 

(d) 

Para determinar la constante es de la ecuación (b) hay que tener en 
cuenta las flechas en el contorno de la placa. Supongamos, por ejemplo, 
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que la placa está apoyada a lo largo del contorno exterior (fig. 31). Entonces 
w = O para T = a ya partir de (b) se encuentra 

el a2 a2(a 2M 2 - b2M l ) • 

e3 = 4' = 2(1 + II)D(a2 - b2) 

En el caso particular e!l_ que M 2 O, se tiene: 

e
1
=- 2b

2
M 1 

(1 + II)D(a2 - b2) 

e3 = 2(1 + II)D(a2 - b2) 

, J~-r~" a -_._.~ 

}nww4! ~ 
Qo I Qo 
FIG. 32 

y las expresiones (a) y (b) de la pendiente y de la flecha toman la forma 

dw aZ
b

2
Ml (1 + 1 - 11 r) (72) 

dr = D(l - II)(aZ - b2) r 1 + 11 (i2 

W= b
2
M l (2 2) + a

2
b

2
M l In ~ (73) 

2(1 + JI)D(a2 - b2) a - r (1 II)D(a2 - b2) a 

Consideremos ahora el caso de la flexión de una placa sometida a 
esfuerzos cortantes Qo uniformemente repartidos a lo largo del contorno 
interior (fig. 32). El esfuerzo cortante por unidad de longitud de una 
circunferencia de radio T es 

donde P = 2JlbQo representa la carga total aplicada al contorno interior de 
la placa. Sustituyendo en (57) e integrando, se obtiene 

dw = Pr (2 ·In '!. _ 1) _ elr _ e2 
dr 8'/1"D a 2 r 

(e) 

y 

W = -- In - - 1 - -- - C 2 In - + e3 
Pr2 

( r ) C lr2 r 
81rD a 4 a 

(f) 

y se calculan las constantes de integración mediante las . condiciones de 
contorno. Suponiendo que la placa está simplemente apoyada sobre el 
contorno exterior, se tiene: 

(W) .... " = O -D (d2w+!!. dW) = O 
dr2 r dr r-a 

(g) 
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y para el contorno interior 

_ D (d
2
W + !:. dW) = O 

dr2 r dr r==lJ 
(h) 

Sustituyendo las expresiones (e) y (j) en las ecuacIOnes (g) y (h), se 
encuentra 

P (1 - 11 2b
2 

b) el = 47rD 1 + v - a2 _ b2 In ti 

e
2 

= - (1 + II)P ~ In ~ 
(1 - II)47rD a2 - b2 a (i) 

Pa2 
( 1 1 - 11 b2 

ea = 87rD 1 + 2 1 + 11 - a2 _ b2 In ~) 
Sustituyendo estos valores de las constantes en las ecuaciones (e) y (j) 

se halla la pendiente y la flecha en todo punto de la placa de la figura 32. 
Para la pendiente en el contorno interior que nos será útil para lo siguiente, 
se encuentra 

(
dW) _ Pb [2 I b 1 1 - JI 
dr r-b - 8'/1" D n ti - - 1 + 11 

+ a2 2~2 b2 In ~ ( 1 + ~ ~ ~ :) J (j) 

En el límite, para b infinitamente pequeño, b2 In (b/a) tiende a cero, y 
las constantes de integración toman los valores 

1 - 11 P 
el = 1 + 11 4?rD Pa

2 
( 1 1 - ") ea = 8?rD 1 + '2 r + 11 

Sustituyendo estos valores en (j) tenemos 

W = -- (a 2 - r 2) + r 2 In -P [ 3 + 11 rJ 
8'/1"D 2(1 + 11) . a (k) 

Valor que coincide con el de la flecha de una placa sin agujero cargada 
en su centro [v. eco (89) pág. 87]. Así pues un agujero muy pequeño en el 
centro no modifica la flecha de la placa. 

Combinando las cargas de las figuras 31 y 32, se obtiene la solución en 
el caso de una placa empotrada a lo largo de su contorno interior y unifor­
~emente cargada sobre el contorno exterior (fig. 33). Puesto que la pen­
dIente es nula sobre el contorno empotrado, se utilizan las expresiones (72) 
y (j) para detenninar la ecu'lción del momento flector MI sobre el contorno 
empotrado 

_ a
2
b

2
M I (1 1 - 11 b) Pb [ b 

D(l - v)(a2 - b2) b + 1 + v (i2 = 87rD 2 In a - 1 

1 - V 2b
2 

b ( a
2 

1 + ")] 
- 1 + JI + a2 - b2 In ti 1 + b2 1 _ 11 



80. TEORIA DE PLACAS Y LAMINAS 

de donde se deduce 

--C[=----:-2 ---,.-=;"] [(1 - JI) (~ - 1) + 2(1 + JI) ~ In ~J 
4lr (1 + JI) 1)2 + 1 , 

P 
FIG. 33 

(74) 

Conociendo MI> se obtienen las flechas de la placa sumando miembro 
a miembro (73) y (j) que las constantes de integración están dadas por las 
expresiones (i). 

Aplicando el mismo procedimiento de superposición se obtiene la solu­
ción del caso de la figura 34, en que la placa está apoyada en su contorno 
exterior y soporta una carga uniformemente repartida. En este caso, utili­
zamos la solución encontrada en el apartado anterior para una placa sin 
agujero. Considerando la sección de esta placa por una superficie cilíndrica 
de radio b y perpendicular a la placa, consta que a lo largo de esta sección 
actúa un esfuerzo cortante Q = nqb2 j2nb = qbj2 y un momento flector de 
intensidad [v. eco (69)]. 

M r = .!L (3 + JI)(a2 - b2) 
16 

Por consiguiente para obtener las tensiones y las flechas para el caso de 
la figura 34, se suman las tensiones y las flechas obtenidas para la placa sin 
agujero a las tensiones y a las flechas producidas por el momento flector y 
los esfuerzos cortantes indicados en la figura 35. Estos últimos' valores se 
deducen de las expresiones (72), (73), (e) y (j) teniendo cuidado, en cuanto 
a los signos de los esfuerzos cortantes y de los momentos. 

FIG. 34 

r-------a ----i~I'~~b A ~r:~-------A~ 
\ ~ (3+v) (a2-b1.) 

16 
FIG. 35 

En la figura 36 se han representado varios casos que tienen una impor­
tancia práctica. En todos estos casos la tensión máxima está dada por una 
fórmula del tipo 

o dmáx = 
kP 
h2 (75) 
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según que la carga aplicada esté uniformemente repartida sobre la superfi­
cie o concentrada a lo largo del contorno. La tabla 3 da los valores numéri­
cos del factor R, calculado SI para varios valores de la relación ajb y para el 
coeficiente de Poisson v = 0,3. 

Caso 1 Wmáx 

~zzzzt:2??j ==V::::jzZ!¿¿~ 

Caso 2 

w»Jtz4=:::;bL1::::::rtzZt!~ 
Wmá~ 

Caso 3 

Caso 9 

Caso 10 

FIG. 36 

1 Los cálculos para los casos 1 al 8, ambos inclusive, fueron efectuados por A. M. Wahl 
y G. Lobo, Trans. ASME, vol. 52, 1930. Se encuentran los datos suplementarios concernientes 
a las placas circulares simétricamente cargadas con o sin agujero en K. Beyer, Die Statik im 
Stahlbetonbau, 2.a ed., pág. 52, Berlín, 1948. 
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TABLA 3 

Coeficientes k y k, en las ecuaciones (75) y (76) para los diez casos indicados en la figura 36 

alb = 1,25 1,5 2 
, 

3 4 5 

Caso k k, k k, k k, k k, k i k, k k, 

1 1,10 0,341 1,26 0,519 1,48 0,672 1,88 0,734 2,17 0,724 2,34 0,704 
2 0,66 0,202 1,19 0,491 2,04 0,902 3,34 1,220 4,30 1,300 5,10 1,310 
3 0,135 0,00231 0,410 0,0183 1,04 0,0938 2,15 0,293 2,99 0,448 3,69 0,564 
4 0,122 0,00343 0,336 0,0313 0,74 0,1250 1,21 0,291 1,45 0,417 1,59 0,492 
5 0,090 0,00077 0,273 0,0062 0,71 0,0329 1,54 0,110 2,23 0,179 2,80 0,234 

6 0,115 0,00129 0,220 0,0064 0,405 0,0237 0,703 0,062 0,933 0,092 1,13 0,114 
7 0,592 0,184 0,976 0,414 1,440 0,664 1,880 0,824 2,08 0,830 2,19 0,813 
8 0,227 0,00510 0,428 0,0249 0,753 0,0877 1,205 0,209 1,514 0,293 1,745 0,350 
9 0,194 0,00504 0,320 0,0242 0,454 0,0810 0,673 0,172 1,021 0,217 1,305 0,238 

10 0,105 0,00199 0,259 0,0139 0,480 0,0575 0,657 0,130 0,710 0,162 0,730 0,175 

En los mismos casos, las flechas máximas están dadas por las fórmulas 
del tipo 

o (76) 

Los coeficientes R¡ se encuentran también en la tabla 3. 
Cuando el cociente a/b tiende a uno, los valores de R y RI en (75) y (76) 

puede obtenerse con una exactitud suficiente considerando una franja 
radial como una viga con las mismas condiciones en los límites y de carga 
que la placa considerada. 

La influencia de los momentos Mt sobre la flexión es totalmente des­
preciada. 

18. Placa circular cargada concéntrica mente 

Comencemos por el caso de una placa simplemente apoyada sometida 
a una carga uniformemente repartida a lo largo de un círculo de radio b 
[fig. 37 a)]. Dividiendo la placa en dos partes [fig. 37 b) y e)], se ve que la 

! tbj 
t I ~mt .. a----J 

I z I o) 

~ 
¡MI a R QI~ I
QI 

(1 61 

e) 

FIG. 37 
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parte interior de la placa está en las condici~nes de flexión pura pr~ducid~ 
por los momentos MI uniformemente repartIdos y que la parte extenor esta 
flexada por los momentos MI y los esfuerzos cortantes QI ' Sea P la carga 
total aplicada, se encuentra que 

P 
Ql =-2rb 

(a) 

El valor de MI se determina por la condición de continuidad a lo largo 
del círculo r = b, de donde se deduce que las dos partes de la placa tienen 
la misma pendiente en esta circunferencia. Las ecuaciones (72) y (}) del 
apartado 17, dan la pendiente para el contorno interior de la parte exterior 
de la placa, se tiene 

(
dW) a2b2M¡ (1 1 - P b) 
dr r~b = D(1 - p)(aZ - bZ) b + 1 + p (i2 

Pb [ b 1 - p + - 2 In - - 1 - ---
8rD a 1 + p 

2bz b( a
2 1+p)] + a2 _ b2 In a: 1 + b2 1 _ p (b) 

La parte interior de la placa está flexada según una superficie esférica 
cuya curvatura está dada por la ecuación (46). La pendiente correspondien­
te en el contorno es 

Igualando (b) y (e) se obtiene 

D(l + p) 

b 
(1 + p)P In -

a 

(e) 

(d) 

Sustituyendo esta expresión de MI en (73), obtenemos las flechas M I 
de lá parte exterior de la placa debido a MI' Las flechas debidas a las 
fuerzas QI se obtienen mediante la ecuación (f) del apartado anterior. 
Sumando estas flechas, se encuentra para la parte exterior de la placa 

W = - (a 2 
- r 2

) 1 + - -- --- + (b 2 + r 2) In -P [ (1 1 - p a
2 

- b
2

) rJ 
8rD 21 + p a2 a 

(77) 

Sustituyendo r = b en esta ecuación, se obtiene la flecha bajo la carga. 

(w),...¡, = - (a 2 
- b2) 1 + - -- - - - + 2b2 In -P [ (1 1 - p a

2 
- b

2
) bJ 

87rD 21 + p a2 a 
(e) 

Para hallar las flechas de la parte interior de la placa, se suman las 
flechas (e) a las debidas a la flexión pura de esta parte de la placa. 
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Se obtiene así 

W = ~ [(a2 _ b2) (1 + ! 1 - va
2 

- b
2

) + 2b2 In ~]. 
87fD 21 + v a2 a 

b2 _ r2 [(1 _ v)P(a2 _ b') _ (1 + v)P In ~] 
+ 2D(1 + v) 87fa2 41r 

P [b (3 + v)a2 - (1 - v)b2
] 

= &rD (b
2 + r2

) In ti + r2 
- b' + (a' - r') 2(1 + v)a2 

- P [(b' + 2) 1 ~ + (a2 _ b2) (3 + v)a
2 

- (1 - v)r'] (78) 
- 8rD r n a 2(1 + v)a2 

Si el contorno exterior de la placa está empotrado, la flecha de la placa 
se obtiene sumando las flechas (77) y (78) a las flechas producidas por los 
mo~entos flectores M 2 uniformemente repartidos a. lo largo del contorno 
exterior de la placa (fig. 38) y de tal valor que la pendiente de la superficie 

~ -L t~;;c~ 
M2 M2 

z 
FIG. 38 

flexada, en el borde sea nula. De la ecuación (77) se deduce la pendiente 
en el contorno de una placa simplemente apoyada. 

La pendiente debida a los momentos M
2 

es 

Igualando a cero la suma de las expresiones (j) y (g), se obtiene 

p a2 _ b2 

M 2 = ----
4r a2 

Las flechas debidas a este momento son 

(f) 

(g) 

M 2 r2 - a2 P a 2 - b2 

W = D(l + v) -2- = 87fD(1 + v) -a-' - (r 2 
- a2

) (h) 

Sumando estas flechas a las obtenidas en (77) y (78), tenemos entonces 
las flechas para la parte exterior de la placa de bordes empotrados 

w = ~ [(a2 _ r2) a
2 
+ b' + (b 2 + r2) In !.] (79) 

&rD 2~ a 
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y para la parte interior 

W=8;D[(b
2
+r

2
) 

85 

(80) 

Conociendo las flechas en el caso de cargas uniformemente repartidas a 
lo largo de un círculo concéntrico, se puede resol:ver por .el ,m~todo de 
superposición todo problema de flexión de placa cIrcular Slmetncamente 
cargada respecto al centro. , . 

Consideremos, por ejemplo, el caso en que la carga esta umformemente 
repartida en la parte de la placa, interior a un círculo de radio e (fig. 39). 
Para obtener la flecha en todo punto de la placa no cargada (a > r > e), 
se utiliza la ecuación (77). La flecha, producida por una carga elemental 
repartida sobre un anillo de radio b y de anchura db (v. fig. 39) se obtiene 

FIG. 39 

sustituyendo P = 2nbq db en (77), donde q designa la intensidad de l~ carga 
uniforme. Integrando respecto a b la expresión así obtenida, se obtlene la 
flecha 

w = /15 Ioc {(a 2 
- r2

) 2tl ~ vv) + r2 In : 

+ b2 [1 !: _ (1 - v)(a
2 

- r
2
)]} bdb 

n a 2(1 + v)a2 

qc4 
[ r 1 - v a2 

- r2
] + 16D In 0,- 2(1 + 11) - -0,-2-

o bien, sustituyendo la carga total nc2q por P, 

w = ~ {~ + 11 (a2 _ r2) + 2r2 In !. 
16rD 1 + v a 

[ 
r 1 - 11 a

2 
- r 2

]} + e' In a - 2(1 + v) a2 (81) 
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Para calcular la flecha en el centro se utiliza la ecuación (78) en donde 
se sustituye r por O y P por 2nbq db, integrando se obtiene 

q re [ b a2 
- b

2 (3 + ,,)] 
(W)r_O = 4D}0 b2 In a + -2- 1 + v b db 

_ P [3 + v 2 + 2 1 c 7 + 31' 2] 
- 161rD 1 + va c n a - 4(1 + v) c (82) 

donde P = nc2q 
El momento flector máximo se sitúa en el centro y se calcula median­

te (d). 
Sustituyendo P por 2nbq db en esta ecuación e integrando, tendremos 

M. = q re (1 - va
2 

- b
2 

_ 1 + v In ~) b db 
max }o 4 a2 2 a 

= p [(1 + v) In ~ + 1 _ (1 -v)C
2

] (83) 
4r c 4a2 

donde, como antes, P representa la carga total nc2ql . 

Los momentos flectores M r y MI' en cualquier punto de la parte de la 
placa no cargada, se calculan mediante la ecuación (81). Sustituyendo esta 
expresión en las fórmulas generales (52) y (53) encontramos 

M r = (1 + v)P In ~ + (1 - v)Pc
2 (l - !) (84) 

41r r 161r r 2 a2 

M, = P [(1 + v) In ~ + 1 - v] - (1 - v)Pc
2 (l +!) (85) 

411' r 1611' r2 a2 

Los valores máximos de estos momentos se producen en el círculo 
r = c, donde: 

M
r 

= (1 + v)P In ~ + (1 - v)P(a2 
- c2

) 

411' c 161ra2 (86) 

M, = P [(1 + v) In ~ + 1 _ v] _ (1 - v)P(a
2 + c2

) 
4r e 1611'a2 (87) 

Se puede utilizar el mismo método de cálculo de las flechas y de los 
momentos para toda clase de placa circular simétricamente cargada. 

Se calcula asimismo la flecha del centro de cualquier placa cargada no 
simétricamente siguiendo las consideraciones siguientes. 

A causa de la simetría total de la placa y de las condiciones en los 
límites, la flecha en el centro, debida a una carga única P, no depende más 
que del valor de esta carga y de su distancia al centro de la placa. Esta 
flecha queda invariable, si la carga P se desplaza, quedando a la misma 
distancia del centro. La flecha no cambia si la carga P es sustituida por 
varias cargas cuya resultante sea P y situadas sobre el círculo descrito 
anteriormente por P. De aquí se deduce que para calcular la flecha de la 

1 Esta expresión se aplica solamente cuando e es al menos varias veces h. En el apartado 19 
se estudiará el caso en que e es muy pequeño. 
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placa en el centro, se puede sustituir una carga única P por una carga P 
uniformemente repartida a lo largo de un círculo en el que el radio es igual 
a la distancia del centro la carga concentrada. Para una carga uniformemen­
te repartida a lo largo de un círculo de radio b, la flecha en el centro de la 
placa apoyada en el contorno, viene dada por la ecuación (78), y es 

(w)r-o = 8:D [2t1 ~vv) (a 2 
- b2

) - b2 In E] (i) 

Esta es la fórmula de la flecha en el centro de una placa producida por 
una carga única P situada a una distancia b del centro. A partir de esta 
fórmula se puede calcular la flecha en el centro para toda clase de carga 
utilizando el método de superposición l

. 

Las flechas y las tensiones, en una placa circular' con o sin orificio, 
pueden ser eficazmente reducidas reforzando la placa por nervios concén­
tricos2 o radiales. De todas formas, en este último caso la distribución de 
tensiones no es ya simétrica con respecto al centro de la placa. 

19. Placa circular cargada en .el centro 

Se obtiene la solución del problema de una carga concentrada en el 
centro de una placa, a partir d~l estudio del apartado 18, suponiendo que 
el radio c del círculo, en el cual está repartida la carga, se hace infinitamente 
pequeño en tanto que la carga total P queda finita. Con esta hipótesis, se 
encuentra que la flecha máxima en el centro de una placa simplemente 
apoyada, es, según (82), 

Wm áx = 
(3 + v)Pa2 

1611'(1 + v)D 
(88) 

La flecha en todo punto de la placa, a una distancia r del centro es, 
según (81) 

W = -- --- (a2 - r 2) + 2r2 In -P [3 + V r] 
161rD 1 + v a 

(89) 

El momento flector para los puntos tales que T > C se obtiene supri­
miendo los términos en él en las ecuaciones (84) y (85), lo que da 

P a 
M r = 4r (1 + v) In r (90) 

M, = .!: [ (1 + v) In ~ + 1 - JI] (91) 

1 Saint Venant indicó este método de cálculo de las flechas en el centro de la placa en su 
Théorie de l'éÚJ:sticité des corps solides, traducida por Clebsch, París, 1883, pág. 363 . Se puede 
obtener (,) aplicando el teorema de Maxwell a las placas circulares. 

. • Este ~~so ha sido estudiado por N. A. Nash, L. Appl. Mechanics, voL 15, pág. 25 , 1948. 
Vease tamblen C. B. Blezeno y R. Grammel, Technische Dynamik, 2." ed., voL 1, pág. 497, 1953. 
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Para obtener las fórmulas correspondientes al caso de una placa circular 
de borde empotrado, derivamos la ecuación (89) y se encuentra para la 
pendiente en el contorno de una placa simplemente apoyada, la expresión 

(dW) Pa 
- dr r=a = 4(1 + v}trD 

(a) 

Los momentos flectores M 2 uniformemente repartidos a lo largo del 
empotramiento (fig. 40) crean una flexión de la placa según una superficie 
esférica en la que el radio está dado por (46) y la pendiente en el contorno 
es 

(1 + v)D (b) 

~ ..... - a .... ' 

----- f =- ~ 
I M2 
:z 

FIG.4O 

Utilizando (a) y (b), se encuentra que la condición para que el borde 
empotrado no gire da 

(e) 

Las flechas debidas a los momentos M 2 se obtienen a partir de la 
ecuación (h) del apartado precedente 

P(r2 - a2) 

&rD(1 + v) 

Sumando estas flechas a las de una placa simplemente apoyada (ec. (89)], 
se encuentra la expresión de las flechas de una placa empotrada, cargada 
en su centro 

Pr2 r P 
W = 81rD In a + 161rD (a

2 
- r 2

) (92) 

Sumando (e) a (90) y (91), se obtienen las expresiones del momento de 
flector en todo punto no muy próximo a la carga. 

r M r = .:: [(l + v) In a 

M, = ~: [(l + v) In ~ (94) 

Cuando r tiende a cero, las ecuaciones (90), (91), (93) y (94) tienden a 
infinito y por consiguiente no son válidas para el cálculo de momentos de 
flectores. Por otra parte, las hipótesis que sirven de base a la teoría de la 
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flexión de placas circulares no son válidas en las proximidades del punto 
de aplicación de la carga concentrada. Puesto que el radio e del círculo en 
que Plne ésta repartida, disminuye, la presión P aumenta de tal manera 
que no se puede despreciar en comparación con las tensiones de flexión, 
como se había hecho en la teoría elemental. Las tensiones tangenciales 
despreciadas en la teoría elemental aumentan también considerablemente 
cuando e tiende a cero, puesto que la superficie cilíndrica 2neh sobre la que 
está repartido el esfuerzo cortante total P, tiende a cero. 

Descartando las hipótesis en las que está basada la teoría elemental, se obtiene la 
distribución de tensiones cerca del punto de aplicación de la carga asimilando la parte 
de la placa a un cuerpo de tres dimensiones del mismo orden de magnitud. Para ello 
imaginemos que la parte central cargada está separada del resto de la placa según una 
superficie cilíndrica, en la que el radio b es varias veces mayor que el espesor h de la 
placa (v. fig. 41). Se puede suponer que la teoría elemental de la flexión es suficien­
temente exacta a una distancia b del punto de aplicación de la carga P y que las 
tensiones correspondientes se calculan por medio de la ecuación (90). El problema de 

t\] J!~l el 
~_ ... - b _.~ .. _. b _ .. ~ 

FIG.41 

la distribución de tensiones en el centro se reduce entonces al problema de una 
distribución simétrica de tensiones en un cilindro de altura h y de radio b, sometido 
a una carga P repartida sobre un pequeño círculo de radio e, y a las reacciones a lo 
largo del contorno lateraP. 

La solución de este problema muestra que la tensión de compresión máxima en 
el centro A de la carga superior de la placa puede expresarse mediante la fórmula" 
aproximada 

P [1 + 2., ] v. = v • ... VI - - --- - (1 + .,)a 
1I"Cl 2 

(95) 

donde al representa el valor de la tensión de compresión debida a flexión" obtenida 
por la teoría aproximada mediante (83), en el caso de una placa simplemente apoyada, 
y a es un factor numérico que depende de 2e/h, relación del diámetro del círculo 
cargado al espesor de la placa. Varios valores de este factor están dados en la tabla 4. 
La figura 42 muestra la variación de a en función de 2e/h. Cuando e tiende a cero, la 
tensión calculada por la ecuación (95) tiende a infinito. 

I Varios ejemplos de distribución simétrica de tensiones se estudian en S. Timoshenko 
y J. N. Goodier, Theory 01 Elasticity, 2.a ed., pág. 384, 1951. A. Nitdai ha estudiado el caso 
de la figura 41 (véase su libro Elastisehe Platten, pág. 308) y también por S. Woinowsky­
Kneger (véase su estudio en Ingr.-Areh., vol. 4, pág. 305, 1933). Los resultados dados aquí 
se han tomado de este último trabajo. 

2 Cuando e es muy pequeño la tensión de compresión PI :re" deberá ser mayor que el valor 
amá. dado por la ecuación (93) (véase fig. 43). 

" Este valor será negativo en la ecuación (95). 
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La tracción máxima se produce en B, centro de la cara inferior de la placa 
(fig. 41). Cuando e es pequeño, es decir, para una fuerte concentración de carga, esta 

2cjh = 0,10 I 
a = 0,0106 i 

0,4 

Cl.10.3 
o.z. 

0,1 

O 
O 

./ V 

/ 
[7 

7 
0,5 1,0 L5 2,0 

~2c 
2.5 3,0 

TI 
FIG.42 

TABLA 4 
Valores del factor a en la ecuación (95) 

0,25 0,50 0,75 1,00 1,50 

0,0466 0,1234 0,200 0,263 0,348 

2,00 2,50 

0,386 0,398 

tracción es prácticamente independiente de la relación 2e/h. En el caso de una placa 
simplemente apoyada está dado por la fórmula aproximada'. 

amáx = :. [(1 + v) (0,485 In ~ + 0,52) + 0,48J (96) 

donde a es el radio exterior. 
Para obtener las tensiones de compresión a, y a, en el centro de la cara superior 

de una placa empotrada, se resta a la tensión de comp~esión a, [v. eco (95)], el valor 

P 6 3 P 

2 

teniendo en cuenta los momentos M. = - P/4n. La tracción máxima en el centro 
de la cara inferior de una placa empotrada y para una fuerte concentración de la carga 
(e = 0), se calcula restando la ecuación (d) de la ecuación (95); se encuentra 

amáx = :. (1 + v) (0,485 In ~ + 0,52) (97) 

La figura 43 muestra la distribución de tensiones a través de una placa circular 
gruesa (h/a = 0,4) empotrada en el contorno. Estas tensiones están calculadas para 
e = O,la y v = 0,3 . En este caso, la tensión de compresión máxima u" perpendicular 
a la superficie de la placa, es mayor que la tensión de compresión máxima en la 
flexión [eco (95)]. La tensión de tracción máxima es menor que la tracción dada por 
la teoría elemental de la flexión. La línea de puntos, en la figura 43, indica el valor 
de esta última a través del espesor de la placa. Esta tracción está calculada mediante 
la ecuación del momento flector. 

M . = !.. ~1 + v) In ~ _ (1 - v)c"] 
max 4n ~ e 4a" 

(98) 

obtenida sumando el momento M. = - P/4n a la ecuación (83). 

I Véase Woinowsky-Krieger, ob. cit. 
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Para calcular las dimensiones de seguridad de una placa circular cargada en su 
centro, se puede limitar el estudio a! cálculo de las tensiones máximas de tracción por 
flexión en la cara inferior de la placa, con ayuda de las ecuaciones (96) y (97). Aunque 
las tensiones de compresión sobre la cara superior pueden ser muchas veces mayores 

r=O 

z 
FIG. 43 

que las tensiones de tracción en la cara inferior de la placa, en caso de fuertes 
concentraciones de carga, no representan un peligro directo, a causa de su carácter 
localizado. Las deformaciones locales de un material dúctil no afectan la deformación 
general de la placa si las tracciones en la cara inferior no sobrepasan los límites de 
seguridad. La resistencia a compresión de un materia! frágil es generalmente varias 
veces mayor que su resistencia a tracción, de modo que una placa de este material 
será segura, a condición de que la tracción de la cara inferior permanezca dentro de 
los límites de seguridad. 

Si se quiere una descripción exacta de la deformación de una placa, deberemos 
tomar en consideración las perturbaciones locales debidas a una carga concentrada, 
en la proximidad de su punto de aplicación. Esta perturbación está principalmente 
limitada a un cilindro de radio igual a varias veces h, así su influencia sobre la 
deformación total es importante cuando el espesor de la placa no es muy pequeño con 
relación a su radio. La figura 44 muestra las flechas de placas circulares de bordes 

I 
1,21 

1.81 

r 
Ci-

FIG.44 

empotrados soportando una carga concentrada para las que la relación espesor a radio 
(hja) es: 0,2; 0,4 y 0,61

• La línea de puntos indica la flecha de la teoría elemental 
[eco (9~»): Puede verse la d~vergencia entre la curva teórica y la curva exacta dismi­
n~ye ra~ldamente cuando disminuye h/a. En el apartado siguiente se probará que esta 
dlferen~la es debida principalmente a la influencia de los esfuerzos cortantes que se 
despreCian totalmente en la teoría elemental. 

I Las curvas de la figura 44 resultan de la solución exacta de Woinowsky-Krieger, ob. cit . 
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20. Correcciones a la teoría elemental de flexión simétrica de placas 
circulares 

Las relaciones (37) y (38) entre momentos flectores y curvaturas que se 
dedujeron para el caso de flexión pura, han servido de base a la solución 
de diferentes problemas, que hemos estudiado sobre flexión simétrica de 
placas circulares. No se han tenido en cuenta la influencia que tienen sobre 
la flexión las tensiones tangenciales y las presiones normales sobre planos 
paralelos a la superficie de la placa. Por consiguiente sólo son rigurosas las 
soluciones dadas para una placa anular sometida a momentos uniforme­
mente repartidos a lo largo de los contornos externo e interno (fig. 31). En 
todos los demás casos estudiados, las fórmulas obtenidas son aproximadas 
y su exactitud depende de la relación del espesor de la placa a su radio 
externo. Se obtienen fórmulas más aproximadas mediante el cálculo apro­
ximadol de la influencia que sobre las deformaciones ejercen las tensiones 
tangenciales y las presiones laterales. Consideremos ahora, una placa circu­
lar sin orificio, apoyada en su contorno y cargada uniformemente. El 
esfuerzo cortante Q por unidad de longitud de arco a lo largo del círculo 
de radio T es 

Q = 1/2qr 

La solución exacta relativa a las placas en las que el espesor no se 
supone pequeñ02 indica que las tensiones de los esfuerzos cortantes T", 

varían a través del espesor de la placa siguiendo una ley parabólica de la 
misma manera que en las vigas de sección rectangular estrecha. Por consi­
guiente, la tensión del esfuerzo cortante máxima, se encuentra en la super­
ficie media de la placa y su valor es: 

3 qr 
(Trz)máx = 2 2h (a) 

La deformación debida al esfuerzo cortante es entonces 

(b) 

donde w¡ es la flecha adicional de la superficie media, debida a la tensión 
tangencial. Integrando se encuentra el valor de las flechas producidas por 
las tensiones tangenciales 

W) = ~ --'L... Ca2 - r2) Ce) 
24.Gh 

, Una teoría rigurosa de placas fue iniciada por Saint-Venant en su traducción de la 
Théorie de l'élasticité des corps solides, pág. 337. Un interesante juicio de ~ste trabajo aparece 
en History of the Theory of Elasticity de I. Todhunter y K. Pearson, vol. 2: parte 1, pág. 217. 
Un nuevo desarrollo de la teoría se debe a J. H. Michell, Proc. London Math. Soc., vol. 31, 
página 100, 1900, Y a A. E. H. Love, Mathematical Theory of Elasticity, 4." ed., pág. 465. 
Una lista de referencias sobre este asunto ha sido dada por Woinowsky-Krieger, ob. cit., pá­
gina 203. En el apártado 26 se dan algunos ejemplos de la teoría rigurosa. 

2 Timoshenko y Goodier, op. cit., pág. 351. 
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y en el centro de la placa 

(d) 

La presión lateral que actúa sobre la placa crea una curvatura positiva 
convexa hacia abajo, semejante a la que se produce en una viga uniforme­
mente cargada l. 

La presión q por unidad de superficie, da lugar a un alargamiento radial 
igual a vq/E en la parte superior de la placa. El alargamiento es vq/2E en la 
superficie media y es nulo en la parte inferior de la placa. Supongamos la 
relación lineal, el valor aproximado del radio de curvatura R se obtiene a 
partir de la ecuación 

"q h 
2E 2R 

de donde se deduce 

1 "q 
2R 2hE 

y la flecha negativa es, 

(e) 

Sumando las ecuaciones (e) y (e) a (67), se encuentra una expresión más 
exacta de la flecha 

la cual se convierte en el centro 

qa
4 (5 +" 4 3 + " h2

) 

wmáx = 64D 1 + " + :3 1 - ,,2 (l2 (f) 

El segundo término del segundo miembro de (j) representa la correc­
ción para las tensiones tangenciales y la presión lateral cuando la relación 
del espesor de la placa al radio es pequeño. El valor de esta conexión dada 
para la solución exacta es 2 

qa4 2 8 + " + ,,2 h2 

64D 5 1 - ,,2 a2 (g) 

Para v = 0,3 el valor exacto es un 20 % inferior al dado por la ecua­
ción (j). 

En una placa circular cargada uniformemente, con borde empotrado, la 
flecha negativa W 2, debida a la presión, no se produce y por consiguiente, 

I Véase ibíd., pág. 43. 
Véase Love, op. cit., pág. 481. 
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sólo debe ser considerada la flecha w p debida al esfuerzo cortante. Suman­
do esta flecha a (62), se obtiene, más exactamente, el valor de la flecha. 

(h) 

Es interesante hacer constar que coincide con la solución exacta!. 
Consideremos a continuación las flechas producidas por las tensiones 

tangenciales en la placa anular sometida a esfuerzos cortantes uniforme­
mente repartidos a lo largo del borde interior como indica la figura 32. La 
máxima tensión tangencial a una distancia T del centro, es 

3 P 
(Trz)máx = '2 21Trh 

donde P representa el esfuerzo cortante total. La deformación tangencial 
correspondiente es2

: 

3 P 
'2 21Trh{] (i) 

Integrando se obtiene la flecha debida al esfuerzo cortante 

3 P a 
W1 = --- In 

41Th{] r 
Ph2 a 

In -
81T(1 - v)D r 

Para obtener un valor más preciso de la flecha de la placa (fig. 32) se 
debe sumar (;) a la ecuación (k) de la página 79. Cuando el radio b del 
agujero es muy pequeño, la ecuación de la flecha total deberá ser 

W = ~ [ 3 + v (a2 _ r2) + r2 In !:] + Ph
2 

In a (k) 
81TD 2(1 + v) a 81T(1 - v)D r 

La flecha en el contorno del agujero es: 

Pa
2 

[ 3 + v 1 h
2 

a] 
W m ax = 81TD 2(1 + v) + y-::-; (l2 In b (l) 

El segundo término de esta expresión representa la corrección debida a 
los esfuerzos cortantes. Siendo infinito cuando b tiende a cero, ya que se 
supone que P tiene siempre un valor finito. Por consiguiente cuando b 
tiende a cero, las tensiones y deformaciones tangenciales se harán infinita­
mente grandes. 

El término de (l) que representa la corrección para el esfuerzo cortante no se 
puede aplicar para una placa sin orificio. En el caso de una placa sin agujero debe 
esperarse una corrección menor a causa del efecto de cuña debido a la carga concen­
trada P, aplicada en el centro de la cara superior de la placa. Imaginemos que la parte 
central de la placa se separa por medio de un cilindro de radio.b pequeño, y que su 

, Véase ibíd., pág. 485. . 
, Si la placa no está agujereada, el segundo miembro de la ecuación (1) debe ser multi­

plicado por (1 - .)/(1 + .), de acuerdo con la ecuación (t), pág. 97. 
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acción sobre el resto de la placa está sustituida por los esfuerzos cortantes verticales 
equivalentes a P así como por las fuerzas radiales S que representan el efecto de cuña 
de la carga, fuerzas repartidas a lo largo del contorno superior del agujero como indica 
la figura 45. Es evidente que estas últimas crean una tensión de la superficie media 
así como una deformación de,la placa hacia arriba. Se debe entonces reducir el 
término correctivo de la ecuación (k) para hacerlo aplicable a una placa sin agujero. 

FIG. 45 FIG. 46 

Para hacemos idea de la importancia de las fuerzas radiales, S, consideremos la placa 
en las dos condiciones de carga de la figura 46. En el primer caso la placa está 
comprimida por dos fuerzas iguales y opuestas P, que actúan a lo largo del eje de 
simetría z. En el segundo caso la placa está sometida a una compresión uniforme, en 
su plano, bajo el efecto de una presión p uniformemente repartida sobre la superficie 
cilíndrica del contorno. A causa de la deformación lateral, estas presiones aumentan 
el espesor de la placa en una cantidad 

Ah = 2vp h 
E 

Se puede entonces, a partir de esta ecuación, calcular el aumento LIT del radio T 

de la placa, debido a la acción de las fuerzas P [fig. 46 a»); para esto, aplicamos el 
teorema recíproco a las dos condiciones de carga de la figura 46. Se encuentra 

de donde se deduce 
P!ih 21' P 

!ir = 2rrhp = E 21rr (m) 

Comparemos este aumento del radio al del radio de un cilindro de pared gruesa 
producido por una presión interna p,. Si el radio interior b del cilindro es muy 
pequeño comparado con el radio exterior T, el aumento de T se obtiene mediante la 
ecuación l de Lamé 

1 + V Pib1 

!ir = ---
E 

(n) 

Comparando (m) y (n) se \lega a la conclusión de que el alargamiento radial 
debido a P [fig. 46 a») tiene el mismo valor que el producido por una presión interna 
P .. en una placa que tiene un pequeño orificio cilíndrico en el centro (fig. 45). Estando 
dado el valor de p, por la ecuación siguiente: 

de donde 

2vP 1 + V Pib1 

E21rr = ~~ 

vP 
Pi ~ -(l-+-,,-),..-b-' 

I Véase Timoshenko, Strength of Materia/s, parte JI, 3.' ed., pág. 210, 1956. 

(o) 
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Volvamos al caso de una fuerza concentrada en el centro de la cara superior de 
la placa (fig. 45), se llega a la conclusión de que la fuerza S por unidad de longitud 
de circunferencia del orificio debe ser igual a la presión p,hI2. Utilizando el valor 
de p, dado en (o), se obtiene 

s = "Ph 
2(1 + ,,) ... b' 

Estas fuerzas aplicadas a la cara superior de la placa producen sobre la placa 
flechas wI cuyo valor se calcula sustituyendo 

Sh "Ph' 
MI = "2 = 4(1 + ,,) ... b' 

en la ecuación (73) y despreciando b2 frente a a2
• De esta forma se obtiene 

vPh2 a2 - r2 vPh2 a 
WI = - 8n(1 + v)2D -a-2- - 4(1 _ v2)nD In ---; (p) 

Sumando (P) a (k) se obtiene la expresión siguiente, más aproximada para la 
flecha de una placa sin orificio bajo una carga P concentrada en el centro de la cara 
superior: 

P [ 3 + " r] Ph' a w =.- --- (a' - r') + T 2 In - + In -
8 ... D 2(1 + ,,) a 8 ... (1 + ,,)D T 

a' - T' ----- (q) 
8 ... (1 + p)'D a' 

Esta ecuación se puede utilizar para calcular la flecha en todos los puntos de la 
placa que no están demasiado próximos al punto de aplicación de la carga. Cuando r 
es del mismo orden de magnitud que el espesor de la placa, la ecuación (q) 1;10 es 
aplicable, y para obtener una solución satisfactoria, la parte central de la placa deberá 
ser considerada de la forma que se explicó en el apartado anterior. Se obtiene un valor 
aproximado de la flecha de esta parte central asimilándola a una placa de pequeño 
radio b, sumando la flecha debida a las perturbaciones locales en la distribución de 
tensiones, cerca del punto de aplicación de la carga a la flecha dada por la teoría 
elementaP. La flecha debida a las perturbaciones locales es afectada muy poco por 
las condiciones de contorno de la placa Y,· por consiguiente, puede determinarse 
aproximadamente por medio de las curvas de la figura 44; la curva en trazos se 
obtiene a partir de la ecuación (92). Las flechas adicionales debidas a la perturbación 
local de tensiones son iguales a las diferencias entre las ordenadas de las líneas 
continuas de la curva de trazos. 

Por ejemplo sea una placa en que el radio de la parte interior, es b = 5h. La flecha 
de la parte interior, calculada con ayuda de (92) y tomada como unidad en la 
figura 44, es 

Pb 2 P 
al = 16...D = 16 .... D (5h)' 

Utilizando la curva hla = 0,2 (fig. 44), la flecha adicional debida a la perturba­
ción de la tensión local es 

P 
a2 = 0,218 1 = 0,21 16 .... D (5h)' (T) 

Si se considera una placa en que b = 2,5h, se obtiene, con la curva hla = 0,4 

P 
a. = 0,81 16 ... D (2,5h)' (s) 

, En el caso considerado esta flecha se calcula utilizando el primer término de (q) y susti­
tuyendo b por a. 
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ue difiere muy poco de la dada en (r) para b = 5h. Esto no es satisfactorio si se, toma 
~ < 2,5h pues, para radios inferiores, las condiciones de contorno de la placa gruesa, 
llegan a ser importantes y las curvas de la figura 44, calculadas para contorno 
empotrado, pueden no ser bastante exactas en este ~aso. 

Finalmente para obtener la flecha de la placa baJo la carga se calcula la flecha por 
medio de la ecuación (q), sustituyendo r = ° en el primer término y r = b = 2:5h 
en los otros términos. A esta flecha se añade la de la parte central de la placa debida 
a los esfuerzos cortantes y dada por (s). ., 

En el caso particular de v = 0,3, las flechas de la placa Circular simplemente 
apoyada se pueden obtener por simple superposición de las curvas trazadas en la 
figura 441

, con la flecha 

Pea' - T') 

8..-D(1 + ,,) 
debida a la flexión pura creada por los momentos PI4n aplicados a lo largo del 
contorno de la placa. 

Se puede también señalar que para valores pequeños de la relación rla, la influen­
cia del esfuerzo cortante PI2nr sobre la flecha está simplemente representada por el 
segundo miembro de la ecuación (q). A este término corresponde la pendiente 

31 -" P 
- 21 + p 2 ... rhG 

(t) 

Comparando este resultado con (i), se concluye que si se introduce el factor 

31 - p 
k=---

21 + p 

(u) 

en (1) en lugar de k = 3/2, daría un valor más preciso de la deformación debida a los 
esfuerzos cortantes en el caso de una placa sin orificios. 

Todos los desarrollos precedentes no son aplicables más que a placas circulares 
flexadas según una superficie de revolución. En los apartados 26 y 39 se dará una 
teoría más general de la flexión, teniendo en cuenta la influencia de los esfuerzos 
cortantes sobre la deformación de las placas. 

I La figura 44 está calculada para " ~ 0,3 
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en las caras del elemento. Los valores de estos esfuerzos cortantes por 
unidad de longitud paralela a los ejes y y x se denominan Q x y Qy res­
pectivamente y valen 

I h/2 
Q" = T". dz 

-h/2 1M2 
QI/ = TI/' dz 

-h/2 
(a) 

Puesto que los momentos y esfuerzos cortantes son funciones de las 
coordenadas x e y debemos tener en cuenta en el estudio de las condiciones 
de equilibrio, los pequeños cambios que experimentan cuando x e y sufren 
incrementos elementales dx y dy. 

El plano medio del elemento está representado en las figuras 48 a) y b), 
Y en ellas se indican las direcciones en que los momentos y fuerzas se 
consideran positivos. 

Debe considerarse también la carga distribuida sobre la cara superior 
de la placa. Se denomina q la intensidad de esta carga, de modo que la carga 
que actúa sobre el elementd es q dx dy. 

Proyectando sobre el eje z las fuerzas que actúan sobre el elemento se 
obtiene la siguiente ecuación de equilibrio 

de donde (99) 

b) 

FIG. 48 

I Puesto que se desprecia la componente tensional a, no hay posibilidad de distinguir 
entre aplicar la carga en la superficie inferior o superior. De este modo, toda carga transversal 
concentrada, se considera en la teoría de placas delgadas como una discontinuidad en el valor 
de los esfuerzos cortantes, que se distribuyen según una ley parabólica a través del espesor 
.de la placa. El peso propio de la placa, por ejemplo, puede incluirse en la carga q sin que ello 
afecte a la exactitud de los resultados. Si el efecto de la carga superficial tiene interés especial 
debe usarse la teoría de placas gruesas (v. ap . 19). ' 

100 TEORIA DE PLACAS Y LAMINAS 

Tomando momentos con respecto al eje x de todos los esfuerzos que 
actúan sobre el elemento se obtiene la ecuación de equilibrio 

aM" aM 
ax " dx dy - ay 1/ dy dx + Q" dx dy = o (b) 

El momento de la carga q y el momento debido a la variación de QII se 
desprecian en esta ecuación por ser diferenciales de orden superior a los 
sumandos conservados. Simplificando, la ecuación (b) toma la forma 

(e) 

Del mismo modo tomando momentos respecto al eje y se tiene 

(d) 

Puesto que no hay fuerzas en las direcciones x e y ni momentos respecto 
al eje z, las tres ecuaciones (99), (e) y (d) determinan totalmente el equili­
brio del elemento. Eliminemos los esfuerzos cortantes Qx y QII de estas 
ecuaciones, despejándolos en las ecuaciones' (e) y (d) y sustituyéndolos en 
la ecuación (99). Así obtenemos 

(e) 

Observando que M llx = -MxII por ser 'XI/ = 'l/X se escribe finalmente la 
ecuación de equilibrio (e) en la forma siguiente: 

a2M" + a2M lI _ 2 a2M"1I 
ax2 ay2 ax ay = -q (100) 

Para escribir esta ecuaClon en función de las flechas w de la placa, se 
acepta aquí que las ecuaciones (41) y (43), desarrolladas para el caso de 
flexión pura, pueden usarse también para el caso de placas con carga 
transversal. Esta hipótesis equivale a despreciar el efecto sobre la flexión de 
los esfuerzos cortantes Qx y 01/ así como el de la tensión az debida a la 
carga q. Hemos utilizado ya esta hipótesis en el capítulo anterior y hemos 
visto que los errores en las flechas obtenidas de esta forma son pequeños, 
siempre que el grueso de la placa sea pequeño en comparación con las 
dimensiones de la placa en su plano. En el apartado 39 se verá una teoría 
aproximada de la flexión de placas elásticas delgadas teniendo en cuenta el 
efecto de los esfuerzos cortantes sobre la deformación y en el apartado 26 
estudiaremos varios ejemplos de soluciones ex'actas de problemas de flexión 
de placas. 



PEQUEÑAS DEFORMACIONES DE PLACAS BAJO CARGA TRANSVERSAL 101 

Utilizando la notación x e y en lugar de n y t que se usó en las ecua­

ciones (41) Y (43) se tiene 

M~ = -Mil'" = 

M -D (iJ
2
W + 

11 iJy 2 

iJ 2w 
D(1 - JI) iJx ay 

Sustituyendo estas expresiones en la ecuación (100) obtenemos· 

éJ.w iJ·w a·w q 
ax. + 2 ax2 éJy2 + ay· = D 

Esta última ecuación puede escribirse en la forma simbólica 

donde 

(101) 

(102) 

(103) 

(104) 

(105) 

Se ve, pues, que el problema de la flexión de placas bajo cargas trans­
versales se reduce a la integración de la ecuación (103). Si para un caso 
particular se conoce una solución de esta ecuación que satisfaga las condi­
ciones de borde de la placa, los momentos flectores se pueden calcular por 
las ecuaciones (101) y (102). Las correspondientes tensiones normales y 
tangenciales se determinan por la ecuación (44) y la expresión 

) 6M~ 
Cr "'1/ máx = --¡¡:¡-

Para determinar los esfuerzos cortantes Qx y Qy se emplean las ecuacio­
nes (e) y (d) de las cuales 

Q _ aMllx + aM", _ 
"'---ay Tx-

Q = aMII _ aM"'1/ 
11 ay ax 

o usando la forma simbólica 

a 
Q" = -D- (Aw) ax 

(106) 

(107) 

(108) 

1 Esta ecuación fue obtenida por Lagrange en 1811, cuando estaba examinando la Me­
moria presentada por Sophie Germain a la Academia Francesa de Ciencias. La historia del 
desarrollo de esta ecuación viene en T. Todhunter y K. Pearson, History of the Theory of 
E/asticity, vol. 1, págs. 147, 247, 348, y vol. 2, parte 1, pág. 263 . Véase también la nota de 
Saint-Venant al artículo 73, en la página 689, de la traducción al francés de la Théorie de /'élas­
ticité des corps solides hecha por Clebsch, París , 1883. 
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las tensiones tangenciales T:c: y Tl/Z pueden ahora determinarse admitiendo 
que se distribuyen en el espesor de la placa según una ley parabólica·. 
Entonces 

Se ve que las tensiones en una placa pueden calcularse siempre que para 
una distribución de carga y unas condiciones de contorno se determine por 
integración de la ecuación (103) la ecuación de la deformada. 

22. Condiciones de borde 

Comencemos el estudio de las condiciones de borde con el caso de una 
placa rectangular y supongamos que los ejes x e y se toman paralelos a los 
lados de la placa. 

Borde empotrado 

Si el borde de la placa está empotrado, la flecha a lo largo del borde es 
nula, y el plano tangente a la superficie media de la placa deformada a lo 
largo del borde, coincide con la posición inicial del plano medio de la placa. 
En la hipótesis de borde empotrado las condiciones del borde x - a son: 

(aw) O 
iJx x- a ~ (109) 

Borde simplemente apoyado 

Si el borde x = a de la placa está simplemente apoyado, la flecha w a 
lo largo del borde debe ser nula. Al mismo tiempo este borde puede girar 
libremente sobre la línea de borde; por lo tanto no hay momentos flectores 
Mx a lo largo de este borde. Este tipo de sustentación está representado en 
la figura 49. La expresión analítica de las condiciones en este caso es 

(110) 

FIG. 49 

1 Se demostrará en el apartado 26 que en ciertos casos esta hipótesis está de acuerdo con 
la teoría exacta de la flexión de las placas. 
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Teniendo en cuenta que 02W/oy2 se anula junto con w a lo largo del borde 
x = a, ~e tiene que la segunda de las condiciones (110) puede ponerse en 
la forma 02W /OX2 = O o también Llw O. Las ecuaciones (110) son por lo 

tanto equivalentes a 
(111) 

que no incluyen el coeficiente de Poisson. 

Borde libre 

Si un borde de una placa, sea el borde x = a (fig. SO) está totalmente 
libre, lógicamente a lo largo de él no hay momentos flectores ni torsores ni 
esfuerzos cortantes, es decir, que 

Las condiciones de borde para borde libre fueron expresadas por Pois­
son1 en esta forma. Pero después Kirchhoffl probó que tres condiciones son 
excesivas, y bastan dos para la completa determinación de las flechas w que 
satisfacen la ecuación (103). El mostró que las dos condiciones de Poisson 
relativas al momento torsor M X1I y al esfuerzo cortante Qx deben sustituirse 
por una condición de borde. El significado de esta reducción del número 
de condiciones de contorno fue explicado por Kelvin y Taie . Estos autores 
señalan que la flexión de la placa no varía si las fuerzas horizontales que 

y ------Mxy+ oMxy dy ay 
FIG. SO 

dan el momento torsor Mxydy que actúa sobre un elemento de longitud dy 
del borde x = a se sustituyen por dos fuerzas verticales de valor Mxy y 
brazo dy como indica la figura SO. Tal sustitución no cambia el valor de los 
momentos torso res y produce únicamente cambios en la distribución local 
de tensiones en el borde de la placa, dejando invariables la situación 
tensional del resto de la placa. Hemos estudiado ya un caso particular de 

I Véase el estudio de este punto en Todhunter y l'earson, op. cit. , vol. 1, pág. 250 Y Saint­
Venant, punto citado. 

, Véase J. Crelle, vol. 40, pág. 51, 1850. 
, Véase Treatise of Na tural Philosophy, \'01. 1, parte 11 , pág. 188, 1883 . Independiente­

mente la misma cuestión fue desarrollada por Boussinesq, J. ¡\-la/h. , ser. 2, vol. 16, p ágs. 125-
274, 1871; ser. 3, vol. S, págs. 329-344, París, 1879. 
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tal transformación del sistema de fuerzas de contorno al considerar la 
flexión pura de una placa según una superficie anticlástica (v. ap. 11). 
Siguiendo con la sustitución de momentos torso res a lo largo del borde de 
la placa y considerando dos elementos de borde adyacentes (fig. SO), tene­
mos que la distribución de momentos torsores Mxy es estáticamente equi­
valente a la distribución de esfuerzos cortantes de intensidad 

Q~ = - e~XY)-
De ahí que la condición conjunta relativa a momento torsor Mxy y 

esfuerzo cortante Qx a lo largo del borde libre x = a toma la forma 

F z = (Q", - éJJ/ZII) = O 
ay x - a 

(a) 

Sustituyendo Qx y Mxy por sus expresiones (106) y (102) obtenemos 
finalmente para el borde libre x a: 

[
éJ 3W . éJ'lw J ---:-:a + (2 - v) - -- - ? = () 
éJ.r a.r a!J- L~" 

(112) 

la condición de momentos flectores nulos a lo largo del borde libre exige 
que 

(113) 

Las ecuaciones (112) y (113) representan las dos condiciones de borde 
necesarias en toda la extensión del borde libre de la placa x = a. 

Transformando los momentos torso res como se ha hecho en el estudio 
anterior y se indica en la figura SO, obtenemos no sólo los esfuerzos cortan­
tes Qx distribuidos a lo largo del borde x = a sino también dos fuerzas 

.b/tmm a Uf c. .. ,:>x. O;y'O 

V _ ---(Myx) /l x:o;y=b 

, • (M ) 
Y (Myx)x=o¡y=b xY x-OIjy=b 

FIG. 51 

concentradas en las esquinas como indica la figura S 1. Los valores de estas 
fuer~as son iguales a los del momento torsor Mxy en las correspondientes 
esqUinas de la placa. 

Haciendo análoga transformación de los momentos torsores M en el 
bo~de y = b veremos de nuevo que además de los esfuerzos corta~tes Q)/ 
umformemente repartidos, habrá fuerzas concentradas MX1J en las esquinas. 

I El momento M I. es un momento por unidad d e longitud y tiene las dimensiones de 
una fuerza. 
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Esto indica que una placa rectangular apoyada en alguna forma por sus 
bordes y bajo carga transversal producirá ordinariamente no sólo reacciones 
repartidas en el contorno sino también fuerzas concentradas en las es­
quinas. 

En cuanto a los sentidos de estas reacciones concentradas, puede deter­
minarse si se conoce la forma general de la deformada. Sea, por ejemplo, 
una placa cuadrada simplemente apoyada en sus bordes sometida a carga 
uniformemente repartida. La forma general de la deformada se indica en 
la figura 52 a) por las líneas de puntos que representan las secciones de la 

"4-----" ____ o, 
~ ~ 7 --7- --~ 

/ 
y z a) 

FIG. 52 

superficie media de la placa por planos paralelos a los planos coordenados 
xz e yz. Considerando estas líneas puede verse que junto a la esquina A la 
derivada ow/ox que representa la pendiente de la deformada en la dirección 
x es negativa y disminuye en valor absoluto cuando y aumenta. De ahí que 
02W/OX a y es positiva en la esquina A. De la ecuación (102) se deduce que 
Mxy es positivo y MyX negativo. De ahí y de los sentidos de Mxy y MyX en 
la figura 48 a) se sigue que ambas fuerzas concentradas indicadas en la 
figura 51 para el punto x = a, y = b tienen sentido hacia abajo. Por razón 
de simetría se deduce que las fuerzas tienen los mismos valores y sentido 
en las otras esqumas de la placa. De ahí que las condiciones son las indi­
cadas en la figura 52 b) en donde 

Puede verse que cuando una placa cuadrada está uniformemente carga­
da, las esquinas en general tienen tendencia a levantarse y ello está contra­
rrestado por las reacciones concentradas en las esquinas como se indica en 
la figura 52 b). 
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Borde elásticamente apoyado y elásticamente empotrado 

Si el borde x = a de una placa está rígidamente unido a una viga 
soporte (fig. 53) la flecha en los puntos de este borde no es nula, sino igual 
a la flecha de la viga. Igualmente el giro del borde es igual a la torsión de 
la viga. Sean B y C la rigidez de la viga a flexión y a torsión respectiva-

¡----------- a ---------1 

AW222Zm"V' 
y % 

FIG. 53 

mente. La carga transmitida de la placa a la viga soporte en la dirección z 
es, según la ecuación (a) 

_ V~ = - (Q", - aMxv) = D ~ [a2~ + (2 _ v) a2~] 
ay x-a aX ax ay x_a 

y la ecuación diferencial de la deformada de la viga será 

B (a4~) = D ~ [a2~ + (2 _ JI) a2~] 
ay _ ax ax ay x-a (114) 

Esta ecuación da una de las condiciones de borde de la placa para 
x = a. 

Para obtener la segunda condición, hay que considerar la torsión de la 
viga. El ángulo l girado por una sección transversal de la viga es 
-(ow/ox)x~ a y la variación unitaria de este ángulo en el sentido del borde 

. (a 2
w ) 

- ax ay x-a 

Por lo tanto el momento torsor de la viga es -C(B2w/BxY) x .. a. Este 
momento varía a lo largo del borde ya que la placa rígidamente unida a la 
viga, transmite a ésta los momentos torsores repartidas de un modo con­
tinuo. El valor de estos momentos aplicados por unidad de longitud, es 
igual y de signo contrario al de los momentos flectores Mx de la placa. De 
ahí, considerando el equilibrio de un elemento de la viga, respecto al giro 
en su plano, tenemos 

I Para el signo del ángulo se aplica la regla del tornillo de la mano derecha. 
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O bien sustituyendo Mx por su expresión (101) 

a ( a2w ) (a2w a2w) -C- -- =D -2+ V -2 ay ax ay %_a ax ay %-(1 

(115) 

Esta es la segunda condición de borde de la placa para x = a. 
En el caso de una placa con contorno curvo (fig. 54), tomamos para un 

punto A del borde los ejes de coordenadas en las direcciones de la tangente 
t y la normal n como se indica en la figura. Los momentos flectores y 

torsores en ese punto son 

j h/ 2 
M" = zu" dz 

-h/2 M"e jh/2 
- ZT"e dz 

-h/2 

~---------------x 

b) 
FIG. S4 

Empleando para las tensiones an y Tnt las conocidas expresionesl 

a = a cos2 a + ay sen2 a + 2Txy sen a cos a 
T : T (cos2 a - sen2 a) + (ay - ax ) sen a cos a 
nt xy 

podemos escribir las expresiones (b) en la forma siguiente: 

M n = Mx cos2 a + My sen2 a - 2Mxy sen a cos a 
M nt = Mxy (cos2 a - sen2 a) + (Mx - My) sen a cos a 

(b) 

Ce) 

El esfuerzo cortante Qn en el punto A del contorno se deduce de la 
ecuación de equilibrio del elemento de placa indicado en la figura 54 b) de 
donde 

o bien 

Qn = Qx cos a + Qy sen a (d) 

Teniendo las expresiones (e) y (d) pueden en cada caso particular 
escribirse sin dificultad las condiciones de borde. 

I Las direcciones x e y no son las direcciones principales en el caso de flexión pura; por 
lo tanto. las expresiones de M n y M ni difieren de las dadas por las ecuaciones (39) y (40). 
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Si el borde curvo de la placa está empotrado tenemos 

w=O aw = O 
an 

En caso de borde simplemente apoyado tenemos 

w=o 

(e) 

(f) 

Sustituyendo M n por su expresión en la primera de las ecuaciones (e) y 
utilizando las ecuaciones (101) y (102) pueden expresarse las condiciones 
de borde (j) en función de w y sus derivadas. 

Si el borde de la placa está libre las condiciones de borde son 

M" =0 v = Q - aM", = O 
" " as (g) 

donde el término - oMntlos se obtiene en la forma indicada en la figura 50 
y representa la parte de reacción en el borde debida al reparto de momentos 
torsores M nt a lo largo del mismo. Sustituyendo Mn , M nt y Qn por sus 
valores en (e) y (á) y valiéndonos de las ecuaciones (101), (102), (106) Y 
(107) podemos escribir las condiciones de borde en la forma siguiente 

( 
a2w 02W a2w ) 

v 6w -1- (1 - v) cos2 
lX ax2 + sen 2 

lX oy2 + sen 2lX dX ay = O 

a a o[ ¡Pw 
eo!'! lX OX 6w + sen lX ay 6w + (1 - v) as eos 2lX ox ay (116) 

+ ~ sen 2lX G~~- ::~) ] O 

donde como en casos anteriores 

a'lw a2w 
6w=-+-ox'l ay2 

En el próximo apartado se da otra forma de obtener estas condiciones. 

23. Otra formo. de obtención de las condiciones de borde 

La ecuación diferencial (104) de la deformada de una placa y las condiciones de 
borde pueden obtenerse mediante el principio de trabajos virtuales junto con la 
expresión de la energía de deformación de una placa flectada l

• Puesto que en la 
obtención de la ecuación (104) se despreció por completo el efecto de las tensiones 
tangenciales sobre la deformación, la expresión correspondiente de la energía de 
deformación incluirá únicamente términos dependientes de los momentos flectores y 

I Por este método se obtuvieron por primera vez de modo satisfactorio las condicidnes 
de contorno; véase G . Kirchhoff en J. Crelle, vol. 40, 1850, Y también su .Vorlesungen über 
Mathematische Physik. , Mechanik, pág. 450, 1877. Lord Kelvin se tomó gran interés en las 
deducciones de Kirchhoff y habló de ellas con Helmholtz; véase la biografía de Kelvin por 
Sylvanus Thompson, vol. 1, pág. 432. 
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torso res como en el caso de flexión pura estudiadúen el apartado 12. Empleando la 
ecuación (48) obtenemos la energía de deformación para un elemento infinitesimal 

1 {(O"w O~V)' [O'w a'w ( o"w )']} dV = - ]) - + - - 2(1 - JI) - - - --.. dx dy 
2 ()x' ay' ox' ay'ox al¡ (a) 

La energía total de deformación de la placa se obtiene por integración 

) JI {(f)"'rV ()'w)' [o"w o'w (o'w )']} V = - J) - + - - 2(1 - v) - - - -- dx dy 
2 (Ix' ay' (Ix' ay' ox ay (117) 

estando la integral extendida a toda la superficie de la placa. 
Aplicando el principio de los trabajos virtuales, supongamos que se produce una 

variación infinitamente pequeña ów de las flechas w. Entonces el cambio correspon­
diente de la energía de deformación debe ser igual al trabajo producido por las fuerzas 
exteriores en el desplazamiento virtual supuesto. Para calcular este trabajo, debemos 
tener en cuenta no sólo la carga transversal q repartida sobre la super(icie sino 
también los momentos flectores M n y las fuerzas Qn - (3Mn,! 3 $) repartidas en el 
contorno de la placa. Por 10 tanto la ecuación general dada por el principio de los 
trabajos virtuales es 

La primera integral del segundo miembro de esta ecuación representa el trabajo 
de la carga transversal al producirse el desplazamiento ów. La segunda, extendida a 
10 largo de la placa, da el trabajo de los momentos flectores debido al giro 3 (bw)!ón 
del borde de la placa. El signo menos se debe a los sentidos elegidos para M n y la 
norma n indicados en la figura 54. La tercera integral da el trabajo de las fuerzas 
transversales aplicadas en el borde de la placa. 

Para el cálculo de la variación b V de la energía de deformación aplicaremos al 
primer término de la expresión (117) algunas transformaciones que vamos a explicar 
con detalle. 

Una variaCión pequeña de este término es 

JI (a"w)2 lY a"w a' oW o - dx dy = 2 - -- dx dy 
ax' ox' ax' 

2 fY [ a (a'w a ato) a3
w a ato] = a; ox' ax - ox3 ¡;;- dx dy 

fY [ o (a"w o ato) o (03W ) a4w ] =2 - -~ -- -ato +-ato dxd ox ox' ox ax ox' ox. y 
(e) 

En los primeros dos términos siguientes al último signo igual en la expresión (e) 
la integral doble pueden sustituirse por integrales simples si recordamos que para 
toda función F de x e y se cumplen las expresiones 

J f :: dx dy = J F cos a ds 

f J : dx dy = J F sen a ds 
(d) 
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En estas expresiones las integrales simples se extienden a todo el contorno y es el 
ángulo entre la normal y el eje x como se indica en la figura 54. Mediante la primera 
de las expresiones (d) podemos poner la expresión (e) como sigue 

o rf (a"w)' dx dy = 2 rf 04w Ow dx dy + 2 J (a"w a OW - 03W Ow) COS a ds (el 
}J ~ JJ ~ ~. ~ ~ 

Recorriendo el contorno en el sentido indicado en la figura 54, tenemos 

oato o ato dn oatods ooW o ato 
¡;;- = ---a;; dx + as dx = an cos a - as sen a 

Con. esta transformación la expresión (e) toma la forma: 

o Ji (::~y dxdy = 2 JJ :: owdxdy 

J a·w (a oW o OW ) + 2 - -- COS a - -- sen a COS a ds 
ax· on AS 

Integrando por partes tenemos 

JOSW 
- 2 - oW COS a ds axl (f) 

f a"w sen a cos a o ato ds = I o'w sen a COS a OW 1- J !!.- (o"'rv sen a COS a) ato ds 
ox' as ax' oS ox' 

El primer término del segundo miembro de esta expresión se anula, puesto que 
estamos integrando sobre el contorno completo de la placa. Así obtenemos 

J a~ sena cos a a ato ds = - J!... (a"w sena cos a) oW ds 
ox as as ax' 

Sustituyendo este resultado en la ecuación (f) obtenemos finalmente la variación 
del primer término de la expresión de la energía de deformación, tal variación toma 
la forma siguiente: 

11 a4w I a"w a oW = 2 - oW dx dy + 2 - cos' a -- ds 
ax4 ax' an 

J [a (a"'rv ) a
3
w ] + 2 - - sen a COS a - - COS a oW ds 

as ox' ax3 
(g) 

Transformando de modo análogo las variaciones de los otros términos de la 
expresión (117) obtenemos 

J
AJA (' o"'rv ')' JAJA a4w J" a'w o oW o - dx dy = 2 - oW dx dy + 2 -sen' a -- ds ay' ay. ay' on 

f [O (o"'rv ) o·W ] -2 - -senaCosa +-sena owds 
08 ay' ay' 

(h) 

ff o"'rv o"w ff 04w o - -dxdy = 2 --- owdxdy 
ox' ay' ()x 2 ay' 

f (o"w a"'rv) o ow f { 03W é)!w + -cos'a +-sen2 a --ds - --sena +---cosa ay' ox' an ax' ay ()x ay' 

+ ~ [(~ - a"'rv)sena cos a]} ow ds 
as 8x' ay' 

(i) 
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a {f (~)I dxdy = 2 {f~ awdxdy J J élx ély J J élx' ély' 

1 él'w él aw 1 {él [ él'w ] + 2 --sena cos a -- ds + - -- (sen2 a - casi a) 
élx ély éln éls. élx ay 

- --- COS a - --- sena aw ds él 3w a3w} 
oX ély' élx' ay 

(j) 

U san do estas fórmulas la variación de la energía potencial vendrá dada en la 
forma siguiente: 

W #' D (11 óów aw dx dy 

+ f [(1 - v) (éltw cos' a + 2 él'wd sena cos a + éltw sen2 a) + "ów] a aw ds 
ax' élx y ay' On 

+ 1 {el - JI) ~ [(a'w - éltw)sena cos a - a2w (cos2 a -sen' a)] 
éls ax' ély2 élx ay 

_ (a
3
w + a

3
w) cos a _ (a

3
w + él

3
W) sena} ów ds) (118) 

ax3 élx élY2 ély3 ax' ély 

Sustituyendo esta expresión en la ecuación (b) y recordando que lYw y o(IYw)/on 
son cantidades arbitrariamente pequeñas que satisfacen las condiciones de contorno, 
deducimos que la ecuación (b) se satisface solamente si se cumplen las tres ecuaciones 
siguientes: 11 (DMw - q) awdxdy .. O (k) 

(a'w atw él'w)] -JI) ,cos'a+2--senacosa+-sen'a +"óW 
élx ax ay ay' 

+M .. -di = o } 
a aw 

an (l) 

1 (D {(l - ,,)i [(a2w - él'w)senacosa - él2w (COS'a -sen2 a)] 
éls élx' ély' élx ay 

--+---. COSa - - + --- sena - Q .. - --"-' awds = O (
él

3
W osw) (élaW éllW) } ( élM )) 

ax' élx ay' élya élx·ély '. OS 
(m) 

La primera de estas ecuaciones se cumple únicamente si en todo punto de la 
superficie media de la placa tenemos 

DLlLlw - q = O 

que es la ecuación diferencial (104) de la deformada. Las ecuaciones (l) y (m) dan las 
condiciones de borde. . 

Si la placa está empotrada en un borde lYw y e «(¡w)/cn son nulas en todo el borde 
y se satisfacen las ecuaciones (l) y (m) en el caso de borde simplemente apoyado 
/iw = OyM =0 

Por lo ta~to s~ satisface la ecuación (m) y se satisfará (l) si 

(o'w. a'w a'w) 
(1-,,) ,COS a+2-- senacos",+-sen%", +pÓw=O 

élx ax ély oy' (n) 
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En el caso particular de borde recto paralelo al eje y, es a = O Y de (n) obtenemos 

él'w él'w 
élx' + P ay' = O 

como debía ser para borde simplemente apoyado. 
Si el borde de una placa está totalmente libre, los valores lYw y o(liw)/on en las 

ecuaciones (l) y (m) son arbitrarios; además Mn = O Y Qn - (oMn,/ o s) = O. Por 
consiguiente, de las ecuaciones (l) y (m) obtenemos para borde libre 

(
él'w él'w él2w) (l-v) -cos'a+2--senacosa+-sen'a +vówosO 
ax2 ax ay ély· 

(1 - p) i [(o'w _ él'w)sena cos a - a'w (cos l a -sen l a)] 
éls élx· ély' ax ay 

_ (aaw + él
3W) coa a _ (a3

w + éllW) sena = O 
élx3 élx ély' ély· élx' ély 

Estas condiciones están de acuerdo con las ecuaciones (116) que ya se obtuvieron 
(v. pág. 108). En el caso particular de un borde recto paralelo al eje y, es a = O Y 
obtenemos 

éltw + p éltw = O 
élx' ély' 

éJ3w a3w - + (2 - p) -- = O 
~X3 ax ay' 

Estas ecuaciones coinciden con las ecuaciones (112) y (113) ya obtenidas anterior­
mente. 

En el caso en que haya unos momentos M n y fuerzas transversales Qn - (oM n.! 
los) dados repartidos en el contorno de la placa, pueden determinarse de nuevo las 
correspondientes condiciones de borde a partir de las ecuaciones (l) y (m). 

24. Reducción del problema de la flexión de una placa a la deformación 
de una membrana 

Se presentan casos en que es más sencillo sustituir la ecuación diferen­
cial (103) de cuarto orden deducida para una placa por dos ecuaciones de 
segundo orden que representan las flechas de una membrana l

. Para ello 
empleamos la forma (104) de esta ecuación 

q 
TI (a) 

y teniendo en cuenta que sumando las dos expresiones (101) de los momen­
tos flectores tenemos 

(b) 

I Este m étodo de estudio de la flexión d e las placas fue introducido por H . Marcus en su 
libro Die. Theorie elastischer Gewebe, 2.a ed., pág. 12 , Berlín, 1932. . 
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Introduciendo una nueva rotación 

M = M" + M y = D(iPW + a2w) 
1 + v - ax2 iJy2 (119) 

Las ecuaciones (a) y (h) pueden escribirse en la forma siguiente 

a2M a2M 
ax2 + ay2 = -q 

!>2W !>2W ~f 

~X2 + ~y2 = ; 

(120) 

Ambas ecuaciones son de la misma clase que la que se obtiene para una 
membrana! uniformemente tensada bajo carga transversal. 

La solución de estas ecuaciones se simplifica mucho en el caso de placa 
simplemente apoyada de forma poligonal, en el cual en cada parte recta del 
contorno tenemos O 2W(OS2 = O por ser w = O en el contorno. Teniendo en 
cuenta que por ser el borde simplemente apoyado M n = O deducimos 
también 02w/On2 = O en el contorno. Por lo tanto [v. eco (34)] tenemos 

a2w a2w a2w a2w M 
as2 + an2 = ax2 + ay2 = - D = O (e) 

en el contorno según la segunda de las ecuaciones (111). Se ve que la 
solución del problema de la placa se reduce en este caso a la integración 
sucesiva de las dos ecuaciones (120). Comencemos con la primera y deter­
minemos una solución que satisfaga la condición M = O en el contorn02

• 

Sustituyendo esta solución en la segunda ecuación e integrándola, hallamos 
las flechas W. Ambos problemas son de la misma clase que el problema de 
calcular las flechas de una membrana uniformemente tensada, con carga 
lateral y flecha nula en el contorno. Este último problema es mucho más 
sencillo que el problema de la placa y puede siempre resolverse con apro­
ximación suficiente utilizando un método de integración aproximado como 
el de Ritz o el método de diferencias finitas. Se estudiarán más adelante 
(v. aps. 80 y 82) algunos ejemplos de aplicación de estos últimos métodos. 
En el estudio de los problemas de torsión 3 se dan varias aplicaciones del 
método Ritz. 

Otro caso sencillo de aplicación de la ecuaciones (120) es el de ia piaca 
poligonal simplemente apoyada flexada por momentos M n uniformemente 
repartidos en el contorno. En este caso las ecuaciones (120) toman la forma 

i)2M i)2M 

ax2 + ay2 = O 

a2w a2w M 
ax2 + ay2 = - D 

(121) 

I Véase S. Timoshenko y J. N. Goodier, Theory 01 E/as/ici/y , 2." ed. , pág. 269, 1951. 
2 Nótese que si la forma de la placa no es poligonal, M generalmente no se anula en el 

contorno cuando es M" = O. 
" Véase Timoshenko y Goodier, op. ci/., pág. 280. 
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En el borde recto tenemos de nuevo o2w jO?' O. De donde 

M n = 
a2w 

- D iJn2 
y en el contorno tenemos 

a2w iJ 2w iJ2w M n M 
iJx2 + ay2 an2 D D 

Esta condición de contorno y la primera de las ecuaciones (121) se 
cumplirán dando a M el valor constante M = M n en todos los puntos de 
la placa, lo que equivale a que la suma de momentos flectores Mx y My es 
constante en toda la placa. Las flechas se hallarán entonces de la segunda 
de las ecuaciones (121) 1 que toma la forma 

~:~ + ~~~ = - ~n (d) 

Puede deducirse de esto que, en el caso de una placa poligonal simple­
mente apoyada, f1exada por momentos Mn uniformemente distribuidos en 
el contorno, la deformada de la placa es la misma que para una membrana 

[1-------- a -----] 

1 c----x 

L a) ~ 
B~_~_ Y ·R b) J 

FIG. 55 

uniformemente tensada con carga uniformemente distribuida. Hay muchos 
casos para los cuales las soluciones del problema de la membrana son 
conocidas. Estas soluciones pueden aplicarse inmediatamente ' en el estudio 
de los correspondientes casos de placas. Sea, por ejemplo, el caso de una 
placa triangular regular simplemente apoyada flexada por momentos M 
uniformemente distribuidos en el contorno. La deformada es la misma qu~ 
I,a ~e la membrana uniformemente tensada y uniformemente cargada. Esta 
ultIma se puede obtener experimentalmente con facilidad tendiendo una 
lámina de agua de jabón sobre un contorno triangular y ca:gándola unifor­
memente con aire a presión2 • 

193~. El primero que lo demostró fue S. Woinowsky-Kriegcr , ¡n!?r.-Arch. , \'01. 4, pág. 254, 

" Tales experimentos se usan para resolver problemas de torsión ; véase Timoshenko y 
Goodier, op. cit., pág. 289. 
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La expresión analítica de la deformada es también comparativamente 
sencilla en este caso. Tomemos el producto de los primeros miembros de 
las ecuaciones de los tres lados del triángulo 

Esta expreSIOn evidentemente se anula en el contorno. Por lo tanto la 
condición de contorno w = O se cumple para la membrana si las flechas 

tienen la expresión 

[

X 3 - 3y2x a(x2 + y2) 4a3
] 

w = N 3 - . 3 + 3 . 27 (e) 

Donde N es un factor constante cuyo valor se elige de modo que se 
cumpla la ecuación (d). De este modo obtenemos la solución buscada 

w = ::'D [x 3 
- 3y2x - a(x2 + y2) + 2~ a3

] (1) 

Sustituyendo x = y O, obtenemos la flecha en el centro del triángulo 

M"a2 

Wo = 271i (g) 

Las expresiones de los momentos flectores y torso res son según las 
ecuaciones (101) y (102) 

Mz=~"[1+V-(1 1')3;] 

M y = ~n [ 1 + 1'+(1 - v) 3; ] 
Jl-fzlI 

3(1 - v)Mny 
2a 

Los esfuerzos cortantes según las ecuaciones (106) y (107) son 

(h) 

(1) 

En el contorno según la ecuación (d) de el apartado 22, el esfuerzo 
cortante es Qn = O y el momento flector es igual a M n. El momento torsor 
en el lado BC (fig. SS) según las ecuaciones (e) del apartado 22 es: 

M - 3(1 - v)M n ( - r3 ) 
nI - 4a y - V X 

Las reacciones verticales que actúan en el lado BC (fig. SS) son 

_ 3(1 - v) M 
2a n 

(i) 
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Por simetría deducimos que las mismas reacciones uniformemente 
distribuidas actúan también en los otros bordes de la placa. Estas fuerzas 
están compensadas por las reacciones en las esquinas de la placa rectangu­
lar, cuyo valor puede hallarse como se indica en la página 105 Y es 

R = 2(M"t)z_la,II_0 = (1 - v) V3 M", (j) 

La distribución de las reacciones en el contorno est~ indicada en la 
figura SS b). Las máximas tensiones de flexión están en las esquinas y 
actúan en el sentido de los planos bisectores de los ángulos. El valor de los 
correspondientes momentos flectores es según las ecuaciones (h) 

(k) 

Este método de determinar la flexión de una placa poligonal debida a 
momentos uniformemente repartidos en el contorno puede aplicarse al 
cálculo de las tensiones térmicas producidas en tales placas por calenta­
miento no uniforme. Al estudiar las tensiones térmicas en placas sometidas 
a tracción se vio en el apartado 14 [eco (b)] que el calentamiento no unifor­
me produce momentos flectores uniformemente repartidos en el contorno 
de la placa, momentos que evitan toda flexión de la placa. El valor de estos 
momentos es l 

atD(1 + v) 
M .. = h (l) 

Para obtener las tensiones térmicas en el caso de una placa simplemente 
apoyada basta superponer a las tensiones producidas en la flexión pura 
debida da los momentos (l) las tensiones que se producen en una placa 
simplemente apoyada en los bordes por los momentos flectores 
- atd(1 + v)/h uniformemente repartidos en el contorno. La solución de 
este último problema puede obtenerse sin gran dificultad, en el caso de una 
placa de forma poligonal2

, como ya se explicó. 

FIG. 56 

I Se supone que la cara superior de la placa mantiene una temperatura más alta que la 
cara inferior y la placa así tiene tendencia a flexar con la convexidad hacia arriba. 

2 Véase el estudio de J. L. Maulbetsch, J. Appl. Mechanics, voL 2, pág. 141, 1935. 
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Tomemos de nuevo como ejemplo una placa triangular regul~r si los 
bordes están sujetos, los momentos flectores debidos a un calentamiento no 

uniforme son 
M' = M' = atD(~ + JI) 

" 11 
(m) 

Para hallar los momentos flectores Mx y My para una placa simplemente 
apoyada debemos superponer a los momentos (m) los que se obtienen de 
las ecuaciones (h) haciendo M n = ~ atD(1 + v)fh. 

De esta forma se obtiene finalmente 

M 
- atD(l + JI) _ atD(lj-_jlj [1 + JI - (1 

1 x - h 2h 

atD (1 + v) _ atD (1 + ji) [1 + JI + (1 _ 
h 2h 

M =! atEh
2
y 

"11 8 a 

v) 3~T ] 
= atEh

2 (1 + 3X) 
24 a 

v) 3;] 
atEh2 (1 _ 3X) 

24 a 

Las reacciones pueden obtenerse de las ecuaciones (l) y (g) sustituyendo 
M

n 
= ~ atD(1 + v)fh. De ahí deducimos 

aM,,¡ atEh2 

V .. = Q" - as = Sil R 
va atEh2 

12 

Los valores obtenidos para los momentos y reacciones ocasionados por 
un calentamiento no uniforme están representados en la figura 56 a) y b), 
respectivamente. 

25. Influencia de las constantes elásticas en el valor de los rrwmentos flectores 

Se ha visto en las ecuaciones (101) y (102) que los valores de los momentos 
flectores y torsores están considerablemente influidos por el.,:alor numérico del 
coeficiente de Poisson. Por otra parte puede demostrarse con faCilidad que para casos 
de carga transversal el valor de Dw es independiente de E y v esté la placa simple-
mente apoyada o empotrada y sean sus bordes rectos o no lo sean. ' . 

Suponiendo cualquier combinación de estas condiciones de contorno conSidere­
mos el siguiente problema. Dados unos momentos Mx y M lI para un valor de ", 
calcular los nuevos valores de estos momentos para un valor v' de la misma constante 
elástica Sean M' y M' los nuevos valores de los momentos flectores. Escribiendo las 
ecuacio~es (101{ prim~ro para" y después para ,,', eliminando entre ellas las curva­
turas o2wjox2 y o2wjoy2 y resolviendo las ecuaciones resultantes, obtenemos para M; 

y M~ 
M' = _1_ [(1 - ~~/)M. + (~' - v)Mvl 

, s 1 _ ~I 

(122) 

M' = _1_ [(1 - ",,')M. + (,,' - ~)Mzl 
• 1 - ,,1 
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Así pueden calcularse M; y M~ si se conocen Mx y My. 
Si la constante " está incluida en alguna de las condiciones de contorno, como 

ocurre en el caso de borde libre lec. (112)], las ecuaciones (122) ya no son válidas. 
Si la placa está elásticamente apoyada o elásticamente empotrada, los momentos 

dependen también del valor de la rigidez a flexión D de la placa respecto a la ngldez 
de la coacción. 

Las tensiones térmicas, finalmente están afectadas no sólo por los factores men­
cionados, sino también por el valor absoluto de la rigidez D de la placa. 

En la tabla 5 se dan valores medios de ", para algunos materiales. El último valor 
de la tabla varía considerablemente según la edad del hormigón, tipo de áridos y otros 
factores'. 

TABLA 5 
Valores medios del módulo de Poisson /' 

Acero 
Aluminio 
Vidrio 
Hormigón 

26. Teoría exacta de placas 

Material 

:1 

0,30 
0,30 
0,25 

0,15-0,25 

La ecuación diferencial (103) que junto con las condiciones de borde, define las 
flechas de una placa, se dedujo (v. ap. 21) despreciando el efecto que tienen sobre la 
flexión la tensión normal az y las tensiones tangenciales T", y Tyz ' Esto significa que en 
la deducción de esta ecuación se ha considerado que las capas delgadas en planos 
paralelos al plano medio están en estado de tensión plana en que sólo las tensiones 
ax , ay y Txy pueden ser distintas de cero. Uno de los casos más sencillos de esta clase 
es el de flexión pura. La deformada en este caso es una función de segundo grado en 
x e y [v. eco (c),ap. 11] que satisface la ecuación (103). Las tensiones ax ' ay y T XY son 
proporcionales a z e independientes de x e y. 

Hay otros casos de flexión en que se produce rigurosamente una distribución 
plana de tensiones. Sea por ejemplo una placa circular con un agujero circular en el 
centro, flexada por momentos M r uniformemente repartidos en el contorno del 
agujero (fig. 57). Cada capa delgada de la placa, separada por dos planos próximos 
paralelos al plano medio está en las mismas condiciones tensionales que un cilindro 
de pared delgada sometido a compresión o tracción uniforme [fig. 57 b)]. La suma 
ar + a, de las tensiones principales es constante en este caso' y puede deducirse que 
la deformación de la capa en la dirección z es también constante y nel interfiere con 
la deformación de las capas adyacentes. Por lo tanto tenemos de nuevo una distribu­
ción plana de tensiones y la ecuación (103) es válida. 

Veamos ahora el caso general de la forma de la deformada de una placa cuando 
la flexión da por resultado una distribución plana de tensiones. Para resolver esta 
cuestión hay que considerar las tres ecuaciones diferenciales de equilibrio y las seis 
condiciones de compatibilidad. Si se desprecian las fuerzas de masa estas ecuaciones 
son:\: 

, El código alemán (DI!\: 4227) de valores de /' que pueden expresarse aproximadamente 
por /' ~ fl. /350, siendo ¡; la resistencia a compresión del hormigón a 28 días en libras 
por pulgada cuadrada, Véase también J. C. Simmons, Z\llag. 01 Concrete Research, vol. 8, pá­
gina 39, 1956. 

Véase Timoshenko y Goodier, op. cit" pág. 60. 
, Véase ibíd., págs. 229, 232. 
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derx + drxu + dTu = O 
dX dy dZ 

der. + dTz • + aTyZ = O 
ay ax dZ 

oUz. + éh-:u + 071/% = o 
dZ ax ay 

1 ( 21) 
Ll.,erx = ----

1 + vax2 
( 21) 

Ll.,er. = ----
1 + v dY' 

1 ( 21) 
Ll.,er. = ----

1 + v az' 
¡PI) 

.1. 1'1"%" = -----
1 + v dX ay 

1 a'l) 
dlTxz = -----

1 + /1 ax az 
1 ( 21) 

.6.1Tuz = -----
1 + v ay az 

en las cuales 

y 

1) = erz + er. + erz 

a' a' a' 
A, = - -1---1-­
-. ax" ay' . az2 

Sumando las ecuaciones (b) hallamos que 

( 21) a'l) a'l) - + - + - = Ll.,l) = O 
ax' ay2 az' 
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(a) 

(b) 

(e) 

(d) 

es decir, que la suma de las tensiones normales es una función armónica. En el caso 
de tensiones planas T" = T", rr_ -- O y de las dos últimas ecuaciones (e) y la 
última de las (b) se deduce que ('IJjr'z es una constante que denominaremos p. Según 
esto la expresión general de (j en el caso de tensiones planas es 

1) = 00 + {3z (e) 

donde (Jo es una función armónica plana, es decir, tal que 

a200 a'l)o 
ax' + ay' = Ll.1)0 = O 

Vemos que en el caso de tensiones planas (j se compone de dos partes, (jo inde­
pendiente de z y fI proporcional a z. La primera parte no varía en el espesor de la 
placa. Depende de la deformación de la placa en su propio plano y puede omitirse si 
interesa únicamente la flexión de las pla(;as. De este modo podemos tomar en adelante 

1) = {3z (f) 
Las ecuaciones de equilibrio (a) se satisfarán en el caso de distribución plana de 

tensiones si tomamos 

T XJJ = (g) 

donde q; es la función de tensiones. Veamos ahora la forma general de esta función. 
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Sustituyendo las expresiones (g) en la ecuación (j) tenemos 

a'<p a'<p 
dX' + ay' = {Jz 

Además de la primera de las ecuaciones (b) deducimos que 

Ll. , a2<p = O o bien ~ Ll.,<p = O 
ay' ay' 

que utilizando la ecuación (h) puede ponerse en la forma siguiente 

~ (a'<p\ = fI 

ay' \ aZ'J ~ 

(h) 

(i) 

De la misma manera que deducimos de la segunda y tercera de las ecuaciones (b) 

a' (a.<p) a
2 

(a.<p) 
ax' az' = O ax ay az' = O 

(j) 

De las ecuaciones (1) y 0) se sigue que 02 'P lo Z2 es función lineal de x e y. Esta 
función puede tomarse igual a cero sin que ello modifique los valores de las' tensiones 
dadas por las expresiones (g). En tal caso, la expresión general de la función de 
tensiones es 

'P = 'Po + 'P,Z (3) 

donde 'Po es una función armónica plana y 'P" satisface la ecuación 

a1<Pl a'<pl 
ax' + ay1 = (J (k) 

Puesto que no estamos interesados en las deformaciones de la placa en su plano 
podemos prescindir en este estudio de 'Po Y tomar como expresión general de la 
función de tensiones 

<p = <P1Z (l) 

Sustituyéndola en las ecuaciones (g) pueden ahora calcularse las tensiones y 
determinarse los desplazamientos mediante las ecuaciones 

au 1 
ax = Ji: (erx - ver.) 

av 1 ay = lE (er. - verx) 

au av 1 
ay + oX = GTx• 

ou aw 
az + ax = O 

aw 
iJz 

av aw -+- =0 az ay 

(m) 

Para los desplazamientos perpendiculares a la placa obtenemos ~e este modo' 

w = - ~ (x1 + y1 + IIZ1) + 1 + 11 
2E ~<Pl 

Y la flecha de la superficie media de la placa es 

{J 1 + /1 

W = - 2E (x' + yO) + --¡¡- <Pl 

las tensiones correspondientes son según las ecuaciones (g) y (l) 

a'<Pl 
a~ = z-­

ay' 
Ts1/ == 

8'<Pl -z--
ax ay 

(n) 

I En la última obra citada se dan varios ejemplos de. cálculo de u, •. y w mediante las 
ecuaciones (m). 
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y los momentos flectores y torsor 

f

h/2 h3 0
'
1"1 fh/2 

M.= u.zdz=--- Mu= u.zdz 
- h/ 2 12 oy' - h/ 2 

= ha 021"1 

12 éJx
' 

f h/2 h3 0 21"1 
M.u = - T •• Z dz = - --

-h/2 12 ax oy 

Para las curvaturas y torsión de la placa, de la ecuación (n) hallamos 

otw {J 1 + JI 0'''''1 a2w = 1 + JI a21"1 

121 

(oj 

-=--+----
ay' E E ay! axay E axay 

de donde mediante las ecuaciones (k) y (o) obtenemos 

a'w a2w 1 - v2 a2""1 -+JI-=---­
éJx' ay' E ay2 D 

a2w + JI a2w = _ 1 - V· 0'1"1 = _ M. 
éJy' ox' E ox' D 
a2w 1 + JI a2

""1 

3x ay = --¡¡- ax éJy = (1 - JI)D 

(p) 

De este análisis puede deducirse que cuando la flexión de una placa se resuelve 
en una distribución plana de tensiones, las flechas w [v. eco (n)) verifican rigurosa­
mente la ecuación (103) e igualmente los momentos flectores y torsor vienen dados 
por las ecuaciones (101) y (102). Si se toma la solución de la ecuación (k) en la forma 
de función de segundo grado en x e y, la deformada (n) es también de segundo grado, 
10 que corresponde a las flechas en flexión pura. En general de la ecuación (k) puede 
deducirse que la flecha de una placa, en el caso de distribución plana de tensiones es 

WJffA211 (®r$J 
__ z__ a) 

b) 

FIG. 57 

r 

la misma que la de una membrana uniformemente tensada y uniformemente cargada. 
La placa indicada en la figura 57 representa un caso particular de tal flexión, caso 
para el cual la solución de la ecuación (k), en coordenadas polares, es 

1"1 = Aro + B In r + e 
donde A,. B y e son constantes a determinar de modo que se cumplan las condiciones 
de borde. 

122 TEORIA DE PLACAS Y LAMINAS 

La;; placas de forma poligonal simplemente apoyadas y flexadas por momentos 
uniformemente repartidas en el contorno, son otro ejemplo de flexión en que la 
deformada satisface la ecuación (n) y se cumplen rigurosamente las ecuaciones (101), 
(102) y (103). Como puede verse por las ecuaciones (k) y (o) en todos estos casos 
tenemos 

es decir, la suma de los momentos flectores en dos direcciones perpendiculares es 
constante en toda la placa. 

% 

FIG. 58 

Consideremos ahora el caso en que la flexión de la placa da por resultados una 
distribución de tensiones plana generalizada, es decir, tal que la tensión normal Gz es 
nula en todos los puntos de la placa y las tensiones transversales Txz y Tyz son cero en 
las caras de la placa z = + h12. La flexión de una placa rectangular empotrada en un 
borde y con carga uniformemente repartida en el borde opuesto (fig. 58) es un 
ejemplo de este tipo de flexión. Por la teoría de flexión de vigas rectangulares sabemos 
que en este caso Gz = O en todos los puntos de la placa y T x z es cero en las caras 
de la placa y varía a lo largo del espesor de la placa de acuerdo con la ley parabólica 

Utilizando de nuevo las ecuaciones generales (a), (h) y (e) y siguiendo el proce­
dimiento seguido en el caso de distribución plana de tensiones' hallamos que la 
expresión general de la deformada en este caso tiene la forma 

(q) 

en que 'P es una función armónica de x e y y 9, satisface la ecuación 

Puede deducirse de nuevo en este caso que se mantiene la ecuación (103) con 
q = O. 

I La solución rigurosa de este caso fue dada por Saint- Venant; \"é~se );1 traducción de 
Clebsch de Théorie de l"élasticité des corps solides, pág. 337. L'n estudio riguroso de la teoría 
de flexión de placas fue dado por J. H. Michell, Proc. London l\1Iath. Soc., \ '01. 31, pág. 100, 
1900. Véase también A. E. H. Lave, The l\1!athematical Theory oi E/ast;eity, pág. 473, 1927. 
Los resultados que damos en nuestro estudio anterior están tomados de este último libro. 
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Las expresiones de los momentos flectores y torsor y de los esfuerzos cortantes 

en este caso son 

M = -D - + y- +-- Dh2 -Llw (
oZw oZw) 8 + y o' 

• ox2 ay' 40 ay' 

M = - D - + v - + -- Dh' - Llw (
aZw a'w) 8 + y a' 

• ay' ax' 40 ax' 
aZw 8 + y a2 

M •• = D(l - y) -- + -- Dh'-- Llw ax ay 40 ax ay 
a 

Q. = -D- Llw ay 

(123) 

Por 10 tanto las expresiones de los esfuerzos cortantes coinciden con las expresio­
nes (108) dadas por la teoría aproximada, pero las expresiones de los momentos son 
diferentes; los segundos términos de estas expresiones representan el efecto de los 
esfuerzos cortantes. 

Estos términos correctores pueden obtenerse de un modo elemental utilizando el 
mismo razonamiento que en el caso de flexión de vigas. Considerando la curvatura 
en el plano xz, podemos establecer que la curvatura total viene producida por dos 
factores, los momentos flectores Mx y My y el esfuerzo cortante Qx' La curvatura 
producida por los momentos flectores se obtiene restando de la curvatura total 
-c 2wjox2 la parte -c(kQxjhG)jex producida por el esfuerzo cortante'. Sustituyendo 

a (kQ
.) 

a'w hG --+--ax' ax 

y _(02wjoy2) +o(kQ.lhG)jey en lugar de -e2wjex2 y -o2wjey2 en las ecuacio­
nes (101) y empleando las dos últimas ecuaciones dél sistema (123) hallamos para los 
momentos flectores las expresiones 

M. (
a.w a2w) kDh2 o' 

- D - + v - + -- - Llw 
ox' ay' u ay' 

(
o'w a.w) kDh' o' 

M y = - D - + v - + -- - Llw 
ay' ax' 6 ax' 

Estas ecuaciones coinciden con las dos primeras ecuaciones del sistema (123) SI 

tomamos 

~ = 8 + v 

6 40 

Para v = 0,3 esto da k = 1,245. 
Por la teoría de flexión de vigas sabemos que la correCClOn debida al esfuerzo 

cortante es pequeña y puede despreciarse si el canto h es pequeño en comparación 
con la luz de la viga. La misma conclusión se mantiene en el caso de placas. 

I k es un factor numérico que en el caso de vigas depende de la forma de la sección trans­
versal. 
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Las expresiones exactas de las tensiones son 

tTz = _ ~ (atw + p atw) + _E_ (h 2
Z _ 2 - V za) ~ Llw 

1 - y2 ax' ay' 1 - v 2 4 6 ay2 

Ez (aZw aZw) E (h'Z 2 - ~ ) a2 

--- -+v- +-- ----Z3 -Llw 
1 - v' ay' ax' 1 - v' 4 6 ax2 

Ez aZw E (h2
Z 2 - v ) a2 

- 1 + v ax ay - 1 - ~2 4 - -6- Z3 ax ay Llw 

(r) 

1'%:11 = 

E(h' - 4z') a E(h' - 4z2) é} 
- - Llw T •• = - Llw (1, == O 

8(1 - y') ax 8(1 - v2) ay 'Tzz = 

Los segundos términos de los segundos miembros de las ecuaciones que dan ax ' 

ay y 'xu son las correcciones debidas al efecto de los esfuerzos cortantes en la flexión. 
Se ve que las tensiones ya no son proporcionales a la distancia z al plano medio, sino 
que contienen un término Z3. Las tensiones tangenciales 'xz y 'yz varían de acuerdo 
con la misma ley parabólica en el caso de vigas rectangulares. En el caso de distribu­
ción plana de tensiones, L1w es constante, y las fórmulas (r) coinciden con las dadas 
por la teoría aproximada. 

El problema de una placa uniformemente cargada puede también estudiarse 
rigurosamente del mismo modo. Así puede demostrarse que la expresión general de 
las flechas en este caso se obtiene sumando a la expresión (q) el término 

1 q ( 2h2 
) - - (x' + y') x' + y' - --

64D \ l-PI 
(8) 

que satisface también la ecuación (103) de la teoría aproximada. Las expresiones de 
los momentos flectores no coinciden con las ecuaciones (101) de la teoría aproximada, 
sino que contienen términos adicionales de corrección. Si el espesor de la placa es 
pequeño en comparación con las otras dimensiones, estos términos son pequeños y 
pueden despreciarse. 

En todos los casos anteriores se han estudiado soluciones generales de problemas 
de flexión de placas sin considerar las condiciones de borde. Hay también soluciones 
rigurosas de varios problemas teniendo en cuenta las condiciones de borde'. 

Estas soluciones demuestran que si la placa puede considerarse (,delgada», la 
teoría usual es suficientemente aproximada para casos prácticos excepto: 

1. En la proximidad de cargas transversales fuertemente concentradas; y 
2. En zonas estrechas de borde, especialmente cerca de las esquinas de las placas 

y en torno a agujeros de un diámetro del mismo orden de magnitud. que el propio 
espesor de la placa. 

. I En estos últimos tiempos la teoría rigurosa de placas ha atraído el interés de los inge-
meros y se han publicado varias memorias importantes sobre este tema. Mencionaremos aquí 
las siguientes: S. Woinowsky-Krieger, Ingr.-Arch., vol. 4, págs. 203 y 305, 1933. B. Galerkin, 
Compt. rend., vol. 190, pág. 1047; vol. 193, pág. 568; vol. 194, pág. 1440. G. D. Birkhoff, 
Phzl. Mag., vol. 43, pág. 953, 1922. C. A. Garabedian, Trans. Am. Math. Soc., vol. 25, pá­
gina 343,1923. Compt. rend., vols. 178 (1924),180 (1925),186 (1928),195 (1932). R. Archie 
Higdon yO. L. Holl, Duke Math. J., vol. 3, pág. 18, 1937. A. C. Stevenson, ·Phil. Mag., ser. 7, 
vol. 33, pág. 639, 1942. R. Ohlig, Ingr.-Arch., vol. 13, pág. 155, 1942. 1. X Sneddon, Proc. 
Cambridge Phil. Soc., vol. 42, pág. 260, 1946. L. Leibenson, Works, vol. 1, pág. 111, Moscú, 
1951. H. Jung, Z. angew. Math. Mech., vol. 32, pág. 57, 1952. E. Koppe, Z. angew. Math. 
Mech., vol. 37, pág. 38, 1957. Para tensiones térmicas véase K. Marguerre, Z. angew .• Math. 
Mech., vol. 15, pág. 369, 1935, e I. S. Sokolnikoff y E. S. Sokolnikoff, Trans. Am. Math. Soc., 
vol. 45, pág. 235, 1939. 
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En el prill1ero de estos casos la tensión normal a, y las tensiones tangenciales 
deben considerarse de la misma importancia en cuanto a su efecto sobre la deforma­
ción de la placa. En la determinación de la corrección necesaria sobre las tensiones 
dadas por la teoría aproximada (v. pág. 90) puede prescindirse de considerar las 
condiciones de borde. En tales circunstancias la solución más conveniente del pro­
blema la proporciona la teoría de placas gruesas. 

En el segundo caso el efecto de la tensión normal a. sobre la deformación es 
secundario comparado con el efecto de las tensiones tangenciales Txz y TI/%" Reciente­
mente se han desarrollado varias teorías modificadas de placas delgadas, teniendo en 
cuenta este último efecto (v . ap. 39). Estas teorías son más aceptables que la teoría 
más rigurosa de placas gruesas para el análisis de tensiones en las zonas de borde de 
las placas. 
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Placas r ectangulares 
simple mente apoyadas 

27. Pla ctllj recuUlg ll lnres lIimp lemen te apoyadns con C(j rga tf inll80 illal 

Disponiendo los ejes de coordenadas como indica la figura 59, se supo· 
ne que la expresión de la carga repartid a sobre la pl aca es 

q = qo sen rx sen ... y (o) 
a b 

donde (lo representa la in tensidad d e la carga en el centro de la placa. En 
eSle caso la ecuac iÓn dife ren cial (103) de la d eformada será 

cl'w il'w a'w qo ... % r y 
ax' + 2ax t ayt + ay' = Jj scll-a sen -¡; (b) 

L as condic iones en los limites para bordes si mplem e nte apoyad os. son 

tll '"'" o 
t l1 - o 

j\1, = O 

M" = 0 
para 

r-------a -----., 
T 

~ 
1._1-__ ...1 

y 
.Fu;;. S9 

x = O y x = o 
y = O " y = b 

x 

Usando la ecuación ( 101) de los momen tos f1 celores y observando que 
por ser en los bord es w = O ya f,eJar = O y iJ~wloy = O para los bordes 
respecti vamente pa ralelos a los ejes x e y, se pueden escribir las cond iciones 
en los limites de la f M lll;!· 

(2) 
a'w x= o ( 1) w - O - - O para ,. x= a 
ax' (e) 
a'w 

(3)w- 0 (1) - - O para y = O y y- b 
ay' 

Se comprueba que todas las condic iones en los límites se cumplen si se 
exp resan las flechas mediante 

w = e sen 7f: sen 7f: (d)-

donde la cons lante e debe elegi rse de modo q ue satisfaga (b). SustituyenJo 
(ti) en (b ) se encuen tra 

.( .... + .... )'c_9' ~ a~ b' D 

y se !lega a que la deformada que satisface a (b) y a las condiciones de 
contorno (e ), es qo ~x ~y 

w == --:--( 1 --;-)! sen a sen b 
~D (ii+P 

(e) 

Con ayuda de esta ex presión y las ecuaciones (101), (102 ), se encuen t ra: 

" q. (1 ,) ~x ~y 
1 l ' a- . a ¡ , ~ = ( ) " "4 + -b" sen ~sen -b 

... ' Qi + bi 

J.lJ. ( q. (~ + ! ) sen "'x sen Ty 
, 1 I)l o' b' a b 

:r ¡¡;+p (f) 

qc(l - .. ) ... X T y 

/11%.- 2(1 1)' eosacosfj 
... (ii+P ab 

Se ve qu e la n echa máxi ma y los momen tos necto res máximos se 
p roducen en el centro dc la placa . S ustituyendo :r por a/2 e JI por b/2 en 
(e) y (f) se encuentra: 

(124) 

• 

(125) 



En el caso partic ular de una pl aca cuadrada, a = b, y las fó rmulas 
precedentes serán 

(126) 

Se calculan los esfuerzos cortan tes por las ecuaciones ( 106) y ( 107) y se 
t iene 

Q 
qo 11'.1: r y . ~ (1 1) eos (; sen 1J 

Ta (Ji + ¡ji 

Q, qo 'lrX 7I:y 

(
11) sen(;COS7) 

... b (i! + ¡ji 

(g) 

Para obtener las reacciones en los bordes apoyados de la pl aca, se ope ra 
como indica el apartado 22. Pa ra el borde x = a se encuent ra 

_ (Q aM.,) _ q. (1 2 - ,) ry 
V. - • - ay ~ - - wa(..!. + .1_)' (Ji + 1)2 sen 1J (h ) 

a! bZ 

Por consiguiente, e l reparto de la reacción sigue una ley sin usoidal, e l 
s igno menos indica que las reacc iones sobre la placa actuan hacia arriba. 
Po r s imetria se llega a que las fó rmulas (h) e (1) repreSenl M también las 
d istribuciones de las reacciones a lo largo de los lados ."( = O e y = O. La 
resultante de las reacc iones es: 

• 4qoab h' /.~ r I 1I"y --,- = go sen - sen -b dx dy 
r o o a 

(k) 

se llega a lit conclusión de que la sumit de lits reacciones repartidas es mayor 
q ue la carga tot31 sobre la pl aca expresada por (r ). Este resultado se expli ca 
fácilmente si se tiene en cuenta que como en el apa rt ado 22 se o btienen no 
solamente las reacciom:s re pa rt idas sino también las reacc iones concen tra_ 

das en los ángu los de la placa. Estas reacciones concentradas son iguales 
por si metría y su valor como se ve en la figura 51 es 

R _ 2(M )_ ... _ 2q.(1 - ,) (1) 
~ - ., , (1 1)' 

1f ah iii + i)i 
Este signo positivo indica q ue las reacciones están dirigidas hacia abajo. 

Su surva es exactamente igual al segu ndo término de la expresión V). La 
figura 60 indica las reacciones repartidas y concentradas que actúan sobre 
la p laca y equi libran la carga definida por la ecuación (a). Se puede ver que 
los ángu los tienen tendenc ia a e lc\'arse bajo la acción de la carga aplicada 
y deben producirse las reacciones c oncentradas R para evitarlo. 

La tensión de fl exión m:íx ima se produce en el centro de la pis 3 . 

••••••••• _. a --------- -

R 

R R 
Fl0. 60 

Suponiendo a > b, se encuentra en el centro que M~ > M I' Por consi­
guiente, la tensión de flexión mlÍxima es 

() ~ 6(M , )", •• _ 6<¡. (" + -') 
O"~ mh h' ( 1 1)' a' b! 

r ' ht (Ji + bi 

La tensión tange nc ial máx ima apa recerá en los puntos medios de los 
lados mayores obse rvando que el es fu erzo cortanle total V = Q -. . ~ . . ~ 
- oNl n /ih: esta repart ida a todo el a n cho del espesor de la placa SigUIendo 
una ley parabólica y utilizando la ec uación (1), se obtiene 

3q, (1 2- ,) 
(1 1)' b' +--..--

211"bh (Ji + bi 

Si la carga suni soidal esta dada po r 

1nTX n1l"y 
q '" qoscn --a- sen T (m) 

donde m y n son núme ros cnteros, se opera como anterio rmente y se 
obtiene para la deformada 

_ qo m"/l"x nry 
W - ( ) ,sen -- sen - b m' n 2 a 

r~D a' + bi 
(127) 

de donde se obtiene por de rivación. los momentos flectores y torsores . 



28. Solucwn d e Novie r paro pla r:a.s rectangulare s s imple m en te apo­
yad(l8 

Se pued e utilizar la soluc ió n d el apartado precedente para calcular las 
flec has producidas, sob re las p lacas rectangulares si mpl emen te apoyadas, 
pMU toda clase de ca rga exp resada por la ecuación 

q ~ f(x ,y) (a) 

Para ello, se representa la función f('l:,y) bajo la forma de una sene 
trigonométrica dobl e': -

¡(x,y) ¿ ¿ m~x nry 
a.. .. s~n a sen T (1 28) 

. _ 1 . _ 1 

Para calcular los coeficientes a m • n ' de esta serie, se multip lica esta 
ecuación por sen ( n ' :;ry)/b (Iy y se integra entre O y b. 

Advirtiendo que: 

{ b n1ty n'JrIl dy Jo sen T sen b 

[6 nry n'ry Jo sen ---¡¡-sen b dy 

Se encuentra que 

[6 n'ry Jo f(z,y ) sen - b- dy 

o 
b 
2 

c uando n té n' 

cuando n = 11,' 

mrx a .... 'scn -­
a 

(b) 

Mult iplicando los d os miemb ros d e (b) por sen (m',o: {a)dx e integrando 
en tre O y a, se tiene 

[ ti ( I> m'u n'ry ab 
Jo J o f(x,y) sen - a- .en - b- dx dy = 4" a .. '.' 

de d onde 
4 (.1.6 m'rX n'r y 

a..'.' = lib Jo 1) f(x,y) sen - a- .en - b- dx dy (129) 

Ve rificando la integración (1 29) se encuen tran los coeficie ntes de la 
se rie (128) para una di st r ibu ció n de carga dada , es d eci r, para 1(0) 
conocido y se representa en este caso la carga dada como la suma d e cargas 
parciales s in uso idales. L a fl echa dada e n cada ca rg a particu lar h a sido 

¡ N~"ie, fue el primero (IU" re!IQ1".ió así este mismo problL-ma et1 unD !\'lemoria q ue prc_ 
s.:nto a I~ AClId~'mia F rane"sa d" Cienc ia!! en 1820. El rcsUm<-'fl de o:íIta r.·lcmoria rue publicado 
en 81111. Soc. Phil._i\1alh .• París. 1823 . El m anuscri .o Ii<: eneuemnr et1 la bibliot.,.;a de l 'Ecol" 
d~ ¡'oo.s e' C hau"""",,". 

estud iada en el aparlado l anl~ ~ior y la fl echa tot~l s~ obtiene sumando los 
terminos dados por la c(ZuaclOn (127). Por consigUIente nos encontramos 

1- -
1 X" "'" a... mrX nr y 

ro = rtD %-Il~- l f:1 (;,' + ~r sen a sen b (130) 

T omemos el caso de na carga un iformemente repartida sobre la super­
fi cie de una plael] pa ra 1 ustrar la aplicación de la solu ción gene ral (1 30) . 
En este caso 

f(x.)1) = qo 

d o nde Q¡¡ es la intensidad de la ca rga uni fo rmemente repartida. La ecuación 
(129) nos d a: 

4qo [ ti [ 6 mrX 1Iry d d 16qo 
a .... = a¡; Jo Jo se n asen b .t: Y = r 'mn (o) 

donde 11/ Y 1/ son n úmeros enteros im pa res. Si m o n, o los dos son pares 
(1", ,, = O. 

Susti tuyendo en (130) se enc uen t ra m = 1,3, S . .. " y 1/ = 1,3, S, .. 

(13 1 ) 

En el caso de una ca rga un ifo rme. se tiene una deform ada simet rica 
respeclQ a los ejes ,\' = tI /2, Y = bl2 Y tod os los términos co rrespondientes 
a valores pares de m o 11, en (131). desaparecen puesto que no son simetricos 
respecto ¡\ los ejes mencionados, La flec ha máxima d e la placa está en su 
centro y se expresa, s ustituyendo x = a/2; y = b/2 en ( 13 1) dando, 

¡:-¡:" .+"-, 16qo (- 1) 2 

W ", ... = r aD (m: n,)' 
mn -+-

.. - 1 .. - 1 a' b' 

(132) 

Esta es uml serie mpidamente cOOl'e rgente; una aprox imación su ficiente 
se obtiene toma ndo el prim er termino de la serie, que en el caso de u na 
placa c uadrada d a 

m"~ = 0 .004 16 qr;;4 

d onde, sustituyendo D or su valor y suponiendo 0. 3, 

q,a' 
W >nax 0:0 0 .0454 b'h l 

Es te resultado liene n error del o rden d e 2,5 0(> (v. labIa 8). 

5 



Oc la exp resión (132) se d ed uce que las flechas de dos p lacas que t ienen 
el m ismo espesor e igual relación a{b, aumenta con la cuarta potencia de la 
longitud de los lados. 

L a ecuación general ( 131) d a el valor de los momentos f1 ectQ res )' 
torsores, ut ilizando las ecuaciones (1 0 1) )' (1 02). L a serie obtenida en este 
caso no conve rge tan nip idamente como (131) Y en un poste rior est udio 
(l' . ap . 30) , se d ara otra forma de solu ción más apropiada para cálculos 
numé ricos. Puesto que los momentos están expresados por las deri vad as 
segundas de ( 131), sus valores máximos si se toman qo Y D iguales son 
p roporcionales al cuad rado de las d imens iones lineales. Puesto que la carga 
total sobre la placa igual a q" ab, es también proporcional al cuad rado de las 
d imensiones lineales de la pl aca, se llega a q ue para d os placas de igual 
espesor y de la m isma relación a/b, los momentos fl ectores mitximos y, por 
consigll if'nlf', las Tensiones m:i.xima.~ son iguales si las ca rgas totales sobre 
las dos placas son iguales l

• 

29, OtraH al,licac ;mul8 de la SQluc i(m de Ntw;e r 

Se ve, por el estudio del apartado ante rio r, que la fl echa de una placa 
rectangular simplemen te apoyada (fig . 59) siempre p uede representarse en 

FIG. 61 

la forma de una ser ie t rigonometrica doble (130), siendo los coefi cientes a..,~ 

dados por la ecuación (129). 
Apliq uemos este resultado al caso de una carga única P un ifom,emente 

reparti da sobre el área de un rectángulo (l'. fig . 61). En vi rtud de ( 129), 
tenemos 

a ..... _ - ,-. sen - - sen --¡:-- dx dy 4P 1.1+ .. /2/'1+.12 mll"x nll"y 
auuv 1- .. / 2 . - . / 2 a u 

o sea 
16P 7n:ll" ~ n:ll"l1 mlf"U nll"v 

a",,, = lI" lmnuv sen a sen b sen """"2"a sen z¡; (al 

I Esta conc lu$iÓfl rue c$lub lC<'ida por ~-lariolte en el Irabajo TrtJ i,~ du mrnro,m",,1 ,1" MU~ , 

p ublicado ~n 1686. Véanse Irdbaj~ cient íficos de l\· I ~tiolte , nuev:a ~-dición. voL 2, páll$. "b7 
)·l N O. 

Si, en particul ar , ! J (I{2, '1 = b{2, 11 = (1 y ti = b, la ecuación (a ) es 
idéntica a la (e), obtenida en el apartado 28, para una placa uniformemente 
cargada. 

O t ro caso de inte rés práctico es la carga ú nica concentrada en un punto 
x = !, Y = '1, de una placa. Ut ilizando (a) y haciendo tender u y ti ha­
cia 0, se t iene 

4P m"l" ~ 11 "1"1'1 
a.~ "" absenasen T (b) 

~' con ayuda de (130), se obtiene para la fl echa 

.o " mll"~ nll"l'j 
4P ~~ sen asenb mll"x 'nll"y 

lI" ~abD L...¡ L¡ (m~ + ~)! sen a sen b 
... .. 1 ROO' at b! 

(133) 

La serie converge rá pid amente y se puede obtener la fl echa en todo 
punto de la pl aca, con una aproxi macion sufi ciente, no tomando más que 
los pr im eros té rminos de la seri e. Calc ulemos, por ejempl o, la fl echa del 
centro, cuando la carga está aplicada también en el pu nto medio. T enemos 
entonces, ; = x = 0/2, '1 = Y = b/2 y la serie (133) da . . 

" :~D l: l: (~ 1 '!')' 
" .o 1 ~ _1 a' + b2 

(e) 

donde ", = 1, 3, 5 ... Y " = 1, 3, 5 En el caso de una placa cuad rada la 
ecuaClOn (e) debcrú ser .. .. 

4Pa' \' \' 1 
temu'" r 4D ~ ~ (mt + n')! 

", .o 1 ~ _I 

tomando los cuatro primeros té rm inos de la se rie se encuentrd 

tD."u= 
O ,011 2 1Pa~ 

D 

que es ap roximada mente 3,5 % menor que el valor exacto (v. tabl a 23, 
pág. 165). 

Como la se rie (128), representa la intensidad de la carga concentrad a, 
es d ivergente en el punto x = :, y = '1, igualmente lo son las series que 
expresan los momentOs f1 ectores y los esfuerzos cortantes en el punto de 
apl icacion de la ca rga. 

Cons id eremos la expresion 

.... mll"~ n rl1 m"/l"x n ll"l'j 

2: 2:
sen--,en - -"n--sen -

" a b a b 
, 'abO ( m' n')' - + -

.. - 1 n _ 1 a2 b' ( 134) 

w 



que, en v irtud de la ec uación (133) represen la la fl echa debida a la carga 
unidad P = 1 Y que se esc ribe en resumen K(x,y, ,;, ,¡), Siendo las va riables 
x e y , t(.1 =- K(x,y ,!, 'J) es la ecuación de la deformada d e la p laca , sometida 
a una carga u nidad ap licad a en un punto fijo x = t, y = '1. Si .; Y '1 son las 
variables, la ecuación ( 134) define la superfi cie d e influenc ia para la fl echa 
de la placa en un pun to fijo x, y , cuando la posic ión de la carga unidad 
móvil es ta dada por ! y ' l. Además para una carga cualquiera de in tens idad 
f U, '1) repartid a so bre un área A conocida. la flec ha correspondiente se 
obtiene fá cilmente en todo punto de la placa. En efecto ap licando una carga 
elemental f ({, '1) d; d '1 a l p unto x = ;, y = '/ Y utilizando el p rincipio de 
supe rpos ició n , se llega a la flecha 

w ~ f f f(¡ ,, )K (x ,y,¡' , ) d¡d, 
A 

(135) 

estando la ¡nlcgra[ doble ex tcndida a la s\.l perficie cargada y K(:t'.}', E,,¡) 
dada p or (134). 

A la runción K(x,y,e, ,¡) se le llama a menudo función de Creen de la placa. ESla 
(unció n e!uá asociada fI las cond iciones en los límites de una placa rectflngular 
s implemente apoyada cuando estÁ dada bajo la forma 134. De todas formflS, muchas 
propiedades de la fu nción de Creen son independientes de estas restricciones. Un 
ejemplo de esto es la propiedad de simetria, expresada PQr 

K (x,y,t',,,) - K (f,,,,x,y) 

<Iue deriva del teorema recíproco de Maxwell ' y qw' es fá cil de comprobar en el cuso 
particular de la función (1 39). • 

Como en el últ imo ejemplo de la aplicación de la solución de Navier. considere­
mos el caso de una carga P uniformemente repartida sobre el área de un círculo de 
radio e y de centro el punto de coordenadas x = : . y = '1. Operemos en coordenadflS 
polares. (b O tomando como origen el centro del area ca;gada y sustituyendo el área 
elemental d.\· dy de (1 29) por (!dedO. obtendremos, en la misma ecuación ( 129) 

, P 1,' 1,2. mr(~ + p coe , ) 1'1 ... (" + p sen , ) 
a... - - - sen sen p ' {p d, 

abrc' oo a b 
(d ) 

La solución de la integral (11) da, a condición que el círculo f! _ e quede por 
entero en 1 .. Hrnitl.'S de la placa' : 

8P m:r~ 11...., 
o ... - -;::- J, (y .. .,t:)sen - scn-, 

a""y.. . a 
(.) 

donde 1' ... - ;r V ( /11 10)' + (nlb)' y J,(r ... e) es la función de Bessel, de primer orden 
con el argull1ento )'",.c. La flecha buscada se obtiene sustituyendo (e) en (1 30). 

Se ve que la solución d e Navier sigue sie ndo sencilla en los casos 
relativame nte compli cados de d is t ribución d e ca rga . Po r o t ra parle la serie 
doble de e s tll so lución no es cómoda para los cálcul os numéricos, especia l­
mente en el caso en que in lervienen derivadas de o rden elevado de w . 

Véase. por ejcmplo, S. T itnoshcnko )' D. H. Younll. 1'hro~J' oJ S n"r/",n. 1945, p~ lC . 250 , 
• Vi ase S. Woinowsk )' _Kri~er , ¡ngT._Arch .• "oL 3. 1932, pág. N O. 

Veremos en el aparlado sig uiente otm forma de sol uc ión de flexión de 
p lacas rectangu lares. 

30. Otra M.l lucw n pu ra placas reckm s ula r es s i m plenlen te apoyadas y 

u.n ifor ,nem e nte cargadas 

Es tudiando los problemas de flexión de placas rectangulares que tienen 
dos bordes o pues tos s implemente apoyad os, M. Lé\')" sugi rió lomar co mo 

sol ución una serie 

mrX 
Y.sen a (136) 

donde F", es fun ción sólo de y, Se supo ne que los lados x = O y x = ti 
(fig. 62) están s implemente apoyad os. Po r con siguiente, cada término de [a 
serie (136) sat is face las co ndic iones en los límites w = O y a~wl a:.\.: = O, en 

1" - a - 1 .. 
f 

y 
Fm. 62 

es tos d os lados, Queda por de termina r Y", d e modQ. que satis faga las 
cond iciones en los lados y = ± b/2 y también a la de la deformada 

a410 a~ a'1O q - +2-- ;- - ~ ­aL' ax' ay' ay' D 
(al 

Aplicand o est e método a placas rectang ulares unirormemente cargadas 
y simplemente apoyadas, se puede llegar a otra simplif icación ponien do (ti) 
bajo la fo rma ' 

(b ) 
y poniendo 

, Véase Compl . • ,,,d .• ,"01. 129, pág •. 535 -539. 1899. Esta solución fue apl icad:, en "ario~ 
c:,sos de flex ión de placa! reCTangulares por E. E~ [3na ,"e , Th~$". Paris, ! 900; oond(' ¡¡" ellc"entr:o 
la tn.ns(onnación de 1~ serie doble de Na"ier en serie simple de U,'}'. 

, Esta forma de 101ución fue UTil izada por A. N~da i. Fon~h,mgsa~h . , núms. 170 )' 17t , 
Berlin, 191 5; "iaile también su libro 1:.1mtisch, /'/alln, . Berlin. 1925. 



esto es W 1 representa hl flecha de una franja paraleta al eje de las x, cargadas 
un iformemente, Esto satisface la ecuación (a) y también las condiciones en 
los bo rdes, p!lra ,\, = O y x = a , 

La ex presión f (,'1 debe sat isfacer evidentemente a 

O'WI +? O'w! + iJ'w, = O 
ox' - iJx:! ayl ay' (1 37) 

y debe [Ornarse de tal manera que la suma (h) satisfaga a todas las con­
diciones en los bordes de la placa. Tomando f{}t, bajo la forma de la se­
rie (136) en el cual, por s imetría, m = 1,3,5 .. y sus tituyendo este valor 
en (137), se t iene 

f (v!.v - 2 ma~! V:': + ma~4 y .. ) sen m;x el O .. , 
Esta ecuación puede cumplirse para todos los valores de .\' a condición 

de que Y", sa tisfaga a 

y . 

y!.v _ 2 m~2 y" + mtr' y = O 
al ... a' ... 

La integral general de esta ecuación es de la forma' 

qa' ( m Jty 
= 1) A ,.ch -

a
- + /l/JI)' m Il)' 

B.-- ,h --
a a 

• 
+ Cm sh m Jt)' + 

a 
m JI)' m :'lY) D . -- , h - -

a a 

(a ) 

(138) 

Advirtiendo que la deformada de la placa es simétrica con relación al 
eje.\' (fig. 62), no quedan en (138) mas q ue las funciones pares de q y las 
constantes de integración C", y D", son nulas. 

I..a deformada (h) esta entonces expresada por la ecuación 

w ...!L (x' - 2a.t' + a'x) 240 . 
qa ' ¿ ( mJfy +- A ", ch - - + 
a a .. , 

mJfy mJfY) m.y 
B . - -,h -- "n - -

a a a 

que sat isface a (a) así como a las condiciones en los límites en los bordes 
x = O Y :t' = a, Queda ahora calcular las constan tes de integración A", y B", 
de tal manera que satisfagan las condi ciones de contorno 

w = O ¿¡2W == O 
ay' (f) 

'P. F . I'apkoviu; h , I',iklad. Mal . M ekh .. 1941, sugiere una fonna con ~111:11n ft pequ.,ñp di­
fcrencip pan )' .. m.b con veniente en "iert~~ condiciooe. di lO<'! Hmit". 

en los lados y = ± &/2, Se empieza por desarrollar (e) en serie trigo­
nométrica, lo que da l 

_ 9- (x' - 2aJ:1 + a' x) 
24D 

4qa' 
, 'D 

. 
¿ .. , 

1 m ... x 
-sen-­m' a 

donde ni = 1, 3, 5, .. , I..a deformada (e) toma en tonces la forma 

qa' ¿. ( 4 m:Ty nUfy m l/Y ) m Jt)' 
fQ = -- -- + A ", ch -- + B. -- , h -- ",n --

D ;r'm~ a a a a m· , 
(e) 

donde ni = 1, 3, 5" Sust itu yendo en las condiciones de borde (f) }' 
urilizando la notación 

= a .. (h) 

Se obti enen las siguientes ecuaciones que determinan las constantes A", 
y B. 

de donde 

4 -.-& + A ", eh (.1", + a", B ", sh (.1m = O 
l'f m 

(A ", + 2B", ) ch a", + a", B .., sh am = O 

A ", = 2«.1 ", th (.1 ", + 2) 
B. 

2 
(i) 

Sustitu yendo estos valores en (g) se obtiene la deformada de la p laca 
q ue satisface a (a) y a las cond iciones de los límites y toma la fo rma 

w 
4qa ~ 

Jt~ D ¿ 
_ _ u .S ... 

1 ( a", th « ", + 2 2a ... )' 
- 1 - ch --
m' 2 ch a ", b 

. ,--":.::"__ 2 y 2 (.1 ",y ) m :T.\' + , h - -- ",n - -
2 ch a", b h a 

(139) 

con la cual se puede calcular:::' necha en todo punto utilizando las tablas 
de funciones hiperbó1icas ~, 

L a flecha máxim~ se sitú a en el centro de la placa (x = aj 2), y = O, 
donde 

.. _ I ,J , ~. 

( _ l ) Ü" - IJI! (1 _ (1m th a ", + 2) 
m~ 2 ch (.1m 

(j) 

L Véase S. TimOlOhcnko, S lr"'Klh al Mal~,.i(J ls, J." "d. parle 11 , 1956. pág. 50 
'_ V"ansc. por ejemplo, 'rabi" (JI Circular ,md flypu/Ktlic S in"s (",d Cas/lln, 1939, y Tablr 

01 Clrrolar and 1Iy'~rl>oli( 'ra."/¡!~,," ami COI""Xnlts, 194J, Columbia Lni\'crsi ty l' reos, l\' ucva 
York; tamb,én Br1t!sh Assoc' atHm, for ¡he Adv~nc<:menl of Scienc~ , ,Hat!wmalhiwl T"b!rl 
J .- ed .. vol. 1, Cambridge Uni,·~ rillt y. I're55, 1951: finalmente , F . Ulsch, Si~lm .. ullig~ T(ifel~ 
dn ,1" '''l'nlau " Irans:n,dl'''U'' """/1110"1''' , Berl in. 1954. 



Despreciando el segundo té rmino de paréntesis, esta se rie representa la 
fl echa en el centro de una franja unifo nnemente cargada. Por consiguiente 
se puede rep resentar (}) en la fo nna . 

fl!""" = _ 5_ qa~ _ 4qo· ¿ 
384 D :f6D .. _ t.a.s .... m' 2 ch (.1 .. 

(140) 

La ser ie de esta e xp resión converge muy rápidame n te) y se obtiene una 
precisión sufi ciente tomando só lo el primer término. 

Consi deremos que una p laca c uadrada se deduce d e (h) que 

y (140) d a 

• 
al " 2 

5_ ~ ~ 

384 D - , ' D (0,68562 - 0,00025 + ' , ,) - 0,00406 qD 

Se ve que el segundo té rmino de la serie . ent re paré ntesis es desprecia­
ble; no tomando más que cJ primer término la fórmu]¡¡ de la fl echa se 
obtiene con t res cifras exactas. 

Ut ili zando (140), se represen ta la flecha máxima de una placa por 

qa' 
w""" =aJj (141 ) 

d onde u es un factor n umérico dependiente del cocienle b/o de los lados d e 
la p lae;l. La tabla 8 (pág. 141) da los varores de (.l. 

Los momentos flectores Ms y M , se obtienen con la ayuda de (e). 
S uslituyendo la parte algebrai.ca de esta expresi? n en ( 101) se encuentra 
q ue: 

M' = qx(a - x) 
• 2 

'1' = qx{a - x) 
11 ~ , 2 

La sustitu ció n de la se rie de (e) en las mismas ecuacio nes d a: 

M~' "" (1 - .. )qa,.1 ¿ m t [A .. 
.-, 

ch ~. 
a 

+ B (mry sh 
- a 

mry 2" ch 
a - 1 - , -- " n--rtI"II"Y) ] m .. 

. a a 

M~' -(1 ""7 v)qa,.1 ¿ , [A m-rY m .. eh a .. , 
+ B. ( m7rY sh m"ll"y + _ 2_ 

a a 1 - , 
m,y)] m .. 

ch a sena 

, Se supone que b ~ D. COfT\(l en la figura 62. 

(k) 

(1) 

Los mome ntos fl ectores totales se obtienen sumando las expresiones (k) 
y (/). A lo largo d e l eje de las x la expresión de los mo mentos fl ectores to ma 

la fo rma 

( '1 ) == qx(a - x) _ ,.1 \' 
lOsW_O 2 qa L...t m t l2wB", - (1 - ,,)A .. ] sen ~ 

a 
... - 1,3,$, . 

(Mv)w_o _ JI qx(a
2
- x) - qa,.1 ¿ 

... - 1.3.5 .. 

m'{2B .. + (1 _ ,,) A .. l se n m..-x 
a 

Estas d os se ries co nvergen rápidamente y los momentos se calculan 
asimismo y vienen dados por 

(m) 

La tabla 6 da los valores numericos de los facto res fJ' y fJ: · 

1'''IJI.II 6 
Fac tores fI' y fI; para momentos fle<:t ores de plncas rectangulares simplemente apoyadKS bajo 

ca rga q uniformemente repartida 
• _ 0,3, b ";;¡. D 

M = fJ'qa' y "" O M . - p;qa', y - O 

'/- x - x - x - x ~ x - x - x ~ x - x - x _ 
O, ID o,'" 0.3D 0.4a O,," O, l a o,'" 0 .3D 0,4<> 0,5a 

1,0 0,0209 0.03043 0,0424 0,0466 0,0.,9 0,0168 0,0303 0,_ 0,0459 0,0479 
1,1 0,02304 0.0389 0,0486 0,0541 0,0554 0.0172 0 .03! 1 0 ,041 2 0,0475 0,0493 
1,2 0,0256 0,0432 0,0545 0,0607 0 ,0627 0,0 174 0,03 15 0,0417 0,0480 0,0501 
1,3 0,0277 0,0472 0,0599 0,0671 0 ,0694 0,0 175 0.0316 0,0419 0,0482 0,0503 
1,4 0.0297 0.0509 0 ,0649 0,0730 0,0755 0,0175 0,0315 0,04 18 0,048 1 0 ,0502 

1,5 0 ,03 14 0,0544 0 .0695 0,0783 0,08 12 0.0173 0,0312 0,041 5 0 ,0478 0,0498 
1,' 0,0330 0.0572 0,0736 0,083 1 0,0862 0.0171 0 ,0309 0,04 11 0 ,0472 0,0492 
1,7 0,0344 0,0599 0,0773 0,0874 0 .0908 0,0169 0,0306 0,0+05 0,0466 0,0486 
1,' 0,0357 0 ,0623 0,0806 0,0913 0.0948 0,01 67 0.0301 0,0399 0,0459 0,0479 
1,' 0.0368 O,""" 0.0835 0.0948 0.0985 0.0 165 0.0297 0.0393 0.0451 0,0471 

2,0 0,0378 0,0663 0.0861 0,0978 0, 10 17 0,0 162 0.0292 0,0387 0,_ 0,_ 
2,5 0,0413 0.0729 0,0952 0 ,1085 0, 1129 0.0152 0.0272 0.0359 0,0412 0,0430 
3,0 0.0431 0,0763 0,1000 0, 11 42 0, 11 89 0 ,0145 0 ,0258 0,0340 0,0390 0,_ 
4,0 0 ,0445 0.0791 0. 1038 0, 11 85 0,1235 0.0138 0.0246 0,0322 0,0369 0,0384 
~ 0,0450 0,0800 0, 1050 0,1200 0,1 250 0,0135 0,0240 0.03 15 0 .0360 0,0375 

Los m om en tos flec tores que actuan a 10 largo de la lín ea m ed ia x = 0 /2 
se pueden calc ular de la misma manern y se escriben 

(n) 



La tabla 7 da {J" y {J'; . 
Los valores máximos de estos momentos 

(o) 

TABLA 7 

Factores {I" y í$~' p.m momentos f1ertorcs de placas rectangulares simplemente 
b ajo carga q uniformemente repart ida 

apoyadas 

. = 0.3. b ~ a 

M , = p"qa' , x _ a/2 il1. _ fI~' qa' , x _ al2 

6/" y-I y~ y - y - y - I y ~ y - y -
0.4" O,3a 0.2" O,la y = O 0,4.1 O.3a 0,20 O,la y - O 

1.0 0 ,0168 0,OJ03 0,0400 0 ,l}459 0,0479 0 ,0209 0,0343 0,0424 0,0.-66 0,0479 
1.1 0,0197 0,0353 0,0465 0,0532 0,0554- 0,0225 0,0363 0,0442 0,0481 0,0493 
, ,2 O.022.~ O,04f11 O,1l5 2f1 0.'_ 0.0627 0.023 '1 0.0379 0.0454 0,0.-90 0,0501 
1,3 0,0252 0,0447 0,0585 0,0667 0,0694 0,0252 0,0391 0,0462 0,0.-94 0,0503 
1,4 0,0275 0,0491 0,0639 0,0727 0 ,0755 0.0263 O,04()2 0,0468 O,<H95 0,0502 

1,5 0,0302 0,0532 0,0690 0.0781 0,08 12 0,0275 0,041 0 0,0470 0,0493 0 ,0498 
1,6 O.03H 0,0571 0,0737 O,Ü832 0,0862 0,0288 0,0417 0,0471 0.0489 0.0492 
1,7 0,0348 0,0607 0,0780 0,0877 0.0908 0 ,0295 0.0423 0,0470 0,Q.l.84 0,0486 
1,8 0.037 1 0,0641 0,0819 0,09 17 0,0948 0,0304 0,0428 0,0469 0,0478 0,0479 
1.9 0,0392 0,0673 0.0854 0,0953 0,0985 0 ,031 4 0,0433 0,0467 0,0472 0,0471 

2,0 0,0413 0,0703 0,0887 0,0986 0,1017 0,0322 0,0436 0,0464 0,0465 0,0464 
1,5 0,0505 0,0828 0,101 2 0,1102 0,1 129 0.0360 0,0446 0.0447 0,0435 0,0430 
3,0 0.0586 0,0923 0' 1092 1°'1168 0, 1189 0,0389 0,0447 0,043 1 O,(}¡ 13 0,_ 
4,0 0,0723 0,1054- 0,11800,1224 0,1235 0,0426 0,0436 0,0406 0,0389 0,0384 
~ 0,1250 0 ,1250 0. 1250 0, 1250 0,125~ 0,0375 0,0375 0,0375 0,0375 0 ,03 75 

se producen en el centro de la placa (x = 0/2, y = O) Y los factores corres­
pondientes fI y p, figuran en la tabla 8. La distribución de los momentos 
en el caso parti cular de una p laca c uadrada está indicada en la figura 63. 

Se ve en la tabla 8 que, cuando la relación bJo aumenta los momentos 
y la flecha maxima de la p laca t ienden rápidamente hacia los va lores 
calculados para una franja uniformemente cargada, o para una placa flexada 
según una superficie cilíndrica, que corresponden a bfa = x. Para bJa = 3 
la di ferencia entre la flec ha de la franja y la placa es aproximadamente 
el 6,5 %. Para bla = 5, esta diferen c ia es inferior al 0,5 %. Las d iferencias 
entre los momentos flectorcs máximos para las mismas relaciones de bJa 
son respectivamente, S y 1/ 3 %, 

Se concluye de estas comparaciones, que para bJa > 3 los cálculos para 
una placa pueden s ustituirse por las de franj a, sin error importante, 

La expresión (e) puede usarse también para el cálculo de los esfuerzos 
co rtantes y las reaccion es en el conto rno, Calculando la der ivada segunda 
de esta expresión, encontramos 

dw = qx(a - x) + 
2D 

m ... y m ... x - - "n __ 
a a 

M' , 

0.338,<0 
, -~ , / a~ 

M,- _M, , 
, , , 

--.;'!' - O 
~ -, -'" -!-, ' _M, 

'Jf.." 
" 

, , 
ON 
, 
l­

o'" 
~------~--------~~~ 
~-- ----%-----+ --,--% ------~ 

F1G. 63 

TAB~ 8 

Factores a, (J. y. 6. n parn placas rectangulares simplemente apoyadas uniformemente cargadas 

• = 0,3 
, 

fVm.a ( j\f , ) (M' )ma. {Q, l,,,. , (Q ' )m •• (V , ) ..... (V' )mio. R 
b/. _ "E = ;~. - p,qa' = yqa - y,qa <>qa = o:I,qa = nqo' 

D 

" 
, 

" 
, 

" 6 " " 
1,0 0,00406 0.0479 0,0479 0,338 0,338 0,420 0,420 0,065 
1,1 0.00485 0,0554 0,0.-93 0,360 0,347 0 ,44<> O,,,", 0,070 
1,2 0,00564- 0,0627 0,050 1 0,380 0,353 ~ 0,455 0.453 0,074 
1,3 0.00638 0.0694 0,0503 0,397 0.357 0,4-68 0,464 0,079 
1,4 0,00705 0,0755 0.0502 0.411 0 ,361 0,478 0.471 0,083 

1,5 0 .00772 0 ,0812 0,0498 0,424- 0,363 0,486 0,480 0,085 
\'0 0,00830 0,0862 0.0492 0,435 0.365 0.491 0.485 0,086 
1,7 0,00883 0 ,0908 0,0486 0,444- 0.367 0,496 0,488 0,088 
\,8 0,00931 0.0948 0,0.-79 0.452 0,368 0,499 0.491 0,090 
1,9 0,00974 0.0985 0,0471 0,459 0,369 0,502 0,494- 0,091 

1,0 0,01013 0. 1017 0,0464- 0.465 0.370 0 ,503 0,496 0,092 
3,0 0,01223 0.1189 0,_ 0,493 0 ,372 0,505 0,498 0.093 
4,0 0,0 1282 0,1235 0,OJ84 0,498 0,372 0.502 0,500 0.094 
5,0 0.0 1297 0,1246 0,0375 0,500 0.372 0,501 0.500 0.095 
• 0,0 1302 0, 1250 0.0375 0.500 O.J72 0,500 0.500 0.095 



Sustituyendo en (106) y (107), se tiene, 

q(a - 2x) 2 ' 2:- "B ni " y m 71X - :t qo m m ch -- co, --
2 o o 

m m ' -
Q" = - 2 ' 2: "B mJfy m nx !T qo m m sh - -"n - -

O O 
m m ' 

Para los lados x = O e y = - b/2, se encuentra . 
(Q~)z_o = ~ - 2r'qa ¿ maB", 

m_' 
eh mJl)' 

a 

qa 4qa ¿: 
eh 11/ ;;ry 

o 
= 2 -7 

... _ 1.3,5 . . 

-
2: 

m _ I,3,5, . 

rh a ", m JlX 
---;;¡- sen - a-

El valor numérico máximo de estas ruerzas se obtiene en el centro de 
los lados, donde 

2: 
-, 

m_1,3,5,. , • 

2: ,( --,1=) ',,"_-_"'_' , th U m m 
"" . 1,3,5,. ' 

L a tabla 8 da {' y {', . 
Las reacciones a lo largo del lado x = O son 

iJM zv) = qa _ 4qa 
ay z_o 2 "11" 2 

+ 2(1 - v)qa 

r' 

¿: 
.. - ',a,r., . . 

c h 11/ 71)' 

a 

¿ 1//2 ch2 a", 

yqo 

(p) 

m _ I,3,5, .. . 

( 

nI:1")' 11/ ;-1)' 11/:1")') 
u '" sh U m ch -- - -- ch U m sh --

a o o 

El valor numérico máximo de esta reacción se sitúa en el punto medio 
del lado y = 0, donde se encuentra . 

2: 
... . 1,3.5, 

11/~ eh o ,.. . 
2: 

... _ 1,3,5, . 

0 '" sh 0 '" ] 
= óqa 

m~ eh a m 
(q) 

donde ó es un facto r numérico dependiente de v y de hfa que se obtiene 

asimismo, sumando las series conve rgentes de (q). En la tabla 8, se encuen· 
tran Jos valores numéricos de ó y di que corresponden al centro de los lados 
paralelos del eje x. La figura 63 muestra la distribución de las reacciones a 
lo largo de los lados de una placa cuadrada. Las reacciones debidas a los 
momentos de torsión M"" aparecen también en esta figura. Estas últimas 
están equilibradas por las reacciones concentradas en los ángulos de la placa 
cuyo valor es 

. 
= 4(1 - v)qa' 

r ' 2: 
m _ I,3,5. 

O.' 5 

0.1 O /' 
./ 

V 
// 

// 
0.0 5 

f/ 

O 
1.0 '.5 2.0 25 

R fl I3~ión.P.. , 
F'G.64 

'O-
P 

R>~ 
p, 

3.0 3.5 4.0 



Estas fuerzas están dirigidas hacia abajo e impiden que se levanten las 
esquinas de la p laca durante la nexión, 

La ú ltima columna de la tabla 8 da los valores de ti. Las curvas de la 
figura 64 rep resentan los va lores 0, {J, {JI> (i en función de bla. 

Puesto que estamos en presencia de las fuerzas R que actúan hacia abajo y son 
importantes, se debeni prever un anclaje de los ángulos de la placa, si no están 
sólidamente fijados a las \'igas de apoyo. 

Para determinar los momentos que levantan los angulos, consideremos un ele­
mento a!K de la placa tomado de un ángulo (v. fig. 65) e introduzcamos. con el mismo 
objeto. nue\'as coordenadas 1, 2 forma ndo un angulo de 45~ con x e y. Se puede 

R , 
, 
~, 
o 

b 

R 

FIG. 65 

comprobar ahor:l que los momentos fle ctores que actúan sobre ab y eb son M, -
= - R/2 Y ¡l.'J. = -t R/2 Y que los momentos torsores correspondientes son nulos. En 
efecto, uti lizando la ecuación (39) se obtiene para el lado ac que está , para el elemento 
de borde, dado por u _ - 45°, el momento flec tor 

,1/. - Al, eolI' a + M . sen' a - O 

compat ible con las condiciones de borde de una placa simplemente apoyada, El \'alor 
del momento tonor aplicado sobre el mismo elemento de borde se obtiene de la 
misma manera con la a)'uda de la ecuación (40). Poniendo u = - 45~ . se encuentra 

I R 
101 •• - 2sen2a(IoI , - MI) - '2 

compatible eon ( ,). As i. la parte de la placa próxima a la esquina ena fl exada en una 
superficie anl icl iis tica, siendo los momemos ± R/2 en el mismo ángulo del mismo 
orden de magn itud que los momentos de flexión en cent ro de la placa (v . tabla 8). 

El efecto de la fij ación de los ángulos de una placa simplemente apoyada está 
claramente puesto de manifiesto por la distribución de los momentos fl ectores M , y 
J\1. de una placa cuadrada (fig. 63). Si las esquinas de la placa rectangular no están 
efi cazmente aseguradas contra la rotació~ hacia arriba, la fijación será ineficaz )' los 
momentos fl ectores en la parte central de la placa aumentan en proporción. Los 
valores de (M, ) .... y (A1. )m •• dados en la tabla 8 deben entonces multiplicarse por un 
factor k > l. Puede util izarse la expresión aproximada' 

k _ a' - T~'6' + b' 

u' fa'b l + b' 

R~~o"'cndlldn por hls norm as alemanas pa ra hormig6n arm~do (l9~J» )' fund adp sobr" 
una t<-orín simplificada do! p illeas delgadas debida a H . ;.-la rcus; ""ase . u libro Di, 1." "i'l!¡.c¡'u 
lJnu lr"''''g bitgww,r, ¡'¡a/un . 2.- ed., Berlín. 1925 . 

Debe notarse qu e en e l caso de una placa poligonal de bo rdes simplemente 
apoyados no hay fu er1!as de reacción en los ángulos a condición de que no sean 
.ingulos rectos'. 

:\un en las placas rectangulares de todos modos no hay reacciones de esquina si 
s.· uene en cuenta la deformación debida al esfuerzo cortante. En el caso de reacciones 
extremadamente concentradas esta deformación debida al esfuerzo cortante eviden­
temenh', ya no es despreciable y la teoría habitual de las placas delgadas que la 
desprecia debe ser sustituida por una teoría más exacta. Esta última que se estudiará 
en el apart'ldo 39, conduce realmente a una distribución de las reacciones que no 
incluyen fU<' rlas concent radas en las esquinas de la placa (\'. fig. 81). 

31. Pla r;:Wl rccwngulures sirn1,le,nenl..e apoyadas sonletidas a una pre­
sión hidrQSLÓtica 

Supongamos una p laca recta ngular simplemente apoyada cargada como 
indica la figura 66; p rocediendo como en el caso de una carga un iforme­
mente repart ida, se escribe la necha de la placa bajo la fo rma2 

(ll) 

en la que 

•• (ax~ ) 21¡..,a4 \' 
W¡ = 360D a - lOa.r l + 7a J

.r; :;o -6:;:r ~ 
... _ 1,~.3 .. 

( ' ----'4)"_+_' m'll'x - sen - (b) 
m' a 

rcprcsent;l la necha de una franja bajo una ca rga triangular. Esta expresión 
satisface la ecultción en derivadas parciales 

a"w a'w a'w q qoX 
ax' + 2 a"L2 ay' + ay' = 15 aD (e) 

~q: 
qox 

%. ~~o . 
T 
k 
2 
! +'-J---+ - x 
; O 
b 

L f----l l. .... a ..... ~ 
y 

F1G. ó6 

I I'~ra una demostr\\ci6n senci ll a, "éase H. M~rcus, Di" T!uor;e Ela.tiuher Cnutw. 2." "d .. 
Elerlin. 1932, pág. ~ 6 . 

• Este problema fue estud iado por E. Esta nae en la obra citada. La. labIas numéricu 
de Il echa. y mo",,,mos han sido c "lcul ada~ por 11. G. Galerkin . 8 .. 11. Po/y/uh. hur .• San 
Pelersburgo. \'01 •. 26 Y 27, 19 18. 



y bis condi ciones en los lím ites 

w- o iPw = O para x = O y x = a .x, 
La parte fQ!, viene d ada bajo la forma de una serie . 

'\' mrX 
to,= ~ y .. sen a .. , (d) 

donde las fun ciones y .. tienen la misma fonna del apartado ante rior y 
/1/ = 1,2,3 

Sustit uyendo (b) y (d) en (a), se tiene 

'loa ' ¿" [2( _ I )"' ~ J "' JIy "'JIy /l/JIY ] "' JI X w - -- + A ",ch - - + B.-- , h -- " n--
D ." ~ III~ o a a a 

" , 
(,) 

en la que las const antes A", y B", deben determin arse por las condicio nes 

w- o atw = O 
ay' 

de estas co nd ic iones se deducen 

pa ra y = ± ~ 
2 

2( - 1) ' " 
'-'---0':"'- + A ", ch a", + B ",u", sh a", = O 

JI~m~ 

(2B ", + A ... ) ch a ... + B .. a", sh a", = O 

En estas ecuaciones se util iza, como anteriormente 

·m ... b 
or.. = 2a 

Resolviéndolas, se encuentra 

A ", = _ (2 + a", th a", )( - I )"' '' 
:r1ml ch a", 

La flec ha a 10 la rgo del eje x, es 

B. 

Para una placa cuad rada a = b y se encuentra 

q .. ' ( T X 2lTX (w)._o "" D O,ooZ055 scn a - 0.OOO177 scn a 

:1T~m~ ch (.1", 

+ O 00002" 3lTX , a sen - _ 
a 

(j) 

(g) 

La flecha en el ce ntro de la placa es 

(W)~_I',_O = 0,00'203 q;. (h) 

que como debe ser, es 1:1 mitad de la fl echa de una placa un iformemente 
cargada (v. pág. 138). Igualando a cero la derivada de la expresión (g), se 
encuentra que la fl echa maxima esta en el punto x = 0,557 o . Esta fl echa 
maxima que es 0,00206 qoa~ /D, difiere muy poco de la flecha en el cent ro 
dada por (11 ). El pu ntO de la flec ha max ima t iende hac ia el cent ro de 
1:1 p laca cuando b/a aumenta . Pa ra b/a = 0: , caso de una franja {v. (b)], la 
flecha máxima se 'encueOlra en el punto x = 0,5193 o. Cuando b/a < 1, el 
pun to de la fl echa ma xima se aleja del cen tro de la placa al m ismo tiempo 
que b/a dismi nuye. La tabla 9 da las fl echas en varios puntos del eje x 
(fig. 66). Se ve que, cuando bln aumenta, las fl echas tienden hacia los 
valores calcuhidos para una franja. Para b/a = 4, las diferencias de estos 
valores son del o rden de 1,5 'Yo . Se puede siem pre calcular la flecha de una 
placa para la que hIn > 4, con una exactitud suficiente, con ayuda de la 
fórmula (b), de la flecha de una fra nja someti da a una carga triangular. Los 
momentos flecto res N(r Y N( se encuentran sustituyendo la exp resión (e) 
de las fl echas en las ecuaciones ( 101). A 10 largo del eje x(y = O), la ex­
presión de M s se hace 

+ qoat...-! ¿ m1[ ( I 

."' 
_ I') A . _ Z .. B .. lse n m ... .r: 

a 
(i) 

La primera s uma del segundo m iem bro rep resenta el moment o nec­
IOr de una fra nja bajo la acc ión de una carga triangular y es igual a (*) 
(ax - r /a). Uti lizando las expresiones (j) para las constantes A", y B", 
en la segunda suma, se obtienen 

, 
'loa ' '" ( - 1)· . , 

:r' L m' ch (.1", 

" , 

II/ :rx 
[2 + (1 - ,')a", th a ", ] sen - ­

a 
(j) 

La serie asi ·o btenida conve rge nl pidamente y Ms puede tener un valor 
s uficie ntement e aprox imado tomando só lo [os prime ros términos de la 
serie. De est¡¡ forma el momento fleetor en todo punto del eje x puede se r 
rep resent ado por la ecuación 

(k) 



donde fJ es un factor numérico dependiente de la abscisa x del punto. De 
la misma manera se obtiene 

(1) 

T ABLA 9 

Factores (l para el cálculo de flechas de una placa rectangular simplemente apoyada bajo 
carga hidrostática Q _ ~xla 

b > " 
w = ""Ioa ' jD, y _ O 

bl" x = 0,25a x = o,sOa x ~ O,bOa x = 0,75a 

1,0 0,00131 0,00203 0,00201 0,00162 
1,1 0,00158 0,00243 0,00242 0,00192 
1,2 0.00186 0.00282 0.00279 0.00221 
U 0,00212 0,00319 0,00315 0,00248 
1,4 0,00235 0,00353 0,00348 0,00273 

1,5 0,00257 0,00386 0,00379 0,00296 
l,b OJXl277 0,00415 0,00407 0,00317 
1,7 0,00296 O,0Cl441 0,00432 0,00335 
1,8 0,00313 0,00465 0,00455 0,00353 
1,9 0,00328 0,00487 0 ,00475 0,00368 

2,0 0,00342 0,00506 0 ,00494 0,00382 
3,0 0,00416 0,00612 0,00592 0,00456 
4,0 0,00437 0,00641 0,00622 0,00477 

I 
5,0 0,00441 0,00648 0,00629 0,00483 
~ 0,00443 0,00651 0 ,00632 0,00484 

Los valores numéricos de los factores {J y {JI de las fórmulas (k) y (1) 
están dados en la tabla 10, Se ve que para 6 ? 40 tos momentos están mu y 
próximos a los de la franja sometida a una carga tr iangular. 

Se utilizan las ecuaciones (106) y (107) para calcular los esfuerzos 
cortantes. Dc la primera de estas ecuaciones, utilizando 0) para los puntos 
sobre el eje x se obtiene 

Las expresiones generales de los esfuerzos cortantes Q~ y Q~ son 

m " y • ( - I) "' +l ch --
= qo(o' - 3X2) _ 2q,a "\'" __ ~~~_ca=--_ '"' _,,_,"_x_' 

60 :¡! ~ m' ch a", o _ .. (m ) 

Q, 

m 71)' 
(-1)"' ;-) sh --

:..- 2Qoa ~ __ " ;--__ a __ ,,n _" _,"_ X_ 

,,2 ~ m2 eh (.1 m a .-. 
T ABLA 10 

(11) 

Factores fJ y p, para el cálculo de momentos flectores d. placas reetangu[ares simplemente 
apoyadas bajQ carga hidrostátic3 Q - q"x/a 

• - 0,3, b > a 

M , - {Ja' q" y - O M. = íJ,a'q" y = ° 
bl' , - " - " - " - , ~ 

" ~ , - , ~ 

0,250 0,500 0,600 0,750 0 ,250 0,500 0,600 0,75<1 

1,0 0,0132 0,0239 0,0264 0,0259 0,0149 0 ,0239 0,0245 0,0207 

',' 0,01 56 0,0276 0,0302 0,0289 0,0155 0,0247 0,0251 0,0211 
1,2 0,0179 0,0313 0,0338 0,0318 0,0158 0,0250 0,0254 0,0213 
1,3 0,020) 0,0346 0,0371 0,0344 0,0160 0,0252 0,0255 0,0213 
1,4 0,0221 0,0376 0,0402 0,0367 0,0160 0,0253 0,0254 0,0212 

1,5 0,0239 0,0406 0,0429 0,0388 0,0159 0,0249 0,0252 0,0210 
l ,b 0,0256 0,0431 0,0454 0,04Q7 0,0158 0,0246 0,0249 0,0207 
1,7 0 ,0272 0,0454 0,0476 0 ,0424 0,0155 0,0243 0,0246 0,0205 
1,8 0,0286 0,0474 0,0496 0,0439 0,0153 0,0239 0,0242 0,0202 
1,9 0,0298 0,0492 0,0513 0,0452 0,0150 0,0235 0,0238 0 ,0199 

2,0 0 ,0309 0,0508 0 ,0529 0,0463 0,0148 0,0232 0,0234 0,0197 
3,0 0,0369 0,0594 0,0611 0,0525 0,0128 0 ,0202 0,0207 0 ,0176 
4,0 0,0385 0,0617 0,0632 0 ,0541 0,0120 0 ,0192 0,01% 0,0168 
5,0 0,0389 0,0623 0,0638 0,0546 0,0 11 8 0,0187 0,0193 0,0166 
~ 0,0391 0,0625 0,064(1 0,0547 0,011 7 0,0187 0,0192 0,0165 

Los va lotes de las reacciones vertica les V ,- y V~ a 10 largo del con torno 
se obtiene comb inando los esfuerzos cortantes con las d erivadas de los 
momentos torsores, A lo largo de los lados x = O y x = a estas reacciones 
pueden ponerse en la forma 

(o) 

y a lo largo de los lados y = ± 6/2 en la forma 

v,~ (Q_aM~) 
~ iJx ~_±~12 

(p) 

donde b Y (j" son factores numéricos dependientes de la relación 61a y de 
las coordenadas de los puntos tomados sobre el contorno. La tabla 11 da 
los valotes de estos factores . 

El valor de las fuerzas concentradas que deben existir para impedir que 
los ángulos de la placa se eleven durante la flexión, se obtienen a p artir de 
los valores d e los momentos torsores M = en las esquinas. Puesto que la 



T""L" 11 
Factores ~ )' ~ paTll el cilculo de las ~a<:cione$ en placas rectangularn $i plemente apoyadas 

bajo caq¡¡a hid rostática q = q.x/o 
_ _ 0,3 , " > 0 

Reacciones .... Reacciones .I,q"b 

./. • - 0 x = o y ",,:r h/2 

y .... O I 
y - y - .- .- .- .-
0,25" y - O 0,25" O,25a MOa 0.6& 0 ,750 

>.0 0,126 0,098 0.294 0,256 0,1\5 0.210 0,234 0,239 
>.> 0,136 0, 107 0.304 0,267 0,11 0 0,199 0,22] 0,224 
1.2 0,144 0, 114 0,3 12 0,276 0, 105 0, 189 0,208 0,209 
I.l 0,]50 0, 12] 0,3]8 0,284 0,100 0, ]78 0, 196 0,]% 
>.' 0,155 0.]26 0,323 0,292 0,095 0,]69 0,185 0, ]84 

1.5 0,159 0, 132 0,327 0,297 0.090 0,]60 0, ]75 0,174 

l.' 0,]62 0,1 36 0,330 0,302 0,086 0,]5 1 0, 166 0,164 .., 0, ]64 0,]4(1 0,33 2 0.306 0,082 0,1 44 0, 157 0,]55 
>.8 0, 166 0,1 43 0,333 0,3 10 0,078 0,136 0,149 0,147 
1.9 0, 167 0, 146 0,334 0,3 13 0,074 0, ] 30 0,142 0, ]4(1 

2.0 0,168 0,]49 0,335 0,316 0,071 0,124 0,135 0. 134 
3.0 0, ]69 0, ]63 0,336 0.331 0,048 0,083 0,091 0,089 
' .0 0,168 0,1 67 0,334 0,334 0,036 0,063 0.068 0,067 
5.0 0,167 0,167 0,334 0,335 0,029 O,OSO 0.055 0,054 
~ 0, ]67 0,167 0.333 0,333 - - - -

carg<1 no es simé trica, las reacciones RI en x = a e y = ± b12. Son d ife ­
ren tes de las reacciones ~ en x = a e y = ± b12. Estas reacciones pued en 
po ne rse en la forma 

La tabla 12 da los va lo res de ni Y n2 • 

Puesto que una ca rga uni fo nne Qo se obtiene s uperpon iendo dos ca rgas 
tr iangula res q = qo,v:la y qo(a - x)/a, se llega a la co nclus ión de que para 
los valores correspond ientes de hla, la s uma ni + " 2' de los faclOres de la 

1).BUo 12 
Factorn n, )' n, de las ~'(;uaciones (q ) de las reaccion~ R, y R. ooncentrad ll$ en las esquinas 

de placas rectangula ru simplemente apoyadas bajo carga hidrO:!ltlÍtica q "" q.,x /a 
_ = 0,3 , ,, > " 

bf" >.0 >.> U 0.' >.' > ., 1,6 ¡ 1,7 > .• 0.' '.0 '.0 <.0 '.0 

-, 0,026 0,026 0,026 0,026 0 ,025 0,024 0,Q2~ 1 0,022 0 ,021 0,02 1 0,020 O.Ot~ O,OtO 0.008 -, 0,039 0,Ol8 0,037 0,036 0 ,035 0 .033 0 ,032 0,030 0,029 0,028 0,026 0,018 0,o1 ~ 0.011 

tabla 12, Illultip licad os por hla, será igual al valor correspondiente de 11 

(ú lt ima co lu mna de la tabla 8). 

Si las di mensiones relativas de la placa son tales que a, en la figura 66, 
es ma yor que b, se obtendrá entonces una se rie más rápidamente con ver­
gente rep resentado w1 Y w1 po r las expresiones siguientes 

. 
~ X (2m - l )ry L.¡ , .. - 1 C?S b (.) 

• • > 

La primera de estas exp resiones es la flecha de una franja estrecha 
paralela al eje y, apoyada en y = + b/2 bajo una earga uni formemente 
repart ida de intensidad qox/a. Esta exp resión satisface a la ecuación en 
derivadas pa rciales (e) y tambi én a las condiciones en los límites !v = O Y 
iJ2 flJl oyl = O en y = ± b/2, La exp resión (s) representa una serie infinita 

T AnUo 13 
Factores a para el cálculo de flech as de una placa rectangular simplemente apoyada bajo 

carga hidrQSlática q = q,,"lo 
~ < o 

r~ ~ "q"b 'ID, \' _ 0 

./. x _ 0,25a x _ 0.500 x ~ O,ÓÜ<I x _ O,75a 

~ 0,00325 0,0065 ] 0,00781 0,00976 
5.0 0,00325 0,00648 0,00778 0,00965 
' .0 0,00325 0,006-11 0,00751 0,00832 
3.0 0,0032 ] 0,00630 0,00692 0,00707 
2.0 0,00288 0,00506 0,00542 0,00492 

>.' 0,0028 1 0,00487 0.005 18 0,00465 
1.8 0,00270 0,0046 5 0.00491 O,OO-n .. 
>.7 0,00261 0,0044] 0,00463 0.00404 
> •• 0,00249 0,0041 5 0,00432 0,00372 
1.5 0,00234 0,00386 0,00399 0,00339 

>.' 0.00218 0,00353 0,00363 0,003<H 
I.l 0,00 199 0,003 19 0,00325 0,00269 
1.2 0,00 179 0,00282 0.00286 0,00234 .., 0,00153 0,00243 0,00245 0,00]99 
10 000131 000202 2 > 0,00 O 0,00162 

de la c ual cada término satis face también las condiciones en los bordes 
y = ± bI2. Las funciones X I'" I de x se lOman de modo que cada una de 
e~~as satis faga la ecuación hOlllogénea (137) del apartado 30 y as í la expre­
slOn (a) sa ti sface las co nd iciones en los lím ites para los bordes.\' = O y 
.\' = a , 

, ~uesto que el método de determin ación de las fun ciones .\"2 ," I es 
Similar al que se ha utilizado para de te rm inar Y

m
, nos limitaremos a dar 

los valo res numéricos final es represen tados en las tablas 13. 14 , 15 Y 16, La 



notació n de t.'Stas tablas es la misma que la de 
correspondientt.'S a carga de p resión hidrostática. 

las tablas preced en tes 

32. Plac a rec fang ular lJ imple nlfmle apoyada son ,etida a llna cargf' COI! 

fo rrn a de I,rum~, triangula r 

Supongamos que la intensidad d e la carga está representada por un 
tri{mgu lo isósceles (\'. fig. 6 7 a)]. Se representa de n uevo la superficie 
nexada po r (a) 

donde fVl represen ta la flecha de una franja paralela al eje de las x, si mple­
mente apoyada y f(!! tiene la m isma forma de l apartado an terior. Para 
representar la flecha w p en la forma de una serie trigonométrica, se observa 

-,Of---- f--> :0 

L f-----¡ 

~--- a -J 
y b) 

Flc. 67 

que 1;. fl echa prod ucida p or una fuerza concentrad a 
d istancia ! del extremo izquierdo de la franja es l

: 

P, ap licada a una 

. 
2Pa l \' 1 ml'~ m'rx 
D1t' L.¡ m' sen a sen a .. , (b ) 

Susti tuyendo P por qd; y utilizando q = 2%~/a p a ra: < a/2 y 
q = 2q~« (I - i)fa para : > a {2, se obtiene la fl ech a de la franja deb ida a 
una carga elemental. L.1 fl echa debida a la cllrga total sobre la fr anja, se 
obtiene po r integración de la forma siguiente: . 

W ¡ _ 4~~1 \' -.!... sen 11_'_' _% [ ( <In Es('n m_ '_E dE + f. o> (o _ E) sen '_"'_1 dI] 
VT' L.¡ m' a Jo a al 2 a 

.. - 1 .. 

- sz-:: ¿ (_ 1) 1 .. - 1l/1 mt'% 
, se n--

m a 
(e) 

.. _ 1.3.5 . .. 

' V""", T imO$henko. S lr fflgt" 01 ,Ha t"iab, parte 11. 3.& .. -<l ., pág. 49, 1956. 

T "BLA 14 

Factores P y P, ¡>ar~ el cálculo de momentOOl flectores de placas rtClanguJaT"'" simplemente 
apo)'ad:.os bajo carga h id r05lálica q - o.x/a 

_ _ 03 b < o 

M . _ (Jb'q., y - O Al. _ p,b"q., Y _ O 

. /b x - x - x - x - x - x - x - x -
0,250 0,50" 0,600 0,750 0,256 0,500 0,600 0.75/1 

1 0,0094 0,0187 0,0225 0,0281 0,03 12 0,0625 0,0750 0,0937 
5,0 0,_ 0,0 187 0,0230 0,0309 0,03 12 0,0623 0,0742 0,0877 
4,0 0 ,_ 0,0192 0,0237 0,0326 0,03 12 0,06 17 0,0727 0,0820 
3,0 0,0096 0 ,0202 0,0256 0,0345 0,0309 0 ,0594 0,0678 0,07 15 
2,0 0,0108 0,0232 0,0285 0,0348 0,0284 0,0508 0 ,0554 0,0523 

1.9 O,o¡ 11 0,0235 0 ,0288 0,0345 0,0278 0,0492 0,0533 0,0498 
1,8 0,01\ 5 0,0239 0,0291 0,034\ 0,0269 0,0474 0,0509 0,0470 
1,7 0,0 \1 7 0,0143 0 ,0293 0,0337 0,0261 0,04504 0,0485 0,0442 
1,6 0,0 \ 20 0,0146 0,0294 0 ,033\ 0,025\ 0,043\ 0,0457 0,04 12 
1,5 0,0123 0,0149 0,0294 0,0324 0,0239 0,0406 0 ,0428 0,038 1 

1,4 0,0 126 0,0253 0,0292 0 ,0315 0,0225 0,0376 0.0396 0,0348 
1,3 0,0 129 0,0252 0,0290 0,0304 0,0209 0,0346 0 ,0360 0,03 14 
1,2 0,01 3\ 0,0250 0,0284 0,029\ 0,0\92 0,03 13 0,0323 0,0279 
1,1 0.0134 0,0247 0,0276 0,0276 0,0\69 0,0276 0,0285 0,0145 
1,0 0,0132 0,0239 0,0264 0,0259 0,Q1 49 0.0239 0,0245 0.0207 

T " DI"" \5 
f actores IJ )' 1J , para .::1 cálculo de la5 reacciones ~ p lacas rtC(angulares simplemcnt .. lpo)'adas 

bl\io carga hidrosláliC>l q _ q.x/o 

. - 0,3, b < o 

R .. accion ... 6Q,a Rucdonn 6,1,\>h 

. /b 
,,' - 0 

y - O y - b/4 o y _ b/4 0,25.0 0.500 0,600 0,750 

~ ..... . . . 0,\25 0,250 0,300 0 ,375 
5.0 0,008 0,006 0,092 0,076 0, 125 0,250 0,301 0,379 
4,0 0 ,0\3 0.0 10 0, 11 2 0 ,093 0, 125 0,251 0,301 0,3n 
3,0 0.023 0,0 18 0,\ 43 0 ,119 0 .125 0 .252 0,304 0,368 
2,0 0,050 0,038 0, 197 0 ,166 0, 127 0.25\ 0.2% 0,337 

1,9 0,055 0,041 0.205 0,\72 0,127 0,251 0,294 0,33 1 
1.8 0,060 0 ,04 5 O,21J 0, 179 0, \28 0,249 0,29 \ 0.325 
1,7 0,066 0 ,050 0,22\ 0, 187 0, 127 0,248 0,288 0.3\8 
1,6 0 ,073 0,055 0.230 0, 195 0, 127 0,245 0,284 0,3 11 
1,5 0,080 0,060 0,240 0 ,204 0, 127 0.243 0,279 0,302 

1.4 0,088 0 ,067 0 ,250 0 ,213 0,126 0,239 0,273 0.292 
1.3 0,097 0 ,014 0,260 0,223 0,\24 0,214 0,266 0,28 1 
1,2 0.106 0.08 \ 0.27 1 0,233 0,\22 0,227 0,257 0,269 
1,1 0. 116 0,09<3 0,282 0 .244 0.\2Q 0,220 0,247 0,255 
1,0 0 ,126 0.098 0,294 0,256 0. 11 5 0,210 0.234 0.239 



Sustituyendo esta ecuación en (o) y ut il izando (ti) del apa rtado prece­
dente, se o b tiene 

q .. ' \' 
D L.¡ 

_ _ 1,3,6, . 
[

8( _1 )(oo-IJI I 

,..'m' 
+ A ... eh nJ :fY + 

a 

nJ :fy nJ !fY ] 1n :"lX 
B . - - , h -- " n --

a a a 
(á) 

Es t:1 expresión sat isface a la ecuación (203) y también " las cond iciones 
en los bordes pam x = O y x = a. Las constantes A., y B ... se o b tienen de 
las condiciones, a 10 largo d e los bordes y = ± b/2, q ue son las m ismas que 
en el apartado preceden te, y se e ncuentm 

8{ _ 1) ("' - 1I/1 
--'''-,-;,-';--- + A ... ch (l ", + B ",oln sh a .. = O ;.,'m' 

(2 B ", + A",) ch 0", + B ",a", sh a", = O 
donde usa ndo, como antes, la notación 

m<b 
a",= - -

2a 

Resolviendo las ecuaciones (e), se ob ti ene 

A ", = 

B. 

4(2 + a ", th (lm)(- l )\", - I) /t 

:16111 8 ch (1", 

4( - 1)("' -1). : 

:"I' m' c h a", 

TAB~ 16 

if) 

Factores n, y ... de lu t(:uaciones (q) de lu r.,acciones R, y R, oon«>ntradas en IIl8 esquinas 
de placa8 rectangularn . implemente apoyadas bajo carga hidrostatica q _ q,x/u 

~ _ 0,3, " < a 

o " 
, 

S • 2 2 1.9 I 1.8 1.7 ' ,h 1.> 1.' 1,2 ' ,2 U 1,0 

., I ?OO2 0.~1 0,006 O.OiJ 0.01 4 ; O.ol~l ~,OI7 0.018 0.020 0,02] 0,023 0.014 0,025 0.026 
• 0.017 0.020 0.025 0.0l} 0.0341 O.olS 0.036 0.037 0,037 0.038 0.039 0,03" 0.039 0.039 

Pam obte ner 1:1 fl echa d e la p laca a lo largo del eje x, se h ace y = O 
en (ti). E n tonces 

qaa 4 ~ 
(w ),_. - D L.¡ [

B( _ 1)( .. -1)/2 ] mrx 
s , +A .. sen--.m a 

... _ 1,3,', . 

La !lecha m áx ima se sit úa en el cen tro de la placa, donde 

q .. ' 
D ¿ 

" _ 1.3.5 .. 

[
_ 8_ + A .. <_l )( __ I)/I] 
T'm' 

q ue se pued e representar de la fo rma 

donde (l es un facto r n um érico depend iente del valor d e b/a. Va rios valores' 
d e este factor fi g u ran en 1:1 tab!;1 17. 

Usando la ex p resión (d) y operando como en el apartad o 31 se obtienen 
las ex p resiones d e los momen tos fl ectores lWz y M il ' Los va lo res máximos 
de estos momentos están, evid en temen te, en este caso, en el ce ntro d e la 
placa y p ued en ponerse en la forma 

L os valores de los facto res numé ricos {J y tJ" fi g u ran en la tab la 17. 

T ABL ... 17 
Factorn a, {J, r, 11, 11 pal1l placu ~ctangulares . implemente apoyadas bajo carga de f<lrma 

de prisma triangular 
. _ 0,3, " > a 

U'ma. 
(M .) .... (M .)"", (O' ) m" (O.) .. " ( V .)",,;. .¡;. (V. )"". R ',a - o - {JlIoa' - {J,q"a' = rq"a = 1"110" -.." = ,),,,,,,, 

- nlloab 

, p p, , 
" h h, a 

1.0 0,00263 0.0340 0,03 17 0,199 0,3 15 0, lf7 0,250 0,OJ8 
1.1 0.003 14 0,0390 0,0326 0,2 12 0,297 0, 161 0,232 0,038 
1,2 0.00364 0,0436 0,0330 0.222 0,280 0,173 0,2 16 0,037 
1,3 0,0041 1 0,0479 0,0332 0.230 0,265 0,184 0,202 0,036 
1,+ 0.00455 0,05 18 0.033 1 0,236 0,250 0, 193 0, 189 0,035 

1,5 0,00...96 0,0554 0,0329 O,HI 0,236 0,202 0,178 0,034 
1,6 0,00533 0.0586 0,0325 0.246 0.224 0,208 0,168 0.033 
1,7 0,00567 0,06 15 0,0321 0,247 0,212 0,214 0,158 0,03 1 
1.8 0.00597 0,064 1 0,0316 0,249 0,201 0,220 0,150 0,oJ0 
1,_ 0.00625 O, ..... 0,03 11 0,25 1 0, 191 0,224 0.142 0.029 

2,0 0,00649 0,0685 0,0306 0,252 0, 183 0,228 0,135 0,028 
3,0 0,00783 0,0794 0,0270 0,253 0, 122 0,245 0,090 0,019 
~ 0,00833 0,0833 0.0250 0.250 0,250 - -

Esta tab la d a y , 1'1, ~, 61 Y n para calcula r : 1) los esfue rzos cortan tes 
(Q ... ) .., .. = Y"lna, (Qw)m.b = YI Qob en e l centro de los lados x = O e y = b/2 
de la placa; 2) las reacciones 

V. (Q. 
V, _ ( Q, 

iJ M~,,) , -- = qoa iJ y n,n 

aM,,) ---ax m h 

EMOS cuadros cstán extrnctydOOl do: 1" Memoria do: Galerkin an!o:. citada 



en los mis mos puntos y 3) las reacciones conce nt radas R = 1I900b en las 
esq uinas de la pl aca que impiden que éstas se levanten ya que actuan hacia 
abajo. T odos estos valores está n dados pa ra b > o . C uand o b < (1, se 
obtiene una convergencia más ráp ida tom ando la posición W¡ de la Oec ha 

~_~1~¡_'X~¡~1~~-; 
2 2 

FIG. 68 

de la p laca, bajo la forma de la flecha de una franja parale la al eje y. Se han 
omi tido los cálculos y no se da m ás que los resultados numéricos en la 
tabla 18. 

Se obtie ne la carga rep resentada en la figura 68, combinando la carga 
unifo rme de intensidad Qo. Se puede obtener, en este último caso los 
resultados concerni entes a las flechas y a las tensiones com binando los 
valo res de la !libIa 8 y los de las tablas 17 y 18. 

T ABLA 18 
Faclore!l ti. {l. y, 6, ti para placas rectangulare¡ s implemente apoyadas bajo carga de forma 

de prisma triangular 
. ~ 0,3, 1> < .. 

fl' m", 
(M. ) ..... ( M . ) ..... (Q, lm' , I (O.'m., (V,,lmó (V.)m'. ~ !J!!!. -l' - - D 
-..... = {I¡q.,b" - ,... = r,q.b - '- _ ó,q"b _ nq,.ab 

" 
, 

" , 
" - • ., 

" 
00 0,01J02 0,0375 0,1250 0,500 0.500 
),0 0,00868 0,0387 0,0922 0.o-f5 0.# 2 0,027 O,·UO 0,010 
2,0 0.00686 0,0392 0,0707 0,091 0,;1 12 0,057 0,365 0,023 

',' 0,00656 0.0392 0,068 1 0,098 0,;lQ7 0,062 0,358 0,02;1 
',8 0,00624 0,0391 0,0651 0,106 0,-W2 0,098 0,350 0,026 
1,7 0.00588 0,0390 0,(1609 0,115 0,396 0,074 0,H2 0,028 
1,_ 0,00549 0,0388 0,0585 0,124 0,389 0,081 0,332 0,029 

1,5 0,00508 0,0386 0,0548 0. 13 5 0,381 0,090 0,322 0,031 
1,' 0,()(H64 0,0382 0,OS08 0,1 46 0,371 0,_ 0,3 11 0,033 
1,3 O,()(H 18 0,0376 O,I>IM 0, 158 0,360 0,109 0.298 0,035 
1.2 0,00367 0,0368 0.04 18 0.171 0,347 0, 120 0,284 0,036 
1,1 0,003 16 0,0356 0,0369 0, 185 0,332 0, 133 0,268 0,037 
1,0 0.00263 O,OHO 0,0317 0,199 0,3 15 0,1 47 0.250 0,038 

33. Plaell r ectflngular /f¡'up l c1nente apoyada y IHu-cialm ellte carg adll 

Considera remos un caso de fl exión simét rica producido por una car­
ga q uniformemente repartida sobre el rectángulo rayado (fig. 69) de lados 
11 y v. 

Se desarrolla en se rie, la carg¡¡ . 
2 ¿ "' .. !.HU+"¡ mr~ 

" " -- q sen -- d¡ a a I(a- .. ¡ a 
m " 

-~ ¿ ( _ l )("-IJ/! mrU mrX 
m sen 2a sen a (a) 

'" _I ,3.S. 

esta serie rep resen ta la ca rga para la zona prsl de la placa. 

Fre. 69 

La fl echa, correspondie n te ¡j esta zona de la placa, se obtiene mediante 
la ecuación ( 103), que toma la fo rma 

(_ 1)( .. - 1l/1 mrU m r X 
'-~,Cn;-- "" -2-.- "" - .-

tomemos, de nue\'o, la Oecha de la forma 

fV = W¡ + W t 

(b) 

(e) 

donde fV\ es una soluc ión partic ular de (b), independi ente de la variable y 
q ue satisface la ecuación 

a4
1O ¡ 4r¡ \' 

a:iT =;-¡j L.,¡ 
.. _ 1,3.6 . 

(_1)( .. - 1)12 mrU mrX 
------ sen - - ,," --

1Il 2a a 

Integrando ésta con respecto a x, ~,e obtiene 

49"' 
101 .., ;Tí) 

. 
¿ 

... _l .:i.r. .. 

{- 1)(,,- 1)12 mrll mrx 
lit ' sen 2a sen a (d) 

Entonces fV l debe ser una solución de la ecuación (137) (pág. 136). 
Eligiendo la forma (1 36) para esta solución y tomando en (138) las fun cio-



nes pa res de y p ara y ... . por razón de simetría de la superfi cie n exada con 
res pecto al eje .t' . se obtiene por (e) 

< 

u' = o ... + A ",ch-- + B .-- , h -- ",n -- (,) ¿ ( m :1y II/ Jly /I/ :1Y ) ", ;1.>: 

a o , a a 
.. U,J. 

en la q ue, esta vez es 
4qa4 m ... u 

Oc .. = -- ( _l) (wo-n ltsen - (f) 
... ~ IIl. D 2a 

La ecuación (e) representa las flec has de la zona p rst de la p laca. 
Cons ide remos ahora la zona no cargada de la placa, por debajo de la 

línel! IS se p uede lOmar para la deformada 

1:
" ( m:ty m :,)' 111 ."1)' 

IV ' A'", ch -- + B . -- ,h --
a a a 

+ e'. oh l/Uf)' + m ;¡y h m:ty II/ ;1"X 
.. - 1 ,3, ~. ) 

.. D '", -- e -- " n -- (g) 
a a o a 

Es necesario ahora elegir las constantes A"" Bm D'", en las series (e) 
y (g) d e tal manera qu e satisfaga n las condi ciones en tos bordes pa ra 
y = b/2 Y las cond iciones de continuidad a lo largo de la reci a Is. Para 
;ep rescntar es tas condiciones en una forma más s imple introduci mos las 
notaciones m ... b 

a",= 2a 

Las condi ciones geométri cas a lo largo de ts exigen que 

w = w' y 
iJw ow' , 

para y = 2 

(h) 

(i) 

Por o tra parte , p uesto que no hay fue rzas concent radas a 10 largo de Is. 

los momentos flec tores i'vlw y los esfue rzos cortan tes Q¡, deben ser continuos 
a lo IlITgo de esta recta. Conside rando (1) estas últimas condicion es pueden 
pone rse en la forma , 

para y - 2" (;) 

SustÍlu ycndo (e) y (g) en (1) y (¡) y usando la notac ión (h) estas ecuacio­
nes IOmlln la fo rma siguientes: 

(A ", - A · .... ~ eh 2 y", + (B ~, - B ;")2 y", sh 2y", 

- C '" s h 2 1',. - D'", 2 y", ch 2 1'", + O '" = O 

( A .. - A '", ) sh 2 )'m + (B", - B '", )(sh 2)',. + 2 y", eh 2 1' .. ) 

- e:.. ch 2 y", - D ;" (ch 2 y", + 2 y", sh 2)'", ) = o 
(A ", - A '", ) ch 2 y .. + (B ... - 8'",)(2 ch 2)'", + 2 y", sh 2 y", ) 

- Cm sh 2)'", - D '", ( 2 sh 2 y", + 2 y", ch 2 y", ) = O 

(A ... - A ' .. ) sh 2)'", + (8 ", - 8 :,,)(3 sh 2 y", + 2 y", ch 2 y", ) 

- e:.. ch 2 y ", - D ;" (3 ch 2 ym + 2 y .. s h 2 y", ) = O 

(k) 

D e estas ecuac iones se deduce 

A ... - A '", = O",(1'm sh 2 1' ... - eh 2 1'",) 

a . 
B B'. h 2 '" - = - 2- e y. 

e:.. = Qm( Y", ch 2 1'", - sh 2 1'", ) 
( /) 

D'. a • ~ - 2- s h 2)'", 

A estas cuat ro ecuaciones con seis constantes A", .. . D;" se añaden dos 
ecuaciones que rep resentan las cond iciones en los bordes pa ra y = b/2. 

Sustituyendo (g) en las condiciones w' = O, Q2w/OY = O para y = b/2 
obtendremos 

A'", ch u", + 8 '". (1 ", sh (1", + e;., sh (1 ", + D ;" u ch «", = O 

B ;" ch (1", + D ;" sh (1", = o (111 ) 

Las ecuaciones (111) junto con las ec uaciones (1), determinan las constan -
tes: 

A ", = 
eh «m 

[C.h (u", - 2 1'", ) + y ... sh (a", - 2 y", ) + U m - o.-" -c' c-2 Yeco=-, J 
2 ch (1m 

". Bm - ch (o ", - 2)'", ) 
2 ch «", 

w 

Lle\'ando estos va lores asi como (f) a la ecuación (e), obtiene 

.. _ 1.3.S. 

m:Iy 
eh--

m :t" ( a ",n -- , - -~--
20 ch u .. 

[Ch (u ... - 2 1'", ) + y", sh (ti ... 
sh 2 y .. J - 2 y", ) + ti ", ~='-"--
2 ch « ... 

+ - - ,h -- ,en --
ch (a ", - 2 y", ) m :ty nI:t), ) m ;¡x 

2 ch o... a a a 

(1/ ) 

( 142) 

Mediante esta ecuac ión se puede calcular la flecha en todo punto de la 
zona cargada de b placa. 

En el caso parti cular de que u = t i Y v = b se obtiene, por las ecuacio­
nes (J, ), y", = «", /2. Las cxp resion(,'s ( 11 ) toman la fo rma 

A .. = ---- , +-- th u", a. ( " _ ) 
eh ( 1 .. 2 

8 _ «", 
... - 2 ch ti ... 



y (142) coinc ide con la ecuación (139) (pág. 137) obtenida para una pl aca 
rectangular uni fo rme mente ca rgada. 

La flec ha m áxim a de la pla ca está en' el centro y .se obtiene s ustituyendo 
y = O Y .\" = (1 /2 en la fó rmu la ( 142) que da 

.. I.J.J. 

1 m;rll ¡ 
-se n -- 1 - --­
m~ 2(1 ch «'" 

[Ch (<< ", - 2 y ", ) + Ym sh (a", - 2 )'", ) + « ... ~hc~:: J} (1 43) 

Cons ide remos como ejemplo pa rticular el caso en que fl = a y v es muy 
peque ño. Este caso representa una distribución uniforme de carga a lo la rgo 
del eje x. Conside rando y", m u y pequeño en la ecuación (1 43) y no conser· 
vando más que los terminos de primer orden, se obt iene haciendo qv = Qo, . 

.,a' 
w mb = D :14 ¿ ( 144) 

.. l .l.5 •. . 

Pa ra una pl acll cuadrada esta ecuación da 

W",ax = 0,00674 q;~ 

En el caso general, la fl echa máx ima p uede pone rse en la fo r ma 

qoa' 
W", ,,, = Q" -¡; pa ra a < b 

q'¡" 
;z a '7) para a > b 

La !lIb la 19 da va rios , ralores del coeficiente. 

T ABU 19 
FI«has d~ placas rectangulares sirnp l ~menle apoyadas bajo CIIrga un iformem<em~ repanida 

a lo ]argo;> del ~je d~ sirnelría paralelo a la dimensión a 

«'m"" = aq.a' ID .,. 2 1,5 1,4 I 1,3 1,2 1,1 1,0 , 0.00987 0,00911 0,00882 0,00844 . 0,00799 0.00,..2 0.006" 

.,. 1,1 1,2 1,3 

I 
1,' 1,5 2,0 00 

, 0,00802 0,00926 0,01042 0.01 151 0,0 125 1 0.0 1629 0,02083 

Volviendo al caso general e n donde v no es necesariam ente pequeño y 
11 puede tener un valo r c ualqu iera, las exp resiones de los momentos fl ecto· 
res 1\11.,. )' M~ se calculan por la ecuación (142 ). Los valo res m áxim os de 
estos mom ent os se producen en el centro de la placa y está n dados po r 

donde P = Iwq es la ca rga total. La tabla 20 da los valores nume ri~os de fJ 
para una pl aca c uad rada y pa ra d ifere ntes di mensiones del rectángulo 

TAOl,4. 20 
CoeficM:m~ JI pal"1l ~l clk ... lo de (M,l ..... en placas cuadradas sirnpkm~n1~ apoyadas 

parcialrn~"I~ cargadas 
. ,., 03 

.. Ia - ° 0,1 I 0,2 I 0,3 I O,, I 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 

-,. Coeficientes en la expresión (M , ) mú = flP 

° 00 0,321 0,25 1 0,209 0,180 0,158 0,141 0,125 0, 11 2 0,102 0,092 
0,1 0,378 0,284 0,232 0, 197 0, 170 0. 150 0,134 0,120 0,108 0,098 0.038 
0,2 0,308 0,254 0,214 0,184 0, 161 0.] 42 0,127 0, 11 4 0.103 0,093 0.084 
0,3 0,262 0,225 0. 195 0,168 0,15 1 O. I H 0, 120 O,IOS 0.098 0.OS8 O,OSO 
O,, 0,232 0.203 0. 179 0, 158 O, HI 0.126 0, 113 0,102 0,092 0,084 0,076 
0,5 0,208 0,185 0, 164 0.1 46 0.13 1 0 ,11 6 0, 106 0,096 0,087 0,079 0,071 

0,6 0, 188 0. 168 0, 150 0, 135 0, 121 0,109 0,099 0,090 0,08 1 0,074 0,067 
0,7 0, 170 0, 153 0,137 O, I N 0, \1 2 0, 101 0,091 0,083 0,076 0,069 0,062 
0,8 0, 155 0, ]40 0, 126 0, 114 0,103 0,094 0,085 0,077 0,070 0,063 0,057 
0,9 0, 141 0, 127 0, 11 5 0, 104 0,094 0.086 0,078 0.070 0,064 0,058 0,053 
1,0 0, 127 0, 11 5 0 .1 05 0.095 0,086 0,078 0,071 0,064 0,058 0,053 0,048 

T AHl.A 21 
Coefici~n les fJ y 11, para el cálculo de (M ,) ...... y (M . l .... ~n placas reclangulares parcialmente 

cargadas, siendo b = 1,4a 
• _ 03 

.. ,a = ° 0.2 I 0.4 0,6 0,8 1,0 ° 0,2 0,4 I 0.6 0,8 I 1.0 

., Coelici"nt~ fl ~n la ~.presión Coefici~nt~ {J, ~n la expresión 
(M.l ..... - {JI' (Al. l ...... - JI,P 

° 00 0 ,276 0,208 0, 163 0,134 0.1 10 ~ 0,299 0,230 0,183 0,151 0,125 
0,2 0.332 0,239 0, 186 0,\52 0,125 0,103 0,246 0,208 0.175 0,147 0. ]24 0, 102 
O,, 0,261 0,207 0, 168 0, 138 0,11 5 0,095 0, 177 0,157 0, 138 0. 119 0,10 1 0,083 
0,6 0,219 0, 18\ 0, 151 0, 126 0,105 0,086 0,138 0,125 0,111 0,097 0,083 0,069 
0,8 0, 187 0.158 0, 134 0,11 2 0,09< 0,078 0, 11 2 0,102 0,091 0,080 0,069 0.058 
1,0 0,162 0,1)9 0,1 18 0,100 0,084 0 ,070 0,093 0,085 0,077 0,068 0,058 0,ü.f9 
1,2 0, 141 0, 122 0, \ 04 0,089 0,075 0,062 0,079 0,072 0,065 0,058 O.OSO 0,042 
1,' 0, 123 0, 106 0,091 0,077 0,065 0,054 0,068 0,062 0,056 0,050 0,043 0.036 

sometido a la carga. Esta misma ta bla da (l , siendo suficiente para el lo 
permuta r 11 y v. L os factores numé ricos, pa ra las placas con las relaciones 
b = 1,4a y b = 20, están dados en las tablas 2 1 y 22 1 respect ivamente. 

, Los ,·alo . ". de ,l'" )' Jl(. par~ dife.~nl~" .dacio""s ,,/b, u/o y ('Ib han sido r~pr"senl"d"s 
r calculadas .", cu.vaS PO' C . I'igeaud. A,m. PO"'! n chm,ssies. 1929. Véase lambu:'" el "p~ r _ 
, ado 37 d.: ",!1~ libro. 

11 .-n<:>K' A .. puc ....... ''''MI'''''' 



TABLA 22 
Coefic~ntes {J y {J, para el cilculo de (,M ,) ..... )' (M .) .... en pliCas rectangulares parcialmente 

cargadas, siendo b = 2D 

• - 03 

.. la - O 0.2 O.' O., I O., 1.0 O 0.2 0,4 I O.' 0·' 1 1.0 

C".,ficiente {J en la eJCpresión . C".,fióente {J, en la expresión 
' '1'' (M ,)m.i, - IP (M. lmb - (J,P 

0.0 ro 0,289 0,220 O,17~ 1 0,144 0,118 00 0,294 0,225 0,179 0,\48 0,122 
0.2 0,347 0,252 0,199 0,163 0,135 0,111 0,242 0,203 0,170 0,143 0,120 0,099 
O.' 0 ,275 0,22 1 0,\81 0,150 0,125 0, 103 0, 172 0,152 0,133 0,114 0,097 0,08 1 
O., 0 ,233 0,195 0, 164 0, 138 0, 11 5 0,095 0, \33 0, 120 0,106 0,093 0,079 0.066 
O.' 0,203 0, 174 0,148 0, 126 0,106 0,088 0,107 0,097 0,037 0,076 0,065 0,054 
1.0 0 ,179 0,155 0, 134 0,115 0,097 0,080 0,089 0 ,081 0,073 0,064 0,055 O .... 

1.2 0,161 0,141 0,122 0,105 0,089 0,074 0,014 O.'" 0,061 0,054 0,046 0,039 

l.' 0,144 0,127 0,111 0.0% 0,081 0,06' , 0.064 O.OSS 0,052 O .... O .... 0,033 

l.' 0,130 0, 115 0,101 0,08~ 1 0,074 0,062 0,056 0,05 1 O .... O .... 0,035 0,029 
l.' 0,118 0,104 0,091 0,079 0,067 0,056 0,049 O,04S 0,041 0,036 0,031 0,026 
2.0 0,107 0,094 0,083 0,072 0,061 0,051 0,044 0,041 0,037 0,032 0,028 0,023 

34. P laco r ecum g ula r si mple m ente apo:,-aOO con carga concen t rada 

Utilizando el m ctodo de Navie r, hemos ob tenido en el apartado 29, una 
ex presión en forma de serie doble, para la fl echa de una placa bajo una 
carg<l concentrada P en un punto dado x = ;, y '/ (fig. 70). 

o 

l j , , , , ¡--,.J y 
, , 

r-'~ 
b , 
: , 
: 

--'-
-----, --- -~ 

Flo. 70 

Para obtener una solu ción eq uivalente, pero en forma de serie simple, 
se em pi eza por escribir la solu ción de Navier (133) de la forma siguiente 

4Pb l 

W = 1I:4aD ¿ S 
m,..t= 1I\1I:X 

sen - "n --• a a .. , (a l 

estando dado el coeficiente S", por 

S ~ b b ¡:.. sen nn, sen n1l:y 

.. .._\ Cn:~2 + n2)' 
Introduciendo las notaciones 

.. mr(y-'1) 

¡:<O, - -
S' _ b 

-- (m'b' n')' 
.. .. \ a ! + 

S" . 
Se puede representar (b) de la fo rma 

s. = !(S~ - .'l;:) 

Para calcular las s umas (e), se utilia la se rie conocida . 
~ cosnz = 

¿ rl + 1/2 . , 
1 0 ', ,h"""(c.0_----'z,,) - -+ --

202 2a sh Ha 

(b) 

(,) 

(d) 

(,) 

válida para O .:::; z < 2."1: y que se considera, en primer lugar, como una 
fu nción S(rJ) de a. Derivando respecto a (1, el primer miemb ro de (e), se 

obtiene' lO 

aS(a) __ ? \' cos m: (1) 
----a;;- - .. a Lt (0:1 + n!)t .-, 

Después de haber derivado también el segundo m iembro de (e) y 
sust it uyendo este resultado en (j), se llega a 

chu(7I - z) 

sh 71(1 

71(:1' - z) sh a(lr - z) :1'2 eh a(lr - z) ch ;TO 

4 a2 sh ;TU + 402 sh! l/a (g) 

Ahora, p:lra obten er los \'alo res de las sumas (e), se pone en la ecua­
ción (g) primeramente z = ("Ib) (y + '1), después ~ = b lb) Ú' + '1) y, 

luego, a = /libia. Usa ndo estos valores por s ust ituc ión en (ti) y (a) se lleg.l. 
finalmen te, para la flecha de la p laca a la expresión siguien te 

W ~ ~ ~(1 
;7

3 0 L . , + " h (1 {I"'Yl h P"'Yl Pm '} h /1""1) 
f' ct l' - -- c< -- - -- " --

m m b b b b 

flm'1 P"'Yl m:r : II/l/X 
, h -- , h -- "n -- "n --

b b a a 

",3 sh {J ... 
(145) 



en la que 

R _ In. b -, . YI - b - y )' Y2:. 1'f 

En el caso de q ue)' < '1 el valor )', debe sustilUirse en la expresión (145) 
por y y '1 por 'h = b - ' l. Consideremos mas detenidamente el caso 
panicular de una ca rga P con centrada en un punto A sob re el eje de 
simetria de la placa. que tomaremos como eje de las:c (fig. 71). Con '1 = bl 2 
y la notación 

m.b ~, 

2íl "2 

la exp resión general (145) de la flecha de la placa sera 

,, ~~~[(I + 
2.,30 ~ . ' , 

a. 
-- lb 

b 

a. 
(.1 ... th (.1 ... ) sh - b- (b - 2y) 

11/:'1 : I1I 7fX 
,en -- sen - -

2y) ch - "-6"- (h - 2)') ] __ .2"'-__ ::"_ 
/1/3 ch (.1m 

... , .... ; 
: 
~N 

1; ¡ 
,O A 

, 
.J." , , 
L 

, 
F'G. 71 

(h ) 

(14 6) 

válida paT11 y ;?: O. es decir, por debajo del eje de las .,. (fig. 7 1). !-Iaciendo 
en panicular, y = O se obtiene la fl echa de la p laca a lo largo del eje de las 
x en la forma: 

(i ) 

Esta serie conve rge rá pidame nte, y unos pocos de los primeros té rm inos 
dan las fl echas con aprox imación suficiente. En el caso de una carga P 
aplicada en el cent ro de la placa, la flecha má xima, que se sitúa en el centro, 
se ob tiene sus ti t uyendo x = E = af2 en (1). En este caso llega el resu ltado 
siguiente: 

W mó• = 
Paf ~ 

b i D ~ 
0- ' 

Pa' 
a --

D 
( 147) 

La labIa 23 da los vlIlores numéricos de (.1 pa ra d ife rentes valores de bl(/. 

T,,"I .... 23 
factor a pan el cálculo de la flecha (147) de una placa r~langular cargada en su centro 

b/a - 1.0 \ , \ 1.2 \ ,' \ ,6 \,8 2.0 I 3,0 

a _ 0.01 160 0.01265 0.01353 0.01-484 0.0 1570 0,01620 0.0165 1 0,01690 0.01695 

Se ve que la flecha máxima tiende rá pidamente hacia la de una placa de 
longitud infinita' cuando la longitud de la placa aumenta. La comparación 
de la fl echa maxima de una placa cuadrada cargada con una ca rga en el 
centro con la de una p laca circul ar cargada también en el centro e inscrita 
en el cuad rado (v. pág. 87), muestra que la flecha de la placa circu lar es 
mayor que la d e la placa cuadrada correspondiente . Este resultado se 
atribu ye a la acción de las reacc ion es concentradas en los angulos del 
cuadrad o, la s cuales tienen tend enc ia a crear una flecha convexa hacia 
arriba. 

El cálculo de los momentos Oectores está desarrollado en los apartados 
35 y 37. 

35. I\fQlnenlOIf j7cc torell f.'1I IIIItI placo r ecttmg ll lar sinlple nlen t e apo­
y allalf con cf,rgn concentrfula 

Para determinar los momentos flecto res a lo largo del eje central y = O 
de la pl aca cargada como indica la figura 71 , se calculan las derivadas 
segundas. de h. ex presión (1 46) que toman la forma 

2:
" sen .m'lf~ 

(a'w) = _ ~ _~ ( th a -~) sen ~ ax' .-0 2 D:r 111 ... eh! u," a .- , 

2:
- nI.¡ 

a'w p sen a 
-- - - -- ---- \h a (ay' L 2D. m ( " 

0-\ 

a" ) m.'x +--- ,en --
ch~ (J ", a 

Sustitu yendo estas 
flectores. 

deri vad as en (101), se obtiene para los momentos 

2:" sen m'/l'~ 
- ,P __ ."_ [( 1+ 

:211" m ." 
v) th a ", - - sen --,(~I ~-~~,')~a~"c ] m~x 

ch! a", _ (/ 

(a) 

(1 + J') th U m + -,-( I'-c-~'c'):a"c ] scn _"_1:_,_' 
ch2 

(.1", " 

, ¡"'1. BcrgstrAs5cr h;, ~lIudi~do uperimentalmen!<' la deformación de pl~c:'8 debida a 
carga concent ... da: "b"", r oyu /"",gw_b .. '"01. 302, Berl ín . 1928: "éase también la j\ l emor,~ 
de N. M. Newmark )' ' ,1. A. LCPl'C' r . Un;". ¡f/ino<s 0,, 11., "01. 36 . núm. 84. 1939. 



C uando b es muy grande en comparación con a. se puede hacer 

Iha", ~ 

Entonces 

". ---~O 
ch~ 0'" 

(1 + , )P '\' 
2r ~ . · 0 

I "rnrt mrX 
- sen -- " " --m • • 

(b) 

Esta se rie no con ve rge con su ficiente rapidez par.! un ca lculo cómodo 
de los momentos en la prox imidad del punto de aplicación de la carga P, 
es entonces necesa rio obtener otra forma de representación de los momen­
tos, cerell de este punto. Por el estud io de la flexión de una placa circular 
clI rgada con una fue rza aplicada en el centro, (v. ap. 19) se sabe que los 
esfue rzos cortantes y los momentos fl ect o res ll egan a ser infinitamente 
grandes en el p UnlO de aplicación de la carga. Estamos en condiciones 
simi la res en el c aso d e una placa rectangular. La di stribución de te nsio nes 
en un ci rcu lo d e rad io pequeñ o ca rgado en su centro, es sustanc ialmente la 
mism¡¡ que en las prox imidades del centro de una placa circu lar con carga 
concen trada en d icho cen t ro. La tensión de flex ión en un punto de este 

--- o ---~ 
Flc . 72 

cí rc ulo puede co nsidera rse como compuesta de dos partes: una es la mism a 
que la d e una placa c ircular de radio a, cargada en su centro, y la o tra 
representa la dife ren cia entre las tensiones de una placa ci rcular y una 
p laca rectan gu lar. C uando la dis tancia, entre el punto de ap li caci ón d e la 
carga y el punto consid erado, va dism inuyendo , la primera compone nt e de 
las tensiones varia como el In (al' ) y llegH H ser infin ita en el centro, micn · 
tras que la segundH, que representa la infl uencia de la diferenc ia e ntre las 
co ndiciones en los bordes de las dos p lacas, pe rmanece finita , 

Para obtener las expres iones de los momentos de flexión en las proxi. 
m idadcs del pumo d e ap licación de la carga, empezaremos por el caso más 
simple de una p laca de longitud infi nita (fig . 72). La flec hll de [at placa 

puede calcularse por (146) aumentando la longitud del lado b, y por cansí· 
gu íen te, la can tidad a". = ",7fbI2a, indefin idamente, esto es, h ac iendo 

1 
th o", ~ eh 0 ", !'l::I 2 c"'" 

!.I .. o.. 1 
, h -- (6 - 2y) "101 eh -- (b - 2)') <':::: - t' ( •• I')(' l y) 

b b 2 

Sustituyendo en ( 146), la fl echa de la franja simplemente apoyada y con 
una carga concen trada P en el punto x = ! - Y = O, toma la formal: 

P.' ¿ I mrt m .. x ( w - -- _ se n _-""_- 1 
'11r' D lila a a 

( 148) 

0 · 0 

vá lido para y ;;?: 0, es d ecir, por debajo del eje de las x (v. Hg. 72). 
Las expres ion es correspondientes de los momentos flectores y torsores 

se ob tienen igualme nte medi ante las ecuac iones ( 101) y (102). Tenemos: 

M. +,,+{l-1 1Illl"€ 1Itll"Z [1 
- sen -- " " --
In a a . 

P ¿ I mr€ mll"x [ - - scn - " " -- 1+" - (1 
2.. m a a . ·0 

P 
- - .(1 

2. 
- , ) 

( 149) 

Utilizando d e nuevo el valo r M = (.M ~ + M I/ )/(I + r) de 1:1 página 11 2, 
se obtiene 

(
q,W q'w) P ¿ 1 mr , mrx 

M = - D - + - - - - - sen -- " " -- e- ""I-ax' ay2 .... m a a 
0·0 

(150) 

Los mome ntos ( 149) pueden exp resarse ah~ra en función d e M bajo la 

fo rn13 sigu iente 

1 [ "JI] M ~ =- "2 (1 + I') M - (I - ,,)y iJy 

1 [ qM] "2 (1 + II)M + (I - ")Y a¡¡ ( 15 1 ) 

I iJ M - - (I-,)y -
2 aL 

, A . N i da; ha es tud iw do con dctalle este CIlSO impOrlanle de la ne~;ón de una pI 8c~ ; '"'~~sc 
Su libro EI(lJliu lr, P/(JI/, ... págs. 78· t09, B., rl ín, 1925. 



Su mando la serie (150) se obtiene ' : 
:ry 1I'(x + n 

ch - - cos 
P a a 

1\1/ = - In ---=-----=-~ 
.J ."I 1I'y :r(x - E) 

ch - - cos '-""---'-' 

(152) 

a a 

y, uti lizando la exp resión (151) podemos representa r los momentos de 
una placa de longitud infinita bajo una forma finita. Recordando que es, 
Idw = O en todo punlO excepto en el punto (x = !, Y = O) de aplicación 

de la ClIrga, se lIegll a que la fu nción M = - DL1!v satisface (salvo en el 
punto mencionado) a la ecuación A.M = O. En virtud de la segunda de las 
ecuaciones (111), las cond icion es en los bordes M = O, para los bordes 
x = O y x = a, también se cumplen para la func ión .1\4.. 

Para los pun tos del eje x, las ecuaciones (151) dan lvlx M~ y por lo 
tan 10 

(,) 

U tili zando las ecuaciones (e) y (152) en el caso particul ar dc una carga 
Hplicad~l cn el eje cen tral de la franja ¿ = a f2 se obtiene 

+ sen rx 
P ( I + .) ___ .'ó0 

(M .. h_o"" (M.h_G = 8r In r X 

-sen -
o 

q uc se había podido obtencr también sumando la serie (b). 

(d) 

VOI"l111lOS ahora al cálculo de los momentos necto n:s de los puntos 
s ituados cerca del pun to de aplicación de la carga 'pe ro no necesariamente 
sob re el eje .\'. En este caso, (x - !) e y son pequeños y, uti lizando ( 152), 
se pucde poner: 

COS"'(X- ~)""' I ... 2(X - ~)2 ch ry ~ r ' y' 
o 20' a 1 + 2a2 

f\ s í se llega al resultado 
2.¡ 

P 
- cos -

M In 
o 

- ·1 .... r !yt 1 + r t (x ¡)' 
+ 2a2 20' 

( .Iy 2a sen "lT~ 
- P In 

2a s:
r
n -a P In o 

(153) 
4. = Z"lT 

" 
I \'~:'5<'. por ejemplo. W . MH¡¡nu. y F. O~rh .. l!inger. FQ.m,l" ,."d S;It:u ¡(Ir ,Ii,. ,,.,::i,II,,, 

",,,,Io,iQ1,.·,, tlr. "",'h rmn/Íld,1'tl Plly,i lo. 2." OO., pág. 21 ~ . Berlín. 19~9 . 

don de r _ ,¡/i('=x-=-"¡)'" "+::-;;iy' 

representa la distancia del punto considerado al punto de aplicación de la 
carga P. U t il izando entonces ( 153) Y s ustitu yendo en (151), se obtienen las 
expresiones siguientes, va lidas para los puntos p róx imos a la carga concen­

trada 

M. ~ - (1 + .) - In 
2a sen ti"" + ( 1 _ y)P y2 .¡ 1 

1 [ P 
2 2. " 2rr2 

( 154) 

1 [ P (1 - ')Py' ] 2a sen r~ 
o 

ftf. = 2 (1 + ~) 2r In 
" 2,,' 

Es int eresante comparar este resultado con el co rrespondien te a una 
placa ci rcular simplemente apoyada, cargada en el centro (v. ap . 19). Sea 
un rad io r que forma un ángulo a con el eje x, se encuent ra, para la 
ecuaciones (90) y (9 1) para una pl aca circular 

M% = At .. cos2 a + JI , sen2 ex 
P In ~ + (1 

P y' 
.. (1+ ,) r 11) 4"lT Ti 

(,) 
P In ~ + (1 P x' 

M~ = M~scn2 a + lit , cos2 ex .. (1 + , ) 11) 4"lT fi r 

Los prime ros términos de ( 154) y (e) coi nciden si se [Dma por radio 
ex te rior de la placll ci rcu lar 

2a ... ~ - sc n ­
• o 

En estas condiciones, los momentos 1\( son idénticos en los dos casos. 
El momento 1H", para una placa rectangular la rga se deduce del de la placa 
circular resta ndo' ( 1 - dP/4:1 . 

Se puede llegar de ahí II la conclu sión de que en una pl aca rectangular 
la rga la distribución de tensiones en torno al punto de apl icación de la ca rga 
se obtiene superponiendo, a las tensiones de una placa circular cargada en 
el centro y de radio (20{:r ) sen (:1 ,;{a), una n exión p ura producida por 
momentos M~ = - (1 - ,,) P /.J:r. 

P uede su ponerse que la mi sma relación , entre los momentos de placas 
circulares y placas rec tangulares largas, existe también en el caso de una 
carga P uniformemente repartida sobre la superficie de un círculo de radio 
pequeño c. En tal caso, P¡¡nl el centro de una p laca circular, se obtiene de 
la ex pres ión (83) despreciando el termino en c2

• 

I s... rn:u.., rd" que .~ ,. ) ". 



Por consiguiente, para el centro del área ci rcular de una placa rectan­
gular larga se obtiene de las ecuaciones (154) 

M, ~ :: [(1 + ,) 
2a sen ... ~ 1 ] In 

a + .e 
(155) 

~ ::[(1 + ,) In 
2a sen ... ~ 

+ 1] (1 - , )P 
llf~ • 

" 4, 

Se llega a la conclu sión, después de esta compa ración de una placa 
c ircu lar y de una pl aca rectangular larga, de que todas las fó rmulas corres­
IXJIldientes a las tensiones locales en el punto de aplicación de la carga P , 
ca lculadas para una placa ci rcula r, utilizando la teoría de las p lacas gruesas 
(v, ap. 19) pueden servir en el caso de una placa rectangular larga. 

Cuando la placa no es muy la rga se utilizarán las ecuaciones (o) en lugar 
de (b) , para el calculo de los momentos jW .. y M" a 10 largo del eje x. Puesto 
que th a,.. tiende hacia uno rápidamen te y ch a,.. aumenta exponencialmente 
con 11/, las diferencias entre las s umas de las se ries (a) }' la suma de la serie 
(b) se calculan fácilmente, y los momentos M x }' M I' a 10 la rgo del eje x y 
cerca del punto de aplicación de la carga pueden ponerse en la fo rma: 

Al,. "" (1 + ,,)P ¿ I nt ... ~ m ... x + P 
- sen --~n-- y , -

2 ... ma a 4:r 

( l + ,,)1-' 
2. 

.. , 

.. , 

P (I + ,,) In 
4. 

.¡ 
2a sen-a p 

.".r + "( 1 4lr 

1 m ... ~ "m'/rX P 
- sen -- ,<n -- + 1' 2 -
m a a ff 

.¡ 
P(l + v) 2asen -a" P 

4lr In ... r + "( ~ 4 ... 

(156) 

donde )'l Y Yz son factores nume ricos cuyos valores dependen de la relación 
b/o y de la posic ión de la carga sobre el eje .\', La tabla 24 da varios valo res 
en el caso de una ca rga central. 

TAIl I..A 24 
Facto res Yo , " de las ecuaciones (156) 

6/" 1,' I 1.2 I 1,4 1.6 I ... 2,0 ~ 

" - 0,565 - 0.350 I - 0,2 1] - 0.125 - 0.073 - 0,042 • 
" .... 0.]35 1 + 0. ]] 5 + 0.085 .... 0.057 + 0,037 + 0,023 ° 

La distribución de tensiones cerca del punto de aplicación de la carga 
es tamb ién en esencia la m isma que en una placa ci rcular ca rgada en el 
centro y de radio (20 j :f) sen (:J'f~ jo). 

Para obtener los momentos de flexión ¡\1z )' J\ll~ cerca de la ca rga , basta 
con s uperponer a los momentos de la placa circular la flexión pura c reada 
por los momentOS M ; = "/J P j4 lT }' M : = - (1 - ~ - i'2)P j4 ;r:, 

Suponiendo que esta solución es vá lida también cuando la ca rga P está 
uniformem ente repart ida sobre un circulo de radio pequeño e, se tiene para 
el centro del cí rcul o: 

d(1 +» 
20 sen ~ 1 ] + "(I? JI. - In + • e 4 • 

M, -:: [(1 +,) In 1] 
(1;;7) 

2a sen ~ p 
" + - (1-,,-,,(,)-

• e 4 • 

Como en el caso de una carga repa rtida las reacciones concentradas en 
las esquinas de una placa rectangular actú an hacia abajo y las cargas con­
centradas prod ucen importantes momentos de sujeción. Las reaCCiOnes en 
las esquinas 

R = nP (f) 

debidas a una carga central P estiy1 dadas en la tabla 25 por los valores 
numéricos del factor 1/, en tanto los momentos de sujC{;ión tienen por valor, 
- R f2 (v. pág , l OS). El cálculo de R se efectúa por un me todo sencillo 
explicado en el apartado siguiente. 

T ADI..A 25 
Factor n p UA el cálculo de las reacciones R en pl llcaS rectllngulares simplemente IIpoyadas 

cargudas en su Cf n l TO 
~ _ 0,3 

bla = 1,0 1.2 1,4 1,' I 1,8 2,0 I 3,0 < 

.- 0, 1219 0, 1162 0,1034 0.0884 0,0735 0,0600 0,0180 ° 
La fi gura 73 mueSlra la distrib ución de los m omentos fleClores y de las 

reacciones, e n el caso particular de una p laca cuad rada, cargada en el 
centro. 

L as pur!es de curvas rayadas son "{llidas pura un reparto unifo rme de 
la carga P sobre un cí rculo de rad io e = 0,05 a. 



36. Plac as rec ttmgularelf de longit'ul infinita c on bordelf IJ jmple m e n ­
te apoy ados 

En ante riores estud ios hemos considerado va rios casos de pl acas de 
longitud infinita. Las flechas y los momentos en estas placas se obt ienen a 
partir de las soluciones de las placas fi n itas en las que se hace tende r la 
longitud hacia infinito. En algunos casos es mejor obtener las soluciones 

~ ,N,=O,- ~l 
P 

0.417 O" 'M 

~~~~::::::::§~'~_~=::':::::::~~R",'" 0.t22 p 
- ,. 

v ,,0.3 
",<1 0.2O'tT 

()~ ----y 
, R R ! 

0.1 o 

, 
~N 

, , , 
: 
, , , 
: , 
~N , 
: 
i 

r-----------t----------c~~<ll 
l-----.~----- - -----~-----

y 
FIG. 73 

para un a placa de longitud infinita y combina rlas de tal forma qu e se 
obtenga la soluc ión para una p laca finita. D arem os en este apartado varios 
ejemplos de este procedimiento de obtener las soluciones. 

Estud iaremos p rime ro el caso de una p laca de longitud in fin ita y de 
anchura {/ ca rgada a lo la rgo del eje x, como indica la figura 74 . Puesto que 

FIO~. 74 

la defo rmada es simetr ica con relación al eje x, no consideraremos m ás que 
la parte de la placa correspondiente a los valo res posit ivos de y. 

Es tando la ca rga distribuida só lo a lo largo del eje x, la t1echa de ni de 
la placa, satis face la ecuación 

a~w d'w · a'w -- +2-- + ­OL' (Jx l ay1 ay' 

Escribiremos s u sol ución en la fo rma 

Y .. sen~ 
a 

o (al 

(bl 

que sat isface las condiciones de conto rno a lo largo de los bordes longitu­
dinales de la placa simplemente apoyados. Para sat isfacer a (a ), las func io­
nes y ... debenin ser so lución de 

n" 2 , 4 
Y I\' _ ?!....2. Y " + !!1..!... Y = O 

'" "" a 2 '" al .. 

T om ando la solución de esta ecuación en la forma 

y", = A .. e .... wl. + B .. m;y e". I" . + C .. e-" . w'. + D ... m;y e-·~/. (e) 

y recordando q ue las t1echas y sus derivadas tienden a cero c uando nos 
alejamos del eje x. se llega a que las constantes A", y B ... deben ser nulas. 
Por cons igu iente (b) se escribe 

w (e + D mw-u) e-- -"'· sen m ... x .. ... a a (d) 

Por razón de s imetría, tenemos 

Esta condición se satisface tomando C ... = D .... en (d) . D e donde . \' ( m.y) m.x w = ~ c ... l + a e-,,· v1asen a (,) .. , 
Las constantes C ... se clIlculan fácilmente en cada caso pa rt icula r si se 

conoce la di str ibución de la ca r~l a lo la rgo del eje x. 



Por ejemplo, supongamos que la carga está uniformemen te repartida a 
10 largo de todo el ancho de la p laca. La intensidad d e la carga p ued e 
ponerse en la forma s igu iente de serie trigonométrica 

1 m..-x 
-sen -~ 
m a 

en la que qú es la carga por u n idad de longitud. Puesto que la carga 
uniformemente repartida entre las dos mitades de la placa, se ve que 

a (a'," a,") 2 ¿ (Q~)~_o = -D a- -a' + a~ = - - qo yx Y~_o r 

1 m ,..x 
- sen-~ 

m a 
... .. 1.3.5 . 

Sustituyendo w por su valor dado en (e), se obtiene 

de donde 

2Dr' \' 
a' L., 

m m' 

donde m = 1, 3. 5 
Por consigu iente 

'" 

Cm 

¿; 
.. - I ,aJ., 

¿ 
". - 1.3.5, . 

I mll"x 
-sen -~ 
m a 

está 

(f) 

(g) 

L a flecha es máxima en el centro de la placa (x = a/2, y O), donde 

qoa' 
(W)mh = 7f4D 

. 
¿ 

m _ 1,J.5 .• 

( _1)(..-1)12 

m' 
(h) 

Se obtiene el mismo resultado poniendo eh (1m = 1 y ch (1", = X en la 
ecuación (144) (v. pág. 160). 

Como otro ejemplo de aplicación de (e), con side remos un a cargl'l de 
longitu d u uniformeme n te repartida a lo largo de una parte del eje x 
(fig. 74) . Re-presentando esta distribución de carga por una serie trigo­
nométrica, se tIene 

1 m'/l't m'll'u mll"x - sen -~ sen -~ .en -~ 
m a 2a a 

donde % es la intensidad de la carga a 10 largo de la parte cargad a del eje ,'(. 
La ecuación que permite la determinación de constantes Cm ' correspondien­
tes a (j), es . 

a «PW ¿J2w) 2qo ¿ 1 m..-t m..-u m..-x D - -+- =- - sen -~"n -~"n -~ 
iJy ox 2 ay: ~_ o 'ji' m a 2a a 

mm ' 

Sustituyendo w por su valor en (e), se obtiene 

¿ 
m m' 

C".m' sen mll"x 
a 

de donde se deduce 

Cm ~ 

1 mll"t m'/l'u mll"x 
- sen -~ "n -~ "n -~ 
m a 2a a 

La expresión (e) de las flechas toma entonces la forma . 
qo<>' ¿ 1 m'/l' t m'/l'u ( m'/l'Y) mrx W ~ - - - sen -~ sen - 2 1 + -~ e--mr~ /G sen -~ 
'/f4D m4 aa a a 

m m ' 

(i) 

El caso particular de una fuerza concentrada aplicada a u n a distancia ¿ 
del origen se obt ien e haciendo tender a cero la anchuta u de la parte 
cargada del eje x. Sustituyendo 

qou = P y 
m..-u m7fU 

sen -~ ~ 
a a 

en la ecuac ión (i), se obtiene 

(158) 

expresión idéntica a la (148) del apartado anterior. 
Se pueden obtener diferentes casos de carga integrando la expresión (i) 

de la flecha de una placa larga sometida a una carga repartida a lo la rgo de 
una porción u del eje x. Por ejemplo, consideremos el caso de una carga de 
intensid ad q repart ida uniformemente sobre un rectángulo rayado (fig. 75). 
Tomemos un elemento infinitesimal de carga, de valor qudll a una distancia 
'1 del eje x , la flecha correspondiente producida por esta carga en puntos 
tales que y > '1 se obtiene sustituyendo % por qd 11 e y por y - '1 en (1). La 
flecha producida por la carga ente r a , en puntos tales que y ~ v 12, se 
obtiene por integración : 



. 
qaJ \' I m'll'( mrU mr.t 

w ... 1t'D L.¡ m' a sen 2a sen ----a-
O" 

mr(y - '1)] -~ + a e • d" . 
qa' 2: J m..,€ mrU mn 

- -- - sen -- >en - - >en --
..- ID m' a 2a a 

o • • 

[ (
2a , ) -""'-" - +y- - e 2a 
1nr 2 (

2a , ) _0'<0'+" ] - -+ y+ _ e 2a 
m. 2 (j) 

La fl echa e n los pu ntos tales que y < v l2 se obtiene mediante un 
adecuado cltmbio de los límites de esta integración. Consideremos la fl echa 
a 10 largo del eje :x (rig. 75 ). La flecha p roducida por la mitad supe rio r de 
la carga se obtiene d e la ex presió n (J), sustit uyendo JI y v l2 por vf4. 

Flc. 75 

l'vl ultipl icando por 2 el resultado o b tenido en este caso, se inclu ye también 
la acción de la mitad inferior d e la carga y se o b t íene fin almente 

(w).-o = 4~D4 \' -.!.. sen mrt sen m.,...u sen mrX [1 _ (1 + m"l1l) e- ... ro,ta] 
r 4 m· a 20 o 4(1 

0- ' 
(k) 

C uando ti """ X. , la carga indicada en la figura 75, se ext iende en tod a 
la longitud de 1:1 p laca y la deformada es cili nd rica. L a fl echa corres pon ­
diente es, según la ecuación (k): 

( ) 4qa4 2: I mr t m1rU mrx w _o "" - D - scn -- sen __ sen __ r· m~ a 2a a .-. 
H aciendo ~ = u/2 = a/2 en esta expresión, se obtiene 

2: 
... - 1,3 .S. 

J m..-x 
- sen --
m· a 

que reprcscnta la defo rmad a de u na franja uniformem cnte carg¡lda. 

(1) 

Las expresiones siguien tes d e los momen tos tlectores produ ci dos por la 
carga unifo rmemente repartida a lo largo de una p arte u del eje x, se 
obtienen fácilmente de la expresión (1) de la flecha w: 

q,a 2: I m'll'( mrU m'll'x M = - - scn -- sen -
2 

sen --
o ~ '11" m' a a a ... [1 + , + (e -

Al" = ....,.. __ sen -- scn-- " n - -q,a 2: I mr( mru m ... x 
'Ir mi a 2a a 

0-' 

L os valores má ximos de estos momentos se sitúan sobre x; donde 

( Mz)~_o = (Mr)~_G 

q,., ( 1 + ,) 
= ---.-,--

. 
2: 1 mr~ mru mrx 

-- sen -- " n - - 'en --mI a 2a a .-. 

(m ) 

(n) 

En el caso partic u lar d e que ~ = u/2 = a /2, es decir, cuando la carga 
está distribuida a todo lo ancho de la p laca 

I mrx 
->en -­
m' a 

El m om en to max imo esta en el cemro de la placa, donde 

2: 
.. _1,3.5 ...• 

Cuando 1/ es muy peq ueño, esto es, en el caso de una ca rga concentrada, 
se pone 

mrU mrU 
sen 2a '" 20 y q.u p 

Entonces, según la expresión (,,), se tiene 

P(1 + ~) 2: 1 mrt mrX (M*)~_o - (M~)~_o = 2 -sen - -'en --r m a a (o) .-. 
que es idéntica a (b) del apartado anterior y que se expr esa también de 
fo rma finita (v. pago 168). 



En el caso d e una carga q unifo rmemente dis t ri bu ida en el á rea de un 
rectángulo (fig. 75), los momentos flectores de la parte de placa para la q ue 
y ¿ v /2, se obtiene por in tegración de las expresiones (m) en la forma 
s iguiente : 

M, 

ga '\' 1 m1l"t mTU mrX 
= 1("! L.¡ m:sen-----a-sen Tasen a 

m m' 

1 + v + (1 _ v) m'/l" y - 1] e - --0- d, f +';' [ ()] m,(,- " 

- ~2 a 

qa 1: I m1l"~ m1rU m1l"x 
= - - sen -- "" -- "'" --

'/1"' m2 a 2a a 
m m ' 

( 
,)] _ m,<',-" 

- v) y - - e 2a 
2 

[
2 ()] m,,,,+., ) - m: + (1 - ,,) y + ~ e ---,.-

. 
qa 1: 1 1n1lr~ m1lru m1lrx 
2 - sen -- "" -- ,," --
1Ir m~ a 2a a 

mm' 
(1 ~ v) (y ~~) J e _,u(;:-.l 

[
2 ( ) ] m,,,,+,,) 

- :: - (1 ~ v) y + ~ e - - ,-.-

(159) 

Los momentos d e la parte de la placa donde y < v l2 se calcu lan de 
modo similar. P ara obtener los momentos a lo la rgo de x, basta sustituir ti 
por v l2 e y por v l4 en las fórmulas (159), y multip licar por 2 el resultad o 
así obtenido. 

Por consiguiente 

4qa~ \' 
-;T I..¡ 

m m' 

1 mll'~ 1n1lrU mr x 
- sen -- "" -- "" - -m' a 2a a 

[ m,,] -"") 1 + (1 - v) 4a e Za 

l m'Jl'~ m'lrU m'lrX 
- sen -- "" - - "" - -m' a 2a a 

(,- [,- (1- ,)~:,],-~:' ) 

(160) 

Si se precisa conocer los valo res de los momentos en el centro del 
área rectangular cargada, se pueden calcular también por medio de las 
expresiones (167) que serán expuestas en el apa rtado 37 . Cuando v es muy 

pequeñ o, las ecuaciones (160) son iguales a (n), si se sustituye en este caso, 
qv, por %. Cuando v, es muy g rande, la p laca flexa segú n una superficie 
cilíndr ica y las ecuaciones (160) toman la forma 

4qa' 
-11" '- 1: 1 m1l"~ mru m'J/'x 

- sen -- sen -- ""-­m' a 2a a 
mm' 

4vqa
2 1: 1 mr~ m1l'u m'll"x 

- -, - - sen - " sen -- ""--
r m' a 2a a m_' 

Pueden obtenerse los valores de los momentos flectores y de las flechas, 
para u na p laca fi n ita, a parti r de los valores correspondientes a una placa 
de longi tud infinita, con ayuda d el melodo de imágenes l. 

Empezaremos por el caso de u n a fue rza concen trada P aplicada sobre 
el eje de simetría x de la p laca rectangular, de lados a y b [fig . 76 a)]. Se 
im agina ahora que la p laca se p ro longa en las direcciones positiva y negativa 
de y y que está sometida a una serie de fuerzas P ap licadas a lo largo d e 
mn, situad as a una distancia b un a de otra y dirigidas en sent id os con trarios 
[v. fig. 76 b)J, las flechas de esta placa indefinida son eviden tem ente n ulas 
a lo largo de las lín eas A IBI, AB, CD, CID , Los momentos tlectores a 

m 

...- ~,t __ B, - I 
+- +--- A B +- ." D~ 

D~ (O 

+- O , e 
:E--~--

~ Q,i-- 0 
-rO

----n---, 
o, 

-- , 
-
-

-

- -b-
--tE. 

-t-

+-
-b-­

• P --1-
----b--

- __ .L 

, 
, } 

F1C. 76 

p 

lo largo de las mismas líneas son nulos, y se puede considerar la placa 
ABCD como una porción de la p laca de longitud in finita , cargada como 
indica la figura 76 b) . Por consiguiente, la flecha y las tensiones producidas 
en la placa dada en el punto de aplicación O de la fuerza concen t rada, se 
calculan mediante las fó rmulas d e las p lacas de longitud infinita. D e (1 58) 

I Este método fue utili2auo por A. Nádai (véase Z . ang"'~. Ala/h. Mech., vol. 2. pág. 1, 
1922) Y por M. T Huber (véase Z. angew. lH"lh. Mech., vol. 6. pág. 228. 1926). 



se deduce que la fl echa en el eje x, de la placa de longitud infinita, produ­
cida por P, apl icada en O, es 

to. 
Pa2 

\' 1 m ... .e: mn 
= 2 ... I D ~ mi sen -a- "'" - a-.-. 

Dos fuerzas ad yacenlcs P aplicadas a una distancia b de O (fig. 76 b)J 
producen en el eje x la flecha 

Pa' ¿ I m ... .e: 
Wt - ---¡-D -¡sen-- (l ... m a ... 

donde, como anteriormente 
m.b 

<r .. = 2il 

+ 2<r .. )e~:r.. .. sen mn 
a 

Las fuerzas P a una d istancia 2b de O producen en el eje x la flecha . 
Pa' ¿ I m ... .e: mn WI "'" --¡-D -¡ sen -- (1 + 4a .. )e-h ~ sen - -.... m a a 

0-' 
y as í sucesivament e. La flecha total del eje .'( es igual a la suma 

w = w,+ w:+ w, + ... 
Teniendo en cuenta que 

th a .. 

4 

- c to .. 

+ cs. .. 

(P) 

.. 4e- :"·(1 - 2e-!"~ + 3e- 4 .... - 4e-k • + .. -) 
se hace coincidir (P) y (146) del apartado 34. 

Apliquemos el método de imágenes al cálculo de la reacción 

R - - lMJ>O 

que aClu~ en el vértice n de la placa rectangular ABen (fig. 76) Y debida a una car­
ga P a~l lcada en el centro de la placa. Utilizando (15 1) y (15 2), se encuclltr.l que k. 
expresión general del momento de torsión de una placa de longi tud infinita, en el caso 
de una carga úniCII, pasa a ser 

A( •• -

sen r(z + f) 

n] • 
'"'y ;"\"(x + 1,) 

, h , .. 
• • 

Por consiguiente, una carga P concentrada en el punto x = 

produce en x = O, el momentO lo rsor 

"1_, - P(J - .. ) r --------•• ch :2' 
a 

a /2, y _ O 

Poniendo, conse<:utivamenle y - b/2, 3b/2, 5b/2, se obtienen los momentos 
torsores producidos por las ca rgas ± P que actuan por encima de l. línea De. 
Sumando estos momentos se tiene 

M .. _ Pb(J - ') ( _ ' ___ 3_ + _ '_ 
. , 8a .'lb J.'lb 5;lb 

ch - ch-- <h--
la 2a la 

l') 

Paf1l tener en cuenta las carg~ que a<:túan p<Jr debajo de ne, se debe doblar el 
efecto (s) de las cargas que actúan por encima de esta misma línea de modo que se 
obtenga el efecto de todas las cargas dadas. Así llegamos al resul tado final : 

M., .. Pb(l - ,) .. . 
2: 

... - 1,3,5, •.• 

m 
(_1)("-1)/' - -­

m.'lb 
,h -­, . (1) 

En cuanto a la reacción que actua haci >l abajo en el punto D, e igualmente en los 
otros vértices de la placa se tiene R z: - 2A1"., estando dado M~ por (1). 

Se puede utilizar también el método de imágenes, cuando el punto de aplicación 
de P no está sobre el eje de simetrfa [fig. 77 a)] . Las flechas y los momentos pueden 

lo 
b, 
.L 

y 

-1----, , 
+ ---

'O , , , 
: , 

- t- ---

----

-

-
b, 

':_ 1-

-

r 

b, 
r 

" -jf+-- Po.... 

---f"" 

b, 
_ _ J_ 

- b. 
- - f"" 

al b) y 
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calcula rse introduciendo un s istema de fuerzas auxiliares que indica la figura y 
utilizando las fórmu las de una placa de longitud infinita. Si la carga está distribuida 
sobre un rectángu lo deben util izarse, para e l cálculo de los momentos flec tores 
debidos a las cargas existentes y a las ca rgas auxiliares [as fó rmulas (167) que st 
expondrán en e l apartado 37 . 



31. '\fome"w. flectore. en phlcotl rectangulares .implemente apoyaootl 30m,,' 
lida. a una carga uni/orme mf!'l.Ut repartida en un recM"Bulo 

Consideremos una vez más el caso más importante en la práctica, de la carga 
representada en la figura 78. Si se procede como en el apartado 3], se encuentra que 
para pequeños valores de ula y vlb, las series que dan los momem05 fleceores en el 
ccnuo del área cargada convergen lentamente y no son útiles para cálculos num4!ricos. 

Para obtener en este caso unas (ónnulas' más adecuadas, inl.roducimos en (1 19) 
las notaciones siguientes: 

De donde 

M M. + M. _D(ci'ul (jiu» 
l +~ a:c:'+ üV' 

N_ M.-M. D ( a'w cl>W) 
l . - .t,c;'- "1I' 

M ~ - t o + .)Al + in - .)N 
lIf ... t (! + .)Al - t o - .)N 

( 161) 

(162) 

Considercmo~ primero una placa circular empotrada de radio ao, cargada en el 
cen:ro como la fIgura 78. Los momentos de flexión en el centro de estas pl acas se 
obt Ienen con la ayuda de la fórmula de Michel1, para una carga única excéntrica. Si 

F!c. 78 

u y ·tI son pequeños con relación a a •• el resultado, calculado por una integración 
apropiada de ( 197) (pág. 321) puede ponerse en la forma 

M= !""(2 + 21n 2l.\1 _ ) 
4.., d 'l 
P 00 

N - ¡; f 
donde , , 

r - karctg - + - arctgk 
k k , , 

V' = k arctg ¡; - ¡; arctg k (163) 

y d _ vul+l>' 

, Véase $. \Voino"· sky- Krieg,,r. b,g •. -Arch .. ' ·01. 2 1. pág. 331, 1953. 

Para una placa circular simp lemente apoyada y del m ismo radio a. se debe añadir 
a M

z 
y M., el lérmino P/411 (\'. pág. 87), es decir, añadiendo P /2:r(1 + v) a Al y nada 

a N. de forma que tos últimos valores toman la forma 

P( 2~ ) P M - - 2 + 2 In ---.-
4 .'T d b( I + ~) 

P N __ ~ .. (') 

Finalmente, para obtener las expresiones correopondientes a una f ranja infinita 
(fig . 75), se debe hacer 010 _ 201/" sen (:re/o) e inu oducir un momento adicional 
M = - (1 - ,,)P/4::r. 

• Esta ultima operación cambia M en - (1 - .)P/4.'t(l +.) y N en + P/h. 
S ustituyendo en (b), se llega al resultado siguiente: 

( 
4o sen ~ ) 

M .. f 2 In .. d a +3 - 'P 

P 
N .. - (1 + o¡I-) ,. 

(164) 

Los valores '1' y \', dependen de la relación vlu y se encuentran en la tabla 26. 
Consideremos ahOn!, el caso de una placo rectal/gu/ar (fi g. 78), no debemos tomar 

en consideración m:ís que la influenci:1 de las cargas auxiliares' ± P (fig. 77), Y 
sumarlas a los valores (164) de M y N. 

El resultado final, para el caso de la fig ura 78, se puede escribir en la forma 

. 4a sen -( ., ) 
M - f 2 In .d (l +). - rp • 

P 
N - - &o + o¡I-) .. 

donde '1', " , d, están dados por las expresiones (163) y la tabla 26, y: . 
).-3 L e-".. 1 m .. E 

-, ---.en-
ch o.. (l .. , 

_ 2 .. b ~ __ ' _ sen" m .. ~ 
a L.¡ chla.. a . -, 

(165) 

(1 66) 

con a", - m:rhf2a. Los términos A y ,. expresad O!l por series nípidamente convergen­
tes son independientes de las dimensiones u y v (y aun de la forma) del área cargada. 
La tabla 27 da los valo res numéricos. 

• Se pueden con$id"rar como coOCentmd~8 5 1 u y ti wn pequenos. 



De las ecuaciones (162) se obtienen los valores de los momentos flectores que 
actúan en el centro del área cargada (fig. 78). 

4a sen~ ) 
a +}. _ '" {I + ... ) + (lO + +)(1 .-

4a sen~ ) ] 
a +}. _ '" (J + ... ) _ (lO + +)(1 _ ,) .-

(167) 

Las expresiont'S ( 165) y(167) son también aplicables al cálcu lo de momentOS de 
una franja infinita si mplemente apoyada, como caso particular. 

, 
0.0 
0.05 
0.1 
0.2 

0.3 0._ 
0,5 
0.6 

0.7 O., 
0.9 

T"B~ 26 
Valores de 101 facto res 9' y ., definidos por 13$ ecuac iones (163) 

It. = vlu 

1.000 
1,075 
1,\44 
1,262 

1.355 
1.427 
1,481 
1,5 19 

1,5-45 
1.560 
1,568 

, 
- 1,000 
- 0,923 
- 0 ,850 
- 0,712 

- 0588 
- 0.475 
- 0,3;4 
- 0.282 

- 0,200 
- 0. 127 
- 0.060 

, 
1.0 
1.1 
1,2 
1,3 

l.' 
1.5 

l.' 
1.7 

l.' 
1.9 
2.0 

1,57 1 
1.569 
1,564 
1,556 

l,H7 
1.537 
1,526 
1,5 15 

1,50-4 
1.492 
1,48 1 

TABL\ 27 

0.000 
0,054 
0,104 
0 ,148 

0 .189 
0,227 
0,261 
0,293 

0,322 
0.349 
0,374 

, 
2.5 
3.0 _.0 
5.0 

'.0 
7.0 

' .0 
9 .0 

10,0 
20,0 

00 

, 
1,427 
1.382 
1,311 
1,262 

1,225 
1,197 
1,176 
1,158 

1,144 
1,075 
1.000 

" 
0,475 
0,549 
0,648 
0,7 12 

0,757 
0.789 
0,814 
0,834 

0,850 
0,923 
1.000 

VI .o~ , actores dIo", y l' ce. 166) la para P cas reclangu ares ~Imp 'po, .. u 

¡ para ~Ia - , para # a _ .,. 
0, 1 0.2 0.3 0._ 0.5 0.1 0.2 0.3 0._ I 0,5 

0.5 2,792 2,352 1,945 1,686 1,599 0,557 -0,179 - 0,647 - 0,852 - 0,906 O., 2,861 2.H5 2.227 2,011 1.936 0,677 0,053 - 0.·B9 - 0,701 - 0,779 
0.7 2 .... 2.677 2.433 2,259 2,1 98 0,758 0,240 - 0,229 - 0,5 H - 0,6415 
O.' 2,933 2,768 2.584 2.448 2,399 0,8 14 0,391 - 0.031 - 0,310 - 0.4414 
0.9 2,952 2.832 2.694 2,591 2,553 0,856 0,456 0.148 - O, IOS - 0.198 

1.0 2,966 2,879 2,776 2,698 2.669 0,887 0,61 1 0,304 0,080 0.0110 
1,2 2.982 2.936 2,880 2.836 2.820 0,93 1 0,756 0 ,551 0,393 0.335 l.- 2.990 2,966 2,936 2,9 12 2,903 0,958 0.849 0,719 0,6 16 0,578 
1,' 2.995 2,982 2.966 2,953 2,948 0,975 0,908 0,828 0,764 O,74{1 

l.' 2,997 2.990 2,982 2,975 2,972 0,985 0,945 0,897 0,858 0.843 

2.0 2,999 2,995 2.990 2,987 2.985 0 ,991 0,968 0,939 0,915 0.906 
3.0 3.000 3.000 3.000 2.999 1.999 0.999 0,998 0,996 0.995 0,994 
< 3.000 3.000 3.000 3.000 3.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 

Extendiendo la integruci~n a las superficies circulares, elípticas y otras, se en­
cuentran asimi smo las exp r 5iones de Al y N para estas cargas. T omemos, por 
ejemplo, un área ci rcular car ada (fig. 79), se obtiene para su centro: 

(168) P 
N .. - ,. .... 

estas exprt'Siones son equivalentes a (15 7). Comparando (168) y (165) para k = 1, se 
llega a que las áreas cargadas ci rcular y cuadrada producen el mismo momento flector 
en el centro, si 

• e .. v'2 e .. ,t-, .. O.57u o u .. 0,88 X 2c (e) 

Se observa que, a medida que la carga se concentra. la exactitud de las fórmulas 
loga rítmicas aproximadas de los momentos flectores [eco (lS7 y 167)], aumenta 
mientras que la convergencia de las series que dan ordinariamente estos momentos 

r~--' , 
.IN 

o 
, , 

"N 

Ll--­
---- O ----..¡ 

, 
se hace más lenta. Los cálculos numéricos' mueSl ran también que la precis ión de 
estas fónnulas aproximadas es ampliamente suficicnle en la práctica. 

38, Teruionetl rern.icOl e n {,locas rCCkJngulares ai,nple,nente apoy adas 

S upongamos que la cara supe ri or de una placa rectangular está a una 
temperatura más alta que la cara in ferior de manera que la p laca tiene 
tende ncia a curvarse hac ia arriba a causa del calentamiento no uniform e. 
Debido a la coacc ión a lo largo de los bo rdes d e la placa, s implemente 
apoyada, que les impide separarse del plano de los apoyos, el calentamiento 
no uniforme d e la p laca provoca c iertas reacciones en la longitud del 
contorno de ésta y ciertas tensiones de flexión a una distancia de los bo rdes. 

, Véase S. WQinuwsky_ Krieg<:r. InJlr .-.4rrh .. vol. 3. pá¡¡-. 3W . 1932;" Ingr._Arch .. \"01. 21. 
pá~inas J36 y 337. 1953 . 



Se utilizará el método descri to en el apartado 24 para calcular estas tensio· 
nes'. Supongamos primero que los bo rdes están empotrados. En este caso, 
el calentamiento no uniforme produce los momentos nectores uniforme· 
mente repartidos a lo largo del contorno y cuyo valor es (v. pág. 67) 

' [ _ ((tD( 1 + v) 
11 .. - h (a) 

donde t es la d iferencia de temperatura entre las caras superior e infer ior 
de la placa y (1 el coeficiente de dilatación té rmica. 

Para obtener Jos momentos flectores Mz y Mil de una placa simplemente 
apoyada (fig. 62), se deben superponer a los momentos uniformemente 
repartidos, dad os por (a), los momentos producidos en una placa rectangu· 
lar, si mplemente apoyada, debidos a NI~ = - a/D(l + ~)/h uniformemen­
te repartidos a lo largo de los bordes. Se util izará (120) pa ra estudiar este 
ultimo p roblema. 

Puesto que la curvatura en dirección de un- borde es ~.¡J la en el caso de 
extremos simplemente apoyados, tenemos M; = v.J\1~. Por consiguiente en 
el con torno 

M M~+Mv 
1 + , 

a'D(1 + .) 
h (b) 

Entonces la primera de las ecuaciones (120) se cumple tomando M 
constan te a lo largo de toda la placa e igual a su valor en el contorno (b). 

La segunda de las ecuaciones (120) da entonces 

((t(l + JI) • 
h 

(o) 

Por consiguiente, la deformada debida a un calentamiento no uniforme 
es la mi sma que la de una membrana rectangular uniformemente tensada 
y uniformemente cargada, y se obtiene hallando la solución (e) que cumple 
la condición w = O en el contorno. 

O perando, como antes se escribe, la superfic ie fl exada de la forma 

W = w, + W: (d) 

en la que w 1 es la flecha de una cuerda perfectamente fl exible cargada 
uniformemente y estiradfl ax ialmente de tal manera que la in tensidad de la 
carga dividida por la fuerza axial es igual a - a/(1 + ~ )h.' 

, Véase la memoria de J. L . i\hulbf, l$ch . J. Appl . .1t!u h.,..;n, \"01. 2. p'g. 141. 1935; \"éase 
(amb,,,,, E . :\Ielan y H . ParkUl<, lI'u ~",,,,pa .. ,, .. ngen ;nfoJge 6/ot;on/l • .,r rt:1Pl fHraturfetde •• Viena . 
1953. que incluye bibl iog rafia sobre Ifmsiones té rmic,"s. RC"Specto a Tensiones debidas a n rorn 
de- momaje de placas, ,-éase W. Nowacki. B .. /I . ocod. poIOI<. Ki., "01. 4, ¡llIg. ~. 1956 

En este caso, la deformada es una p arábola que puede rep resentarse en 
forma de una se rie trigonometrlca 

at( l + ,.) x(a x) 
101 = - h 2 . 

at( l + 11) 4a' 

h . ' 2: 
... - 1,3,6,., . 

Esta exp resión satisface a (c). La fl echa w1 que debe cumplir 

a'wl + a'wl = O 
ax! ay! 

puede escribi rse de la forma 

w, ¿ 
.. - 1,3.&, . 

y .. sen mrx 
a 

(.) 

(j) 

(g) 

donde Y", es una función de y sol am ente. Sustituyendo (g) en (j), se 
encuen lrfl 

Entonces 

y . 

Y" . mtr' y = O 
a' • 

m;ty 
= A .. sh -­

a 

m lTy + B", ch -­
a 

(h) 

A causa de la simetría de la deformada respecto al eje x, se llega a que 
Y", es una función par de y . Por consiguiente, la constante A ", en (h) es 
igual a cero y se obtiene finalmente . 

W =W¡+ WI = 2: m" [ sen a - at(1 h+ ji) ~az, + B ... ch m ;ty] (i) 
.m a 

", - 1,3,5 • . 

Esta ex pres ión satisface las cond iciones d e contorno w = O, en los 
bordes x = O y .'1: = a. Para cumplir la misma condición en los bordes 
y = ± bl2 es preciso que 

m:tb at(1 + p) 4a' 
B ". ch - - - -- ~ O 

2a /¡ lT3m3 

Sustitu yendo en (1) B ... por su val or, deducido de esta ecuación , se 
encuentra . 

w 2: 
... _ I,a,S • . 

en la que, como antes «,.. n/7lbI2a. 

"n -­_ _ a_ 1 
m,,( 

m' 
Ch~) 
ch a", ül 



Con ayuda de esta expres ión w de las flechas , se encuentran los valores 
cor respondientes de los momentos flecto res y, combinándolos con (a ), se 
encuentra finalmente: 

M. 

M, 

atD(l + ,) 
h 

4Dat( 1 lit ) 

rh 

atD(l + .. ) 
h 

at(I ,.') D 
h 

m::rx 11I !"fy 
"n --eh --

1: 
.. _1,3,&" •• 

D (a'w + ay' 

4Dat(1 -
rh 

a a 
m ch a m 

.. a~w) 
ax' 

,') 1: _ _ 1,3,&, •. • 

m ::rx nI .'ly 
" n -- eh --a a 

m ch (.1", 

(k) 

La suma de la serie que aparece en estas expresiones se obt iene fáci l­
mente si se escribe de la forma siguiente: 

-
1: 

_ - 1,3,5, ... 

sen ~ch m;'l"y 
a a 

mch u ... 

-
1: 

... . 1.11.5,.,. 

( 

m ,ox m" y 
" n --eh --

a a 
m ch u'" 

e"'''~'- m"ll":t -- " n- (1) 
me"~ a 

La primera serie del segundo miembro de esta ecuación converge rápi­
damente puesto que ch (m::ry la) y a", tienden rápidamente hacia 1"-.,.,- y e"'" 
cuando m aumenta. La segunda serie se escribe l

: 

! t."" . sen m"ll"x rx 
s<n -

a 1 a 
(m) 

me"- 2 arctg (rb _ ry) 
... - 1.3,5, . . . 

,h 
20 a 

Véase \v. E. Byerly. !:.·/(,"l('" ta rv T rta tilt 0" Fo"ritr St, itl ",,,1 S"hericol. Cy /i"drica/ 
arl(l !:.'/liplOidal Ha rmo" in. pág. 100, Soslon , 1893. El resuhado 'puede obtenerse fáci lmente 
mediante la conocida "cric 

1 2t: sen.. =-:' =-:' 
- arctg --- - =-: scn .. +-sen 3 .. +- ¡¡en 6.,+ 
2 l-zl 3 .5 

Los momentos fl ectores M il Y M r son máximos en el contorno, Estos 
valores má xi mos son: 

(M ) =at(l- r) D = Eh, ·t . _0,_ h 12 (n) 

Se ve que estos momentos se obtienen multiplicando el valor de M" en 
(a).-por ( 1 - l') ' Se llega a la misma conclusión si se señala que los momen­
tos M~ que estaban apl icados a lo la rgo del contorno crean en la dirección 
perpendicula r los momentos 

atD(l + .. ) 
-, h 

que superpuestos al momento (a) dan el valor ( 11"). 

39. Influe ncia de las deformacion es por esfue rz.oIJ cortantes en ro 
flexión d e las placas d e lgadas 

Se ha vis to que la teoría habitual de las placas delgadas e lásticas, 
conduce a una ecuación en derivadas parciales de cuarto orden (103) para 
la fl echa y. por consiguiente, a dos condiciones de contorno que pueden y 
deben cumpl irse en cada borde. 

Para una placa de espesor fin ito, pa rece natu ral exigir que se cumplan 
tres condiciones de contorno mejor que dos. La razón fo rmal que impide 
sat isfacer más de dos cond iciones, por la teoria habitual, proviene del orden 
de la ecuació n básica de esta tcoria; fí s icamente esta razón proviene del 
hecho de qu e la dis tors ión de los e lementos de la placa , d eb ida a los 
esfuerzos co rtantes Q (pág. 71), Qz y Q~ (pág. 99), ha sido despreciada al 
establecer las relaciones entre las tensiones y la flecha de la placa. Esta 
omisión de la deformación provocada por la componente de la tensión 
tangencial equi vale, evidentemente, a haC:f'r tend er a infinito el módulo de 
elasticidad transversal G,. 

Aceptan do esta hipótesis, se sustitu ye el mate r ial rea l d e la pl aca, 
supuesta isótropa. por un material no perfectamente isátropo. Puesto que 
se ha supuesto G. = 'X, la placa no responderá a la acción de un par 
apl icado en su supe rficie cilínd rica, si el vector del par coincide con la 
normal a esta superficie. Esto nos permite identificar la variación olvlx,,!oy 
de los pares de torsion debidos a las tens iones tangenciales horizontales que 
actúan a lo largo de un borde x = a con el efecto de las fuerzas verti cales 
Q~ aplicadas en el mismo borde lo que reduce de tres a dos el número de 
las condiciones de bo rde (v. pág. 102) . El am\lisis de las tensiones de las 
placas elásti cas se simplifica enormemente con esta redu cción. Por otra 
parte, at ribu yendo p ropiedades puramente hipotéticas al material de una 
placa, no se puede esperar una ident ificación total de la distribución de 
tensiones teó rica con la distribución real . La inexactitud de la teoría hab i-



tual de las placas delgadas es de interés práctico en las zonas peri féricas de 
las p lacas y al rededor de agujeros que tienen un diámetro no muy grande 
en comparación con el espesor de la placa. 

La generalización de la teoría ordinaria en función de la innuencia de 
las deformaciones de los esfuerzos cortantes se debe a E, Reisne r l

, 

Consid eremos un elemento de placa sometido a una ca rga transversal 
externa q dx tiy y a un sistema de tensiones (fig. 80), Según la teoría de 
E. Reisn er se supone una ley lineal para la distribución de las tensiones IJ~ , 

0", T
XII 

a trllvés del espesor de la placa, Por las ecuaciones de equilibrio' (a) 
de la pági na 11 9, la distribución de las componentes T ... y r loll sigue una ley 
parabóli ca. Como para la tens ión 0, se obtiene fácilmente por la tercera de 
las ecuac iones de equilibrio (a), si se tienen en cuenta las condiciones 

sob re las caras superior e in ferior de la placa, se llega, de esta forma, para 
las componen tes d~ la tensión en función de sus resultantes y de z, a las 
expresiones s iguientes 

Tu -
3Q. 
2h 

12M.:. 
tT. -~ 

.. __ ~ [~ _ 2, +!. (2')'J 
• 4 3 h 3 h 

12M ... 
- p-

(a) 

(b) 

Excepto (b) el sistema anterior de ecuaciones es igual a las expresiones 
cor respondientes de la teoría habituaL De la misma manera se pueden 

• Véase ] . ¡Ha/h. a"d P/¡y •. , vol. 23. pago ]84. ]944;1. AppJ. M echa,,;c., "01. 12. pIÓ". A-68, 
]<;4 5; Q'4IIn Appl. MI,th" vol. 5. pág. 55, 1947. Para eSludiar ]a historia d., tite p roblema 
retrocediendo. la COnlrov(' r,ia ('n lre M. U." Y Boussinnq. véa .... L. BoI1.,. 8ull . /('ch. Suiu~ 
, ama"dt. octub.e ]94 1. 

escribir las cond iciones 
(v. págs. 99 y 100): 

de equil ib r io de las resultantes de la tens ió n 

(e) 

(d) 

Q~ = O 

Su poniendo un material isótropo y los desplazam ientos 11o, v o, Wo pe· 
queños con relación al espesor h . en todo punto de la p laca, se pueden 
utilizar las relaciones gene rales entre tensiones y deformaciones 

donde G 

auo 1 Tx" = E IO'~ ~(O' r + 0'.)] 

avo 1 ay E IO'~ - ~(O'i + 0'.)] 

¿JIto + avo = .! T (e) 
ay ax G %~ 

ou. + awo _ 1 Tz a-x-(j'T%. 
ovo + ¿¡Wo = ..!:. 'T 
az ay G~' 

E/2( 1 + p). No se utiliza la sexta relación 

aw. l ( )I Tz = E 10'. - ,. o. + 0'" 

por es tar en contradicción con la h ipó tesis de la ley lineal para la distribu· 
ción de tensiones 0%, 0 ", 1.., junto a e llo introducimosl un valor medio w de l 
desplazamiento transversal, a través del espesor de la placa, así como algu­
nos "a lores medios fT'z y q'., del gi ro de las secciones x = constantes e 
y = constante. Se definen estas cantidades igualando el trabajo de los pares 
resultantes al produci r los gi ros med ios y el trabajo de las fuerzas resultan­
tes al producir los desplazamientos medios al trabajo de las tensiones 
correspondientes al efectuar los desplazamientos reales !lo. Vo Y Wo en la 
misma sección ; es decir, haciendo 

I A
/

2 

- ~/ 2 
tT.Uo dz Af~",s j A/2 

- ~/2 T "l/VO dz = ftf.~¡p" 

1M2 
- M'J O'~O dz M~!(J" f A/ 2 

- 1>/2 T~~UO dz Af,,~!(J. (f) 
f A/'J 

- A/2 T~.WO dz - Q.w I A/2 
-A/2 T~.WO dz Q,w 

E. Rei.sncr, .m un trMado S<.>b rc C810, u. iliza ('1_ principio de mínimo t rabajo d(' Cpsli . 
I1liano, pan, in trodUCir ¡"s cond,clOnea de compatibihdad en el análisis. E l método desarro . 
nado <lqu¡ conduce a l mismo u " "hado y Cll debido a A. E. Green. Quarl. Appl. ,Uath" vol. 7, 
pá¡:in:. 223. ]949; VéRSt: tam b.én 1\1. Schüfer. Z. m.gew. Malh . ,\tuh .. \'01. 32, pago 161. 1952. 



Sustitu yendo las tensiones (a) en (j), se obtienen las relaciones siguien. 
tes entre los desplazamientos medios y reales 

w=- wn l - - dz 3 J';' [ (2')'] 2h -1</2 h 

_ 12 J I>12 UI)Z 
.·-h' -hdz 

- A/2 
(o) 

_ 12 J"/2 VoZ 
.' - h' -hdz 

- A/2 

Utilizando (e) y tenie ndo en cuenta (h), se pueden también ex presar las 
componentes 0"", O"~ Y rxv en función de los desplazamientos reales, se tienel : 

Sustituyendo estos valores en (a) y, multiplicando las ecuaciones obte­
nidas por 12z dz jh3

, integrando entre z = - h j2 Y z = hj2, Y teniendo en 
c uenta (g), se obtienen las ex presiones 

M~ = D [a •. + ,a., + 6,(1 + ,) ] 
OX oy 5Eh q 

M ~ D [a •• + a •• + 6,(1 + ,) ] 
w oy"ax 5Eh q 

M ~ _ D ( I - , ) (a •. + a.,) 
%~ 2oyox 

en las que D está d e finido por la ecuación (3) . D e la m isma manera, 
sustituyendo r", y rlol' por sus exp resiones (a) en las dos últimas ecuacio­
nes (e), mult iplicando el resultado por 3/2[1 - (2z lh)! ]dzlh e in tegrando 
entre los límites z = ± h12, se obtiene: 

_ aw + 121 + " Q 
<p.,= iJx 5 Eh ., 

(j) 

_ aw+ 12~Q 
oy 5 b'h 11 

Los té rminos en :r' no ap;orcc"rán en las cxpr"siolles siKuient" s d .. " , Y ". puesto que 
".. anulan Con términos i ~uale" . con ';;l/n08 opu~st08 . cOf1t~nidos "n a ... /cx y a..~/ a)' . 

Ahora , ocho valores desconocidos, .1\1"" M~ , M:r~ , Q.." Q lI . W, (JI,. y 'I N 

están relacionados po r las dos ecuaciones (j), las t res ecuaciones (1) y, final· 
mente, las tres ecuacio nes de equilibrio (e) y (d). 

Para simplificar este sistema d e ecuaciones en uno más conveniente, se 
eliminan 'Pr Y f{'" en tre las ec uaciones {J) e (i), teniendo en cuenta (e), se 

obtiene: 

_ D ( ()2W + JI a2w) + ?!:. aQ~ _ qh
2 

_ '_ 
dX' ay! Sé/x 101-,. 

Mil = _D(iPW "iPW) + ~aQr _ qhZ_,_ 
ay! + ax2 5 ay 10 1 - V 

(k) 

M"JI = (1 - II)D a~!;y - ~~ C'a~" + aa~l/) 
La sustitución d e estas ecuaciones en (d) da , si se tiene en cuenta (c), el 

sigu iente resultado 

aq 
,,) oX 

aq 
,,) oy 

(1) 

donde Ll tiene la misma signifi cación de la expresión (10S). En el caso 
particu lar que h = 0, es decir, para una placa infinitamente delgad a, el 
sistema de cinco ecuaciones (k) y (1) da (10 1) y (102) para los m om entos y 
las ecuaciones (108) para los esfuerzos cortantes todas ellas de la teoría 
o rdinar ia de p lacas d elgadas. 

P a ra obtener la ecuación d iferencial más completa de las flechas de una 
placa, basta sustituir (e) en (e), así se obtiene 

h1 2 - " Dtltlw = q - 10 1 _ "tlq (169) 

Esta ecuación se cumple si se toma w, ~ flecha media~, en el punto (x, y), 
en la forma 

w=w'+w" 

d onde w' es una solución particu lar d e la ecuación 

h' 2 - " Dtltlw' = q - - -- dq 
101 - " 

y f{¡" la solución general de la ecuación 

tltlw" = O 

(m) 

(n) 

(o) 

Además utilizando (1 69), podemos hacer que como en la teoría ordina­
r ia de placas delgadas, se satisfagan siempre las cuatro condic ion es de 



conto rno. Se puede obtener una ecuación diferen cial suplementaria, tenien­
d o en cuenta los esfuerzos cortantes Q.r y Q~ . La ecuación de eq uili b rio (e) 
se cumple, si se expresan estos esfuerzos de la misma fonna que las ecua­
cio nes (/): 

Q. 

Q, 

o bien 

-D a(&w) 
ay 

(p) 

(q) 

En estas expresiones ~I representa una nueva función de tensión , mICn­
tras que Q; y Q; sat isfacen las relaciones 

Q' h' Q' -D a(&w') h' aq 
• - 10;1 • = ax 10(1 - ,,) (I x 

Q' h' Q' -D a(&w') h' aq 
(. ) 

~ - 10;1 " = ay 10(1 ,,) (ly 

como pued e deducirse de las ecuac iones (1) y (n). Derivando las ecuaciones 
an te riores. respectivamente respecto a x y a y y sumando los resu hados, se 
llega a la co ndición de eq uilib rio 

(.) 

Para establecer una ecuación diferencial para la función de tensión '1' se 
sustitu yen las ec uac iones (q) en (/) de d onde 

- ~ - - &~ ~ -- ~ --&~ - O a ( h' ) a ( h' ) 
(ly 10 ax 10 

(1) 

de donde se deduce que las expresiones entre paréntesis son co nstantes. 
Igualando estas co nstantes a cero, obtenemos la re lación 

(170) 

que aún si se supo ne h "* O da una segunda ecuación fundamental de la 
tcoría generalizada de la nexión, junto con (169). 

Habi endo estab lecido dos ecuaciones diferenciales, una de las cuale s es 
de cuarto o rd en y otra de segundo , se pueden ahora satisface r t res cond i­
ciones. en lugar de dos, en el contorno de la placa. Considerando el caso 
general d e un elem ento, del contorno cilí ndri co de la pl aca, dado por las 

direcciones de la normal n y d e la tangente t (fig. 54), 
ejemplo. situar la posición d el elemento por las ecuaciones 

se puede. por 

(ul 

Donde w es la fl echa media dad a, y ¡¡;~ y if. son los giros m edios del 
elemento con res pecto a los ejes ' y n respec tivamente. En el caso particular 
d e un bo rd e e mpo trado, las condic iones deberán ser w = O, f{'~ = O Y 

'1'. = O. 
En luga r de los desplazamientos puede imponerse en el con tom o algu­

nos valo res QN MN _M~I de las resultantes, y las condiciones en los bo rdes 

son : 

Q. ~ (J. M. ~ AJ . M ... = Al ... (,) 

Por consiguiente, las condiciones a lo la rgo de un borde libre se expre­
sa n por las ec ua'ci ones Q~ = O, ]\1 " = O. Al ", = O Y para un borde si m p le­
mente apoyado, t ll = O. NI" = O, lH nI = O. En e ste último caso, n o se 
producen las rea ccion es concent radas en las esq uinas de la placa que actuan 
segun la tcoría o rd inari:l y están en contradicción evidentemente con la 
omisión de la deformac ión debida a los esfuerzos cortantes postulada en 
esta teoría. 

Para ilustrar 1:1 teod :1 simplificada. consideremos una placa rectangula r stmiinfi­
nila limitada por dos bordes paralelos y = 0, y - a y por ti borde x = O. Suponga­
mos que la placa no está IiOlicitada po r ninguna ca rga, que las nechas tu y los 
momentos nectores .~f~ son nulos en los bordes y = O. y = a, y que el borde :t - O 
esta sometido a momentos nectores y larsores así como a esfuerzos cortantes dados 
po' 

Ji •• - H . C08 ""1' 
• 

Qs - Q.sen """ 
• 

(w) 

donde !\1 •. 1-1., Q. son constantes y 11 es un numero entero. Entonces. como q = O, 
tenemos ,,, ' = O segUn la ecuación (,,) y '" = w" scgUn ("'). Se satisf;l<.:en la {.'CU¡I ­

ción (o) y la condición de ncdms nulas en x = ce , haciendo 

n.y ( .u ) e-·>:s/a 
w _ w" _sen -;- A + -;;- B ¡¡-

Siendo A y B constantes cualesq uiera. Supongamos que Y' ticne la forma 

f-XC08~ 
• 

donde X es una función sólo de .\ .. y sustituyendo en ( 170), se tiene 

'" _ Ce- J 008 n"l1l 

• 



Siendo en esta última expresión 

In,-"' 10 
(J - '\j -;;t +-¡;-; 

y e una constante. Por las ecuaciones (, j, tenemos Q; = Q~ = O Y las ecuaciones (q) 

dan Q~ _ _ [ 2B (~r e-~." . + c~ e- '.d}enn: 

Q~ _ [ 2B (~)l p~~J. + C{Je- '~ ] cos n: .II 

F inalmen te, las ecuaciones (k) dan las siguientes expresiones para los momentos 
que actúan a lo largo del borde .\' = 0, 

(M.)._o - -A (l-~)+ZB 1 +-- + c-- --8en -[ ( 
n ..... h.) 'oh' ] n .... ' mry 

00' 5mr a' (J 

(M •• )._o - [- A(l _~) +B (1 - ~ + ~n""'h') + c (~ +~)] n .... ' cos n .. y 
5 a' n .... • 5 u' « 

Igualando estas expresiones, así como la expresión de los esfuerzos cortantes 

(Q.) •• o _ - [2B (n;y + cn
a
"'}l'n n;: 

a las respectivas ecuaciones (w ), obtendremos un sistema de tres ttuaciones que nos 
permiten calcular las constantes desconocidas A, B Y C. De este modo, utilizando la 
teoría simplificada de las placas, nos con sta que las tres condiciones en el borde 
.\" = 0, se cu mplen. 

Considerando ahora el borde y = O, se ve que w se anula a lo largo de los bordes 
así co.mo M I' como puede probarse sustituyendo el valor de Q" en la segunda d e las 
ecuacIOnes (k). 

Otra teoría de [as placas que toma en consideración la deformación debida al 
esfuerzo cort ante transversal ha sido adelantada por A. KIDmm'. t:; sta teoría no tiene 
en cuenta la cont racción transversal 10" pero en cambio no restringe a una ley lineal, 

r--------------' ---- --------1 
O.5 qo 

f g 

~\ N • 
" o 

1 1 

" IR 

-

-

-1.5qCl 
F 'G. 81 

' A Kromm, ¡ng r.·Aych .• '01. 21. pág. 266, 1953; Z. angerv. Malh . Mech., \"01. 35, pág. 231. 
1955 

la distribución de las tensiones de flexión a través del espesor de la placa. Aplicando 
esta teoria al caso de una placa cuadrada con a /h - 20, uniformemente apoyada, 
Kromm encuentra para los esfuerzos cortantes a lo largo del borde la distribución que 
indica la figura 81. Como comparación se indican los resultados de la teoría ordinaria 
(fig. 63) con las lineas de trazos y las fuerzas R. Se ve que al considerar la deforma­
<.;Íón tramiversal debida al esfuerzo cortante, no hay reacción concentrada en el vértice 
de la placa. Las fue rzas negativas correspondientes están repartidas en una pequeña 
porción de los límites próxima a la esquina y no ejercen sobre éste más que una 
presión fi n ita que actúa hacia abajo. Los momentos Af:<)l sobre los cuatro bordes de 
la placa son nulos en este caso. Puede hallarse aún otra teoria aproximada de la 
deformación debida al esfuerzo cortante en una memoria de H . H encky'. 

40. Placas rectangulares d e esp esor va r iable ' 

En la obtención de las ecuaciones diferenciales del equilibrio de las placas, de 
espesor variable, se supone que no hay variación b rusca del espesor, de modo que las 
expresiones d e los momentos f1ectores y torso res calculados para las placas de espesor 
constante, son válidos con suficiente aproximación también en este caso. 

Entonces 

M. - M. - -D - +,, -(''w a'w) 
ay' i}y' 

M •• _ - JI .. _ D (l _ JO) iltw 
az ay 

(, ) 

Sustltuyendo estas expreSIOnes en la ecuación del equilibrio de un elemento 
[eco (100), pág. 100] 

-q (b ) 

y teniendo en cuenta que la r igidez a flexión ya no es constante sino que varía en 
función de x e y , se tiene 

al) il aD a 
DA.6w + 2 - - Aw +2- - .ów 

ilx ilx iJy oy 

(
iJ'D otw a'D a'w 0'0 a' w) 

+.óD.ów-(l-.) -- - 2-- - - +--
iJx' iJy' ax iJy ax ay ay' az' - q (171) 

donde conto ante riormen te, se empleo lo notoción 

al iJ' 
6. - iJxl + oy' 

Con~ideremos como ejemplo particular de aplicación de (171) el caso en que la 
rigidez a la flexión D. es una función lineal de y, exp resada de la forma 

D _ D. + O ,y 

donde D., y DI son constantes. En este caso (17 1), toma la forma 

a 
(D. + D,y ).ó<1w + 20, - .6w - q 

ay 
o bien 

<1((D. + D,y ) <1w] _ q 

, ¡"!fr.- A.ch .. vol. 16 . pago n . 1947 

e,) 

( 172) 

• Esu problema fue estudiado pOT R. Gran Ol •• on. ¡nxY.-A.ch ., vol. 5, pág 363, 1934; 
\"éas« también E. Rei.sne •. J. ,\Jalh. anJ Phy •. . \"01. 16. pág: . 43. 1937. 



Consideremos el caso en el que la intensidad de la carga q es proporcional a D. 
Tomaremos b necha de la placa «(¡g. 82) de la fo rma: 

w = w, + WO 

y sea fU, igual a la neeha de una franja separada de la p laca paralela al eje x y 
soportando una carga de intensidad 

q-ql ( l +~» (d ) 

Se puede representar esta necha por una serie trigonométrica 

.. ,(. + ~v) .' ~ 
Ul, (D, + D lr) ... • L..¡ 

.. - 1,3,$" ., 

....!..sen m ... x _ 4q.a' 
m· a ... . D. 

r----a ___ _ o, 
-.--i------l-- x 

b 

--'-f----
y 

FIG. 82 

. 
L: 

.. - 1,3,$, ... 

1 m~ 
;;.- sen --;- (e) 

Se ve asimismo, por sust itución, que esta expresión de w, !IlItisface a la ecua­
ción ( 172). Satisface también las condiciones de contorno w, = O y il'w, fil x' _ O a lo 
largo de los bordes apoyados x = O Y :x = u. 

La necha It 't cumple entonces la ecuación homogénea 

6 [( /). + D 'I/) 6 wol - O (f) 

Poniendo n·, en forma de serie 

w, ¿ 
_ _ 1.3. /;, . 

l' _scnmO""l: 
• (g) 

SustilUyendo esta serie en (j), se encuentra que las funciones y .. satisfa cen a la 
ecuación diferencial ordinaria: 

(~ _ mtr
t
) [ (D. + D,y) ( y~ _ mt,..t r .. ) ] _ O (A) 

0110 al a l 

Utilizando la notación 

/ .. _ (D, + D,y) ( y'~ _ ,,~~t y .. ) 
m. 

• 
se deduce de (h) (Iue 

Entonces de (1) se deduce 
A .. C"' ~. + B .. e-'" 

D. + D,y 

- a • (i) 

(j) 

La solución gene ral de esta ecuación es 

y .. _ C .. e"~. + D .. r "A. + g .. (k) 

donde K", es una integral particular de (Jl Para calcularla se ut iliza el 
Lagrange de variación de constantes, se supone que K .. es de la forma 

método de 

g .. - E .. e"- + P .. e-"~. 

donde E... y F", son funciones (le y . 
Se las puede hallar con ayuda de las siguientes ecuaciones': 

E .. e"J + f .... c-· ... - O 

de ·donde se deduce 

_ F'. e- ..... _ A .. C"'''' + B .. c ..... 
.. .. .. (D . + D,lI) 

E~ 

,'o 

A .. +B .. e--'" 
2.:. .. (D. + D llI) 

A .. c ...... + B .. 
Za .. (D. + D,r) 

Integrando estas ecwlcioncs, se tiene: 

f A .. e-.... + lt .. d 
p ... - - JI-

2.. .. (D. + D,r ) 

8. 
2.. .. D, 

In 2a .. (D. + D ,I/) 
D, 

Sustituyendo estas expresiones en (1) )' ( k ) y ut ilizando la notación' 

¡. .. ¡" ,-o 
E,(u) - - du E,( - u) - - du 

_ . u .. u 

se representa }' .. de la forma siguiente 

Y A' J. 2a. (D + D ) -~~·(V.+D'W)E [2a.(D. + D,Y) ]) _ , 
.. - .. \ n D, ' ," - t ; D. ~ . A 

, 1-." ' . y ''' '. !IOn der i\" ~das con .ehlci6n a)' de E . y" • . 

(I) 

• La imeg •• 1 E,e,,) ~ 1:. IIMmada ;"'~graJ exponnlciaJ y eS una func ión I:.b .. l~da ; \"éaK, 
¡xl' ejemplo, Jahnke- Ernde, Tobl'l o/ ""nuiO" 6 . .. .. ed .. p:igs. ] y 6, 00'·1" Publica,ions , 19 .. 5. 
o bien r"bln n/ S i"" Cosi"e /11,,1 ¡';xpo" , ,,,i,,¡ ¡""g'a/J. l\"at;onal Bureou of Slandarus, Nue\"a 
York , ]',14-0 . 



Las cuatro constantes de integración A;", B .. , e"" D ... se obtienen por las cond i. 
eiones de eontorno a lo largo de len bordes y = O e y = b. En el caso de bordes 
s implemente apoyados, estas condiciones son 

("') •• , - O 

("') .... - o 

(''w) - -. ay' .... 

(''w) _. 
ity' .... 

La figura 83 indica los resultados numéricos para una placa cuadrada simplemen . 
te apoyada tomando solamente los dos primeros términos de la serie (g)'. Las flechas 
y los momenlOS Al~ y 1\-1. a lo largo de x = al2 para una placa de espesor. variable, 
están indicados por las líneas contilluas, las de traZOfi indican los mismos valores 
calculados para una placa de rigidez a flexión constante D = l f2(Do + D,b). En el 
cálculo se ha supuesto que D,b "" 7D, y. = 0,16. 

4'10 02 , 4c!'oo1 4<100" 
My:-;¡r- Mx'-;-s- M)l:--;ro;; 

g,="===1t 

Momento M, Momento M, 

FrG. 83 

y '" 0.0163, 

0'f-----1 y" 0 .. 19-# 

y" O.65.J 

yc 0.812 

r::=~ y" 0,'172 

Flecha 

Finalmente, consideremos el caso en el que el espesor de la placa es una función 
lineal sólo de y y la intensidad de la carga es una (unción cualquiera de y (fig. 82). 
Llamando hQ al espesor de la placa 3 lo largo de y '"" h12. la rigidez a la nexión 
correspondiente será 

C-;E~h,:~ D. -: 12(1 ~') 

, ESlos retL"h~do.r h~1l sido lomad"" de R. Grun Olsson, "p. á r. 

(.) 

en todo punto de la placa será 

" D - D,¡;¡ , y (o) 

donde ¡ es una constante cualquien . De aquí se deduce h = ( 1 .i.)hg pan y = O Y 
h = (1 + ¡)I!" para y - b. 

El método' siguiente consistente cn introducir;. como parámetro, es el más eficaz 
para re90h'er este problema. Considerando la flecha ti' como función de las variables 
.\:, y Y .i. puede ponerse w(x,y,.i.) en forma de serie potencial 

-",- t ", .. A­.-, 
Junde", e.5 un núme ro ente ro y los eocfidcnlctl w .. son funciones de x e y. 

(,) 

Sustituyend Q (o) y (p) en (171) Y anulando los coeficientes de las potencias 
sucesivas de )., se obtiene una serie de ecuaciones diferenciales 

totow, _ .!L 
D. 

totow¡- -3 [~~tow,+ (~ - l)totoW.] 
totoWI - - 3 [~fvtow, + (~- I)MW' ] (,) 

(
8 [ ,,,, ] 

-3 bi tow, - (l - .) axl 

+~ (~ -1) fu dw, + (~- 1)' d~1D. } 

Se suponen los bordes x _ O Y x _ a simplemente apoyados, y reduciremos el 
problema al caso de una carga hidrostática ,., ,--• 

Utilizando el método de M . Lévy, se expresa la solución de las ecuaciones (q) en 
la forma 

.. - ¿ 
11 _ 1.3, .. 

-
w, ¿ 

11 - 1.3 •.• 

W.- ¿ 
n _ I.3 .. , 

. ., 
Y •• sen -

o 

. ., 
Y,. sen-

o 

m 
Y .. _sen­

o 

, V~ase H. Fa"re y 11. G;I~, Z . o"g",~. MarI, . ... Phys., "01. 3. pág. 35", 1952. 

(.) 

(1) 



siendo los coeficiente s Y" .(m = O, 1, 2, .. . ) funciones de y. Se puede, finalmente, 
representar la carga ( r) de una forma análoga, haciendo 

4q" ,-­.b ¿ 
n _ I,3, •.• 

1 n~ _sen_ 
n a 

(.) 

La sustitución de las expresiones (s) y (v ) en la primera de las ecuaciones (q) nos 
permite determinar las func iones Y,,", siendo las condiciones de contomo y .. = O, 
Y.:~ = O para y = O e y = b, si los bordes están simplemenle apoyados. La sustitu­
ción de las expresiones (s) y (t) en la segunda de las ecuaciones (q) da la función Y, • . 
De forma análoga se encuentra cualquier función w .. sustituyendo w., w" ... , w .. _ I 
en la ecuación del sistema (q) que contiene w .. en el p rimer miembro. E l procedi­
miento es el mismo si los bordes y = O, b están empotrados o libres en lugar de 
simplemente apoyados. 

0.50 
I 

I 
I , ~75 

, 
", 

" 1,00 

Momento M. 1 

• 

, 
I 
I , 

\ 
\ 

" , 

W
• Qc04 
. 00 -

0.003 

0,50 

0.75 

1.00 

, 
I 

I f-+--1025 

H!-~--j050 
I 
\ 

\ 
f--+--10,75 

Momento M. y f lecha .. 
Fw. 84 

La figura 84 presenta los resultados numéricos obtenidos por H . Favre y B. Gilg1 

para las fle chas r los moment&,;; flexores a 10 largo del eje x = a/2 de una placa 
simplemente apoyada con ;. = 0,2 Y , = 0,25 y sometida a una presión hidrosráti­
ca (r ). Las líneas continuas de la figura corresponden a los resultados obtenidos to­
mando tres térm inos de la serie (P), mient ras que las curvas de trazos resultan de l¡,,~ 
primeras aproXImaciones. 

1 Ibíd. 
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Piacas rectangulares 
con· diversas condiciones de borde 

41. Flexión de placas rectangulares por momentos repartidos a lo 
largo de sus bordes 

Consideremos una placa rectangular apoyada a lo largo de sus bordes y 
flexada por momentos repartidos a lo largo de los bordes y = ± bl2 
(fig. 8S). Las flechas w deben satisfacer la ecuación diferencial homogénea 

a4w a4w a4w 
ax4 + 2 ax2 ay2 + ay' = o (a) 

y a las siguientes condiciones de borde 

w=O 
a2w - = O para x = O y x = a ax2 

w=O b 
para y = ±"2 

( a2w) 
- D oy2 v=6/2 = fl(X) (

02W ) - D "y2 = fz(x) 
u v--1Jf2 

If-----------~~~l 

y 
FIG. 85 

(b) 

(e) 

(d) 

donde J, y J2 representan las distribuciones de momentos flectores a lo largo 
de los bordes y = ± b12. 

Ponemos la solución de (a) en forma de la serie: .. 
'\' m1l"x 

w = L.,¡ y m sen a (e) 

m=1 

donde cada término satisface las condiciones de contorno (b). Las funciones 
Y

m 
como anteriormente , son de la forma 

mny m ny mny m ny 
y m = Am sh -- + Bm ch -- + Cm -- sh --

a a a a 

mny mny + Dm --eh-- (f) 

que satisfacen a (a). 
a a 

Para simplificar el estudio comencemos por dos casos particulares: 
1. El caso simétrico en el que (My)y

o
b I 2 = (My)yc -b/2 . 

2. El caso antisimétrico en el que (My)y . b/ 2 = - (My)y . - bI2. 

El caso general puede obtenerse por combinación de estos dos casos par­
ticulares. En el caso simétrico, Y m es una función par de y y es necesario 
poner Am = Dm = O en (f) . Obtendremos entonces, a partir de (e) .. 

L: ( mny mny mny ) mnx 
w = Bm ch -- + Cm -- sh -- sen--

a a a a 
m-1 

Para satisfacer las condiciones de contorno (e) , ponemos 

Bm ch am + Cma m sh am = U 

donde, como anteriormente 
m'ITb 

· a ... =--
2a 

Por consiguiente 
Bm = - Cma m th am 

y la flecha en el caso simétrico es 

w = ~ Cm (mn
y sh mny _ a

m 
th a

m 
ch mny ) sen mnx 

L..¡ a a a a 
",=1 

(g) 

(h) 

Se utilizan las condiciones de contorno (d) para determinar las constan­
tes Cm' Representando la distribución de los momentos flectores a lo largo 
de los bordes y ± b12, por una serie trigonométrica, tenemos en el caso 
de simetría .. 

f¡(x) = fz(x) L 
m=1 

Em sen m'ITx 
a (i) 



donde los coeficientes Em se calculan de la forma habitual para cada caso 
particular. Por ejemplo, en el caso de una distribución uniforme de los 
momentos flectores tenemos (v. pág. 173) 

,. 
4Mo L 1 m?!'x 

-sen--
m a 

m=I,a,5, .. , 

Sustituyendo (h) e (l) en (d), se obtiene 

,. m2 n2 mnx" 
-2D L 7 Cm ch am sen-

a
- = 2: 

m=l m=l 

mnx 
Em sen-­

a 

de donde 

y 
,. mnx 

w 
a2 2: sen -a- ( mny mny mny ) 

---- Em a m th a m ch -- - -- sh --
2 n2 D m 2 ch a m a a a 

(173) 

m=l 

En el caso particular de momentos Mo uniformemente repartidos, se 
obtiene utilizando (]) 

w 

,. 

L m3 ch am 
m=I,3,5, ... 

( 
mny 

a m th a m ch -a-

- --sh-·- sen--
mny mny ) mnx 

a - a a 

La flecha a lo largo del eje de simetría (y = O) es 

L ~3 
m=I,a,5, ... 

mnx 
sen -_.-

a 
(k) 

Cuando a es muy grande en comparaClOn con b, se pone th a m ">ó a m y 
ch a m ">ó 1. Se obtiene entonces, utilizando (]'), 

,. 
\' mnx 1 M ob2 

4 msen-a-= 8 [) 
m=I,a,5, ... 

Esta es la flecha en el centro de una franja de anchura b, flexada por 
dos momentos iguales y opuestos aplicados en sus extremos. 

Cuando a es pequeño en comparación con b, ch a..n es grande y la flecha 
de la placa a lo largo del eje x es muy pequeña. 

Para cualquier relación dada entre las longitudes de los lados de un 
rectángulo, la flecha en el centro de la placa, según la expresión (h), es 

,. 

L 
m=I,a,5, .. , 

(_1)(m-IJ/2~. th a m 

m 2 ch a m 

Conociendo la expresión (173) de las flechas, se puede obtener la pen­
diente de la deformada en el contorno por derivación y se calculan los 
momentos flectores mediante la derivada segunda de w. 

La tabla 28 da algunos valores de las flechas y de los momentos flectores 
calculados de este modo. Se ve, por ejernplo, que la flecha de una franja de 
anchura a es poco más o menos 3,5 veces la de una placa cuadrada de 
lado a. Mientras que la sección transversal en el centro de una franja 

TABLA 28 

Flechas y momentos flectores en el centro de placas rectangulares simplemente apoyadas 
sometidas a momentos uniformemente repartidos en los bordes y = ± bj2 (fig. 85) 

v = 0,3 

bja w Mx M y 

0,00 0,1250M.b'jD 0,300M. 1,000M. 
0,50 0,0964M.b'jD 

I 

0,387M. 0,770M. 
0,75 0,0620M.b'jD 0,424M. 0,476M. 
1,00 0,0368M.a'j D 0,394M. 0,256M. 
1,50 0,0280M.a'j D 0,264M. 0,046M. 
2,00 0,0174M.a'jD 

I 
0,153M. -0,010M. 

transmite íntegramente el momento Mo aplicado 'a los extremos, el mo­
mento flector M y en el centro de la placa decrece rápidamente con res­
pecto a Mo, cuando la relación bja aumenta. Esto es debido a un efecto 
de amortiguamiento de los bordes x = O Y x = a no sometidos a los 
momentos 

Consideremos el caso de antisimetría en que 
,. 

-h(x) = L Em sen m;x 
m=l 

En este caso, la deformada es una función impar de y, y se debe poner 
Bm = Cm = O en (j). Por consiguiente, 

2:'" ( mny mny mnx) mnx 
w = Am sh -- + Dm -- ch -- sen--

a a a a 
m=l 

De las condiciones en los límites (e), se sigue que 

Am sh a m + Dma m ch a m = O 



de donde 

.. 
2: ( 

mny 1 mny mny ) mnx 
y w = .Am sh-- - --th a m --ch-- sen--

a am a a a 
m=l 

Las constantes Am se calculan mediante las condiciones (ti) de donde 
resulta que x .. 

2n
2D ¿ m

2 
mnx ¿ mnx 

--- Am -- sh a m th a m sen -- = Em sen --
a2 am a a 

m= 1 m-l 
~2 

Por consiguiente A __ w_ E 
m - 2n2 D m m2 sh a m th a m 

y w 
a

2 2:" __ E __ ";_ ( mny m ny mny ) 
a m cth a m sh-- - --ch--

2:72 D m2 sh am a a a 
m=t m:rx 

sen-­
a 

(174) 

Podemos obtener la deformada para el caso general, representado por 
las condiciones en los límites (d), a partir de (173) y (174) de los casos 
simétricos y antisimetricos. Con este objeto, dividimos las distribuciones de 
los momentos dados, en una distribución de momentos simétrica M; y en 
una distribución antisimétrica M~', como sigue 

(M~)y_b/2 = (M~)y_-b/2 = tr!l(X) + !2(X)] 
(M~)u=b/2 = - (M~')1I--bI2 = i[fl(X) - !2(X)] 

Estos momentos pueden estar representados por dos senes trigo-
nométricas .. 

~ E' rn7rX (M~)y_b/2 = 4 :Jm sen a 
m=l 

=¿ 
m=l 

E" rn7rX sen--
m a 

(l) 

y la flecha total se obtiene utilizando (173), (174) y superponiendo las 
flechas debidas a cada una de las dos distribuciones de momentos (1). Por 
consiguiente, 

mnx 

a2 ¿oc sen -a t E'm ( mnx 
w = --- --- a m th a m di --

2n2D m2 ch am a 
111 1 " 

mny mny ) Em ~ mny - --sh-- + --- amctha m sh--
a a sh am a 

- m;y ch m;y)] (175) 

Si los momentos flectores M y = ! Em sen (mnxjl) no están reparti­

m=l 

dos más que sobre el lado y = bj2, tenemosf2(x) = O, Em = Em = 1j2Em 

y la flecha, en este caso, deberá ser 

w = __ a_2_ 't Em sen ~ [ __ l __ (a
m 

th a
m 

ch mny 

4n2 D ~ m2 ch am a 

mny mny ) 1 ( m:ry - -- sh -- + --- a m cth a m sh --
a a sh am a 

- m;y eh m;y) J (176) 

Las ecuaciones (173) a (176) de este apartado se aplicarán al estudio de 
placas que cumplen diversas condiciones de borde. 

Los momentos Mo repartidos a lo largo de un solo lado, y = bj2, 
producen en el centro de la placa, la mitad de las flechas y de los momentos 
flectores de la tabla 28. En el caso de acción simultánea de momentos, a lo 
largo de todo el contorno de la placa, las flechas y los momentos se calculan 
por superposición adecuada de los resultados obtenidos más arriba para una 
carga parciaP. 

42. Placas rectangulares con dos bordes opuestos simplemente apo­
yados y los otros dos empotrados 

Supongamos que los bordes x = O Y x = a de una placa rectangular 
(fig. 86) están simplemente apoyados y que los otros dos están empotrados. 
Se puede obtener la flecha de la placa sometida a una carga transversal 
cualquiera, resolviendo el problema como si los cuatro bordes estuvieran 

r-r-r-r-r-r-r-r-r,...,-.!. poonq q 

'/. //////. ~ 
t .oIN 

O '" 

~.o¡(\I 
F::~~: ~ ~~~~~J~ 
y 

FIG. 86 

simplemente apoyados y, aplicando después los momentos flectores a lo 
largo de los bordes y = ± bj2 cuyo valor sea tal que eliminen el giro de 

1 La flexión debida a momentos aplicados en los bordes ha sido estudiada también por 
H. Bay, Ingr.-Arch., vol. 8, pág. 4, 1937, Y por U. Wegner, Z. angew. Math. Mech., vol. 36, 
página 340, 1956. 



estos, producido por la aCClon de la carga transversal. De esta forma se 
pueden resolver varios problemas, asociando las soluciones del capítulo 5 a 
la solución del apartado precedente 

Placas uniformemente cargadas l 

Supongamos que los bordes de la placa están simplemente apoyados, la 

flecha es [v. eco (139) pág. 137] 

4qa 4 ! 1 mnx ~ a m th a m + 2 mny 
w -sen -- 1 ch--

n5 D m5 a 2 ch a m a 
m~·l,3,5, ... 

1 mny mny ) 
+ --sh-- (a) 

2 ch a m a a 

y la pendiente de la deformada a lo largo del borde y b/2 es 
.. 

(aw) _ 2qa3 
\' l.. sen _m_n_x [a

m 
ay lI-b/2 - r 4D ~ m 4 a 

m=I,3,5, .•. 

(b) 

Para eliminar esta pendiente y así satisfacer las condiciones en los 
bordes se reparten, a lo largo de los bordes y = ± b/2 los momentos My 
dados por la serie 

Em sen mrX 
a 

(e) 

y se determinan los coeficientes Em de manera que la pendiente, debida a 
estos momentos, sea igual y opuesta a la de la ecuación (b). Utilizand02 

(173) para la flecha producida por los momentos, se encuentra que la 
pendiente correspondiente a lo largo del borde y = b/2 es 

mrX 
sen--
___ a_ Em[th am(am th a m - 1) - a m] 

m 
(d) 

Igualando este valor cambiado de signo a la expresión (b), se encuentra 
que 

4qa2 a m - th a m(1 + a m th a m) 

n3 m3 a m - th am(a m th a m - 1) 
(e) 

I En un estudio de F. Czerny se encuentran numerosos datos numéricos relativos a placas 
rectangulares sometidos a una carga uniforme y en las que los bordes están simplemente apo­
yados o empotrados o bien combinados de varias formas; véase Bautech.-ATCh., vol. 11, pág. 33, 
Berlín, 1955. 

. ' Se deduce por razón de simetría de la deformada debida a una carga uniforme, que 
solo deben tomarse para m en (173) los números impares 1, 3, S, ... 

14.-TEORIA DE PLACAS Y LAMINAS 

Por consiguiente, los momentos flectores a lo largo e los bordes empo­
trados son .. 

4qa2 ¡: -;a 
m=I,3,5, ••• 

mrX 
sen --

a 
---ma-

am -

am -

th a m(1 + a m th a m) (1) 
th am(am th am - 1) 

El valor máximo de este momento se sitúa en el centro de los lados en 
los que x = a/2. La serie (j) converge rápidamente y el momento máximo 
se calcula así en cada caso particular. Por ejemplo, los tres primeros térmi­
nos de la serie (j) dan -O,070qa2 como momento máximo en una placa 

TABLA 29 
Constantes a" P" P2, Y para placa rectangular con dos bordes simplemente apoyados y dos 

bordes empotrados (fig. 86) 
v = 0,3 

b<a 

a 
x = 2' y = O a a a' b 

b/a qb4 x = 2' y = O x = 2' y = O x = 2' y = 2 
Wmáx - a-- M, = p,qb2 M. = P,qb2 M. = yqb2 

D 
a P, P2 Y 

XJ 0,00260 0,0125 0,0417 -0,0833 
2,0 : 0,00260 0,0142 0,0420 -0,0842 
1,5 0,00247 0,0179 0,0406 -0,0822 
1,4 0,00240. 0,0192 0,0399 -0,0810 
1,3 0,00234 0,0203 0,0388 -0,0794 
1,2 0,00223 0,0215 0,0375 -0,0771 
1,1 0,00209 0,0230 0,0355 -0,0739 

b > a 

a a a b 
b qa4 x = 2' y = O x = 2' y = ,O x=2' y =2 

- 'U'máx=a n a 
I 

M, = p,qa2 M. = P2qa2 
i 

M. = yqa2 

a P, P2 Y 

1,0 0,00192 0,0244 0,0332 -0,0697 
1,1 0,00251 0,0307 0,0371 -0,0787 
1,2 0,00319 0,0376 0,0400 -0,0868 
1,3 0,00388 0,0446 0,0426 -0,0938 
1,4 0,00460 0,0514 . 0,0448 -0,0998 

1,5 0,00531 0,0585 0,0460 -0,1049 
1,6 0,00603 0,0650 0,0469 -0,1090 
1,7 0,00668 0,0712 0,0475 -0,1122 
1,8 0,00732 0,0768 0,0477 -0,1152 
1,9 0,00790 0,0821 0,0476 -0,1174 

2,0 0,00844 0,0869 0,0474 -0,1191 
3,0 0,01168 0,1144 0,0419 -0,1246 
XJ 0,01302 0,1250 0,0375 -0,1250 



cuadrada. En el caso general, este momento puede representarse por la 
fórmula yqa2 , donde y es un factor numérico cuyo valor depende de la 
relación a/b de los .Iados de la placa. La tabla 29 da varios valores de este 

coeficiente. 
Sustituyendo los valores (e) de los coeficientes Em en (173), se obtiene 

la deformada debida a los momentos My repartidos a lo largo de los bordes. 

xc mnx 

W¡ ¿ sen--
2qa 4 a 

n5D m5 .eh a m 
ni -="' 1,3,5, .. 

mny ) -am th a m ch _a- (g) 

Se obtiene la flecha en el centro sustituyendo x por a/2 e y = ° en (g). 

Entonces 

L 
m-l.a.5 •..• 

( _1)(m-11/2 

m6 

a m - th am (1 + a m th a m ) 

a m - th am(a m th a m - 1) 

que es rápidamente convergen!e y la flecha se obtiene con una gran exac­
titud no considerando más que algunos términos de esta serie. En el caso 
de una piaca cuadrada, por ejemplo, el primer término da, él solo, la flecha 
con tres cifras exactas, y se tiene 

qa4 

W¡ = 0,00214 D 

Restando esta flecha de la flecha en el centro, producida por la carga 
uniforme (tabla 8, pág. 141), obtenemos finalmente para la flecha de una 
placa cuadrada uniformemente cargada con dos de sus lados simpiemente 
apoyados y los otros dos empotrados, el valor 

W = 0,00192 q;4 

Se puede representar generalmente, la flecha en el centro, por la 
fórmula 

W = a qa
4 

D 

La tabla 29 da varios valores numéricos de a. 

Sustituyendo la expreslon (g) de las flechas en las fórmulas conoci­
das (101), de los momentos flectores se obtiene 

.. 

2: 
m-I.3.5 •... 

m?rx 
sen-~ 

a 
m 3 ch am ' 

a", - th a m e1 + a m th a m ) 

a", - th am(a", th a", - 1) 

{ 
mny m~y mny } 

(1 - v) -a- sh -a- - [2v + (1 - v)a m th a m ] ch ~ 

.. mnx 

2: 
sen--

2qa2 a a m - th am(1 + U m th u m ) 

n3 m3 ch a m a m - th am(a m th a m - 1) 
m=I.3.5 •. . . 

{ 
mny mny mny } 

(1 - v) --sh-- + [2 - (1 - v)am th a m ] ch--
a a . a 

En el centro de la placa, estos momentos toman los valores 

m=I.3.5 •... 

! 
m~1.3.5 ••.• 

(-1) (m - ll/2 

m3 ch a m 

(-1) (m - ll /2 

m3 ch a m 

(h) 

(i) 

Estas series convergen tan rápidamente que se tiene un valor suficien­
temente exacto de los momentos, tomando sólo los dos primeros términos 
de las series. Superponiendo estos momentos a los de una placa simplemen­
te apoyada (tabla 8), se obtienen entonces los valores finales de los momen­
tos en el centro de la placa, que pueden ponerse en la forma 

(j) 

donde PI y P2 son factores numéricos que dependen de la relación b/a. 
Varios valores de estos coeficientes están dados en la tabla 29. 

Para el caso de una placa cuadrada, hallamos que los momentos en el 
centro, son 

y O,0332qa2 



Estos son más pequeños que los momentos Mx = My = O,0479qa2 en 
el centro de una placa cuadrada simplemente apoyada. Pero, como se ha 
visto, los momentos My , en el centro de los bordes empotrados, son mayo­
res que O,0479qa2

• Por consiguiente a causa de la tensión de los dos bordes 
el valor de la tensión máxima en la placa aumenta cuando los lados empo~ 
trados de una placa rectangular son los mayores (b < a), los momentos 
flectores en el centro de estos lados y las flechas en el centro de la placa 
tienden a los valores correspondientes de una franja de bordes empotrados 
cuando b/a disminuye. 

Placas sometidas a una presión hidrostática (fig. 87) 

La deformada de una placa rectangular, simplemente apoyada sometida 
a la acción de una presión hidrostática [~ . fig. 66 a), pág. 145], es 

+ __ 1 __ mny m ny ) mnx 
-- sh -- sen--

ch a m a a a 

~
-r 

Qo 

fJ 
~ 

I 
..oJN 

O ! 
i 

..oIN 

m77:77/77:77/'77.-1 
<------0 ~:---~ 

FIG. 87 

La pendiente de la deformada en el borde y = b/2, es 

( éJW) = Qoa 3 ~ (-l)m+l 
éJy lI- b/2 'Ir' D L..¡ m 4 

m~l 

(k) 

[a m - th am(l + a m th um )] sen mnx (1) 
a 

Esta pendiente se elimina repart.iendo a lo largo de los bordes y = ± b/2 
los momentos My dados por la sene (e), determinando los coeficientes Em 

de esta serie, de tal forma que la pendiente, debida a los momentos, sea 
igual y opuesta a la de la expresión (e). Obtenemos entonces 

2lJoa2 ( _l)m +l am - th am(1 + am th a m ) 

Em = 3 3 h (h 1) n m U m - t a m a m t a m -

Sustituyendo estos valores en (c), la expresión de los momentos flecto­
res a lo largo de los bordes empotrados es 

.. (_l)m+l sen mrX 

2Qoa22: a (M 1I)II-±b/2 = -8- 3 
'Ir m 

m=l 

(m) 

Los términos de la serie (m) cuando m es par, se anulan en el centro de 
los bordes empotrados donde x = a/2, y el valor de la serie es igual a la 
mitad del correspondiente a una placa uniformemente cargada [v. eco (1)]. 

TABLA 30 
Momentos flectores en placas rectangulares con dos bordes simplemente apoyados y dos bordes 

empotrados (fig . 87) 
v = 0,3 

i 
x = a/2, y = O x = 3a/4, y = O x = a/2, y = b/2 x = 3a/4, y = b/2 

b/a 
I 

I 
i Mx M. M. M . M. M. 

0,50 0,007q.b' /0,021q.b' 0,018q.b' 0,029/kb' I - 0,042~b' - 0,062q.b' 
0,75 O,Ollqob' 0,020/kb' 0,018/kb' 0,021/kb' - 0,040q.b2 - 0,045/kb' 
1,00 O,013/ka' O,017/ka' O,017q.a' O,015/ka' - 0,035/ka' - 0,035/ka' 
1,25 0,021q.a' : 0,021qoa' 0,024/ka' O,019/ka' - 0,045/ka' - 0,043/ka' 
1,50 0,03Oqoa' ! 0,023/ka2 0,031/ka' 0,020/ka' - 0,051qoa' - 0,048/ka' 
2,00 0,043/ka2 0,024/ka2 0,042qoa2 0,020/ka2 - O,060/ka' - 0,053q.a' 

x O,063/ka' i O,019qoa2 O,0551Joa2 O,017/ka2 ! -O,063/ka' - O,055q.a' 

La serie converge rápidamente y puede calcularse fácilmente el valor de los 
momentos flectores en todo punto del borde. La tabla 30 da varios valores 
de este momento así como los momentos flectores a lo largo de la línea 
media de la placa y = o. 

Placa cargada con una fuerza concentrada l 

En este caso, la flecha de la placa se calcula de nuevo superponiendo a 
la flecha de una placa simplemente apoyada (ap. 4) la flecha producida por 
los momentos repartidos a lo largo de los bordes empotrados. En el caso de 

I Véase S. Timoshenko, lJauingenieur, pág. 51 , 1922. 



una placa cargada en el centro, en la que se suponen los bordes y 
empotrados, se obtiene la expresión de la flecha en el centro: 

± b/2 

__ Pb_2 [_a2 1~ 1 ~ (lm ) - thu m --h2 
Wmá. - 211"3 D b2 m 3 c (lm 

m=1.3.5 .... 

~ 1 th
2 

(lm ] 
L.¡ m sh (lm ch (lm + (lm 

(n) 
4 

m=1.3.5 • •.. 

. h t onde a la flecha de una placa La primera suma entre corc e es corresp 
simplemente apoyada [v. eco (147) pág. 164] y la segunda representa la 
flecha debida a la acción de los momentos a lo largo de bordes e~potrados. 
Para las relaciones b/a = 2, 1, 1/2 y 1/3, los valores correspondIentes de la 
expresión entre corchetes, de la ecuación (n), son 0,238; 0,436; 0,448 

y 0,449. . 
Para obtener la tensión máxima, baJO la carga, se deben superponer a 

las tensiones de una placa simplemente apoyada, las tensiones debidas a los 

momentos siguientes 

-P 

~ 

~ b th a m [2'J1 + (1 - JI)a m th a m ] 
L.¡ 4a sh a m ch am + a m 

m=1.3.5 . . " 

¿ 
m-I.3.5 • .. . 

b 
4a 

___ th-a-'m"-,.---- [2 - (1 - 'JI)a m th a m ] 
sh am ch am + am 

Sea, para los momentos adicionales 

mx = {3IP m y = {32P 

(o) 

(p) 

la tabla 31 da los valores de los factores numéricos PI y P2 para diferentes 
valores de b/a. Cuando la carga central P está repartida sobre un pequeño 

TABLA 31 
Corrección de momentos flectores en x = a/2, y = O debida a los Inomentos de cmpotranlÍento 

en los bordes y = ± b/2 en el caso de carga central P (fig. 71) 
y = 0,3 

m% = {JIP 
I 

m" = {J.p m% = {JIP m. = {J,P 

b/a I b/a 
{JI I {J, PI fJ, 

0,0 -0,0484 -0,0742 1,0 -0,0505 -0,0308 

0,5 -0,0504 - 0,0708 1,2 

I 

- 0,0420 -0,0166 

0,6 I 
-0,0524 - 0,0656 1,4 - 0,0319 - 0,0075 

0,7 

I 

-0,0540 - 0,0580 1,6 - 0,0227 - O,OO!6 

0,8 - 0,0544 - 0,0489 1,8 

I 

- 0,0155 -0,0002 

0,9 -0,0532 - 0,0396 2,0 - 0,0101 +0,0007 

círculo o un rectángulo, es suficiente sumar los momentos (P) a los momen­
tos flectores obtenidos, para una placa simplemente apoyada, mediante las 
expresiones logarítmicas (157) y (167). El momento M y en el centro de los 
bordes empotrados, de una placa cuadrada es 

My = - 0,166P 

Los cálculos demuestran que este momento varía poco cuando la lon­
gitud de los lados empotrados aumenta. Es igual a -0,168P cuando 
b/a = 0,5 y baja a - 0,155P cuando B/a = 1,21

• 

Debe notarse que el momento de empotramiento con el valor máximo 
de - Pjn = - 0,3183P, es debido a una carga concentrada junto al borde 
empotrado de la placa y no a una carga central (v. ap. 51). En el caso de 
varias cargas móviles se utilizará la superficie de influencia para el momen­
to de empotramiento a fin de obtener su valor máximo con seguridad 
(v. ap. 76). 

43. Placas rectangulares con tres bordes simplemente apoyados y 
uno empotrado 

Consideremos una placa rectangular empotrada a lo largo de un lado 
y = b/2 y simplemente apoyada sobre los otros tre~ (fig. 88). La flecha de 
la placa sometida a una carga transversal cualquiera se obtiene combinando 
la solución de una placa simplemente apoyada con la ecuación (176) en la 
que los momentos flectores están repartidos a lo largo de un lado de la 
placa. ---i. 

PIOJlOi~ 
I I I 

t 
.cIC\l 

O ! 
'i' X 
I 

.cIC\l 

~'77i'/~77Zl--1 
~------o ----~ 
y 

FIG. 88 

Placas uniformemente cargadas 

La pendiente en el borde y b/2 debida a una carga uniformemente 
repartida, es .. 

1 (Ow) 2qa8 ~ 
ay 71-1>/2 = 1I"'D L.¡ m4 sen a 

m-I,3,5, .•. 

, Respecto a detalles numéricos relativos a placas con bordes opuestos empotrados, véase 
A. Pucher, Ingr.-Arch., vol. 14, pág. 246, 1943-1944. 



Los momentos M1J = LEm sen (mnx/a) repartidos sobre el lado y = b/2 
producen la pendiente l [v. eco (176)] . 

:D 2: 1 m1rX E 2 - sen -- m(am th a m 
m a 

m-I,3,5, •.• 

Estas dos pendientes, a causa de la condición de empotramiento, son de 
igual valor y de signo contrario. Por consiguiente 

8qa2 a m - th a m (1 + a m th a m ) 

Em = - ~3m3 a m th2 a m - th a m + a m cth2 a m - cth a m - 2am 
(e) 

y la expresión de los momentos flectores en el lado y = b/2 es 

8qa2 ~ 1 m1rX 
(MII)I/-b/2 = 7 ~ m3 sen a 

m-I,3,5, .•• 

a m - th a m (1 
(d) 

2am - th am(am th a m - 1) - cth am(a m cth a m - 1) 

Tomemos por ejemplo, una placa cuadrada; el valor del momento 
flector en el centro del borde empotrado vale según (d) 

(M1J)Y b/2 .I a / 2 = - 0,084qa2 

Este momento es en valor absoluto mayor que el momento -0,070 qa2 

encontrado en el apartado anterior para una placa cuadrada que tiene dos 
bordes empotrados. La tabla 32 da varios valores del momento en el centro 
del lado empotrado, correspondiente a los diferentes valores de albo 

Sustituyendo el valor (e) de la constante Em en (176) se obtiene la 
deformada debida a los momentos de empotramiento, de donde se deduce 
que la flecha en el centro de la placa es .. 

( _1)(m-l)/2 

m2 
(e) 

Para una placa cuadrada, los dos primeros términos de la serIe dan 

(Wl)z~a/2.u~ O = 0,00127 q~4 
Restando esta flecha de la flecha de una placa cuadrada simplemente 

apoyada (tabla 8), se encuentra que la flecha en el centro de una placa 
cuadrada uniformemente cargada, que tiene un borde empotrado, es 

qa4 
(W)z-a/2,u_O = 0,00279 D 

1 En este caso simétrico sólo deben tomarse valores pares de m. 

TABLA 32 
Flechas y momentos flectores en placa rectangular con un borde empotrado y los otros tres 

simplemente apoyados (fig. 88) 

v = 0,3 
I I 

b/a (W).=a/2. FO 
¡ 

(M.).=a/2 .• =>/2 (M.)z=a/2 .• =0 (M.).=/, . • =0 

ex: 
I 

0,0130qa4 /D -0,125qa2 0,125qa2 
I 

0,037qa' 
2,0 I O,OO93qa4 /D -0,122qa' 0,094qa' 0,047qa' 
1,5 i 0,0064qa4 /D - 0,112qa' 0,069qa' 0,048qa' 
1,4 0,0058qa4 /D - 0,109qa' 0,063qa2 0,047qa' 
1,3 i O,OOSOqa4 /D - O,104qa' 0,OS6qa' 0,04Sqa2 

1,2 0,OO43qa4 /D - O,098qa' 0,049qa' O,044qa' 
1,1 0,003Sqa4 /D -O,092qa' 0,041qa2 0,042qa' 
1,0 O,0028qa4 /D - 0,084qa2 0,034qa2 0,039qa' 

1/1,1 0,OO32qb4 /D -O,092qb' 0,033qb2 0,043qb' 
1/1,2 0,OO3Sqb4 /D -O,098qb2 0,032qb2 0,047qb' 

1/1,3 0,OO38qb4 /D - 0,103qb' 0,031qb2 O,OSOqb' 
1/1,4 0,0040qb4 /D -0,108qb' 0,030qb2 0,OS2qb' 
1/1,5 0,0042qb4 /D - O,lllqb' 0,028qb2 

1 

0,OS4qb' 
0,5 0,0049qb4 /D - 0,122qb' 0,023qb' 0,060qb' 
0,0 0,00S2qb4 /D -0,12Sqb' 0,019qb2 0,062qb' 

La tabla 32 da los valores de la flecha y los momentos flectores para 
diversos valores de la relación albo 

Placas sometidas a una presión hidrostátt"ea 

Si la placa está sometida a una presión hidrostática, como en la figu­
ra 89, la pendiente en el borde y = b12, en el caso de bordes simplemente 
apoyados, es (v. pág. 213) 

"1 ..01<'1 
O l 1 

..01-. 
m'77:77777J'77:7;l-L 

~::---a -----~ 
FIG. 89 



La pendiente debida a los momentos flectores repartidos a lo largo del 
borde y = b/2 es 

(g) 

Por la condición de empotramiento a lo largo de este borde, se encuen­
tra, igualando (g) a (j) precedida del signo menos 

4qa2 (-1)"'+1 
E", = ----'"--',,--

11"3 m 3 

a m th2 a m - th a m + a m cth2 a m - cth a m - 2am 

Por consiguiente, la expresión del momento flector My sobre el borde 

y = bl2 es .. 
= 4qoa2 \' (_1)m+1 sen -m1l"X 

11"3 L.¡ m 3 a 
m-I 

a m - th a m (1 + 
(h) 

2am - th dm(a m th a m - 1) - cth am(am cth a m - 1) 

Esta serie converge rápidamente y se puede calcular con facilidad el 
valor del momento en todo punto del borde empotrado. Tomando, por 
ejemplo, una placa cuadrada y poniendo x = a/2, se obtiene, para el mo­
mento en el centro del borde empotrado, el valor 

(My )y ' IJ/2,I " af2 = - 0,042qoa2 

igual a la mitad del valor del momento de una placa cuadrada uniforme­
mente cargada (v. tabla 32). La tabla 33 da los valores del momento 
(M)y , b,2 para varios puntos del borde empotrado y para diferentes valores 
de la relación bla. Se ve que cuando bla disminuye el valor de M y a lo largo 
del borde empotrado tiende rápidamente hacia -%b2x/8a, que es el mo­
mento en el extremo empotrado de una franja de longitud b sometida a una 
carga uniformemente repartida qoxla. 

TABLA 33 

Valores del momento M v en el borde empotrado y = b/2 de placas rectangulares bajo carga 
hidrostática q = l/¡x/a (fig. 89) 

b/a 

oc 
2 
a , 
1 
a , 
! 
O 

x = a/4 

- O,039'loa' 
-O,038'loa' 
-O,034l/¡a' 
-O,025l/¡a2 

- O,03Ül/¡b2 

- O,031l/¡b' 
- O,031l/¡b' 

x = a/2 

-O,062l/¡a' 
-O,061l/¡a' 
-O,056l/¡a' 
-O,042l/¡a' 
-0,056 b2 

l/¡ 

-O,061l/¡b2 

-O,062l/¡b' 

! 

I 
I 

x = la 

- O,055'loa' 
- O,053'loa' 
~O,050l/¡a' 
- O,040l/¡a' 
- O 060 b' , l/¡ 

-O ,073l/¡b2 

- O,094l/¡b2 

Consideremos como anteriormente, una placa bajo carga hidrostática 
pero, esta vez con el borde x = a empotrado (fig. 90). 

'. f 
" .o1C'J 

O ~ 
l' 

'o!C'J 

!------~~ 
~------o--~---~ 
y 

FIG. 9O 

Aplicando a este caso el método de M. Lévy, se escribe la deformada 
de la placa en la forma 

donde 

w = ~ (16 y 4 - 24b 2y2 + 5b 4) 
384D .. 

+ 2: 
m=1.3,5, .. , 

m1l"y 
X m cos -b-

x = A h m7tX + B m:nx h m7tX 
m m

C b m b S b 

e h m:nx D m:nx h m:nx + m S -b- + m _b- C -b-

(i) 

La expresión (t) satisface la ecuación diferencial de la placa flexada y las 
condiciones en los bordes y = ± b12. Desarrollando en serie el polinomio 
entre paréntesis de (t) 

'" 
1,536b4 

~ 2: 1 m1l"y (_1)(m- 1)/2 - cos--
mó b 

m=l,3,5, .. . 

se obtienen los coeficientes A m , Bm oo. a partir de las condiciones de los 
otros dos lados, es decir: 

o (WY._a = O 

Sustituyendo en (t) los coeficientes por su valor, tenemos la solución 
completa. La tabla 34 da las flechas y los momentos flectores obtenidos 
mediante esta última ecuación. 



TABLA 34 
Flechas y momentos f1ectores en placas rectangulares empotradas en x = a bajo carga hidros­

tática (fig. 90) 
v = 0.3 

bja I (W)x=a /2 .• =0 
I 

(Mx)x=a/, .• =0 (M.) x=a/2 .• =0 (Mx)x=a .• =0 

Xc I 
0.0024qoa4j D 0.029<]oa2 0.009<]oa' - 0.067'1oa' 

2.0 0.0023'1o a4 jD 0.029'1oa' O.Oll'1oa' - 0.063qoa2 

1.5 0.0019qoa4jD 0.026<]oa2 
0.013 '1oa' - 0.061<]oa2 

1.0 0.0013<]oa4jD 0.019'1oa2 0.016qoa' -0.048'1oa2 
i 0.0030'1ob4jD 0.028'1ob2 0.034qob2 -0.071<]ob2 

0.5 0.OO45qob4jD 

I 

0.024qob2 0.046'1ob' 
I 

-0.084'1ob' 
0.0 0.0065'1ob4 jD 0.019<]ob' 0.062'1ob' - 0. 125'1ob' 

44. Placas rectangulares empotradas en todo el contorno l 

Para estudiar este problema, se utilizará el mismo método utilizado para 
los casos precedentes. Comenzaremos por resolver el problema para una 
placa rectangular simplemente apoyada y superponemos a la flecha de esta 
placa, la flecha de la placa, debida a los momentos repartidos a lo largo de 
los bordes (v. ap. 41). Estos momentos son tales que cumplen la condición 
owlon = O en el contorno de la placa empotrada. El método puede aplicar­
se a toda clase de carga transversal. 

Placas uniformemente cargadas 

Para simplificar nuestro estudio, comenzaremos por el caso de una 
carga uniformemente repartida. Las flechas y los momentos en este caso 

• Respecto a literatura matemática sobre este problema. véase EncykloPiidie der mathema­
tischen Wissenschalten. vol. 4. aparto 25 (Tedone-Timpel. págs. 165 y 186. Otras referencias 
sobre este punto pueden verse en el estudio de A. E. H. Lave. Proc. London Math. Soc .• vol. 29. 
página 189. Los primeros resultados numéricos para el cálculo de tensiones y flechas en placas 
rectangulares empotradas fueron expuestos por B. M. Koyalovich en su tesis doctoral. San 
Petersburgo. 1902. 1. G. Boobnov. realizó nuevos progresos. calculando tablas para el cálculo 
de flechas y momentos en placas rectangulares uniformemente cargadas con bordes empo­
trados ; véanse sus obras Theory 01 Structures 01 Ships. vol. 2. pág. 465 . San Petersburgo. 1914. 
y Collected Papers on Theory 01 Plates. pág. 144. Moscú . 1953. H . Hencky trató el mismo 
problema en su estudio «Der Spannungszustand in rechteckigen Platten ') . Münich. 1913. 
1. A. Wojtaszak. J. Appl. Mechanics. vol. 4. pág. 173. 1937. utilizó · el método de Hencky. 
Los resultados numéricos obtenidos de esta forma por Wojtaszak en el caso de una placa 
uniformemente cargada coinciden con los dados por la tabla de Boobnov. Otras soluciones 
del mismo problema para varios tipos de carga se deben a H. Leitz. Z . . 'I1ath. Phys .• vol. 64. 
página 262. 1917; A. Nádai . Z . angew. Math. Mech .• vol. 2. pág. 14. 1922; A. Weinstein y 
D: H. Rack. Quart. Appl. Math .• vol. 2. pág. 262. 1944; P. Funk y E. Berger. Federholer­
Gzrkmann-Festschrzft. pág. 199. Viena. 1950; G. A. Grinberg. Doklady Akad. Nauk. S.S.S.R.. 
vol. 76. pág. 661.1951; K. Girkmann y E. Tungl. Osterr. Bauzitschrift. vol. 8. pág. 47. 1953; 
B. C. Laws. realizó un estudio experimental del problema. vease Phil . . 'I1ag .• vol. 24. pág. 1072. 
1937. En el estudio que sigue utilizaremos el método desarrollado por S. Timoshenko. Proc. 
Fifth Intern. Congr. Appl. Mech .• Cambridge. Mass .. 1938; el método es más general que la 
mayoría de los métodos mencionados antes y puede aplicarse a cualquier tipo de carga. incluso 
cargas concentradas. 

son simétricos con respecto a los ejes de coordenadas indicados en la 
figura 91. La flecha. para una placa simplemente apoyada, según la ecua­
ción (139) (v . pág. 137) con relación a las nuevas coordenadas es 

w 
4qa4 ~ 
1T6D ~ 

m=I.3.5 •... 

(_1)(m-l)/2 m1TX 
-'----'-m--O-6 -- COS -a-

+ 

.-r-.-.r-r-T-r~""'.--t. HIllllO! q 
, I-"T 

~ t 
.Di<'J 

O t 
t x 

.DI'" 

I<---~--...... -~--r 
y 

FIG. 91 

a m th a m + 2 h mny c --
2 ch am a 

mny sh mny ) 
a a 

donde am = mnbl2a. El giro del borde y = bl2 es 

(a~) = 2qa' ~ (_l)(m-l)f2 cos m1TX 

ay lI-hf2 1T~D ~ m
4 

a 
m-l.a.5 •... 

.. 

(a) 

= 2qa3 ~ (_1)(m-l)/2 coSo m1l'x (~ _ th a
m

) (b) 
1I'4D m-&.s.... m 4 a ch

2 am 

Consideremos ahora la flecha de la placa debida a los momentos repar­
tidos en los bordes y = ± b12. Por razón de simetría, se llega a que los 
momentos pueden escribirse en la forma 

¿: 
m=1.3.S •.. . 

m1l"x 
(_1)(m-O/2 Em cos a (e) 

La flecha correspondiente W
I 

se obtiene mediante (173) sustituyendo x 
por x + al2 y tomando m = 1, 3, 5, ... Entonces 

WI ! ( _ 1)(m - O/2 mnx(mny mny 
Em cos -- -- sh --

m2 ch a m a a a 
m = l,3,S, ... 

mny ) - a m th a m ch-
a
- (d) 



El giro en el borde y = bj2, correspondiente a esta flecha, es 
.. 

(
aw) a\,( _1)(m-l)/2 m1l"x ( 
ayl ~-b/2 = - 211"D ~ E... m cos a th a m 

m=1.3.5 • .•• 

+ ch~:m) (e) 

En lo que sigue, necesitaremos también el giro en los bordes paralelos al 
eje y. Derivando (d) con respecto a x y haciendo x = aj2, se obtiene 

lO 

( awl ) a \' 1 (mny mny 
¡¡; _0/2 = 211" D ~ Em m ch a

m 
-a- sh -a-

m=1.3.5 •.•• 

a
m 

th a m ch mn
y

) = )' Em 
a 4D L....., ch2 am 

( 

mny m~1,3.S.", mny ) 
b sh a m ch -a- - 2y ch a m sh -a- (f) 

La expresión entre paréntesis es una función par de y, que se anula en 
los bordes y = ±bI2. Esta función puede escribirse en forma de la sene .. 

2: 
i= 1.3.5 •... 

i1l"Y 
A. cos b 

en la que los coeficientes Ai se calculan utilizando la fórmula 

2 f LI'!2 ( mny mny ) iny 
Ai = - b sh a m ch -- - 2y ch a m sh -- cos -- dy 

b 1,/' .a a b 

de donde A.= 
16ia( _1)(i-l)f2 b2 

(i2 (-;-~-2-+-i-;2 )~2 

a2 m2 

1 

Sustituyendo en (g) y (j) se obtiene .. .. 
(

aWl) = _ 4b2 ~ Em ~ i( _1)(i-.1) /2 COS i1l"y 
OX "'_0/2 11"2 Da L.¡ m 3 L.¡ (b2 i 2 )2 b 

m=1.3.5.... i=1,3.5, ... (i2 + m 2 

(g) 

(h) 

Se obtienen, de la misma manera, las expresiones de las flechas W2 Y de los 
giros en los bordes, para' el caso en que los momentos Mx están repartidos 
a lo largo de x = ± al2, suponiendo una distribución simétrica y tomando .. 

(M",)-±a/2 = 
\' m'Ky 
~ (_1)(m-l)f2F '" cos -b- (i) 

",=1.3.5 •... 

se encuentra en este caso, utilizando (e) y (h) 

(
aW2) b 2:' (_1)(m-1) /2 m1l"y (h - = - -- F m m cos b t fJm 
ax %=0/2 211"D 

m=I.3.5 •.•• 

fJm ) + ch2 fJm 
(j) 

en donde fJm = mnal2b y 
.. lO 

(
aw ) 4a2 "" F m "" i( _1)(i-l)/2 i7f"X 
ay2 1I-b/2 = - 1I"2Db ~ m3 L,,¡ (a2 I i2V cos a 

m=1,3.5.... i~1.3.5 •..• \1)2 T m2) 

(k) 

Cuando actúan los momentof¡ (e) e (i) simultáneamente, se obtienen los 
giros de los bordes por el método de superposición. Tomando, por ejemplo, 
el borde y = b12, se encuentra .. 

(
aW"l + aW2) _ a \' 
ay ay 11-11)2 - - 21I"D ~ 

m-1.3.5 •••• 

(_1)(m-l)/2 m1l"x 
E ----- cos --

m m a 

.. .. 
4a2 ~ F m ~ i( _1)(i-l)f2 ir.x 

- 1I"2Db ~ m3. ~ (~+ ~)2 COSa (l) 
m=1,3.5. .•• .=1.3.5,... b2 m2 

Teniendo (h) y (1), se pueden obtener ya las ecuaciones para calcular las 
constantes Em y Fm de las series (e) e (z) que representan los momentos que 
actúan a lo largo de los bordes de una placa empotrada. En el caso de una 
placa empotrada los bordes no giran. Por consiguiente, para los bordes 
y = ± b)2, se obtiene 

(
aw) + (aWl + aW2) = O 
ay u=b/2 ay ay y=b/2 

(m) 

De igual forma para x = ± a12, se encuentra 

( aw) + (aWl + aW2) 
OX "'=0/2 OX ax =012 

O (n) 

Si se lleva (b) y (l) a la ecuaClOn (m) y se agrupan l los términos que 
contienen cos (inxja), como factor común teniendo en cuenta que la ecua­
ción (m) es válida cualquiera que sea x, se llega a que el coeficiente que 
multiplica a cos (inxla) es nulo para todo valor de i. Así, se obtiene un 

, Se supone que el orden de suma en (1) es permutable. 



sistema de ecuaCIOnes lineales, infinito, para el cálculo de los coeficientes 

Ei yFi 

oc 

~ Fm 1 

- -;b m=1,3,5, ... m
a 
(~+ ;:2y 

Ei~ Ui ) - --:- th l1i + ---
1 ch2 

Ui 

8ia o (o) 

Con ayuda de (n) se obtiene un sistema semejante. Las constantes El, 
E 3 , ... Fi> F3 , ... , se determinan en cada caso particular por estos dos 
sistemas de ecuaciones utilizando el método de aproximaciones sucesivas. 

Para ilustrar este método consideremos una placa cuadrada, en este caso 
la distribución de los momentos flectores es la misma en todos los lados del 
cuadrado. Por consiguiente Ei = Fi Y los dos sistemas de ecuaciones son 
idénticos. Las ecuaciones son de la forma 

oc 

~; ('h ad 'h~;",) + ~ ._~ .. !\1 
1 

Sustituyendo los coeficientes por los valores numéricos en estas ecua­
ciones y considerando sólo los cuatro primeros coeficientes, se obtiene el 
sistema de cuatro ecuaciones y cuatro incognitas El> E 3 , E5 Y E7' 

1,8033EI L-.:-~~=-"::"'" +0,0071E7 = 0,6677K 
0,0764E I L..!....::.:..::.:.:..::.-=-==~ +0,0159E7 = 0,01232K 
0,0188EI +0,0163E7 = 0,00160K 

(p) 

O,0071E I +0,1558E7 = 0,00042K 

donde K = - 4qa 2 /n 3
• Se observa que los términos de la diagonal tienen 

los coeficientes mayores. Por consiguiente, se obtienen las primeras apro­
ximaciones de las constantes El' ... , E7 no teniendo en cuenta, en los 
primeros miembros de las ecuaciones (P), más que los términos situados a 
la izquierda de la línea señalada. De este modo se encuentra en la primera 
ecuación El = 0,3700K. Sustituyendo en la segunda, tendremos 
E3 = - 0,0395K. Sustituyendo los valores de El y E3 en la tercera ecua­
ción, se encuentra E5 = - 0,0180K. Por último la última ecuación, nos da 
E7 = - 0,0083K. Sustituyendo estas primeras aproximaciones de los 
coeficientes, en los términos situados a la derecha de la línea señalada, se 
calculan así las segundas aproximaciones que son El = 0,3722K, E3 = 

= - O,0380K, E5 = - O,0178K, E7 = O,0085K. Repitiendo de nuevo los 
cálculos, se obtendrá una tercera aproximación y así sucesivamente. 

15.-TEORIA DE PLACAS Y LAMINAS 

Sustituyendo en (e) El' E3 ... por su valor, se obtienen los momentos 
flectores a lo largo de los bordes empotrados de la placa. El máximo valor 
absoluto de estos momentos se sitúa en el centro de los lados del cuadrado. 
Con las cuatro ecuaciones (p), este valor es 

IMy l y=b/2,x=O = IEI - Ea + Es - E71 = O,0517qa2 

La comparación de este resultado con el de la tabla de Boobvov, calcu­
lado con un número mayor de ecuaciones semejantes a (p), muestra que el 
error en el momento flector máximo, es inferior a 1 %, cuando no se toman 
más que cuatro ecuaciones (P). Se obtiene, para el momento, una serie de 
signos alternados, y el valor del error depende del valor del último coefi­
ciente El' E3 .. , calculado. 

Sustituyendo los valores de El' E3 ... en la expresión (el) se obtiene la 
flecha de la placa debida a los momentos repartidos a lo largo de los bordes 
y = I h12. 

En el centro de la placa (x = y = O) esta flecha es 

¿ 
m~1,3,5, •. < 

Ur;¡ th (1. m 

m 2 ch (lm 

-o 00140 qa
4 

, D 

Multiplicando por dos, este resultado, para tener en cuenta la acción de 
los momentos repartidos sobre los lados x = ± al2 y sumándolo a la flecha 
de una placa simplemente apoyada (tabla 8), se obtiene la flecha en el 
centro de una placa cuadrada uniformemente cargada y de bordes empo­
trados 

qa4 

(W)máx = (0,00406 - 0,00280) D- 0 00126 qa
4 

, D (q) 

Flechas y momentos !lectores en placa rectangular uniformemente cargada con hordes empo-
trados (fig. 91) 

v = 0,3 

bja (w),_(). y~O (.Il1'x)x=a /2. ., __ 0 (1I1'Y)T~O. .1J-_-:b/Z (.I11',J"CO'FO (My)x_(). Yo') 

1,0 0,00126qa4 /D -0,OS13qa2 -0,OS13qa2 O,0231qa2 0,0231qa' 
1,1 0,001S0qa4 1D O,OS81qa' -0,OS38qa2 O,0264qa' O,0231qa2 

1,2 0,OOI72qa4 jD - 0,0639qa2 O,OSS4qa' 0,0299qa2 O,0228qa' 
1,3 O,00191qa4 jD O,0687qa2 O,OS63qa2 0,0327qa' O,0222qa' 

1,4 0,00207qa4 jD - O,0726qa2 -O,OS68qa' 0,0349qa2 O,0212qa' 
1,5 O,00220qa4 jD - 0,07S7qa' --0,0570qa' O,0368qa' O,0203qa' 
1,6 O,OO230qa4 jD - O,0780qa2 - O,OS71qa' O,0381qa' O,0193qa2 

1,7 O,OO238qa'jD -0,0799qa' O,0571qa2 O,0392qa2 0,0182qa' 

1,8 0,OO24Sqa4 jD -0,0812qa' -0,OS71qa' 0,0401qa2 0,0174qa' 
1,9 0,00249qa'jD - 0,0822qa' -O,0571qa2 0,0407qa' 0,016Sqa2 

2,0 O,OO2S4qa'jD O,0829qa' --0,OS71qa' O,0412qa' O,OIS8qa' 
x 0,00260qa'jD - O,0833qa' O,Oplqa' 0,0417qa' O,OI2Sqa' 



Se pueden efectuar cálculos semejantes para cualquier relación de los 
lados de una placa rectangular. Los resultados de estos cálculos están dados 
en la tabla 35 1

• 

Placas bajo presión hidrostática 

Se representa la intensidad de la carga, repartida como indica la figu­
ra 92, por 

qo = ~ + ~~ 
2 2 a 

se ve que la influencia del término qo/2 sobre las flechas de la placa está 
ya dada por la solución anterior. Así, queda considerar la presión qox/2a. 

o 
f 

, w.1'" 
.--~--+~---~--~ 

y 
FIG. 92 

La deformada de una placa simplemente apoyada que soporta una carga 
semejante se obtiene asimismo combinando la expresión (k) (pág. 213) 
con la expresión (a) (pág. 209). Poniendo q = -qo/2 en esta última ecua­
ción y sustituyendo x por x + a/2 en las dos expresiones, de acuerdo con 
las nuevas coordenadas, obtenemos la deformada 

., 

\' (_l)m/2+! (2 _ 2 + U m th U m ch m;¡;y 

L.¡ m5 ch Il m a 
m=2,4,6, ... 

+ 1 m::ry h m::ry ) m::ry ._-- -- s - - sen--
ch U m a a a 

(r) 

simétrica respecto al eje x y antisimétrica respecto a y. Por consiguiente, 
para eliminar la pendiente a lo largo del contorno de la placa se deben 
aplicar en los bordes los momento~ siguientes: 

¿ 
m=2,4,6, . .. 

m7ry (-1)(m-il/ 2Em cos -b-

(_1)m/2-1F m sen m1l'x 
a 

(s) 

, Esta tabla fue calculada por T. H . Evans, véase]. Appl. !lifechal/ics. vo l. 6 , pág. A-7, 193<) . 

Operando como en el caso de una carga uniformemente repartida, se 
calculan los coeficientes Em y Fm por un sistema de ecuaciones lineales. 
Las flechas debidas a la acción simultánea de la carga qox /2a y de los 
momentos (s) deben finalmente sumarse a las flechas de la placa empotrada 
sometidas a una carga uniforme qo /2. La tabla 361 da los resultados obte­
nidos por este método. 

TABLA 36 
Flechas y momentos flectores en placas rectangula res con bordes empotrados, bajo carga 

hidrostática (fig. 92) 

b 
a 

0,5 
25 
1,0 
1,5 

0,000080 
0,000217 
0,00063 
0,00110 
0,00130 

x = 0, y = ° 

{J, 

0,00515 
0,00817 
0,0115 
0,0102 
0,0063 

v = 0,3 
I ! 

x = a/2, y = o · x ~- a/2,y = ° Ix = O, y =~ b/2 

Mz = Y'~ 

y , 

- 0,0115 
- 0,0187 
- 0,0334 
- 0,0462 
- 0.0500 

-0,0028 
-0,0066 
-0,0179 
-0,0295 
-0,0333 

M. = f>w1' 

-- 0,0104 
··- 0.0168 
·- 0,0257 
- 0,0285 

Placas cargadas en el centro 

Consideremos como tercer ejemplo la flexión de una placa rectangular 
de bordes empotrados sometida a una carga P concentrada en el centro 
(fig. 93) . Volvamos ahora al caso de una placa simplemente apoyada . 

~(.¿. ~:;c.{L~-r 

.DI¡'" ,Carga P 

y 

¡ 
.DI'" 

-~-r 
FIG. 93 

Sustituyendo en la ecuación (116) $ por a/2 y x por x + a/2, se obtiene la 
deformada (vál~da para y > O) 

\' ~3 cos m;x [(th U m - ~) L.¡ Ch2 fl m 
m=!,3,5, ... 

ch mfry 
a 

sh m1l'y 
a 

m1l'y h h m7ry + m1l'y h m1l'Y] - - t U m s -- -- c --
a a a a 

, Véase D ana Young,]. /lppl. ¡'lifechanics, vol. 7. pág. A-1J9, 1940. Tablas más extensas 
calculadas por diferencias finitas se deben a E. G . Odley, véase]. Appl. llfechanics, vol. 14, pá-
gina A-289, 1947. . 



El ángulo de giro en el b bl2 es 

\' ~ cos m'll"x a m th U 71l 

~ m2 a ch Il m 
(t) 

"1 = 1.3.5 •... 

ntos flectores a lo largo de los bordes empotra­
dos se procede como en el caso de una carga uniforme y se obtiene el 
mismo sistema de ecuacio es (m) y (n). Las expresiones de w 1 Y W 2 son las 
mismas que en el caso ant rior, y será suficiente cambiar el primer término 
de estas ecuaciones sustit yendo (owjoy)y 1,/2 de (m), por la expresión (t), 
y lo mismo para (owjox), en la ecuación (n). 

En el caso particular de una placa cuadrada, limitándonos a cuatro 
ecuaciones, encontramos ue el primer miembro de las ecuaciones es el 
mismo que en las ecuacio es (P). Los segundos miembros se obtienen por 
la expresión (t) y se encu 

l ,8033E I + 
O,0764E I + 
O,O l88E I + 
O,007lE I + 

~~~.:.......:.--, O,0188Eó + O,0071E7 -O,1828P 
O,0330Eó + O,0159E7 +O,00299P 

Resolviendo este sistema 
antes, se encuentra 

O,2255E ó + IO,0163E 7 -O,000081P 
O,0163E ó + O,1558E 7 = +O,000005P 

e ecuaciones por aproximaciones sucesivas como 

El = -O,1025P 
E6 = O,0042P 

Ea = O,0263P 
E7 = O,0015P 

Sustituyendo estos val res en (e), se obtiene el momento flector para el 
centro del lado y = bj2. Tn cálculo l más preciso da 

)y bl2,.< . O = -- 0,1257P 

Comparando este res ltado al de una placa cuadrada uniformemente 
cargada, se llega a que la arga uniforme produce en el centro de los lados 
momentos menores de la mitad que los momentos debidos a esta misma 
carga concentrada en el c ntro. 

Conociendo los mom ntos a lo largo de los bordes empotrados, se 
calculan las flechas corre pondientes mediante (d). Superponiendo estas 
flechas a las de una placa simplemente apoyada, se obtienen las flechas de 
la placa de bordes empot adoso Por el mismo método de superposición se 
encuentran otros datos elativos a la deformación de placas de bordes 
empotrados sometidos a na carga concentrada en el centro 2

• Así, si la 
I En este cálculo se utilizar n siete ecuaciones en lugar de las cuatro tom adas antes. 
, Cá lculos efectuados por ana Young, J. Appl. Mechanics. vol. 6, pág. A-114, 1939. 

Para obtener los momentos con uatro cifras exactas, es necesario utilizar siete coeficientes E 
y otros siete F en las ecuaciones m) v (n). H. Marcus dio otras solucio nes del problema, véase 
D,e Theone elasllscher C:ewebe, 2 a ed. , pág. 155 , Berlín, 1932; ig ualmente J. Barta, Z. angew. 
."fath; Mech., vol. 17, pago 184, 937; G. Plckett, J. Appl. Mecha"ics, vol. 6, pág . .'\-168, 1939; 
C. J. rhorne y J. \ ' . Atanasoff, owa Sta le ColI. J. Sci., vol. 1+, pago 333, 1940. R. G. Sturm 
y.R. L. Moore han estudiado e. te caso experimentalmente, véase J. Appl. Mechanics, vol. 4. 
pagma A-75, 1937. 

carga P está repartida uniformemente sobre el área de un pequeño círculo 
o de un rectángulo, los momentos flectores en el centro del área cargada 
x = y = 0, se obtienen por combinación de los resultados válidos para las 
placas simplemente apoyadas [v. eco (157) y (167)] con momentos adicio­
nales 

dados en la tabla 37 con los valores relativos a la flecha máxima de la placa 
así como el momento de empotramiento máximo en valor absoluto. Este 
último puede como máximo alcanzar el valor - P /::r. = - 0,3183P, men­
cionado en la página 216, en el caso de una carga móvil. 

TABLA 37 

Momentos flectores en los puntos medios de los lados mayores y flechas y momentos adicionales 
en el centro de placas rectangulares bajo carga concentrada en el centro (fig. 93) 

v = 0,3 

Momentos adicionales 

b/a I(w), 
Pa 2 

I 

11 -" /2 ~ yP ¡ -II ~O = a D i (MilL o_o. (m x)' =II=o = !31P (my)x=-y-cü = !32P 

a y (JI ¡J2 

1,0 0,00560 - 0,1257 - 0,0536 -- 0,0536 
1,2 0,00647 - 0 ,1490 - 0,0579 - 0,0526 
1,4 0,00691 - 0,1604 - 0,0618 - 0,0517 
1,6 0,00712 - 0,1651 - 0,0653 - 0,0510 
1,8 0,00720 - 0,1667 - 0,0683 -- 0,0504 
2,0 0,00722 - 0,1674 ·- 0,0710 - 0,0500 
00 0,00725 - 0,168 - 0,0742 - 0,0484 

45. Placas rectangulares con un borde o dos adyacentes simplemente 
apoyados y los restantes empotrados 

Comencemos por el caso de una placa simplemente apoyada sobre el 
borde y = ° y empotrada en los otros lados (fig. 94). Cualquiera que sea 
la forma en la que la carga está distribuida sobre la placa sstt, se considera 
ésta como igual a la mitad de una placa rrtt que tiene todos sus bordes 
empotrados y soporta una carga antisimétrica con relación a la línea ss. De 
este modo las flechas y los momentos flectores son nulos a lo largo de esta 
línea. El problema se reduce entonces al problema ya resuelto en el apar­
tado 44. La tabla 381 da algunos valores numéricos relativos a dos casos de 
distribución de carga. En la página 270 se da una tabla más completa de 
los momentos flectores en relación con un método de proyecto de losas. La 

, Estos resultados se deben a Dana Young, J. Appl . . Mechanics, vol. 7, pág. A-139, 1940, 
va C. P. Siess y N. M. Newmark, Un;v. Il/;no;s Bull., vol. 47, pág. 98, 1950. Y. S. Yflyand 
;'tilizó un método completamente distinto para tratar este problema; véase Doklady Aluid. 
Nauk. S.S.S.R., vol. 72, pág. 655, 1950. 



placa rectangular rsut (fig. 95), en la que dos lados adyacentes x = ° e 
y = ° están simplemente apoyados, y los otros dos están empotrados, 
puede estar considerada en cierto modo, como parte integrante de la placa 
limitada por x = ± a, y = ± b, y empotrada en todo su contorno. 
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FIG. 94 FIG. 95 

Consideremos una carga uniformemente repartida sobre el área rsut de 
la placa dada!. Una carga constante de signo alternado en forma de tablero 
de damas e intensidad repartida sobre el área 2a . 2b, como indica la 
figura 95, crea entonces las condiciones de un borde simplemente apoyado 
a lo largo de las líneas x = O, Y = O. Por consiguiente, el problema de 
flexión de una placa que tiene dos bordes adyacentes simplemente apoya­
dos y los otros dos empotrados, se transforma en el problema ya resuelto 
del apartado 44, de una placa empotrada en todo su contorno. Los resulta-

TABLA 38 
Flechas y momentos flectores en placas rectangulares con un borde simplemente apoyado 

y los otros tres empotrados (fig. 94) 

Carga b/a (w)x~o . u~b/2 (Mx)r=a/, . .1/ = 0 / 2 (My)=o. F b 

P.'esión uniforrne q 0,5 0,00449qb'¡'D - 0,0786qb' - O,1148qb' 
0 ,75 0,00286qb4 /D - 0 ,0730qb' - 0,0838qb' 
1,0 0,001S7qb' /D - 0,0601qb' - -0,OS51qb' 
1 0,OO215qa' jD - 0,07S0qa' - 0,0571qa' 
2,0 0,OO257qa' /D - 0,0837qa' - 0,0571qa' 

0,5 0,00202q"b'ID - 0,0368q"b' - 0,0623qob2 

0 ,75 0,00132qob'ID - 0,0344qob' - -0,0484I]ob' 
1,0 0,000741]ob'l D -· 0,0287qob' - 0,03471]ob' 

Presión hidrostática qoy/b. 

. ~ Para el ,estudio de. este caso Siess en Newmark (trabajo citado) han aplicado una modifi­
caclOn del metodo d~ Tunoshenk<;>. Para la utilización del método de la energía véase W. B. Sti­
les,J. Appl. Mechanacs, vol. 1~, pago A-35, 1947. Véase también M. K. Huan v H OC ... 
J. Appl. Mechanics, vol. 19, pago 451, 1952. g. . . onv.ay , 

dos muestran que el momento maxlmo en valor absoluto, se sltua en el 
centro del lado mayor de la placa. Los valores de este momento de empo­
tramiento son - 0,1180qb2 para b/a = 0,5 y - 0,0694qb2 para b/a = 1,0. El 
momento flector máximo en el centro de la placa cuadrada, vale 0,034qa2 

(para v = 0,3) y la flecha correspondiente es 0,0023qa 4 /D. En la página 269 
se dan otros datos numéricos relativos a los momentos flectores en este caso. 

46. Placas rectangulares con dos bordes opuestos simplemente apo­
yados, urw libre y el cuarto empotrado o simplemente apoyado! 

Supongamos los bordes x = O Y x = a (fig. 96) simplemente apoyados, 
el borde y = b libre y el borde y = O empotrado. En este caso, las condi­
ciones de borde son 

w=O 

w O 

¡j2w 
dX 2 = O para 

aw ay O para 

x=O y x a 

y = O 

ya lo largo del borde libre [v. eco (112), (113), pág. 104]. 

[~:~ + (2 - v) a!:~y l-b 
libre 

r . 
_1... __ ~ l , 

.a , , , 
L\.,:o;..,..,'77""""''''''¡'-

k----o --J x 'q l 
Frc. 96 

(a) 

(b) 

o (e) 

En el caso particular de~na carga uniformemente repartida se opera 
como en el apartado 30 y se supone que la flecha está compuesta de dos 
partes 

W = w! + W 2 

donde W¡ representa la flecha de una franja uniformemente cargada y 
simplemente apoyada de anchura a que puede' escribirse en forma de serie 

4qa4 

Wl = 71" 515 ¿ 1 m7l"x 
-sen-
m 5 a 

m=1.3.5 .... 

(d) 

I Este caso fue estudiado por Boobnov; véase la traducción inglesa de su obra en Trans . 
Inst. Naval Arch., vol. 44, pág. 15, 1902, Y su Theory oJ Structure oJ Ships, voL 2, pág. 545. 
San Petersburgo, 1914. Fue estudiado también por K. Goriupp, Ingr.-Arch., voL 16, pág. 77. 
1947, Y por V. Bogunovic, .On the Bending of a Rectangular Plate with One Edge Free», 
Belgrado, 1953 . 



y w
2 

viene dada por 

L 
m=l,3,5", , 

donde 

Y
m 

sen m7l'X 
a 

(e) 

(j) 

Las series (el) y (e) satisfacen las condiciones de contorno (a), y se 
determinan las cuatro constantes de (j) de tal manera que cumplan las 
condiciones (b) y (e). Entonces de (b) obtenemos 

'De las dos condiciones restantes (e) hallamos 

4 

(3 -1- v)(1 - v) ch2 {Jm -1- 2v ch {Jm v(1 - v)(l m sh {Jm- (1 - v2) 

(3 -1- v)(1 - v) ch2 {Jm -1- (1 - V)2(J;" -\- (1 -1- V)2 

4 
Cm 

(3 -1- v)(1-v) sh (1 m ch ¡3 m -I-v(1 -\-v) sh ¡-im -v(l-v)(Jm ch fim -(1-v)2/3m 

(3 -1- v)(l -v) ch2 ¡-im -1- (1 - V)2¡-i;" -1- (1 -1- V)2 

donde fim = mnb/o;. 

(g) 

(h) 

Sustituyendo las constantes (g) y (h) en (j) y utilizando las series (e) 
y (d), se obtiene la expresión de la deformada. La flecha máxima se produ­
ce, en este caso, en el centro del borde libre. Si b es muy grande en 
comparación con a, es decir si el borde libre está lejos del borde empotrado, 
la flecha del borde libre es la misma que la de una franja de longitud a, 
uniformemente cargada y simplemente apoyada, multiplicada por el factor 
constante (3 - v)(1 -1- ",)/(3 -1- ",). Resultando de la presencia de este factor 
que la flecha máxima es un 6,4 % mayor que la de la franja, para v = 0,3. 
Esto se explica fácilmente si se tiene en cuenta que junto al borde libre la 
placa está flexada según una superficie anticlástica. 

Consideremos otro caso extremo, en el que a es muy grande en compa­
ración con b, la flecha máxima de la placa es evidentemente la misma que 
la de una franja de lóngitud b uniformemente cargada, empotrada en un 

extremo y libre en otro, La tabla 39 da varios valores de la flecha máxima 
calculados! para diferentes relaciones b/a. Da también los valores máximos 
de los momentos flectores que se calculan igualmente a partir de la expre­
sión de la deformada. Los cálculos muestran que (Mx)máx se produce en el 
centro del borde libre. El máximo valor absoluto del momento My se sitúa 
eh el centro del borde empotrado. 

TABLA 39 

Flechas y momentos flectores en placa uniformemente cargada con dos bordes opuestos 
simplemente apoyados. el tercer borde libre y el cuarto empotrado (fig. 96) 

bfa 

o 
1 
3 

~ 

U'máx 

0,125qb4 fD 
O, 094qb4 fD 
0,0582qb4 fD 
0,0335qb4 fD 
0,0113qb4 fD 
0,0141qa4 fD 
0,0150qa4 fD 
0,0152qa4 fD 
0,0152qa4 fD 

v = 0,3 

x = af2, y = b Ix = af2, y ~ O 

Mx M y 

O -0,500qb' 
0,OO78qa2 -0,428qb2 

0,0293qa2 -0,319qb2 

0,0558qa2 -0,227qb2 

0,0972qa2 -0,119qb2 

0,123qa2 -0,124qa2 

0,131qa2 -0,125qa2 

0,133qa2 0,125qa2 

0,133qa2 -0,125qa2 

Se trata de la misma manera, el caso de una carga hidrostática repartida 
según la ley qo(1 - y/b). Pondremos la flecha en la forma 

., 

w L 1 m7l'X 
-sen-+ 
m6 a 

m=1,3,5, ... 
" L 

m~1,3,5, .. , 

Y
m 

sen m7l'X 
a 

(i) 

donde Y m es de la forma de (j), con % como constante en lugar de q. 
Operando, como anteriórmente, se obtienen las cuatro constantes A m, Bm 
... Dm a partIr de las condiciones en los límites (a), (b) y (e). 

Si la pl~ca está flexada por una carga repartida en el borde libre, en 
lugar de serlo, por una carga repartida sobre la superficie, se de be modificar 
la segunda de las condiciones (e) sustituyendo el cero del segundo miembro 
por la intensidad de la carga repartida en el borde libre. Se ha estudiad02 

(fig. 97), el·caso particular de una fuerza con~entrada aplicada en el borde 

1 Esta tabla se debe a Boobnov, op. cit. 
, Véase C. W. Mac Gregor, lHech. Eng., vol. Sí, pág. 225, 1935. D. L. Hall, J. Appl. 

Mechanics, vol. 4, pág. 8, 1937; T. J. Jaramillo, J. Appl. Mechanics, vol. 17, pág. 67, 1950; 
Y K. Girkmann, Fliichentragwerke, 4.a ed., pág. 233, Viena, 1956. El caso de una placa canti­
lever con tres bordes libres y carga uniformemente repartida fue estudiado por W. A. Nash, 
J. Appl. 1Hechanics, vol. 19, pág. 33, 1952. Véase también el estudio de este tipo de placa hecho 
por W. T, Koiter y J. B. Alblas con resultados numéricos en PrOL Koninkl. Ned. Akad, Wetens­
chapo Amsterdam, vol. 60, pág. 173, 1957. 



libre de una placa muy larga. La flecha a lo largo de este borde está dada 
por la fórmula 

FIG. 97 

El factor a disminuye rápidamente cuando la distancia del punto A de 
aplicación de la carga aumenta. La tabla 40 expone varios valores de a. La 
tabla 41 da los valores absolutos máximos del m0mento de empotramiento 

TABLA 40 

x = ° b/4 b/2 
[ 

2b 

a = 0,168 0 ,150 0,121 0,068 I 0,016 

TABLA 41 

Momentos [lectores lH = I~P, para x ~ 0, y - O, debidos a carga concentrada P en x = O, 
Y = b, estando los bordes x = e a /2 simplemente apoyados (fig. 97) 

v = 0,3 

b/a= 0,5 I 0,25 ° 
{J= - 0,436 1-0,498 ¡ -- 0,507 - 0,509 

debido a una carga que actúa en el centro del borde libre de una placa de 
longitud finita l a. 

El caso de una placa rectangular uniformemente cargada simplemente 
apoyada sobre tres bordes y libre en y = b (fig. 98), se trata de la misma 
manera que el caso anterior en que el borde q = O estaba empotrado. 

r 
I 
I 

I 
I 

.o , 
I 
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! 
L O 

~----- o -----~ 
FIG. 98 

J 
, Esta tabla es debida a V. Bogunovic, up. cit. Véase también apartado 78. 

Basta sustituir·la segunda de las condiciones de borde (b) por 

Omitiendo las deducciones damos solamente el resultado numérico final 
obtenido para este caso. La flecha máxima se produce en el centro del borde 
libre así como el momento flector máximo Mx. Estos valores de las flechas 
Wmá., Y (Mx)máx están dados en la segunda y tercera columnas de la tabla 421

• 

Las dos últimas dan los momentos flectores en el centro de la placa. 

TABLA 42 
Flechas y momentos flectores en placas rectangulares uniformemente cargadas con tres bordes 

simplemente apoyados y el cuarto borde libre (fig. 98) 
v = 0,3 

x = a/2, y = b x = a/2, y = b/2 
b/a 

Wm.ix (M' )máx MI M .v 

~ 0.0071Oqa'/D 0,060qa2 0,039qa2 O,022qa' 
! 0,00968qa'/ D 0,083qa' 0,055qa2 0,030qa2 

1/1,4 O,01023qa' /D 0,088qa' 0,059qa' 0,032qa' 
1/1,3 0,Oi092qa' /D 0,094qa' O,064qa' O,034qa' 
1/1,2 0,01158qa4/D O,l00qa' 0,069qa' 0,036qa' 

1/1,1 0,01232qa4/D 0,107qa' 0,074qa' 0,037qa' 
1,0 0,OI286qa'¡ D 0,1l2qa' O,080qa' O,039qa2 

1,1 O,01341qa 4/D O,117qa' 0,085qa' 0,040qa' 
1,2 Ü,01384qa'/D 0,121qa' O,090qa' 0,041qa2 

1,3 O,01417qa4/D 0,124qa' 0,094qa' 0,042qa' 

1.4 0,01442qa4/D 0,126qa' 0,098qa' 
i 

0 ,042qa' 
! 

1,5 0,01462qa' /D 0,128qa' 0,101qa' 
I 

O,042qa' 
2,0 O,01507qa'/D O,132qa' 0,113qa' 

I 

O,041qa2 

3,0 O,01520qa'/ D 0,133qa' O,122qa' O,039qa2 

ex: O,01522qa'¡ D O,133qa' 0,125qa' O,037qa' 
I 

TABLA 43 
Flechas y momentos flectores en placas rectangulares con tres bordes simplemente apoyados 

y el cuarto borde libre, bajo carga hidrostática (fig. 99) 

x - a/2 y - b x = a /2 y - b/2 - -
r 

-

b/a 
w M z 

I w M z : M" 
I 

t 0,00230'ka' / D O,0197'loa' ! O,OOI35'loa' /D O,0145'ka' O,0120qoa' 
! O,00304qoa'/D 0,0265'loa' O,00207'ka'¡D O,022O'ka' O,0156'loa' 
1,0 0,00368'ka'/D O,0325q,a2 0,OO313IJoa'/ D 0,033 1'ka' 0,0214'loa' 
1,5 O,00347'loa4 /D 0,0308q.a2 

i 
0,00445'loa'/D O,0453'loa' 

~ 
O,0231'loa' 

20 000291 a' D 00258 2 'D O 0529 a' 00222 a' 'lo / 'loa 0,OOS33'ka / ,'lo ,'lo 
x o ° O,OO651'loa' /D 0;0625'loa' 0,0187'loa' 

, Esta tabla y la tabla 43 fueron ca lculadas por B..' G. Galerkin; ~éase Bull. Polytech. Inst .. 
volumen 26, pág. 124, San Petersburgo. 1915. 



La tabla 43, contiene en forma similar los valores de las flechas y de los 
momentos flectores producidos en el centro del borde libre y en el centro' 
de la placa por una carga hidrostática. 

47. Placas rectangulares con tres bordes empotrados y el cuarto 

borde libre 

Placas, con tales condiciones en los bordes presentan un interés parti­
cular como partes integrantes de depósitos rectangulares o muros de con­
tención. Por consiguiente, se considerará en este caso, en primer lugar, las 
cargas uniformemente repartidas e hidrostáticas. 

Libre y 
~ __ L" __ 

! 
l 
I 

.o 

! 
I 

KL O 
~----- o -----~ 

FIG. 99 

..-' I 
I 
I 
I 
I 
I 

y 
~Libre 

.k_ 

FIG. 100 

J 
Supongamos el contorno de la placa empotrada en y = 0, x = ± a/2 y 

libre en y = b (fig. 100). Supongamos primero una carga de intensidad q, 
uniformemente repartida, la ecuación de las flechas puede ponerse en la 

forma 

Siendo 

W¡ 

y 

W = Wl + W2 + Wa 

2: (_1)(m-ll/2 m'lrX 
cos--

m ó a 
m=l,3,5, ... 

2: 
m=I,3,5, ... 

y m( _1)(m-1l/ 2 cos m1l'x 
a 

(a) 

(b) 

(e) 

contenidas en (a) idénticas a (el) y (e) del apartado anterior, SI se considera 
la nueva posición del origen. 

Las flechas adicionales wa' debidas a las coacciones adicionales en los 
bordes x = ± a/2, se escriben de la formal 

I Este método de solución se debe fundamentalmente a Goriupp, op. cit., pág. 153, 194X. 
Véase también W. ]. Van der Eb, Ingeuieur. vol. 26, pág. 31, 1950. 
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.¿ (Fn 
In 1.3 ,5,. 

",=1,3 ,5, .. 

n;rx n:-rx n;rx) n;ry 
Yn th ¡' n ch -2b - Fn - - sh - - sen --

2b 2b 2b 

( 
nl;ry nl:-ry m:-ry 

G m sh -- + H m -- ch--
o o o 

nl;ry m;ry) m;rx + 1 In -- sh -- cos - -
o o o 

(d) 

donde Fn ... 1m son las con stantes y Yn = nno /4b. 
Puesto que Wa = O para y = O Y x = ± 0/2, las condiciones en los 

bordes que deben cumplir también las flechas (d) son: 

[aaU:3 + (2 - v) (j32W3 ] 
ay ax ay lI~b 

[
aCWl + W2 + W3)] = o 

ax x~±a/2 

(e) 
o 

Desarrollemos ahora todas las funciones no circulares de x, contenidas 
en (a), en serie de la forma Lam cos (mnx /a) y todas las funciones similares 
de y, en serie de la forma Lbn sen (nny /2b). Se obtienen entonces a partir 
de las condiciones (e) una serie de ecuaciones lineales para Fn Gn, ... , In· 
Resolviendo las ecuaciones se pueden expresar las constantes desconocidas 
por los valores conocidos Am ... Dm (v. pág. 233). 

En el caso de una presión hidrostática (v. fig. 101), se superpone la 
solución (1) del apartado anterior a la solución (d) y se opera como se ha 

indicado anteriormente. 

y ,libre 
_L 

FIG. 101 

Cualquiera que sea la carga, el problema puede tratarse por el método 
de diferencias finitas (v . ap. 83). L os valores de las tablas 44 y 45 están 
esencialmente calculados por este método· 

I Véase A. Smotro,·, ,.Solution for Plates L oadeJ .-\ccordin~ 10 the La", 01' Trapeze", 
:\Ioscú, 1936. 
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48. Placas rectangulares con los dos bordes opuestos simplemente 
apoyados y los otros dos libres o elásticamente apoyados 

Sea el caso en que los bordes x = O, x = a (fig. 102) están simplemente 
apoyados y los otros apoyados sobre vigas elásticas. Supongamos que la 
carga está uniformemente repartida y que las vigas son idénticas la defor­
mada de la placa es simétrica con relación al eje x y se han de tener en 

Yiga elástica o libre 

o 

~-=--::..-::..-=--=--::.. 

Viga elástica 
o libre ____ ....:'.3.._ 

l=--=--=-o~===~ y 

FIG. 102 

""""T 
I 

.01'" 
I 
I 
I 

I 

1 
.DIC\J 
: 
I 

cuenta solamente las condiciones a lo largo de y = bf2. Supongamos que 
las vigas resisten a la flexión en planos verticales y no a la torsión, las 
condiciones de contorno en el borde y = bf2 son, utilizando (114) 

(a2w JI a2w) = O 
ay2 + ax2 u-b/2 

D [a
3w + (2 _ JI) a

3w·] = (El a4w) 
ay3 ax2 ay y-b/2 ax4 u-b/2 

(a) 

donde El es la rigidez a la flexión de las vigas de apoyo. Operando como 
en el apartado 46, puede ponerse la deformada en la forma 

donde 

y 

W = W¡ + W2 

4aa4 

Wl = 7r~D 

00 

"" 1 m7rX ¡ -sen-
i...¡ m5 a 

m~1,3,5, •.• 

00 

¿ Y
m 

sen m7rX 
a 

m=1,3,5, ... 

Por razón de simetría, se deduce que hay que poner e 
la expresión (j) del apartado 46, y tomar m 

y = qa
4 (A ch m:7y + B mny m:7Y ) 

m D m a m -a- sh -a-

16.-TEORIA DE PLACAS Y LAMINAS 

(b) 

(e) 

(d) 

O en 

(e) 

Las otras dos constantes A m, Bm se obtienen por las condiciones de 
contorno (a), de donde, utilizando las notaciones 

se obtiene 

m7rb 

2a 

Resolviendo, estas ecuaciones encontramos 

4 
Am = -5-5 

m:7 

v(l + v) sh am - v(l - v)a m ch a m 

(3 + v)(l - v) sh a m ch am - (1 

4 

v(1 - v) sh a m + mnA ch a m 

4}. 

(j) 

(g) 

La deformada de la placa se obtiene sustituyendo los valores de las cons-
tantes en 00 

W = W¡ + W2 
D 

¿ ( 4 m:7y -- + Am ch--
:75m 5 a 

m~1.3,5 •. .• 

m:7y m:7Y ) mny + Bm --sh-- sen--
a a a 

(h) 

Si las vigas de apoyo son absolutamente rígidas, A = x en (j) y (g), y 
Am Bm tienen el mismo valor que en el apartado 30, para una placa en la 
que los cuatro lados están apoyados sobre soportes rígidos. 

Sustituyendo A por O en (j) y (g), se encuentran los valores de las 
constantes de la serie (h) en el caso en que dos lados de la placa están 
simplemente apoyados y los otros dos libres. 

La flecha y los momentos flectores máximos se sitúan en el centro de 
la placa salvo para valores muy pequeños de A. La tabla 461 da varios 
valores de estas cantidades en función de los valores de A. 

I La tabla ha sido calculada por K. A. éalisev, ;'vIem. Insl. Engrs. Ways Commun., San 
Petersburgo, 1914. Más recientemente ha estudiado el problema E. Müller, Ingr.-Arch., voL 2, 
página 606, 1932. En este trabajo se calculan tablas para casos no simétricos. V. P. Jensen, 
en Uni ... I!lino;s Bu!l., 81, 1938, estudió varios casos de placas rectangulares y continuas apo­
yadas en vigas flexibles. 



TABLA 46 

Flechas y momentos flectores en el centro de placa cuadrada uniformemente cargada con 
dos bordes simplemente apoyados y los otros dos apoyados en vigas elásticas (fig. 102) 

v = 0,3 

= EljaD Wmáx (M, )máx (MY)máx 

eL O,00406qa4 jD 0,0479qa' 0,0479qa' 
100 0,00409qa4 j D 0,0481qa' 0,0477qa' 

30 0,00416qa' jD 0,0486qa' 0,0473qa' 
10 0,00434qa4 jD 0,0500qa' 0,0465qa' 

6 0,OO454qa4 jD 0,0514qa' 0,0455qa' 

4 O,00472qa' jD 0,0528qa' 0,0447qa' 
2 0,00529qa'jD 0,0571qa' 0,0419qa' 
1 0,00624qa' jD 0,0643qa' 0,0376qa' 
0,5 0,00756qa' jD 0,0744qa' 0,0315qa' 
O 0,01309qa'jD 0 ,1225qa' 0,0271qa' 

El casG-particular j. = O de una placa con los dos bordes opuestos simplemente 
apoyados, y los otros dos libres, merece alguna consideración. Como muestra )a ta­
bla 47' las flechas y los momentos máximos de una placa tal, cargada uniformemente, 

TABLA 47 
Flechas y momentos flectores en placas rectangulares uniformemente cargadas con los bordes 

x = 0, x = a simplemente apoyados y los otros dos libres (fig. 102) 

bla 

0,5 
1,0 
2,0 

qa' 
w = u--

D 

a , 

0,01377 
0,01309 
0,01289 
0,01302 

v = 0,3 

x = a j2, y = ° 

0,1235 
0,1225 
0,1235 
0,1250 

0,0102 
0,0271 
0,0364 
0,0375 

x = a j2, y = 1: bj2 

w = qa
4 

u'D 

0,01443 
0,01509 
0,01521 
0,01522 

{J2 

0,1259 
0,1318 
0,1329 
0,1330 

difieren poco de las flechas y de los momentos de una placa flexada según una 
superficie cilíndrica. 

49. Placas rectangulares con los cuatro bordes apoyados elásticamente o apo· 
yadas en las esquinas con todos los bordes libres 

Consideremos una placa sometida a una presión uniforme y apoyada sobre cuatro 
vigas flexibles a todo lo largo del contorno. Las vigas se supone que tienen soportes 
rígidos en los ángulos de la placa y las vigas paralelas entre sí tienen la misma rigidez 
a flexión (fig. 103). 

I Estos resultados se deben a D. L. Holl, Iowa State Coll. Eng. Exp. Sta. Bld/., 129 , 
1936. Para el caso de carga concentrada: véase también R. Ohlig, Ingr.-Arch., vol. 16, pág. 51. 
1947. Ambos autores estudIaron tamblen el efecto de empotramiento de los bordes de apoyo. 

Poniendo las flechas de la forma 

w q [1'(16x' - 24a2x1 + 00') + 8(16y' - 24b1y1 + 5b')] 
384D(1' + 8) 

r A h 
nny n:TX r nnx nny + n c -- cos -- + B n ch -- cos --

a a b b 

r nny n71X L n:TX nny + Cny sh -- cos -- + D nx sh -- cos--
a a b b 

(a) 

donde ó/y y A n, ... , Dn son constantes cualesquiera y n = 1, 3, 5, .. . , se satisface la 
ecuación diferencial LlLlw = qfD de la placa y también las condiciones de simetría'. 

9.= = = = -=--=--=----~ 
l1 l1 : 
11 11 .c¡C\J 
l' 1I : 11 O 1 I 

11 
11 
11 
11 

&.-=.----..=-
~--~---

FIG. 103 

Desarrollemos las funciones algebraicas e hiperbólicas de (a) en serie de cosenos. 
Entonces, utilizando para x = a/2 e y = b!2, las condiciones de borde similares a las 
(a) del apartado anterior, se obtiene un sistema de ecuaciones para las constantes A 
... , Dn de la expresión (a). n' 

Sustituyamos, en particular, ó/y = O y Eblb = aJ , se llega a la solución del 
problema ya estudiado en el apartado 48. 

Consideremos ahora, la flexión de una placa cuadrada (a = b) apoyada en cuatro 
vigas !dénticas. Tenemos entonces, por simetría ó!y = 1; An = Bn ; y Cn = Dn' Los 
coeficientes desconocidos An se eliminan, igualando a cero los momentos en los 
bordes . Tomemos cuatro términos (n = 1, 3, 5 y 7) de la serie (a), se obtienen 
cuatro ecuaciones lineales para C" Ca, Cs Y C7 • La tabla 48 da los resultados numé­
ricos de los cálculos llevado a cabo por este método. 

En el caso particular en que El = 0, tenemos una placa cuadrada que soporta 
una carga uniformemente repartida y apoyada únicamente sobre los vértices. El valor 
de v tiene poca influencia en las flechas y momentos en el centro de la placa, su 
I~fluencla sobre los momentos de los bordes es más importante. Tomemos , por 
ejemplo, v = 0,3 los valores dados por la última línea de la tabla 48, donde v = ° 25 
serían ahora 0,0249; 0,1090 y 0,1404, respectivamente '. ' 

.. ' Este método de resolución se debe a B. G. Galerkin; véase su Collected Papers, vol. 2, 
pagma 15, Moscú, 1953. Las condiciones de contorno en consideración son fácilmente reali­
zables y apropiadas para la verificación experimental de la teoría. Véase N. Dimitrov, Bauin­
gemeur, vol. 32, pág. 359, 1957. 

, Véase H . Marcus, Die Theorie e/asticher Gewebe, 2.' ed., pág. 173, Berlín, 1932; diversos 
casos de placas sujetas en puntos aislados han sido estudiados por A. Nádai, Z. angew. Math. 
Mech., vol. 2, pág. 1, 1922, Y también por C. J. Thorne, J. App/. Mechanics, yol. 1 S, pág. 73, 
1948. 



TABLA 48 

Flechas y momentos flectores en placa cuadrada con los cuatro lados 
elásticamente apoyados (fig. 103) 

y = ;jy 

00 

100 
50 
25 

10 
5 
4 
3 

2 
1 
0,5 
O 

v = 0,25 

x = O, Y = O 

a 

0,00406 
0,00412 
0,00418 
0,00429 

0,00464 
0,00519 
0,00546 
0,00588 

0,00668 
0,00873 
0,01174 
0,0257 

0,0460 
0,0462 
0,0463 
0,0467 

0,0477 
0,0494 
0,0502 
0,0515 

0,0539 
0,0601 
0,0691 
0,1109 

I x = O, Y = b/2 

0,0000 

0,0002 

0,0024 
0,0065 
0,0085 
0,0117 

0,0177 
0,0332 
0,0559 
0,1527 

El problema de la flexión de una placa c~adrada, cargada en e~ ce~tro y fija en 
los vértices ha sido también objeto de estudIO t. SI la carga P esta umformemente 
repartida sobre una pequeña superficie rectangular o circular, se puede deducir' una 
expresión para los momentos que actúan en el centro del área cargada. Tomemos, 
por ejemplo, un área cargada cuadrada de lado u, tales momentos para v = 0,3 toman 

la forma Mx = M y = (0,1034 In : + 0,129)P (b) 

, Véase Marcus, ibíd. 

,---------- a ---------1 

u 

~u 

1 
I 

! 
o 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

L-________________ ~__t 

p 

l."".! '''''' J =*"0' 
FIG. 104a 

Véase S. Woinowsky-Krieger, Ingr.-Arch., vol. 23, pág. 349, 1955. 

A partir de esta ecuación y de la de una placa cuadrada uniformemente cargada 
apoyada en los vértices, el problema de la figura 104 a) puede resolverse por el 
método de superposición. Se ve que si una placa cuadrada de borde libre está 
sostenida por reacciones uniformemente repartidas, los momentos flectores en el 
centro se obtienen restando el valor Mx = My = 0,1090qa2 de la expresión (b), dada 
aquí, para una placa cuadrada uniformemente cargada y simplemente apoyada en sus 
vértices (con v = 0,3). Se obtiene entonces, 

Mx = M y = (0,1034 In : + 0,020p (e) 

válida para v = 0,3. La figura 104 b) indica el reparto de los momentos flectores a lo 
largo de la línea media de una placa de cimentación, para u/a = 0,1 y u/a = 0,2. Se 
puede suponer un reparto uniforme de la presión para una placa de cimentación muy 
rígida apoyada sobre terreno blando. En el capítulo 8, se admitirán hipótesis más 
generales respecto a la ley de distribución de esta presión. 

olN 
I 
I 
I 

I 
I 
I 

: 
I 

OIN 

Momentos 

--paraf = 0.1-

a ----- 2--------

Momentos 

---para -ff = O, 

Fw. 104b 

50. Placas rectangulares semiinfinitas sometidas a una presión uniforme 

La deformada y la distribución de tensiones junto al lado menor de una placa 
rectangular larga, son prácticamente las mismas que las de los extremos de las placas 
semiinfinitas (v. fig. 105). Es sobre todo por esta razón por lo que la teoría sencilla 
de estas últimas placas merece algunas consideraciones. Sea una carga uniformemente 
repartida sobre el área de toda la placa y estén los bordes x = 0, x = a simplemente 
apoyados'. 

t Las soluciones de este problema expuestas aquí se deben a A. Nádai, véase su obra 
Elastische Platten, pág. 72, Berlín, 1925. 



La superficie de la placa puede ponerse en la forma 

w = w¡ +w. (a) 

donde 

q = 4'1a' ¿ W¡ = -- (x' - 2ax' + a'x) = 
24D 7r"D 

1 m7rX 
-sen--
m" a 

(b) 

m=1 .3.5 ... . 

es la solución particular de JJw = qjD, siendo q la intensidad de la carga y 

w. = :~~' ¿ ( Am + Bm m;v) e- m"V1asen m; 
m=I.3.5 •... 

(e) 

es una solución de LL1w = 0, que da flechas nulas y = 'XJ • Los coeficientes Am Y Bm, 
de los que aún podemos disponer deben determinarse de forma que satisfagan las 
condiciones de la placa a lo largo de y = O. Consideremos los tres casos siguientes: 

El borde y = ° está simplemente apoyado [fig. 105 a)] 

Las condiciones particulares que tiene que cumplir son w = ° y e'w/oy' = 0, 
para y = O. Sustituyendo las series quedan w = w¡ + w. en estas condiciones se 

o 

--0--

o) bl 
FIG. 105 

el 

tienen los valores A ... 
deformada 

1/m3 y B ." ~~ .--1 "./2 para los coeficientes. Así llegamos a la 

4qa' ~ ( m7rv) e-m",,'a m7rX 
W = W¡ - .,.-6D ~ 1 + 2a ----;;;-sen----;;: 

m-l,a,5, ... 

(d) 

donde w¡ está dado por (b). 
Los momentos flectores M . , de la placa, tienen un interés particular. A lo largo 

de la línea media x = a /2 de la placa, tenemos, derivando 

vqa2 4qa2 2: [ mry ] e-m1fllla Mil = -- + -- (1 - v) -- - ... --- (-1)( ... -¡)/2 
8 ".3 ~ m3 

m= 1,3.5, ..• 

(e) 

Utilizando la condición cM. ley = ° y teniendo en cuenta el primer término de 
la serie rápidamente convergente, se llega a que M. es máximo en 

al + ... 
y=--­

".1- ... 

La tabla 49 da los valores máximos de los momentos flectores y de las reacciones 
de los bordes Vy así como las fuerzas R que actúan hacia abajo, en las esquinas de la 
placa. 

Debe notarse que el valor 0,0364qa2 supera en un 45 % el valor 0,0250qa2 de los 
momentos máximos M., de una placa de longitud infinita, para un mismo valor del 
coeficiente de Poisson en ambos casos. 

TABLA 49 
Máximos momentos flectores y reacciones en una placa-semiinfinita uniformemente cargada 

con todos los bordes simplemente apoyados (fig. lOSa) 

I (M%)máx (M. )máx (V. )máx R 

I 

0.2 0.1 250qa'. x = T' y = 00 I O,0364qa', x = t, y = 0,480 O,52Oqa, x = t , y = O O,1085qa' 

0,3 O,I250qa', x = -f, y = 00 0.0445qa', x = -f, y = O,59a O,502qa. x = 1. y = O O,0949qa' 

El borde y = ° está empotrado [fig. 105 b)] 

Siguiendo el procedimiento general mencionado más arriba, pero utilizando esta 
vez las condiciones de bordes w = 0, awjoy = ° para y = 0, se obtiene en lugar 
de (d) la expresión .. 

¿ ( m7rV) e-,"""Ia m7rX 
1 + -- ---sen--

a m" ft 

4qa4 

(f) w =W¡-
,.-6D 

m~I,3, 5, ..• 

donde w¡ está de nuevo dada por la ecuación (b) . El momento flector correspondiente 

M. 
vqa2 4qa 2 

-+-8 ",' 

.. 
~ [(1 _ ... ) m,.-y _ 1 _ ... ] e-""/lla sen m,.-x 

~ a m3 a 
(g) 

m=I,3.5, ... 

es máximo en x = a j2 e y = 2a j71(1 - v). Supongamos v = 0,3 se encuentra y = 

= 0,91a y (My)max = 0,0427qa" mientras que para v = 0,2, se obtienen respectiva­
mente y = 0,80a y 0,0387qa2

• Se ve también que la variación de los momentos de 
empotramiento a lo largo del lado y = 0, obedece a la sencilla ley 

q 
(M.)._o = - '2 (ax - Xl) 

Teniendo en cuenta que para valores grandes de y, la deformada de la placa 
puede suponerse cilíndrica, tenemos 

M. = IJ. (ax - Xl) 
2 

q 
Mil = v 2 (ax - xl) 

De este modo el reparto de los momentos de borde (g) es idéntico al de los 
momentos Mx a través de la placa en y = oc; pero de signo opuesto. 

El borde y = ° esta libre [fig. toS e)] 

Si las condiciones impuestas para y = ° son 

atw a!w atw a'w ... - +- =0 -+(2 - JI) -- =0 ax' ay' ay' ax' ay 



entonces, utilizando las expresiones (a), (b) y (e), se llega a la deformada .. 
4vqa' ~ (1 + , mrv) e-M""'. mrZ 

w = w! + (3 + .. ),..1 ~ 1 _ JI - ~ --;;;¡-sen~ 
... -1,3,6, .•. 

(h) 

La flecha y el momento flector MI son máximos en el centro del borde libre y se 
demuestra que 

3 - .. 
(w)~_o - (1 _ JI)(3 + ,,) w! 

y 
(3 - ,,)(1 + ,,) 

(M.)._o = 3 + " (M.h 

siendo'w, y (MI) las flechas y los momentos de una placa infinita simplemente apo­
yada. Tenemos entonces 

(3 - ,,)(1 + ,,) qa t 

(M.)máx= 3 +" "8 

Como último ejemplo que nos lleva a una solución de forma diferente, se consi­
dera una placa semiinfinita uniformemente cargada en la que el borde y = ° está 
simplemente apoyado y los bordes x ± al2 empotrados (fig. 106). La resolución 

r----T°----~T----X 

FIG. 106 

se efectúa haciendo b = 'X; en una expresión convenientemente escogida, de las 
flechas de una placa rectangular simplemente apoyada en los bordes y = 0, b y 
empotrada sobre x = ± a/2 . El resultado de esta deducción que omitimos aquí, es 

¡ .. [ ~ fI (3 fI ) fJx flx fJ {3x 1 py sh - + - ch - ch - -. - sh - sh - sen-
w = 4qa4 ! _ . 2 2 2 a II 2 a __ a_ dp 

... D O 2 sh fI + fI pi 
(i) 

Diferenciando (i) y recordando que 

sen -! d{J =:JI: ¡ .. {J 

O (J 2paray>0 

se obtiene ¡ "sent!J! d{J 

~~w = 2q __ a __ =:1. 
,..D o {J D 

Así se satisface la ecuaclOn diferencial de la flexión de placas. Se demuestra 
también que la solución (l) cumple también las condiciones de borde correspondiente 
a y = ° y x = ± a12. 

Las expresiones de los momentos flectores de la placa incluyen integrales infinitas 
que se pueden calcular. Los momentos M

f 
son de interés. Supongamos, por ejemplo, 

v = 0,2 se obtiene (M)max = 0,0174qa en y = 0,3a mientras que el momento 
My = vqa2 /24 de una placa infinita no pasa de 0,00833qa2 para el mismo valor de v. 

Hay que tener en cuenta que las propiedades de las placas semiinfinitas pueden 
servir de base para calcular las flechas y los momentos flectores de placas rectangu­
lares finitas de bordes simplemente apoyados o empotrados en cualquier combinación 
dada!. 

51. Placas rectangl,lares semiinfinitas bajo cargas concentradas 

Supongamos los bordes x = ° y x = a de la placa, simplemente apoyados, y 
consideramos respecto al tercer lado, los dos casos siguientes: 1) borde y = ° simple­
mente apoyado; 2) borde y = ° empotrado.' 

Borde y = O simplemente apoyado (fig. 107) 

Suponiendo que la carga dada P está aplicada en x = $, y = '1 (fig. 107), consi­
deramos primero una placa infinita apoyada sobre los bordes x = O y x = a. Con 
objeto de utilizar el método de imágenes (v. pág. 179) se supone una segunda car­
ga - P que actúa en el punto x = E, y = - '1 de la placa infinita. La línea y = ° es 

------ a -----

Carga - P 

T 
I 

O t------+-+_-
I 

Carga + PI 
i 

----~ ---+1 

FIG. 107 

p 
-r 

p 

, 
¡:­, 
I 

: 
¡:­
I 

entonces una línea nodal de la deformada. Así la flexión de la placa semiinfinita se 
obtiene superponiendo las flechas [v . eco (148), pág. 167] producidas en la placa 
infinita por las dos cargas concentradas. En este caso, se llega a la deformada 

Pa2 ¿: e - :"(q-u) [m,.. ] m7r~ m7rX 
w! = -- 1 + - (" - y) sen-sen-

2,..3D m 3 a a a 
m-1 

.~ 
m,.. J m,..~ m,..x + - (" + y) sen -sen--
a a a 

I Para esta aproximación de la teoría de las placas rectangulares, véase W. Koepcke. 
Ingr.-Arch ., vol. 18, pág. 106, 1950. 



o, reagrupando términos 

pa'2: e-m"~/.[( m"-1)) mny mny mny ] mnE mnx 
WI = - --- 1 + -- sh -- - ---- ch -- sen -- sen --

..-3D m 3 a a a a a a 
(a) 

m=l 

expresión válida para O.c:::y",/ '1 que da W I = 0, 02WI /oy2 = ° en y = O. Las flechas en 
la región y > 11 se obtienen de la misma manera. 

Si se reparte la carga única sobre una superficie pequeña, los momentos Mx en 
el centro de este área y las flechas correspondientes resultan ser más pequeñas que 
las de una placa infinita sin borde transversal en y = O. Pero el momento M es de 
nuevo una excepción. Escribamos este momento de la forma M = M + m y donde y :u0 y 

M,¡o es el momento de la placa infinita. El término adicional my, que representa la 
influencia de la carga -P de la figura 107, se calcula fácilmente por medio de la se­
gunda de las ecuaciones (151) (v. pág. 161). Supongamos por ejemplo, v = 0,3 se 
obtiene my = 0,006SP, como máximo valor del término adicional correspondiente 
a una posición de la carga dada por x = a/2, y = O,4S3a. 

FIG. 108 

Borde y = ° empotrados (fig. 108) 

Se comienza por calcular la pendiente de la deformada (a) en y = 0, por deriva­
ción obtenemos .. 

(Owl) P., ¿ e-m"~/a m..-I; m..-x 
- = - ---sen---sen---
ay y_o..-D m a a 

(b) 

m-l 
I 

Sometemos la placa semiinfinita, simplemente apoyada, a momentos repartidos a 
lo largo del borde y = 0, de acuerdo con la l!;y 

(M~)~_o = f(x) = ¿ Em sen m:x 

m=l 

Las flechas correspondientes., que se anulan en y = ex , toman la forma 

'\' m7rX 
w, = ~ (A". +B".y)e-"""· sen -;;- (e) 

m=l 

Los coeficientes A m , Bm de esta expresión se obtienen fácilmente de las condicio-
nes 

(a'w,) 
-D -. =f(x) 

ay .-0 (d) 

Esto da Am = 0, Bm = Ema/2m nD y, finalmente .. 
ay '\' Eme-"'''~/G m...x 

Ws = 2.rD 4 m sen7 
m-! 

Puesto que se debe anular la pendiente (b), la condición en el borde es 

Sustituyendo (b) y (e) en la ,?cuación (j), queda 

E .. = _ 2P1) e-m .. ~/Gsen m..-~ 
. a a 

y la expresión (e) deberá ser en consecuencia .. 

2: -~(II+~) 
Py1) e a m ... 1; m ... x 

W2 = - -- sen---sen--
rD m a a 

m=l 

La deformada de la placa semiinfinita empotrada en y = ° está dada por 

W = Wl + W. 

(e) 

(!) 

(g) 

(h) 

donde w, representa (a). Como ocurre con la serie (g) se puede escribir ésta de forma 
finita. Basta para ello expresar las funciones en seno contenidas en (g), bajo la forma 
de funciones exponenciales 

y 

y tener en cuenta el desarrollo 
e2Jr ea. 

ln(l ± eo) = ±eo - 2" ± 3" - ... 

De esta manera, la expresión (g) toma la forma más sencilla 

Py1) 
W2 = 4 ... D In 

ch ~ (y + 1) - COB ~ (x + E) 
a a 

ch ~ (y +.,) - COB ~ (x - E) 
a a 

(i) 

El valor de los momentos de empotramiento en y = ° se obtiene fácilmente derivan­
do (z}y el resultado es 

(M ~)~_o = _ P., sh ~ (1 1) (j) 
2a a 7rf/ r 7rf/ r 

ch - - COB - (x - E) ch - - COB - (x + E) 
a a a a 

Cuando la carga concentrada tiende hacia el borde empotrado y = ° el valor dado 
para (j) en general tiende a cero. No obstante, si ~ = x yr¡ --° simultáneamente, 
entonces 0) da 

( 

l_cos2rx ,) 
(M~)._o = _ tiro P1) cth "'1) a 2a 2a----... -.,-----2-r-x 

ch- - COB-
a a.,-.o 

p .' ~, (k) 

Finalmente, si 1). = 0, el momento M. es nulo. 



Por último consideremos una carga P (fig. 109) unifonnemente repartida sobre 
un segmento de línea recta de longitud u. El momento debido a esta carga en el centro 
del borde empotrado se obtiene fácilmente con ayuda de la expresión {J).Sustituyen-

i 
I 

¡:-

i I,.p 
L¡--fL¡ 
~~f~~~ 
2 I 2 

--~--t'--~-
I 

FIG . 109 

do x = a /2 y P por Pd~/u en esta expresión e integrando, obtenemos para el momento 
buscado: 

11"1/ 
a 

2P1/ 
- - -arctg 

1rU 

1 
(a+u)/2 

(a-u)/2 

sen 
2a 

"'1/ sh -
a 

11"~ 
sen - d~ 

a 
---~---

ch 211"'1 + cos 211"~ 
a a 

La tabla SO da la posición de la carga que crea el momento de empotramiento 
mayor en valor absoluto y el valor de este momento para diversos valores de la 
relación u/a. 

TABLA 50 
Máximos momentos de empotramiento en x = a/2 debidos a una carga repartida en un 

segmento de longitud u (fig. 109) 

u /a I ° 0,1 I 0,2 I 0,4 I 0,6 I 0,8 1,0 

II /a I ° 0,147 ! 0,203 I 0,272 
I 

0,312 
I 

0,321 0,343 
M. /P I 

-0,318 - 0 ,296 I - 0,275 I -0,237 - 0,204 - 0 ,172 -0,143 
I I 
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Placas rectangulares continuas 

52. Placas continuas simplemente apoyadas 

Las losas de forjado utilizadas en los edificios y apoyadas en los muros 
exteriores, tienen a menudo apoyos intermedios tales como las vigas, me­

dianerías o columnas. 
En el primer caso tenemos las placas continuas propiamente dichas; en 

el caso de columnas sin vigas intermedias tenemos el caso de techos fungi­
formes. La losa de forjado está ordinariamente subdividida por sus soportes 
en varios vanos. En este capítulo, no se tendrá en consideración más que 
las placas continuas con los vanos de forma rectangular. 

Comencemos por un caso que admite una solución rigurosa deducida 
de los métodos ya utilizados en el capítulo anterior. Una placa rectangular 
de anchura b y de longitud al + a2 + aa apoyada a lo largo de sus bordes 
y también a lo largo de las líneas intermedias ss y tt (v. fig. 110) forma una 

o 

e) 
,< 

FIG. 110 

-:} 
J:lIC>l 

1 

;, 

pl:wa '·1111111111:1, SlllIpl"IlIl'1I1l' apllvada de Irl's vallllS. Se SlIIH'IlI' qlle IlIs 

soporll's 1I11l'rtlledios 110 cedell a la presiúll ell la dirección transversal y no 
presentan ninguna resistencia al giro de la placa en torno a los ejes ss y tt. 
Con estas hipótesis la flexión de cada vano de la placa se calcula fácilmente 
combinando las soluciones conocidas para placas rectangulares cargadas 
transversalmente, simplemente apoyadas con las de las placas rectangulares 
flexadas con los momentos repartidos a lo largo de los bordes. 

Comencemos por el caso simétrico en que 

al = a2 = aa = a 

y el vano central está uniformemente cargado, mientras que los otros dos 
no lo están [fig. 110 b)]. Asimilando este vano central a una placa rec­
tangular simplemente apoyada y utilizando la expresión (b) del apartado 44 
(v. pág. 222) se llega a que la pendiente de la deformada en el borde 
X 2 = aj2 es 

_ 2qb3 

- 'll'4D 

.. 
~ (-1)(m-I);2 m'll'y ( 
~ m4 cos -b~ 

m=1,3,5, ..• 

(a) 

donde 13m = mnaj2b. A causa de la continuidad de la placa aparecen mo­
mentos flectores repartidos a lo largo de los bordes x 2 = ± aj2. Por razón 
de simetría estos momentos pueden ponerse en la forma 

., ¿ (-1)(m-1)/2Em cos m;y (b) 

m=1,3,5, ... 

Las flechas W l debidas a estos momentos se obtienen mediante la 
ecuación (173) y la pendiente correspondiente en el borde x = aj2 [ec. (e), 
pág. 223] es 2 

., 

(aWI) b '\' 
aX2 ",._/2 = - 2'11'D ~ 

m=1,3,5, ... 

( -1) (m-l)/2 
Em -'--'-----­

m 

mny 1. 
cOs~b-\h 13m (c) 

A partir de la condición de continuidad se llega a que la suma de las 
expresiones (a) y (c) que presentan la pendiente de la placa a lo largo de 
X 2 = aj2, debe ser igual a la pendiente a lo largo de la misma línea de la 
deformada de la placa en el vano adyacente. Considerando esta última 
como una placa rectangular simplemente apoyada, flexada por loS' momen-



III S (/1) 11'1':11'11<111', a 111 lal'~" d,·1 hllnlt- .\'" 11 / 2, s,' ' .' Ill"lIt·IIII''' 1" f1ech" 
cllrrl'splllldil'lItl' a 1V" lit- la placa utilizando (17h) (v . pú¡.t . 2()H) dI' dOllde se 
deduce .. 

w = ~ ~ m1ry (-1)("'-1)/2 
2 41r2D 4 Em cos b m 2 

m=1.3.5 •••. 

-- R th R ch--- - --sh--[ _ 1 ( mnxs mnX3 mnX3 ) 
ch f3 m f> m f> m b b b 

1 ( mnxa m n Xa m n Xa \ l 
- --- flm cth f3m sh ---- - --- ch ---)J 

sh f3m b b b 
(d) 

La pendiente correspondiente en el borde x3 = a/2 es 

(
aW2) axs ",,--a/2 

b ~ Em (_1)(m-l)/2 
47rD .4 m 

m-1 .3.5 • .•• 

ch mbn
y 

(th f3m + cth f3m + ~ -~) (e) 
\ ch2 f3 m sh2 f3m 

La ecuación para el cálculo de los coeficientes Em es 

(aw) + (aWl) _ (aW2) 
aX2 ",,_ 0/2 OX2 ",,-a/2 - axs ",,--a/2 

Puesto que la ~ecua{}ión es válida para cualquier valor de y, se obtiene para 
cada valor de m la ecuación siguiente: 

2qb
3 

1 (_ f3m ) b Em ( f3m ) 
n4D m4 ch2 f3m - th f3m - 2nD --;;: th f3m + ch2 f3 m 

b E m ( f3m f3m) 
= -- -- th f3m + cth f3m + -2-- - -2-- (j) 

4nD m ch f3m sh f3m 
de donde: 

Se ve que Em decrece rápidamente y tiende hacia - 2qb2 
/ n3m3 cuando m 

crece. Conociendo los coeficientes Em calculados mediante (g) se obtienen 
los valores de los momentos flectores Mx a lo largo de tt mediante la 
ecuación (b). El valor de este momento en y = O, es decir, en el centro del 
ancho de la placa, es .. 

{M,,)z,_±a/2.1I_0 = ¿ Em{ _1)(m-ll/2 

m=1,3,5, ... 

TIIIlIt'IIlIIS 1'"1' qt'lllplll h 11. 1t'lldl't'IlIIlS ¡i", 11/ ', /2 y (g) da 

1!J 1 = - ~q~~ 0,1555 
1r 

_ 8qa
2 

00020 
3 ' 1r 

Los momentos flectores en el centro del vano medio se obtienen fácil­
mente combinando los momentos flectores de una placa simplemente apo­
yada sometida a una carga uniforme, con los momentos correspondientes a 
las flechas W¡. Sea a = b Y v = 0,2 valor oportuno en el caso del hormigón, 
se obtiene para los primeros de estos momentos, los valores 

(M",)o = (MlI)o = 0,0479 X ~ :; qa2 = O,0442qa2 

(v. tabla 8, pág. 141) Y para los segundos momentos 

(M",h = -0,0067qa2 y 

Además 

Si un vano lateral está uniformemente cargado [v. fig. 110 e)] la defor­
mada no es simétrica respecto al eje vertical de simetría de la placa, y las 
distribuciones de momentos flectores a lo largo de las fibras ss y tt son 

diferentes. Sean .. 
(M x )",_,/2 = I 

m=1.3.5 . .. . .. 
(M",)z.=ao/ 2 = I 

m=I.3.5 •.. • 

m1ry 
( -1)(m-1l/2Em COS -b-

m1ry 
(_1)(m-1l/2Fm cos -b-

(h) 

Para obtener los coeficientes Em y Fm, se obtienen dos sistemas de ecuacio­
nes a partir de las condiciones de continuidad de la deformada a lo largo 
de ss y tt . Considerando el vano cargado y utilizando (a) y (e) hallamos que 
la pendiente de la deformada en los puntos de apoyo ss para al = a2 = 

= a3 = a es .. 
(
aw) 2qb3 ~ 
aXl ",-a/2 = 1r4 D 4 

m=I,3.5 •.•• 

(_1)(m-l)/2 m1ry ( fJm ) 
m4 cos -b- ch2 f3m - th f3m 

.. 
-~D I (_1)("'-1)/2 m1ry ( 

Em m ch -b- th f3m 

m=1.3,5 • ••• 

+ cth f3m + fJm fJ".) (i) 
ch2 f3 m - sh2 f3m 



( 'oll ,~ldl ... alldo ahora 1,1 vallo 1'1 ' 111 ral COliJO ulla plllca rectangular fll'xada por 

los momentos M" reparl idos a lo largo de ss y tt Y dados por las sl'rit,s (h) 
se encuentra, utilizando la ecuación (175) (v. pág, 2(7) 

'" 

(aw) = _b_ ~ (_1)(m-l)/2 m1ry [ 
aX2 "'.-<>/2 41r D L.¡ m cos -b- (E", + F ",) 

",-1,3,5, •• , 

(c~~m + th fJm) + (Em - F m) (cth fJ m - s~mfJm) ] (j) 

De las expresiones (1) y 0) se obtiene el sistema de ecuaciones. siguiente, 
que permite calcular los coeficientes E", y Fm' 

8qb2 

A", 33 + Em(Bm + Cm) = -Bm(Em + F",) - Cm(Em - Fm) (k) 'lI'm 

donde se utiliza la notación siguiente: 

. fJm 
Am = ch2 fJm - th fJ m =- (~+thR) ch2 fJ m f1m 

(1) 
fJm 

Cm = -2-- - cth fJm 
sh fJm 

La pendiente de la deformada del vano central en el lado derecho se obtiene 
utilizando 0) 

('aW)' b ~ (_1)(m-O;2 m1rY '[ 
aX2 '1'._ <>/2 = - 471' D L.¡ m cos -b- CE", + F m) 

m=1,3,5 •.. , 

(c~mfJm + th fJm) + (F m - Em) (cth fJ m - S~~m) J 
Esta pendiente debe ser igual a la de la parte adyacente, no cargada, 
obtenida mediante la expresión (e) sustituyendo Em por Fm ' En este caso, 
se encuentra el pequeño sistema de ecuaciones que, utilizando las notacio­
nes (1) se escribe 

(m) 

~ara esta ecuación se obtiene 

(n) 

Remplazando en (k) tendremos 

_ 8qa2 2(Bm + Cm) 
Em - Am 1I'3m 3 (Cm - Bm)2 - 4(Bm + Cm)2 (o) 

Sustituyendo en cada caso particular Am, Bm, Cm' por sus valores numéri­
cos obtenidos en (l) se encuentran Em y Fm y entonces mediante (h) se 

IIhlll' IlI'1l los IIIIIIIII'IIIIIS Ikl'lOITS a 111 largo dI' ss y 11. 'I'CJlllL'IIIOS, pllr 

ejelllplo, f¡ , 11. Enlolll'cS ¡I", 11/ .'1/2 Y Sl' CIICuclltra a partir dc (1) 

Al = -O,6f>77 
Aa = -0,9983 

El = - 1.l667 
B 3 = -1,0013 

C l = -0,7936 
C3 = -0,9987 

Para m mayor que 3, se puede tomar con suficiente aproximación 

Am = Bm = Cm = -1 

Sustituyendo estos valores en (o) se obtienen 

8qa2 8qa2 

El = - - 0,1720 E3 = - _333°,2496 1r3 , .. 

El momento en el centro del apoyo ss es 

(M"')"'I- G/2,1I-0 = El - Ea + Eó -

y para el centro del apoyo tt 

8qa2 

- 11'35 3 0,2500 

-0,0424qa2 

CM"')"'S-G/2,1I- 0 = F I - Fa + F5 - ... = 0,0042qa2 

Conociendo los momentos flectores a lo largo de las líneas de apoyo, se 
obtienen las flechas de la placa en cada parte superponiendo las flechas 
debidas a la carga transversal a las flechas debidas a los momentos en los 
apoyos. 

FIG. 111 

Los momentos flectores en los vanos de la placa continua se obtienen 
de la misma manera. Calculando, por ejemplo, los momentos en el centro 
del vano medio y para v = 0,2 se llega a los valores 

(M",)",._o.!I_o = -O,0039qa2 

(MII )",.=o.lI=o = -O,0051qa2 

Se pueden generalizar fácilmente las ecuaciones obtenidas para tres vanos 
al caso de varios vanos. De este modo se obtienel una ecuación semejante 
a la ecuación de los tres momentos de las vigas continuas. Consideremos 
dos vanos adyacentes i e i T 1 de longitudes ai Y a H 1 (fig. 111). Repre-

1 B. G . Galerkin ha estudiado este problema de un modo algo diferente , véase su Collected 
Papers, vol. 2, pág. 410, M oscú, 1953. 



sl'ntando los valores corn'spollllicntes de las funciOlll's (1) por .,1 ' H' (" 
A l1 11m' m' NI 

y ",', H",' , C,~,' l. Los monlentos tlectores a lo largo de tres líneas conSl'-
cutivas de apoyo, se expresan por 

00 ¿ (_I)(m-ll/2E:;-1 cos m;y 
m=l,3,5, ... 

¿ (_I)(m-ll/2E:" cos m;y 
m=l,3,5, .,. 

00 ¿ .( -1)(m-1l/2E:t1 cos m;y 
m=1.3,5, .•• 

Considerando el vano i + 1 y utilizando (a) y (j) se encuentra 

¿ (_I)(m- 1l/2 m7ry. 
--'---'-,--- cos -- A <+1 m4 b m 

m=1,3,5, .. 
00 

I 
m= 1,3,5, ..• 

De la misma manera para el vano se obtiene 
00 

(aw) 2qib3 ~ 
aXi z¡=a¡f2 = 7r 4D L..¡ 

m=1,3,5, .• , 

b 
+ 47rD ¿ 

m=l,3,5, . .. 

(_I)(m-ll/2 m7ry 
COS - [(Ei-l + Ei )Bi m b m m m 

y por la Gondición de continuidad se llega a que 

(a~:)Xi+l=-(ai+ll/2 = (:~),.¡=a¡f2 
Sustituyendo (P) y (q) en esta ecuación y observando que se debe cumplir 
para todo valor de y, se obtiene, para calcular E;;; 1 

, E:" y E;:l la ecuación 

E:"-I(B:" - C:,.) + E:"(B:" + c:,. + B:t1 + C:t1) 

+ E:t 1(B:t1 - C:t1) = - 7r~~3 (qi+1A:t 1 + qiA:") (177) 

I,as l'cuacionl's (/<) y (m) ohtcnidas anteriormente, son casos particulares de 
l'sta ecuación. Podemos escribir tantas ecuaciones (177) como soportes 
intermedios se tengan, y no tiene ninguna dificultad calcular los momentos 
l'n estos apoyos intermedios si los extremos de la placa están simplemente 
ap()yados. 

El primer miembro de (177) es válido no sólo para cargas uniformes 
sino también para cualquier clase de carga simétrica respecto a los ejes x e 
y en cada vano. De todas formas, el segundo miembro de (177) tiene un 
valor diferente para cada clase de carga, como en la ecuación de los tres 
momentos de las vigas. 

El problema de las placas continuas, que soportan cargas concentradas, 
puede tratarse de modo parecido. En el caso particular de un número 
infinito de vanos iguales con una carga única aplicada en un punto cual­
quiera de un solo vano, se obtiene la flecha de la placa resolviendo una 
ecuación en diferencias finitas para los coeficientes incógnitas E:" como 
funciones del índice i1

• 

Si los apoyos intermedios son elásticos, el valor de los coeficientes Em 
viene dado por ecuaciones de cinco términos, semejantes a las ecuacion~s de 
cinco momentos de la teoría de vigas continuas2

• Se puede tener en consi­
deración en la flexión de las placas continuas, la rigidez a la torsión de las vi­
gas de apoyo que tienden a reducir los giros de la placa a lo largo del apoy03. 

Consideremos, corno ejemplo más sencillo de una placa continua bajo carga 
concentrada, una placa de longitud infinita simplemente apoyada a lo largo de los 
hordes x = 0, x = a, continua sobre el apoyo y = ° y sometida a una carga concen­
trada P en un punto cualquiera x = ~, y = r¡ [fig. 112 a)]. La carga y las condiciones 
de contorno se cumplen superponiendo los casos de las figuras 112 b) y e). En el caso 
de la figura 112 b) cada vano de la placa está simplemente apoyado a lo largo de y = ° 

1 Véase S. Woinowsky-Krieger, Ingr.-Arch., vol. 9, 1938, pág. 396. 
, V. P. Jensen, ha estudiado el caso de las placas continuas apoyadas sobre las vigas elás­

ticas, véase Univ. Illinois Bull., 81, 1938; igualmente N. M. Newmark, Univ. Illinois Bull., 
K4, 1938. 

3 Véase K. Girkmann, Fló'chentragwerke, 4." ed., Viena, 1956, pág. 274. 



y se encuentra la superficie elástica por la expresión I w J2 donde el si¡.:no está 
escogido según que y sea mayor o menor que cero; w, representa las flechas (a) del 
apartado 5 y I y l/l. En el caso de la figura 112 e) cada vano está empotrado a lo 
largo del borde y = O Y las flechas correspondientes son w/2 siendo dado w por (h) 
en el apartado 51. Tenemos, por lo tanto 

W2 
W = w, + 2' para '1 ~ Y > O 

W2 
= 2' para y < O 

y los momentos a lo largo de y = O serán la mitad de los momentos de empotramien­
to de una placa semiinfinita que tiene un lado empotrado, estos últimos momentos 
están dados por 0) del apartado 51. 

53. Estudio aproximado de las placas continuas con vanos iguales' 

La disposición de una losa de entramado implica una continuidad no 
solamente en una dirección, como se supone en el apartado 52, sino en dos 
direcciones perpendiculares. La figura 113 muestra una losa continua de 
este género. Los vanos y el espesor de la placa son iguales para todos los 
vanos rectangulares. Cada vano soporta un peso muerto % y eventualmente 
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FIG. 113 

una sobrecarga p, estas dos cargas están repartidas uniformemente sobre el 
área del tablero el mayor valor de la carga será q = qo + p. 

Comencemos por calcular los momentos flectores en los apoyos inter­
medios de la placa del entramado. Los cálculos prueban que estos momen-

1 El método que sigue se debe esencialmente a A. Marcus, véase su obra Die vereinfachte 
Berechnung biegsamer PiaUen, Berlín, 1929. De todas formas, los coeficientes de las tablas 51 
a 56 están basados en las soluciones consideradas en el capítulo 6 y sobre el valor del coefi­
ciente de Poissonv = 0,2 mientras que Marcus utiliza en el mismo caso, una teoría simpli­
ficada de las placas rectangulares y supone l' - n. 

tos dependen principalmente de la carga de los dos tableros adyacentes y 
la intluencia de la carga de los tableros alejados, es despreciable. Es posible 
entonces calcular los momentos en los apoyos suponiendo la carga q uni-

al bl 

el 

FIG. 114 

formemente repartida sobre toda la losa [fig. 114 a)). Despreciaremos 
primeramente los giros de la placa a lo largo de los soportes intermedios, 
cada vano de la figura 114 a) estará en las mismas condiciones que una 
placa rectangular empotradá en los apoyos intermedios y simplemente 
apoyada en el contorno exterior de la losa. 

Los máximos momentos flectores de placas en tales condiciones de 
contorno han sido tabulados (v. tablas 51 a 56). En los encabezamientos de 
estas tablas se han indicado las seis combinaciones posibles de bordes 
apoyados y empotrados de una placa rectangular. 

Se deben situar los ejes x e y de cada tablero de la losa (fig. 113) de 
acuerdo con las figuras 116 a 121; la luz a se medirá en la dirección del eje 
:Ie" y b en la direcciñ del eje y. Los seis casos de las figuras 116 a 121 están 
numerados de 1 a 6 y los Índices correspondientes están ligados a los 
coeficientes de las tablas 51 a 56. 

Para aclarar la utilización de las tablas, calcularemos el momento flector 
en el centro del apoyo tw (fig. 113). Para ello calculamos el momento de 



empotramiento de los dos vanos adyacentes al apoyo. Para el tahlero 2 se 
utilizará la fórmula 

(a) 

y la tabla 52, siendo l la menor de las luces a y b del vano. De la misma 
manera se obtiene el momento de empotramiento del váno 6 por la expre-
sión 

(b) 

utilizando la tabla 56. El momento buscado está dado entonces con una 
exactitud suficiente por 

(e) 

y se obtienen de la misma manera los momentos en los otros apoyos 
intermedios. 

Debe notarse que la ecuación .(c) no expresa sino un procedimiento del 
modo más sencillo de distribución de momentos, es decir, un cálculo en el 
que se desprecian los momentos transmitidos de los otros apoyos, así como 
la diferencia en los valores de la rigidez de los dos tableros adyacentes. Tal 
método simplificado está mucho más justificado en el caso de una placa 
continua que en el de una viga continua. 

Consideremos ahora los momentos flectores en el centro del vano 6 
(fig. 113) por ejemplo. Se obtiene el reparto de carga más desfavorable para 
estos momentos superponiendo las cargas de las figuras 114 by C. 

Utilizando la tabla 56, se obtiene la contribución de la carga uniforme­
mente repartida Qo + p12, a los valores de los momentos, lo que da 

(d) 

siendo l ~a menor de las dos dimensiones del vano 6. 
Consideremos la influencia de las cargas alternadas [v. fig. 114 e)]. Las 

condiciones en los bordes de cada vano son las mismas que para una placa 
simplemente apoyada y los momentos en el centro se calculan fácilmente 
por medio de la tabla 51 para el caso 1. La 'carga + pI2 actuando sobre el 
tablero 6, da 

M" = ClIP l2 
6", 2 Ms" = í3IP l2 

'U 2 

y los momentos máximos en el centro del vano 6 son 

M 6x = M~", + M~~ 
M 611 = M~1I + M~~ 

(e) 

(f) 

Para calcular los maXlmos momentos negativos es suficiente cambiar el 
signo de la carga en la figura 114 e). Utilizando (d) y (e) tenemos entonces 

M 6z = M~z - M~~ 

M 611 = M~II - M~~ 
(g) 

('OlllO Sl'I.tundo "jetllplo dl' aplil'lleiún dd método aproximado, calcularemos los 
IIIOIIIl'nlos tlel'lorcs de la placa conlinua de la figura 1I S, que en el apartado 52 hemos 
estlldiado por un método exacto. 

Primeramente se escoge la dirección de los ejes x, y, de acuerdo con las figu­
ras I 17 Y 11 H. Supongamos entonces una carga q = qo + p uniformemente repartida 
,'n loda la placa [fig. 115 b)] y tuilizando los coeficientes de las tablas 52 y 53 en los 
,'asos 2 y 3,con h/a 1, se obtiene en el centro del apoyo ss el momento 

0,0840 + 0,0697 
M .. = - 2 (qo + p)a l = -0,0769(qo + p)al (h) 

por el mismo procedimiento que en el ejemplo anterior [eco (e)]. Utilizando la 
solución rigurosa, el momento máximo en valor absoluto en ss lo produce la distri­
hución de carga indicada en la figura 11 S e). Superponiendo el momento tle~t~r 
ohtenido en la página 256, a los calculados en la página 259, el valor máximo exacto 
lid momento M ", resulta ser: 

o hien 

M .. = -[O,0381(qo + p) + 0,0424(qo + p) - 0,OO42qoJa l 

M •• = -(0,0805qo + 0,0763p)a l 

o) 
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Pongamos, por ejemplo, qo = q/3, 'p = 2q/3, (1) da -O,077qa2 comparable al valor 
O,07ó9qa2 dado por el método aproximado. 

Finalmente, calculamos el máximo momento flector en el centro del vano central, 
111 distrihución más desfavorahlc es la de la figura 11 S d). 
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TABLA 51 
Momentos flectores en placas uniformemente cargadas, caso 1 

v = 0,2, l = el menor de los valores a y b 

Centro de la placa 

b/a M = a,ql' M y = {J,ql' 

a, {J, 

0,0 0,0250· 0,1250 
0,5 0,0367 0,0999 
0,6 0,0406 0,0868 
0,7 0,0436 0,0742 
0,8 0,0446 0,0627 
0,9 0,0449 0,0526 

1,0 0,0442 0,0442 
1,1 0,0517 0,0449 
1,2 0,0592 0,0449 
1,3 0,0660 0,0444 
1,4 0,0723 0,0439 
1,5 0,0784 0,0426 

1,6 0,0836 0,0414 
1,7 0,0885 0,0402 
1,8 0,0927 0,0391 
1,9 0,0966 0,0378 
2,0 0,0999 0,0367 
00 0,1250 0,0250" 

• M máx ~ O,0364qb' a O,48b del borde corto. 
•• M máx ~ O,0364qa' a O,48a del borde corto. 

Factor 

qlT 

f----

q« 

Combinando la carga de acuerdo con las figuras 115 e) y f) y utilizando los 
coeficientes a y {J de las tablas 53 y SI, llegamos para estos momentos a las expresio­
nes siguientes 

M", = [ 0,0216 (qO + O + 0,0442 ~] a' = (O,0216qo + 0,0329p)a' 

M. [0,0316 (qO + ~) + 0,0442 ~] a 2 = (0,0316qo + O,0379p)a' 

(j) 

b/a 

° 0,5 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 

1,0 
1,1 
1,2 
1,3 
1,4 
1,5 

1,6 
1,7 
1,8 
1,9 
2,0 
x· 

rr~~tl b x 
: 
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TABLA 52 
Momentos flectores en placas uniformemente cargadas, caso 2 

v = 0,2, l = el menor de los valores a y b 

Centro de la placa Punto medio 
del borde fijo 

-
MI = a2ql' M y = {J2ql' M y = o2ql2 

a2 {J2 .l2 

0,0125 0,0625 -0,1250 
0,0177 0,0595 -0,1210 
0,0214 0,0562 -0,1156 
0,0249 0,0514 -0,1086 
0,0272 0,0465 -0,1009 
0,0294 0,0415 I -0,0922 

0,0307 0,0367 -0,0840 
0,0378 0,0391 -0,0916 
0,0451 0,0404 -0,0983 
0,0525 0,0415 -0,1040 
0,0594 0,0418 -0,1084 
0,0661 0,0418 -0,1121 

0,0722 0,0414 -0,1148 
0,0780 0,0408 -0,1172 
0,0831 0,0399 -0,1189 
0,0879 0,0390 -0,1204 
0,0921 0,0382 -0,1216 
0,1250 0,0250" -0,1250 

• .\1""" O.0387qa' a O,80a del borde empotrado . 

Factor 

qb2 

qa2 

Es interesante comprobar estos valores aproximados utilizando los resultados de 
las páginas 257 y 259. Repartiendo de nuevo la carga como indica la figura 115 ti) Y 
permutando los índices x e y en los resultados mencionados, tenemos 

M. = O,0317(qo + p)a' - (0,0051 + 0,0051)qoa' 
= (0,0215qo + 0,0317p)a' 

M y = 0,0375(qo + p)a 2 - (0,0039 + 0,0039)qoa' 
= (0,0297qo + 0,0375p)a' 

(k) 

Tomemos de nuevo qo = q(3 Y P = 2q(3, obtenemos para los momentos los 
valores exactos O,0283q2 y 0,0349qa2

• Las ecuaciones (j) darán para los mismos 
momentos, los valores aproximados 0,0291a2 y O,0358qa2

• 
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TABLA 53 
Momentos flectores en placas uniformemente cargadas, caso 3 

v = 0,2, 1 = el menor de los valores a y b 

Centro de la placa 
! Punto medio 

i 
del borde fijo 

b/a 
i MI = u3ql' M y = fJ3ql' NIy = b3ql' 

a3 fJ3 I 
<5 3 

i 

0,0 0,0083" 0,0417 ~0,0833 

0,5 0,0100 0,0418 ~0,0842 

0,6 0,0121 0,0410 ~0,0834 

0,7 0,0152 0,0393 ~0,0814 

0,8 0,0173 0,0371 ~0,0783 

0,9 0,0196 0,0344 ~0,0743 

1,0 0,0216 0,0316 ~0,0697 

1,1 0,0276 0,0349 ~0,0787 

1,2 0,0344 0,0372 ~0,0868 

1,3 0,0414 0,0391 ~0,0938 

1,4 0,0482 0,0405 ~0,0998 

1,5 0,0554 0,0411 ~0,1049 

1,6 0,0620 0,0413 ~0,1090 

1,7 0,0683 0,0412 ~0,1122 

1,8 0,0741 0,0408 ~0,1152 

1,9 0,0795 0,0401 ~0,1174 

2,0 0,0846 0,0394 ~0,1191 
00 0,1250 0,0250"" -0,1250 

• : M máx ~ O,0174qb' a O,30b del borde apoyado. 
Mmáx ~ O,0387qa2 a O,80a del borde empotrado. 

Factor 

qa' 

El mayor error del método aproximado proviene del hecho de que los máximos 
momentos positivos no se producen siempre en el centro del vano. Esto está lejos de 
ser verdad especialmente en el caso de vanos rectangulares claramente alargados. Si 
b es mucho mayor que a por ejemplo, el momento máximo My se produce en el borde 
menor de la placa rectangular. 

Se han indicado en notas al pie de las tablas algunos valores de estos momentos 
máximos y deben considerarse como los valores m~nores posibles de las columnas 
correspondientes, sin tener en cuenta la relación real bja. 

Finalmente se señalará que ni Mx ni MIJ son el momento flector máximo en el 

h/a 

0,5 
0,6 
0,7 
0,8 

0,9 
1,0 
1,1 
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1,9 
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TABLA 54 
Momentos flectores en placas uniformemente cargadas, caso 4* 

v = 0,2, 1 = el menor de los valores a y b 

Centro de la placa Punto medio En x = O,la 
del borde fijo y = O,lb 

Mx = u,qt' M y = fJ,ql' MI = y,ql' M y = b,ql' M máx = E,ql' 

u, fJ, y, b, I <, 

0,0191 0,0574 ~O,0787 ~0,1180 

1

I 

0,0662 
0,0228 0,0522 ~0,0781 

I 

~0,1093 0,0570 
0,0257 0,0460 ~0,0767 ~0,0991 0,0501 
0,0275 0,0396 ~0,0746 ~0,0882 0,0430 

0,0282 0,0336 ~0,07í5 ~0,0775 0,0363 
0,0281 0,0281 ~0,0678 ~0,0678 0,0305 
0,0330 0,0283 ~0,0766 ~0,0709 0,0358 
0,0376 0,0279 ~0,0845 ~0,0736 0,0407 

0,0416 0,0270 ~0,0915 ~0,0754 0,0452 
0,0451 0,0260 ~0,0975 ~0,0765 0,0491 
0,0481 0,0248 ~0,1028 ~0,0772 0,0524 
0,0507 0,0236 ~0,1068 ~0,0778 0,0553 

0,0529 0,0224 ~0,1104 ~0,0782 0,0586 
0,0546 0,0213 . ~0,1134 ~0,0785 0,0608 
0,0561 0,0202 ~0,1159 ~0,0786 0,0636 
0,0574 0,0191 ~0,1180 ~0,0787 0,0662 

Factor 

qb' 

-

qa' 

• Los autores agradecen al National Research Council de Canadá las facilidades que se les han dado para 
(·1 Gllculo de esta tabla . 

centro de la placa en el caso no simétrico 4. De todas formas la tabla 54 muestra que 
la diferencia entre Mm"X y los mayores valores de Mx y M y, no sobrepasa ellO % de 
los últimos valores y que el método general de la página 263 y 264 está plenamente 
justificado en el cuarto caso. 

La tabla S4 contiene los valores de los momentos máximos Mm"X que actúan en 
.\' n, la, y = O, lb y permiten el dimensionamiento de vanos aislados sin continui­
dad (fig. 119); para placas rectangulares la dirección e Umóx es prácticamente la de la 
dimensión menor y para placas cuadradas la de la diagonal x = - y. Cuando se 
quiera obtener una se~uridad mayor se podrán utilizar estos valores de M máx para 
calcular vanos continuos dc forma alar~ada. 



b/a 

0,5 
0,6 
0,7 
0,8 

0,9 
1,0 
1,1 
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1,3 
1,4 
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1,8 
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TABLA 55 
Momentos flectores en placas uniformemente cargadas, caso 5" 

v = 0,2, / = el menor de los valores a y b 

Centro de la placa Punto m edio del borde fijo 

Mx = a,q[2 M . = {J,ql' Mx y,ql' M . = o,ql' 

a , (J, y, ti, 

0,0206 0,0554 -0,0783 - 0,114 
0,0245 0,0481 -0,0773 -0,102 
0,0268 0,0409 -0,0749 - 0,0907 
0,0277 0,0335 -0,0708 - 0,0778 

0,0274 0,0271 -0,0657 - 0,0658 
0,0261 0,0213 -0,0600 - 0,0547 
0,0294 0,0204 -0,0659 - 0,0566 
0,0323 0,0192 -0,0705 - 0,0573 

0,0346 0,0179 - 0,0743 -0,0574 
0,0364 0,0166 -0,0770 - 0,0576 
0,0378 0,0154 -0,0788 - 0,0569 
0,0390 0,0143 -0,0803 - 0,0568 

0,0398 0,0133 -0,0815 - 0,0567 
0,0405 0,0125 -0,0825 - 0,0567 
0,0410 0,0118 -0,0831 -0,0566 
0,0414 0,0110 -0,0833 - 0,0566 

0,0417 0,0083 -0,0833 - 0,0566 

Factor 

qb' 

-

qa' 

• Los datos de esta tabla se deben principalmente a F. Czemy, Bautech .-ATCh., vol. 11 , pág. 33, W. Emest 
& Sohn , Berlín , 1955. 

El método descrito en este apartado es también aplicable si las luces, las rigideces 
a flexión o las intensidades de carga de un tablero a otro de la placa continua difieren 
sólo ligeramente. En otros casos se utilizarán métodos más exactos. 

De todas formas, debe tenerse en cuenta que la aplicación rigurosa de la teoría al 
estudio de las losas de piso, continuas, conduce a menudo a cálculos difíciles y la 
exactitud obtenida es ilusoria teniendo en cuenta varios factores más o menos inde­
terminados, que afectan al valor de los momentos de la placa. Estos factores son, por 
ejemplo, la flexibilidad y la rigidez a la torsión de las vigas de apoyo, la influencia de 

b/a 

0,0 
0,5 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 

1,0 
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TABLA 56 
Momentos flectores en placas unifo rmemente cargadas, caso 6 

v = 0,2, / = el menor de los valores a y b 

Centro de la placa Punto medio del borde fijo 

M r = a.ql' M. = {J.q/' Mx = yoq/' 
-

Mv = O,qP 

ao {J. y. ó, 

0,0083 0,0417 - 0,0571 -0,0833 
0,0118 0,0408 -0,0571 - 0,0829 
0,0150 0,0381 - 0,0571 -0,0793 
0,0178 0,0344 - 0,0569 -0,0736 
0,0198 0,0299 -0,0559 - 0,0664 
0,0209 0,0252 - 0,0540 -0,0588 

0,0213 0,0213 - 0,0513 - 0,0513 
0,0248 0,0210 - 0,0581 - 0,0538 
0,0284 0,0203 -0,0639 - 0,0554 
0,0313 0,0193 - 0,0687 . - 0,0563 
0,0337 0,0181 - 0,0726 -0,0568 
0,0358 0,0169 - 0,0757 - 0,0570 

0,0372 0,0157 -0,0780 - 0,0571 
0,0385 0,0146 - 0,0799 -0,0571 
0,0395 0,0136 - 0,0812 -0,0571 
0,0402 0,0126. -0,0822 -0,0571 
0,0408 0,0118 -0,0829 - 0,0571 
0,0417 0,0083 - 0 ,0833 - 0,0571 

Factor 

qb' 

-

qa' 

la coacción de los muros próximos, la anisotropía de la placa misma y la inexactitud 
en la estimación del valor de constantes, tales como el coeficiente de Poisson v . 

De todas formas se puede simplificar el método de cálculo limitando la serie de 
Fourier, que representa un momento flector en la placa, a su primer término o 
sustituyendo los valores reales de los momentos o las pendientes a lo largo de un 
apoyo cualquiera de la placa por sus valores medios o, finalmente, utilizando el 
método de distribución de momentos]. 

I Para estos métodos, véase C. P. Siess y N . M. Newmark, Univ. IlIinois Bull., 43 , 1950, 
donde se ha dado otra bibliografía sobre este asunto. Véase también la memoria de H. M. 
Westergallrd, Pro,. Am. Concrete Inst., vol. 22, 1926, que contiene valiosas conclusiones res­
pecto 11 proyecto. de IOH"S continull8. 



54. Flexión de pla(:tls tl¡mytltltls sobre filas de (:ol""lIu'lI (!'1uitlillttJnt(!1I 
(losas fungiforrnes) 

Si las dimensiones de la placa son grandes en comparaclOn con las 
distancias a y b de las columnas (fig. 122) Y la carga transversal está 
uniformemente repartida, se llega a que la flexión en los vanos interiores 
de la placa se puede suponer idéntica de modo que se pueda limitar el 
problema a la flexión de un solo vano. Tomemos los ejes de coordenadas 
paralelos a las filas de columnas y el origen en el centro del vano, se 
considera éste como una placa rectangular uniformemente cargada de lados 
a y b. Por simetría se llega a que la deformada de la placa tiene la forma 
que indican las líneas de trazos de la figura 122 b). La flecha máxima está 
en el centro de la placa y la flecha en los vértices es nula. Para simplificar 
el problema, se supone que las dimensiones de las secciones rectas de las 
columnas son pequeñas y pueden despreciarse en lo que se refiere a la 
flecha y los momentos producidos en el centro de la placa'. Tenemos 
entonces una placa rectangular uniformemente cargada, apoyada en los 
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vértices y se deduce de la simetría que la pendiente de la deformada, en la 
dirección de la normal al contorno y el esfuerzo cortante son nulos en todos 
los puntos de los bordes de 'la placa, salvo en los vértices2

• 

Operando como en el caso de una placa simplemente apoyada (ap. 30) 
se escribe la flecha total w de la forma 

W = Wl + W2 (a) 

qb4 ( 4y2)2 
Wl = 384D 1 - 1)2 . 

donde 
(b) 

I Varios autores han estudiado el problem a en esta forma simplificada; véase, por ejemplo, 
A. N ádai , «Uber die Biegund durchlaufender Platten'), Z. angew. M ath. Mech ., vol. 2, 1922, 
página 1, y B. G. Galerkin, Collected Papers, vol. 2, Moscú, 1953, pág, 29. 

2 L a anulación del momento torsor M ,v a lo largo del contorno se sigue del hecho de 
que la p endiente es nula en la dirección de la normal al contorno. 

1"l"IHCSI'llta ia fkdm de lIllH frallja lIllilorllH.'IlICnte cargada empotrada en los 
ex tremos .v I hl2 Y satisface la ecuaci('/ll (103) de la placa así como las 
condiciones en los bordes 

(OW1) _ O 
ox :t-±4/2 

O (e) 

Tomamos la flecha w2 en forma de una serie .. 
Ao+ 2: 

... -2,4,6, ... 

Y", cos m'll"x 
a 

(d) 

cada uno de cuyos términos cumple las condiciones (e). Las funciones Y m 

deben tomarse de tal manera que cumplan la ecuación homogénea 

(e) 

y de tal m anera que w cumpla las condiciones de contorno en los bordes 
y = ± b12. La ecuación (e) y las condiciones de simetría se cumplen 
escribiendo (d) de la forma 

oc ¿ 
",- 2.4.6 •.. . 

( 
mny mny mny ) mnx 

A m ch-- + Bm --sh-- cos--
a a a a 

(j) 

donde las constantes A o' Am y Bm se determinan por las condiciones de 
borde a lo largo de y = b12. A partir de la condición relativa a la pendiente, 
es decir 

se encuentra fácilmente que 

Bm 

donde, como anteriormente 

th a m 
- A m -----­

a m + th a m 

a", = 
m1f'b 
2a 

(g) 

(h) 

Consideremos ahora las condiciones de contorno relativas al esfuerzo 
cortante, se ve que sobre una sección normal nn [fig. 122 b)] de la placa, 
muy próxima al contorno y = b/2 el esfuerzo Qy es igual a cero en todos 
los puntos, salvo en los próximos a la columna y en estos puntos Qy es 
infinitamente grande de modo que transmite a la columna la carga finita 
t qab [fig. 122 e)] a lo largo de una distancia infinitamente pequeña entre 
x = a/2 - e y x = a/2 + e, Representando Qy por una serie trigonométri­
ca que por simetría tiene la forma .. 

QII = Co + 2: (i) 
... -2,4,6, ... 



recordando que 
a 

Q1/ = O para O < x < 2 - e 

y 
(0/2 Q1/ dx = _ qab 

jo/2 -c 4 

se encuentra por el método ordinario de cálculo que 

C
o 

= _ qab = _ p 
2a 2a 

y 

4: 100
/

2 
m'lf'X P C'" = - QII cos --dx = - - (-1)"'/2 

a o a a 
donde P = qab es la carga total sobre un vano de la placa. Sustituyendo Ca 
y Cm por su valor en la serie (x) la requerida condición de contorno se 
escribe: 

(
a1w aBw ) 

(Q1/)1/-b/2 = - D ay. + ax2 ay 1/-1>/2 

p m1l'x P (_I)m/2 cos -- --
a a 2a 

Sustituyendo w por su valor en (a) y recordando que el segundo término 
entre paréntesis se anula al tener en cuenta la condición de contorno ow/oy 
se obtiene 

(a3w2) P 2:. m1l'x -D --3, ' = - - (-1),!,/2 cos-
OYll-h/2 a a . 

",=2,4 ,6, . . . 

donde utilizando (f) se encuentra que 

P 
_( _ 1)m/2 
a 

Resolviendo las ecuaciones (g) y (]) obtenemos para 4n y Bm 

A = _ ~ (_1)"'/2 U m + thu m 

'" 2mB1I'3D sh U m th U m 

Pa2 1 B = -- (_1)m/l __ _ 
m 2m311'3 D sh U m 

La flecha de la placa toma la forma 
00 

qb4 ( 4y2)2 , qa3b \' 
w = 384D 1 - 1)2 + A o + 211'3 D L..¡ 

",=2,4,6, . .. 

( -1)"'/2 C05 m1l'x 
, a 

[ 
mny mny mny ] 

th U m -a- sh -a- - (a m + th am ) ch -a-

(j) 

(k) 

(1) 

1,ó1 constante /1n puede ahora determinarse a partir de la condición de que 
la flecha se anule en los vérti<.:es de la placa. Por consiguiente 

v 

(m) 

1,ó1 flecha en cualquier punto de la placa, se calcula mediante las expresio­
Ill'S (1) y (m). La flecha máxima se produce evidentemente en el centro de 
la placa, donde se tiene 

00 

\' (_1)m/2 0.", + th a m 

L..¡ ---:ma- sh u m th u m 
m=2,4,6, ... 

a m + th a m ) 

th2 
U m 

(n) 

I,a tabla 57 da los valores de esta flecha calculados para varios valores de 
la relación b/a. En ella se encuentran también los momentos flectores 
(M .. L n. y o Y (My) x'. o. y~O calculados mediante las fórmulas (101) y (1) 
de la flecha . Se ve que para b > a el máximo momento flector en el centro 
dc la placa difiere poco del momento en el centro de una franja uniforme-
1llcnte cargada de longitud b empotrada en los extremos. 

-, 

TABLA 57 
Flechas y momentos en el centro de un vano (fig. 122) 

v = 0,2 

qb' 
I M x = fJqb2 M . = fJ,qb2 

bja 
w = u D 

j u fJ fJ , 

1,0 0,00581 

I 

0,0331 0,0331 
l,í 0,00487 0,0261 0,0352 
1,2 0,00428 0,0210 0,0363 
1,3 0,00387 0,0175 0,0375 
1,4 0,00358 

I 

0,0149 0,0384 
1,5 0,00337 0,0131 0,0387 
2,0 0,00292 0,0092 0,0411 
00 0,00260 0,0083 0,0417 

[,as reacciones concentradas que actúan en los puntos de apoyo de la placa y los 
llIomcntos calculados a partir de (1) resultan infinitos. Podemos sin embargo suponer 

,'1uc las reacciones están repartidas uniformemente sobre el área de un círculo que 
I'l~ Jlrcscnta 111 sección recta de la columna. En este caso, los momentos flectores que 
IIJlllfl~l:cn l~n el centro del área de apoyo son finitos y se calculan por un método 



>limilar al utilizado cn el caso dc placas rcctangularc>l (v. plí~. 1(,9). Llt'vlíndolo a 111 
figura 122, el resultado viene dado por las fórmulas': 

'" 

qb' [v 2: 1 1 (M.).~"I"y_I,I' = Mo - - ;- + (1 - v) ----
4 3 rn".b 

sh'-
n=l a 

'" 
(o) 

+ (1 - v) 2: __ 1_ + (1 - v) ~l 
n".b ".b 

sh'-
n=l a 

En estas expresiones 

M o = - qab [( 1 + ,,) In a + 1] 
4". 2".c(1 - q')2(1 - q')' ... 

q = e-~b/a y e representa el radio del círculo que se supone pequeño en comparación 
a las luces a y b de los vanos. Realizando los cálculos se pueden reducir las ecuaciones 
(o) a la forma 

(M .)._o/.,y_b/2 = - qab [(1 + v) In ~ - (a + (3")] 
4". e 

(p) 

qab [ a ] (M y)._al2,y_b/2 = - 4". (1 + v) In ~ - «(3 + aJl) 

donde a y fJ son coeficientes dados por la tabla 58 para varios valores de la rela­
ción bla. 

:rABLA 58 
Valores de los coeficientes a y fJ de las ecua,ciones (P) que dan los momentos sobre los apoyos 

b/a 1 1,1 i,2 i 1,3 1,4 1,5 ¡ 2,0 
: 

a 0,811 0,822 0,829 ! 0,833 0,835 0,836 

I 
0,838 

fJ 0,811 0,698 0,588 
i 

0,481 0,374 0,268 -0,256 

Los momentos flectores correspondientes al centro de las columnas 
cuyas secciones transversales son rectangulares se calculan también supo­
niendo que las reacciones están uniformemente repartidas sobre los rectán­
gulos rayados de la figura 123 que representa las secciones rectas de las 
columnas 2

• En el caso de vanos y columnas cuadradas tenemos u/a 

I Dadas por A. Nádai en su libro Elastische Platten, Berlín, 1925, pág, 154. 
, Este :caso ha sido estudiado por S. Woinowsky-Krieger, véase Z. angew. Math. Mech. , 

volumen 14, pág. 13, 1934. Véase también los estudios de V. Lewe, Bauingenieur, vol. 1, pá­
gllla 631,1920, Y K. Frey, Bauingenieur, vol. 7, pág. 21, 1926. 

d" It, Y los momentos en el centro de las columnas y en el centrode 
los vanos se obtienen por las siguientes fórmulas: 

_ (1 + v)qa2 [ (1 - k)(2 - k) 

4 12 
... 

1 L 2 mnk mn(2 - k) + -- sh -- ch sen mnk 
n3 k2 m 3 sh mn 2 2 

(q) 

m=l 

... 
(1 + v)qa2 [1 - k2 1 L sh mnk sen mnk] = ---- -- + - (-1)"'+1 ------

4 12 7r 3k 2 m 3 sh mn 
(r) 

m=l 

La tabla 59 da para diferentes valores de k y para v = 0,2 los vaJores 
de estos momentos ' así como los de los momentos en los puntos medios de 
las distancias entre las columnas, obtenidos por las mismas ecuaciones, 

TABLA 59 
Momentos flectores y esfuerzo cortante máximo en un vano cuadrado de una placa uniforme~ 

mente cargada (fig. 123) 
JI = 0,2 

D '0,0331 -0,0185 0,0512 
D.I -0,196 0,0329 -0,0182 0,0508 2,73 
0.2 -0,131 0,0321 -0,0178 0,0489 
D,3 ·· 0,0933 0,0308 -0,0170 0,0458 0,842 
o,~ -0,0678 0,0289 -0,0158 0,0415 
0,5 -0,0487 0,0265 -0,014ú 0,0361 0,419 

Se ve que los momentos en las columnas .son mucho mayores que los 
del centru del vano y su valor .depende enormemente de las dimensiones de 
la sección recta de las columnas. Los momentos en el centro del tablero 
permanecen prácticamente constantes para valores de k inferiores a 0,2. Por 
consiguiente, la solución anterior, obtenida suponiendo que las reacciones 
l'stán concentradas en los vértices de los tableros, es suficientemente apro­
ximada para la parte central de los vanos. 

Se puede también hacer mediante las expresiones (P) el cálculo aproximado de 
los momentos dados por la ecuación (q) en forma de serie. Para ello se utiliza la 
""uación (e) (ap, 37) y se sustituye 

e = ~ e,,/4-1 = O,57u 
V2 

,'S dc(~ ir, el radio de un círculo equivalente al área del cuadrado dado de lado u en las 
,,<:Ilaciones (P). En el caso particular de vanos cuadrados, los resultados numéricos 
ohtenidos difieren muy poco de los dados en la segunda columna de la table 59, 



Los esfuerzos cortantes son maXlmos en el centro de los ludos de las 
columnas en los puntos m de la figura 123. Este máximo en el caso de vanos 
cuadrados, depende de la relación k y se puede escribir en la forma 
Q= yqa2

• 

L m 
>m 

FIG. 123 

La tabla 59 da varios valores numéricos del factor y. Es interesante 
señalar que hay una diferencia de sólo alrededor del 10 % entre estos 
valores y los valores medios, obtenidos dividiendo la carga total qa2(1 - k2

) 

de la columna por el perímetro 4ka de su sección recta. 
La carga uniforme en toda placa da la condición más desfavorable para 

las columnas. Para obtener el momento flector máximo en el centro de un 
vano, la carga deberá estar distribuida como indican las partes rayadas de 
la figura 124 a). 

La solución se obtiene entonces fácilmente combinando el reparto de 
carga uniforme de intensidad al2 de la figura 124 b) con la carga ql2 de 
signo combinado, en los vanos consecutivos indicada en la figura 124 e). 

La deformada en este último caso es evidentemente la misma que la de 
una franja uniformemente cargada de longitud a, simplemente apoyada en 
los extremos. Tomemos, por ejemplo, el caso de vanos cuadrados y utilice­
mos los valores de la tabla 57, se encuentra para el centro de un vano 
(fig.124a) 

( ) _ l. a4 5 q a4 qa4 

w .,=y=O - 2 q 0,00581 15 + 384215 = 0,00942 D 

1 1 
(M.,).,=y=o = 2 q . 0,0331a2 + 16 qa2 = 0,0791qa2 

(My).,-u=o = ~ q . 0,0331a2 + ~'; qa2 = 0,0291qa2 

Además, a partir de la tabla .59 se llega a que 

(M.,).,~O.I/-b/2 = j-q . 0,0512a2 + fiqa 2 = 0,0881qa2 

I,os resultados anteriores se ohtienen suponiendo que la placa está libre 
para girar en los puntos de apoyo. Ordinariamente las columnas están 
rígidamente unidas con la placa y, en el caso de un reparto de carga 
(v. fig. 124) producen, no sólo reacciones verticales sino también momentos 
que disminuyen la flexión de los vanos. Para determinar valores más 
exactos de los momentos flectores bajo carga alternada, es preciso un 
l'stud io conjunto de las losas y las columnas como estructura única1

• 

r---- a ----1 

al 

FIG. 124 FIG. 125 

El caso en el que un vano está uniformemente cargado mientras que los 
cuatro vanos adyacentes no están cargados, se obtiene superponiendo a una 
carga ql2 otra carga ql2 de signo alternado como indica la figura 125. En 
este caso cada vano se encuentra en las mismas condiciones que una placa 
simplemente apoyada y la tabla 8 nos dará entonces todos los datos nece­
sarios relativos a la flexión. Para un vano cuadrado, se encuentra en su 
centro 

1 a4 1 a4 qa4 

(w).,=u=o = 2 q . 0,00581
15 

+ 2 q . 0,00406 15 = 0,00494 75 
1 1 1,2 

(M.,).,_u_o = (MI/)"=II_o = 2 q' 0,0331a2 + 2 q' 0,0479' 1,3 a2 = 0,0387qa2 

El caso de una losa infinitamente grande, sometida a cargas concentra­
das iguales, aplicadas en el centro de cada vano, se trata prácticamente de 
la misma manera que el caso anterior, es decir, utilizando la doble periodi­
cidad de las flechas de la placa 2

• 

I El método a utilizar ha sido expuesto en varias publicaciones; véase, por ejemplo, H. Mar­
<'liS, Die Theorie elastischer Gewebe, pág. 310, Berlín, 1932. 

V. Lewe ha estudiado este problema en su obra Pilzdecken und andere trá'gerlose Eisen­
¡'e/onplat/e, Berlín, 1926, y también P. Pozzati, Rev. Math. Univ. Parma, vol. 2, pág. 123, 1951. 



Se ha estudiado también el problema de la tlcxiún de las losas funlotifor­
mes uniformemente cargadas, de tableros· oblicuos '. 

55. Losa fungiforrne con nueve vanos y losa con dos bordes libres 

Hasta aquí se ha supuesto siempre una extensión infinita de losa. Ahora 
consideraremos una placa simplemente apoyada sobre los muros exteriores, 
que forman el contorno cuadrado de la placa y sobre cuatro columnas 
intermedias (fig. 126). Por simetría se llega a que una carga de intensidad q, 
uniformemente repartida produce iguales reacciones k en las columnas que 

al 

el 
FIG. 126 

y 

bl 

podemos considerar como accesorias en la construcción dada, estáticamente 
indeterminada. Si retiramos todas las columnas, se obtiene una placa cua­
drada simplemente apoyada que soporta una carga dada q. Las flechas W o 
debidas a esta carga en el centro de las columnas se calculan fácilmente 

I Véase V. 1. Blokh, Doklady Akad. Nauk. S.S.S.R., núm. S, vol. 73, plÍji¡. 45, 1950. 

mcdiantc la tcoría del capítulo S. H.ctircmos ahora la carga q y repartamos 
una carga R I (que actúa hacia abajo) uniformemente sobre cada área 
cuadrada de lado u, se obtienen nuevas flechas w¡ en los mismos puntos 
.\' I a/2, y = J: a/2 que anteriormente. Puesto que en el caso real estos 
puntos no descienden, se llega a que W o - R.w¡ = O que da R = wo/w¡. 
Basta ahora combinar el efecto de la carga uniforme q con el efecto de 
cuatro reacciones conocidas sobre los momentos flectores de la placa cua­
drada de lado 3a. 

En el caso de una carga parcial como las indicadas en las figuras 126 b) 
y e), se superpone la mitad de los momentos obtenidos antes a los momen­
tos de una placa, simplemente apoyada de dimensiones a por 3a, bajo una 
carga uniformemente repartida ±q/2. La tabla 60 nos da los valores de los 
momentos flectores calculados por Marcus¡ para esta clase de problemas. 
I,a reacción de una columna es, en este caso, R = 1196qa2

• Se ha estudiado 
dc la misma forma la flexión de una placa infinita que está apoyada no sólo 
sobre los bordes paralelos sino también sobre una o varias filas de columnas 
equidistantes2

• 

TABLA 60 
('"eficientes fJ para el cálculo de momentos flectores M = fJqa' en una placa cuadrada simple­

mente apoyada con cuatro columnas interiores (fig. 126) 
u/a = 0,25, v = 0,2 

! 
y Carga a Carga b Carga e 

Joto ~ a i 
a 

Mx Mv MI Mv M x Mv 

1 ! 0,0 0,0 0,021 i 0,021 -0,048 -0,004 0,069 0,025 
2 I 0,5 0,0 - 0,040 0,038 -0,020 0,019 -0,020 0,019 
] 1,0 0,0 0,069 0,025 0,093 0,027 - 0,024 -0,002 
4 0,0 0,5 0,038 - 0,040 -0,036 - 0,036 0,074 - 0,004 
S 0,5 0,5 - 0,140 -0,140 -0,070 - 0,070 -0,070 -0,070 

/) 1,0 0,5 0,074 - 0,004 0,092 P,014 - 0,018 -0,018 
7 0,0 1,0 0,025 0,069 -0,028 0,017 0,052 0,052 
K 0,5 1,0 - 0,004 0,074 -0,002 0,037 - 0,002 0,037 
'J 1,0 1,0 0,053 0,053 0,066 0,044 - 0,013 0,009 , 

Se puede resolver también, sin ninguna dificultad ei caso de flexión, de 
ulla placa larga rectangular apoyada únicamente sobre dos líneas de colum­
lIas cquidistantes (fig. 127) para varios tipos de cargas. Comencemos por el 
caso de una placa flexada por momentos My representados por la serie 

., 

Mo+ 2: 
m=2,4,6, •.• 

Em cos m'll'x 
a Ca) 

I /Ji" Th,'o,ie elastischer Gewebe; véase también Lewe, op. cit. N. j . Nielsen ha estudiado 
,,1 . · "~II dl' una plllca cuadrada con un apoyo intermedio, Bestemmelse of Spaendinger 1 Plader , 
1'¡j~i"" 217 , ('opcnhaji¡lIl', 1<¡20. 

" V""Hl' " CHll' "'"pl'l'!n ,..:, (ircin, Pilzdecken, Berlín, 1948. 



Puesto que no hay carga transversal, la deformada de la placa puede 
tomarse en forma de la serie 

+ I 
m ~ 2 ,4 ,6, ... 

( 
mny mny mny ) mnx 

Am ch-- + Bm--sh-- cos--
a a a a 

(b) 

cuyos coeficientes deben determinarse por las siguientes condiciones de 
contorno .. 

Mo+ ¿ 
m=2,4,6, •. • 

E.". cos m1l'x 
a 

D - + (2 - JI) -- = O [
éJ 3W éJ3w ] 
éJy3 éJy éJx 2 y- ±b/2 

(e) 

y también por el hecho de que la flecha se anula en las columnas. Sustitu­
yendo (b) en las ecuaciones (e) se encuentra 

Al 
Mo 
2D 

A ... 
a2Em (1 + )1) sh a m - (1 - v)a m ch a m 

(d) 
1I'2m2 D (3 + v)(l - )1) sh a m ch a m - a m (1 - V)2 

B ... = 
a2E ... sh a m ----

1I'2m 2D (3 + )1) sh a m ch a m - a m (l - v) 

Combinando estos resultados con la solución (1), apartado 54, se puede 
estudiar la flexión de una placa [v. fig, 127 a)] sometida a la acción de 
una carga uniformemente repartida. Para ello se calculan los momentos 
flectores My por las expresiones (l) y utilizando (101) se encuentra 

qb2 

(M 1I)II-±b/2 = - 12 

qab 
- 2r 

.. 
~ (_1)"'/2 [~ _ a",(1

2

- JI)] 
4 m th q m sh U m 

m - 2.4.6 •• " 

mrX 
cos-­

a 
(e) 

Igualando este momento al momento (a) cambiado de signo, se obtienen 
los valores de Mo y Em que llevados a las ecuaciones (d) dan las constantes 
A, Am y Bm' Sumando la expresión (b) con estos valores de las constantes, 
a la expresión (l) del apartado 54, se obtiene la solución buscada para una 
placa uniformemente cargada [fig. 127 a)], 

Combinando esta solución con la de una franja de longitud b uniforme­
mente cargada, simplemente apoyada, que está dada por la ecuación 

Sl' ohtiene la soluciún ud caso dl~ la placa f1exada por una carga uniforme­
Illl'nte repartida a lo lar~o de los bordes como indica la figura 127 b), 

b) 

FIG. 127 

,;6. Influencia de la unión rígida con el soporte sobre los momentos de una losa 
fungiforme. 

En el estudio de la flexión de losas fungiformes se ha supuesto siempre que las 
reacciones de las columnas están concentradas en ciertos puntos o repartidas unifor­
memente sobre ciertas áreas que representan la sección transversal de las columnas o 
de sus capiteles. Por regla general, las losas de hormigón están rígidamente fijas a las 
<:"Iumnas como indica la figura 128. 

Para estudiar los momentos en estas uniones rígidas, comenzaremos por el caso 
de una columna circular, siendo e el radio de su sección transversal. El cálculo de los 
momentos flectores mediante (l) (ap. 54) muestra l que en el caso de un vano cuadrado 
(a b) y para pequeños valores de ela, los momentos flectores en la dirección radial, 
Sl' anulan prácticamente a lo largo de un círculo de radio e = O,22a [fig. 122 a)]. Así, 
pues, la parte de la placa en tomo a la columna y en el interior de este círculo, está 

FIG. 128 

('n IR~ condiciones de una placa anular simplemente apoyada a lo largo de un círculo 
, O,22a y empotrada a lo largo del círculo r = e con desplazamiento transversal de 
un círculo con respecto al otro. Por consiguiente la tensión de flexión máxima 
ni rededor de la columna puede obtenerse utilizando las fórmulas (75) obtenidas 
nnteriormente para las placas circulares (v. pág. 80) y combinando los casos 3 y 8 
dI' la figura 36. 

I A. NlÍdni rc"lizú COtOH ('¡Ikuloo: véue Rl! libro Elastische Platten, páJ{. 156, Berlín, 1925. 



Se debe a F . Tolke1 un estudio más minucioso del mismo problema. La tabla 61 
da los resultados numéricos obtenidos por Tolke para un vano cuadrado y para 
e/a = 0,1 (fig. 129); esta misma tabla da los valores de los momentos Oectores para 
el mismo caso, calculados a partir de la teoría ordinaria. 

TABLA 61 
Coeficientes f3 para el cálculo de momentos flectores M = f3qa 2 de un vano cuadrado uniforme­

mente cargado en una losa fungiforme 

v = 0,2 

Columna circular Columna cuadrada 
(fig. 129) (fig. 130) 

Momento 
flector Situación U nión Unión 

rígida Teoría rígida Teoría 
con la ordinaria con la ordinaria 

columna columna 

MI = M. x = a/2, y = a/2 0,0292 0 ,0323 0,0264 0,0321 
M I x = a/2, y = ° 0,0399 0,0494 0,0348 0,0487 
M. x = a/2, y = ° - 0,0161 -0,0179 -0,0146 -0,0178 

MI = M. x = 0, y = ° . . . . . . . - 0,143 . . . . . . . -0,131 
M x x = u/2, y = ° ....... . . . . . . - 0,0626 -0,0803 
M, x = u/2, y = u/2 . . . . . . . .. .. . . . - <Xl -0,0480 
M, r = e - 0,1682 - 0,0629 

Se ve que una umon rígida entre losa y columna tiende a aumentar en valor 
absoluto los momentos de apoyo y a reducir los momentos positivos de la losa. 

,- Línea media del vano 

g ~-.E..--1---11 "1 . 1 ~ e = O,1a 1 : 
~ I r-' 0!<\I .- I 1 
" , 1 

~ I o , 

~J 
L ______ j~ 
~----~---- ----~----~ 

,- Línea media del vano 
~ ¡--...L--------1t 
> l' .. l' : 

Qj o"i " u = 002a : 
""O • I qC\l 

~ I ~ -r- r-~-1 I! 
~ .. I'" o L : 
~i i o~ 
1:-.. + ....... %:=1.1 

FIG. 129 FIG. 130 

La misma tabla da también los momentos para una losa fungiforme, fija rígida­
mente a una columna de sección transversal cuadrada2 (fig. 130). En este caso, las 
tensiones infinitamente grandes que se producen en los ángulos de las columnlli, 
tienen un carácter altamente localizado. Prácticamente, se limitan a una fisuración del 
hormigón bajo tracción y a un alargamiento local de la armadura de acero, 

, F. Tolke, Ingr .-ATch. , vol. 5, pág. 187, 1934. 
2 Véase S. Woinowsky-Kriegero J. Appl. Mechanics, vol. 21, pág. 263, 1954. 

Se puede lIegllr por eRte estudio 11 que: 1) los valores reales de los momentos 
flc<:tores de una 108a fungiforme junto a la8 columnas están generalmente compren­
didas entre los valores dados por la tabla 61 para unión rígida y las dadas por la teoría 
ordinllria y 2) las columnas circulares aseguran una distribución más uniforme de los 
momentos de empotramiento que las columnas con sección de apoyo cuadrada'. 

o VéasI: T. Haas, -Conception et calcul des planchets a daJles champignonolo París, 1950. 
I.a distrihución de tensiones en losas fungiformes ha sido estudiada experimentalmente por 
\ 1. Hos y A. Eichingero Proc. Congr. Concrete and Reinforced Concrete , Liejao 1930; por R. Ca­
lninadl' y R. L' Hermiteo Ann. Inst. teeh. biitiment el trav. pub/., febrero 1936, y más reciente­
",,·nt,· por J. G. Hageman, IngenieuT, vol. 65, junio 1953 . 
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Placas sobre cintentación 
elástica 

57. Flexión simétrica ,respecto al centro 

Una placa cargada transversalmente puede descansar sobre una cimen­
tación elástica, como en el caso de una carretera de hormigón o una pista 
de aterrizaje. Comenzaremos el estudio de estos problemas, por la hipótesis 
más sencilla de que la intensidad de la reacción del terreno de apoyo es 
proporcional a las flechas w de la placa. La expresión kw da esta intensidad. 
La constante k expresada en kilogramos por centímetro cúbico, se llarria 
módulo de cimentación. El valor numérico del módulo depende en gran parte 
de las propiedades del terreno de apoyo; en el caso de una losa de pavimen­
to de gran extensión, este valor se puede estimar por medio del diagrama 
de la tabla 621

• 

Comenzaremos por el caso de una placa circular sobre la cual la carga 
está repartida simétricamente respecto al centro. Utilizando la ecua­
ción (58), sumaremos -hw, reacción del terreno, a la carga transversal q. 
Así se llega a la ecuación diferencial de la placa flexada 

(
di +!!!) (d 2

W + ~ dW) = q - kw 
dr2 r dr dr2 r dr D (178) 

1 Fundada en la clasificación de suelos de Casagrande. Esta tabla no puede sustituir 
los ensayos de placa de carga. Para más información, véase Trans. Am. Soco Civ. Engrs., vo­
lumen 113, pág. 901,1948. Véase también K. Terzaghi, Geotechnique, vol. S, pág. 297, 1955. 
(Harvard Soil Mechanics Series, núm. 51). 

~ i $ 

TAIII .I\ h.l 

VRlorcM ue cimcnlRción 

M6dulo k en kg/cm 

~ ? $ ~ 19 
Caracterlstlcas del suelo como cimiento. sub-base o base 

1~ 

Cimiento muy malo I Cimientol Cimiento de ... imiento Buena su b-base Buen 
malo aceptable a bueno xcelente base 

G = Grava P = Mal graduado I I 1 GW 

S = Arena L = Compresibilidad baja o medi I GC 
M = Arena muy fina, limo H = Compresibilidad .alta I GP 
C = Arcilla GF ~ 
F = Finos, partlculas SW 

inferiores a 0,1 mm SC 
O = Orgánico SP 
W = Bien graduado SF 

I~ CH Hl 
I~ OH I Cl I 

I Ol r 
I~ MH I 

ip 

Base 
6~ti. 

~ 
1 

En el caso particulat: en que la placa soporta una carga P en su centro l
, 

q es nulo en toda la superficie de la placa salvo en el centro. Introduciendo 
la notación 

k 
15 

1 

la ecuación (178) deberá ser 

l' (~ , !~) (d2w + ! dW) + w = O 
dr2 I r dr dr! r dr 

(a) 

(b) 

Puesto que k se expresa en kilogramos por centímetro cúbico y D en 
kilogramos por centímetro, la cantidad I tiene la dimensión de una longi­
tud. Para simplificar el estudio posterior, es conveniente introducir varia­
bles adimensionales utilizando las notaciones 

W 
I = Z 

r r=x 
Entonces (b) deberá ser 

( 
d2 1 d) (d

2
Z 1 dZ) + -O 

dX2 + x dx dX2 + x dx Z -

U tilizando el símbolo d para 

d2 1 d 
dX2 + x dx se escribe 

(e) 

(d) 

(e) 

1 Este problema fue estudiado por H . Hertz, Wiedeymann's Ann. Phys. u. CMm., vol. 22, 
página 449, 1884; véase también Gesammelte Werke, vol. 1, pág. 288, 1895, y A. Ftlppl, Vo,lt­
sungen über technische Mechanik, vol. S, pág. 103, 1928. Es justo señalar que las inveuillacione. 
de Hertz corresponden en su mayor parte al problema de una placa flotante má. que al de una 
placa sobre cimentación elástica. Entonces, en este caso, la hipótesis relativa a la con.tante It 
se sustituye, siendo k entonces el peso específico del líquido. 



Esta es una ecuaciún diferencial lineal de cuarto orden en la que la 
solución general se escribe en la forma siguiente 

donde Al' ... , A4 son las constantes de integración y las funciones Xl' 
X 4 son cuatro .soluciones independientes de la ecuacíón (e). 

(f) 

Tratemos ahora de encontrar para (e) una solución en forma de serie de 
potencias. Sea an:x!' un término de esta serie. De donde, derivando, 

t:t.(anx") = n(n -1)a"x"-2 + na"x"-2 = n2anx .. - 2 

y 

Para cumplir (e), es preciso que cada término an:x!' de la serie tenga un 
término correspondiente an _ 4:x!' -4 de tal manera que 

n2(n - 2)2anXn-4 + a,,_.x"-4 =0 (g) 

Teniendo en cuenta esta notación, todos los términos de la serie se 
anulan cuando la serie se sustituye en (e); por consiguiente la serie, si es 
convergente, representa una solución particular de la ecuación. De la 
ecuación (g) se deduce, 

a" = n2(",. _ ').)2 (h) 
... \.... -, 

Recordando que 

y (i) 

se puede llegar a que hay dos series que cumplen (e), a saber 

x 4 x 8 

XI(x) = 1 - 22 • 42 + 22.42 .62 .82 
Xl2 

22 • 42 • 62 • 82 • 102 • 122 + 
y 

xe xlO 

X 2(X) - X2 - 42. 62 + 4' . 62 . 82 . 102 

(j) 

x14 - - + ... 42 • 62 • 82 • 102 • 122 • 142 

Observando las notacíones (e) se puede ver que para pequeños valores 
de la distancia r, es decir para puntos próximos al punto de aplicación de 
la carga P, la cantidad x es pequeña y las series (j) convergen rápidamente. 
Se puede ver también que las derivadas sucesivas de las series (j) perma­
necen finitas en el punto de aplicación de la carga (x = O). Esto indica que 
las series solas no son suficientes para representar las condiciones tensiona­
les en el punto de aplicación de la carga donde, como se ha visto en los 
casos estudiados anteriormente, los momentos flectores se hacen infinitos. 

Por esta razún la soluciún particular X" de la ecuación (e), se tomará en 
la forma 

Xa = Xl In x + F 3(x) (k) 

donde Fa(x) es una función de x que puede escribirse también en forma de 
serie de potencias. Por derivación, se encuentra 

4 d3X I t:t.t:t.X3 = - -d 3 + In x t:t.t:t.XI + t:t.t:t.F3(x) 
x x 

y sustituyendo z por Xa en (e), se obtiene 

4d3X I x dx3 + In X(~~XI + Xl) + t:t.~F3(X) + Fa(x) = O 

Puesto que Xl satisface (e) y está representado por la primera de las 
series (j), se obtiene, para determinar Fa(x) la ecuación siguiente: 

4 d3 Xl (2 . 3 . 4 
~t:t.F3(X) + F3(X) = - X dx3 = -4 - 22.42 

6 . 7 . 8 . X4 10 . 11 . 12 . x 8 ) 

+ 22 • 42 • 62 . 82 - 22 . 42 . 62 . 82 . 102 . 122 + . . . (l) 

Tomando Fa(x) en forma de la serie: 

(m) 

y sustituyendo esta serie en (1), se obtienen los coeficientes b4 , bs' b12 , de tal 
manera que se cumpla la ecuación resultante. Recordando que 

~t:t.(b.X4) = 42 • 22 • b. 

se encuentra, igualando a cero la suma de los términos que no contengan x, 
que 

donde 

2·3·4 42 • 22 • b. = 4 . ---
22 .42 

2.3.42 3 
b. = 24. 44 = 128 

Igualando a cero la suma de los términos que contienen x4
, se obtiene, 

bs = 25 
1769472 

En general, se encuentra 

b ( 1)n/4-1 1 [b + n(n - l)(n - 2) ] 
n = - n2(n _ 2)2 n-4 22 . 42 . 62 ... n2 

Así, la tercera solución particular de (e), es 

X X 1 + 3 4 25 s + 
3 = l n x 128 x - 1769.472x (n) 



La cuarta illtl'j.(nd particular X~ de la el'ullci,ú¡ (1'), s,· "hli"IH' dI' la 
misma manera tomando 

1 4'5 · 6 n x + F,(x) = X 2 In x + 4 . - -- x 8 
4' . G' 

1 ( 4 . 5 . 6 10 . 9 . 8 ) 
- 102. 82 4· 4', 64 + 4 42. 62 ••• 102 x

lO + (o) 

Sustituyendo las soluciones particulares (j), (n) y (o) en (j), se obtiene 
la solución general de (e) en la forma siguiente 

z = Al (1 - 22~442 + 2 2 • 42~862 . 82 - •• -) 

+ A 2 (X2 - 42~662 + 42. 62~1;2. 102 - . . -) 

+ Aa [ (1 - 22~442 + 22 . 42~862 . 82 - • • -) In x + 1;8 x 4 

17:: 472 x
8 + ... ] + A4 [(X2 - 42~662 + 42. 62~1;2. 102 

_ ... ) In x + _. 5 x6 _ 1540' 10-
4 

xlO + ... ] (p) 
3456 442368 

Quedan por determinar entonces, en cada caso particular, las constantes 
de integración Al' ... , A4 de manera que satisfagan las condiciones de 
contorno. 

Consideremos el caso en el que el borde de una placa circular de radio a 

está enteramente libre. Utilizando la expresión (52) para los momentos 
radiales y la expresión (SS) para los esfuerzos cortantes radiales Q se 
escriben las condiciones de borde T' 

( d
2
W + V ~ dW) - O 

dr2 r dr T_a -

!!:... (d2~ + .! dW) = O 
dr' dr r dr T_a 

(q) 

Además de estas dos condiciones, tenemos otras dos condiciones válidas 
en el centro de la placa, a saber, la flecha en el centro debe ser finita y la 
s';l~a de los esfuerzos cortantes repartidos sobre la superficie lateral de un 
Cilindro circular, infinitamente pequeño, situado en el centro de la placa, 
debe ser igual a la fuerza concentrada P. De la primera de estas condicio­
nes, resulta que la constante Aa de la solución general (p), se anula. La 
segunda condición da 

( (2 .. Qrr dO) + P = O Jo r=-e 
(r) 

o bien, utilizando, la notación (a) 

d (d
2
W 1 dW) - kl' - -2 + - - 2'lfE + P = O dr dr r dr r_. (s) 

dondl' I I'S el radio dcll'ilindl'O infinitarnl'lltl' Pl,queño. Sustituyendo w por 
1:;:; en esta ecuación y utilizando la expresión (P) de z, se encuentra que para 
un valor infinitamente pequeño de x, igual a e/1, la ecuación se reduce a 

4A, 
-kl 4

T 27rE + P = O 

de donde se deduce 
(t) 

Conociendo los valores de las constantes Aa y A 4 , las otras dos constan­
tes Al y A

2 
se obtienen a partir de las ecuaciones (q). Para las dimensiones 

dadas de la placa y para módulos dados de la placa y de la cimentación, 
estas dos ecuaciones se transforman en dos ecuaciones lineales en Al y A 2 • 

que 

Tenemos, por ejemplo, una placa de radio a = 13 cm y en la que la rigidez es tal 

l = ~ =13 cm 

Se aplica en el centro, una carga P de forma que 

A. = ~ "" 102· 10-5 

81rkl' 

Utilizando el valor de A. y sustituyendo w por Iz, se encuentra mediante (P) y 
tomando x = afl = 1, que las ecuaciones (q) dan 

De donde 

O,500A¡ + 0,250A 2 = 4,062A. = 4,062· 102· 10-6 

O,687A¡ - 8,483A 2 = 1l,09A, = 11,09.102.10-6 

A¡ .. 86·10-' Al - -64· 10-6 

Sustituyendo estos valores en (P) y no conservando más que los términos que 
contengan x con una potencia de cuarto orden como máximo, se obtiene la expresión 
siguiente de la flecha: 

w -lz = 13[ 86· 10-4 (1 - 22~'4') - 64· lO-IX· + 102· lO-'x' In x 1 
La flecha en el centro (x = O) es entonces 

Wmáx = 111,8 ' 10-3 cm 

y la flecha en el contorno (x = 1) es, 

Wmín = 101,7 x 1O-3 cm 

La diferencia entre estas dos flecl}as es comparativamente pequeña y la distribu­
ción de presión sobre la cimentación difiere muy poco de una distribución uniforme. 

Si se toma el radio de la placa doble (a = 26 cm) con 108 mismos valores de 
rigidez D y k, x deberá ser igual a 2 en el contorno y las ecuaciones (q) se reducirán 

0,826A¡ + 1,980A2 = 1,208A, 

2,665A¡ - 5,745A 2 - 16,37A, 



A, - 3,93A, - 400.10-1 

La flecha calculada según (P) es 

A, - -l,03A, - -10~· 10-1 

w .. lz = 13{ 400 . 10-& (1 - ~) - 105 . 10-6 (XI - ~) 
2' .4' 576 

(u) 

+ 102 . 10-6 [ In X (XI - ~) + _5 XI] } 
41 .6' 3,456 

Las flechas en el centro y en el contorno de la placa son respectivamente 

Wmáx = 5,2' 10- ' cm y Wmín == 2,3 . 10-' cm 

Se ve entonces que si el radio de la placa es doble que lla distribución de presión 
sob.re l.a. ciment~ción está lejos de ser uniforme. Se indicará en el apartado 80 la 
apllcaclOn del metodo de la energía de deformación, al problema de la flexión de una 
placa sobre cimentación elástica. 

58. Aplicocwn de las funciones de Bessel al problema de la placa circular 

La solución general (f) de la ecuación (e) del apartado anterior se puede también 
expresar mediante las funciones de Bessel. Para ello, introducimos en la ecuación (e), 
una nueva variable ~ = x vi, se llega así a la ecuación 

en la queLl' sustituye a 

4o'4o'z - z = O 

di 1 d 
d~2 + -¡;¡¡ 

La ecuación (a) es entonces equivalente a 

A'(A'z + z) - (A'z + z) - O 

y también a 

A'(A'Z - z) + (A'z - z) = O 

(a) 

(b) 

(e) 

Por consiguiente, la ecuación (a) se cumple para las soluciones de la ecuación 
diferencial de Bessel 

, dlz 1 dz 
4oz+z=-+--+z-O 

d~1 ~ d~ 
(d) 

así como para las soluciones de la ecuación 

, d'z Idz 
.6.z-z--+--- z _0 

d~2 E dE (e) 

que se transforma en (ti) cuando se sustituye ~ por i~. Por consiguiente combinando 
(ti) y (e), la solución puede escribirse en la forma 

z = Bdo(x Vi) + Bzlo(xi Vi) + B3KO(X 0) + B,Ko(xi vi) (1) 

siendo lo y Ko r~spe~tiva~ent~ las funciones de Bessel de primera y segunda especie 
y de argumento Imagtnano, mientras que B

" 
B" ... son constantes arbitrarias. Siendo 

el argumento x real, todas las funciones de (f) son complejas. Para separar la parte 

reul de lu Holuciún, introducircrnoH olm" l 'UUtro funciones utilizadas por primern vez 
por lorú KeI'vin y úefinidas por 111M rclllcioncs'. 

Poniendo además 

lo(x V±i) - ber x ± i bei x 
Ko(x v'Ti) = ker x ± i kei z 

BI + B 2 - CI/l 
B. + B, - C,/l 

BI - B, = -C2ijl 
B. - B, - -C.i/l 

(g) 

donde las nuevas constantes C
" 

C, ... son reales, se obtiene la expresión siguiente para 
las flechas de la placa 

w - C, ber X + C, bei X + Ca kei X + C, ker X (h) 

Todas estas funciones están tabuladas' siendo reales para los valores reales del 
argumento. 

Para pequeños valores del argumento tenemos: 

ber X = 1 - x'/64 + ... 
bei x - xl/4 - x8/2,304 + ... 
ker X = - In x + In 2 - 'Y + ... x'/16 + (i) 

kei x =- -(xl/4) In x - ... /4 + (1 + In 2 - 'Y)xl /4 + 
donde r = 0,5772157 ... es la constante de Euler y In 2 - r = -1J,Tf593 .. . Para valores 
grandes del argumento tenemos las expresiones asintóticas 

e~ ( ... ) ber X '" V 2...x cos tI' - 8 

e
V 

( ... ) bei x '" _ / _ sen tI' - -

v 2..... , 8 

e-V ( ) ker z '" --- cos tI' + ~ 
V2x/... 8 

(j) 

donde (J = x/Vi.. 

e-V ( ... ) 
kei x '" - V2z/ ... sen tI' + 8 

La solución general (h) se utiliza para el estudio de cualquier flexión simétrica de 
placa circular con o sin orificio, apoyada sobre cimentación elástica. Las cuatro 
constantes C, que corresponden generalmente a cuatro condiciones de contorno, 
deberán determinarse en cada caso particular". 

t Véase, por ejemplo, G. N. Watson, Theory of Bessel Functions, pág. 81, Cambridge, 1948. 
2 Véase .Tables of Bessel Functions J.(z) y J,(z) for Complex Arguments., Columbia 

University Press, Nueva York, 1943, y .Tables of Bessel Functions Y.(z) and Y,(z) for Com­
plex Arguments,), Columbia University Press, Nueva York, 1950. Tenemos: 

ber x = Re [Jo(xe'''¡')] bei x = - 1m [Jo(xé1r¡')] 

ker X = - ~ Re [Yo(xe ir14)] - ~ 1m [Jo(xe'1r 14)] 
2 2 

" F. Schleicher da varias soluciones particulares de este problema en su libro Kreisplatten 
auf elastischer Unterlage , Berlín, 1926, que contiene también las tablas de las funciones Z,(x) = 
= ber x, Z , (x) = - bei x, Z,(x) = - (2/n) kei x y Z ,(x) = - (2/n ) ker x así como las deri­
vadas primeras de éstas. En el apartado 118, se da una tabla abreviada de las funciones Z y 
de sus derivadas primeras que están representadas por el símbolo 'P. 



NON IimitarellloH al nlHO oe una placa infinitamente grunoe qllt~ soporta una nlrga 
única P en el punto x -- 00 Consideremos entonces las cuatro funciones que forman 
la solución (h), las dos primeras aumentan infinitamente con el argumento, de 
acuerdo con las ecuaciones 0); y la función ker x se hace infinitamente grande en el 
origen, como se puede deducir de las ecuaciones (t). Por consiguiente, poniendo C I 

C 2 = C4 = O, la solución (h) se reduce a 

W = Ca kei x (k) 

Para determinar Cs calculamos el esfuerzo cortante [vo eco (193)] mediante las 
ecuaciones (i): 

Q = _ ~ !!.. (d'w + ! dW) = CaD (~ _ 'lI'X + o •• ) 

, la dx dx! ~ dx 13 X 8 

Cuando x decrece, Qr tiende a CaD/l"x = CaD/Pr. Por otra parte, al repartir la 
carga P uniformemente sobre la circunferencia de radio r, tenemos Qr = - P/2nT. 
Igualando estas dos expresiones obtenidas para Qro tendremos 

Pll 
Ca = - 2.rD (1) 

Sustituyendo Ca en (k), se encuentra finalmente la solución completa del pro­
blema de Hertz: PII 

W "" - 2.rD kei x (179) 

y la reacción correspondiente del terreno de apoyo está dada por p = kw = wD/14 . 
La figura 131 muestra la variación de estas magnitudes a lo largo de una sección 
meridiana de la superficie elástica de la placa, junto con curvas similares obtenidas a 
partir de la teoría que se estudiará en el apartado 61. 

En el origen, tenemos kei x = - n/4 y la flecha bajo la carga será 

PI! 
Wmax = 8D (180) 

Para la reacción del suelo en el mismo punto, obtenemos 

P 
pmóx = 811 

(181) 

Si tomamos una placa infinitamente grande con las condiciones de rigidez y de 
carga supuestas en la página 291, la flecha bajo la carga será . 

P1! P 
Wmált - 8D - Sk11 - 'lI'IA. = (3 ,14)(13)(102 o 10-") = 0,042 cm 

comparable a 0,052 cm, obtenida para una placa circular finita de radio a = 21. 
El reparto de momentos flectores debido a la carga concentrada, está indicada en 

la figura 131 e). Se ve que los momentos radiales pasan a ser negativos a una cierta 
distancia de la carga, siendo su máximo valor absoluto, del orden de -0,02P. Los 
momentos positivos son infinitamente grandes en el origen pero a una distancia 
pequeñal del punto de aplicación de la carga, se puede calcularlos fácilmente escri­
biendo la función kei x en la forma (t). Aplicando las expresiones (52) y (53) a la 
fórmula (179) se encuentra 

M, - ~ [(1 + ~) (In ~ - -y) - ~ (1 - ~) ] 
M, -~ [(1 +~) (In ~ - -y) + ~ (1 - ~)] 

(182) 

1 Comparable a la longitud característica l = -\ID/ko 

0l-_~r:---42~,o_~--¡n:;7'--'r-=--r .... r / t o= Xo 
O l' ... r/1.=x 

1 
1 

O,051----++--+---}''-If-::;''''''''~,,_w dh (Sólido elástico) 
Pto 

0,1 01-----+-.;..-..,.'--7' 
"-w pDt 2 (Hertz) 

0,15 1=1, 24110 

o) 

o 
O 

3 4 5 6" r/l0= Xo 
... r/t = x 

, 1 2 
"p f (Sólido elástico) 

O,051---r+---H t 2 

"-P P (Hertz) 

0,10 

1.=0,80610 

- -0,125 (Hertz) 

b) 

el 
FlGo 131 

Comparando estas expresiones con (90) y (91) vemos que el e~tado.tensional de 
una placa, en las proximidades de la carga en el caso de Hertz, es Idéntico al de una 
placa circular simplemente apoyada de radio a = 21e- r = 1,1231, salvo por el mo­
mento M; = M; = - P/8n(1 - v) que está superpuesto a los momentos de la placa 

circular. . d 
Consideremos ahora el caso en el que la carga P está repartida sobre el área e 



Iltl .. ¡rnllo ti" 1"1111 ... ' ., 111''1111'110 n>ll rl'slw\'lo a l. Lo~ 1l ... 1tH'lllo~ n, ... Iol'I ' ~ l ' ll l'1 n ·nln. 

ti" una planl "ir\'ulnr sotlll'lida a esla car/o(a, son: 

M. - M, = !:... [(1 + .. ) In ~ + 1] (m) 
4.... e 

Esto resulta de la ecuación (83), si despreciamos el término c"ja" con respecto a 
la unidad. Sustituyendo a = 21e-Y en (m) y añadiendo - Pj8:n(1 - v), obtenemos el 
centro del círculo cargado de la placa infinitamente grande, los momentos: 

Mmá. = (1 + v)P (In ~ - 'Y + !) 
4.... e 2 

(n) 

o bien 

(1 + v)P (l ) Mmá. = --4 .... -- In ~ + 0,616 (183) 

En el caso de una carga muy concentrada, las tensiones que resultan de (183) 
deben corregirse mediante la teoría de las placas gruesas. La fórmula para esta tensión 
corregida se da en la página 302. 

En el caso de una carga uniformemente repartida sobre el área de un pequeño 
rectángulo, se puede operar como se indicó en el apartado 37. En particular, el 
equivalente de un área cuadrada es un círculo de radio c = O,57u, siendo u la longitud 
del lado del cuadrado (v. pág. 185). Sustituyendo c por su valor en (183), se encuen-
tra: 

Mm •• = 1 + V P (In !. + 1,177) 
4.... u 

(o) 

Se puede calcular la influencia de cualquier sistema de cargas concentradas, sobre 
las flechas de las placas infinitas, sumando separadamente las flechas debidas a cada 
carga. 

59. Placas rectangulares y placas continuas sobre cimentación elástica 

Un ejemplo de placa apoyada sobre un suelo elástico y al mismo tiempo, 
sobre un contorno rectangular se indica en la figura 132 que representa una 
viga de sección transversal rectangular vacía, comprimida sobre una cimen-

R
---- -r 

--- C1 -- -"Ic:-.\ 

O +x 
I 

-"Ic..a 

yC-----1....1 

p p 

w+ T 
FIG. 132 

tlll'iÚIl dllstil'a por las t:ur¡.¡us 1'. 1.11 ¡¡Iunl illftorior de la vi¡.¡a, t:ar¡.¡udn por lu" 
rcuCl~iones dústit:as del sucio, estÍl soportada por los lados vertit:aleM dt' In 
vi¡.¡a vacía y por los diafragmas transversales representados por las líneas de 
trazos de la figura. Se supone de nuevo que la intensidad de la reacción p, 
en un punto cualquiera de esta placa inferior es propor~ional a la flecha w 
en este mismo punto y así p = kw, siendo k el módulo de cimentación. 

De~ido a esta hipótesis, la ecuación en derivadas parciales de la flecha 
en coordenadas rectangulares, se escribe: 

(a) 

donde q, es la carga transversal. 
Comencemos por el caso de la figura 132. Si W o representa la flecha en 

los bordes de la placa inferior y w la flecha de esta placa con respecto al 
plano de su contorno, la intensidad de la reacción de la cimentación, en un 
punto cualquiera, es k(wo - w) y la ecuación (a) deberá ser, 

k 
~~w = I5 (wo - w) (b) 

Dispongamos los ejes de coordenadas como indica la figura y suponga­
mos que los bordes de la placa, paralelos al eje y, están simplemente 
apoyados, y los otros dos empotrados, las condiciones de contorno son 

(aw) _ O 
ay y- ±b/2 -

La flecha w se puede escribir en forma de una serie: 

w 2:
"' sen m1l'x 

4kwo a + 
Ihr m (m~( + ~_) 

"'=1.3.5.... a( D 

"' 

2: 
m=I.3.5 .... 

Y ... sen~ 
a 

(e) 

(d) 

(e) 

La primera serie del segundo miembro es una solución particular de la 
ecuación (b), que representa la flecha de una franja, simplemente apoyada, 
descansando sobre una cimentación elástica. La segunda serie es solución 
de la ecuación homogénea 

k 
~~w + I5 w = O (f) 

Por consiguiente, las funciones Ym deberán satisfacer la ecuación dife­
rencial ordinaria: 

yIV _ 2 m2

1r
2 

Y" + .(m4

1r
4 + !) y ... = O (g) 

m a2 m a4 D 



ti t i h¡r,undo las tlOt al'iones 
mr 
a = I-'m 

2¡3! = VI-':' + A 4 + I-'.! 
! = X' D 

2'Y.! = VI-'!. + X4 - 1-'; 

(h) 

(i) 

y tomando el resultado de (g) de la forma éY, se obtiene para r las cuatro 
raíces siguientes: 

13 + i'Y -(3 + i'Y fJ - i'Y -13 - i'Y 

Las cuatro soluciones independientes, particulares de la ecuación (g) 
son: 

e{Jmll cos 'Y mY e-{Jmll cos 'YmY e{Jmll sen 'YmY e-{Jmll sen 'Y mY (j) 

que pueden también escribirse 

ch fJmY cos YmY 

ch fJmY sen YmY 

sh fJmY cos YmY 

sh fJmY sen YmY 
(k) 

Se llega, por simetría, a que en nuestro caso, Y m es una función par 
de y, Por consiguiente, utilizando las integrales (k) se obtiene 

y m = Am ch fJmY cos YmY + Bm sh fJmY sen YmY 

y la flecha de la placa es 
.o 

w= y ~ sen 

m=1,3,ó, •.• 

(l) 

Esta expresión satisface las condiciones de contorno (e). Para cumplir 
las condiciones (d), deben escogerse las constantes Am y Bm de forma que 
satisfagan las ecuaciones 

4kwo 1 + A h fJm b Ym b 
Dr (m 4r4 k) m C 2 cos 2 

m -+-a' D 
f3m b }'mb + B sh -- sen -- = O 

m 2 2 (m) 

fJm b ymb 
(AmfJm + Bm Ym) sh -2- cos -2-

fJm b Ym b 
- (AmYm - BmfJm) ch -2- sen -2- = O 

Sustituyendo estos valores de Am y Bm en (1), se obtiene la flecha 
buscada de la placa. 

El problema de la placa con los bordes simplemente apoyados se resuel­
ve utilizando la ecuación (a), Tomemos los ejes de coordenadas como en la 

fiJo(unI 51) (pÍlJo(, 12h) Y utiliccmClII 111M 1101111'10111'" ¡(l' Nllvirr. 111 1'1,,1'1111 111' 111 
placa será 

(n) 

De la misma manera, la serie . . 
q = ~ ~ a sen !7'r: sen 1&1rtl, L.¡ L.¡ mn a b (u) 

m=1 n=1 

representa la distribución de la carga dada, y la serie 

~ ~ mrX nry 
p = kw = L.¡ L.¡ kAmn sen a sen T (p) 

representa la reacción del terreno de asiento. Sustituyendo la serie (n) en 
el primer miembro y las series (o) y (P) en el segundo miembro de (a), se 
obtiene 

(q) 

Consideremos, por ejemplo, la flexión de una placa solicitada por una 
fuerza P concentrada en un punto cu~lquiera U,?¡). En este caso 

4P m7r~ nrr¡ am" = -sen--sen-
ab a b (r)" 

según la ecuación (b) de la página 133. Sustituyendo (q) y (r) en (n), se 
obtiene finalmente 

'" .o m7r~ nrr¡ 
4P 1:1: sen a-senT w = - sen 
ab m2 n2 2 

m=1 n=1 7r
4
D (~ + 7)2) + k 

mrX nry 
--sen-

a b 
(s) 

Conociendo la flecha de la placa debida a una fuerza concentrada, la 
flecha producida por una carga transversal cualquiera se obtiene por el 
método de superposición. Tomemos, por ejemplo, el caso de una carga 
uniformemente repartida de intensidadq. Sustituyendo P por q d ~ dr¡ en (s) 
e integrando entre O y a, O y b, tendremos 

1:
00 1:'" sen m7rX sen nry 

16q a . b 
w = --.¡¡:2 m2 n 2 2 

m=1,3,ó .... n=1,3,5, ... mn [7r4
D (a2 + b2) + k] 

(t) 



l 'liando /( l'S Igual a Cl'!"o. l'sta !lecha se reduce a la dada por la solul,iún 
de Navier (131) para una placa uniformemente cargada'. 

Consideremos el caso de la figura 133. Una placa grande apoyada sobre 
una cimentación elástica está sometida a cargas P en puntos equidistantes 
a lo largo del eje2 x. 

tffJf!::~ijQ· 
FrG. 133. 

Se dispondrán los ejes de coordenadas como indica la figura y se 
utilizará la ecuación (j) puesto que no hay carga repartida. Tomemos una 
solución de esta ecuación de la forma 

W = wo+ 

en la que el primer término 

.. 
¿ 

... -2.4.6 •... 

Y",cos ~ 
a 

,Wo = P>. e->-II/V2 (cos ~ + sen~) 
2 v'2 ak v'2 v'2 

(u) 

representa la flecha de una franja de longitud infinita, de ancho unidad, 
paralela al eje y, cargada en y = O por la carga P/a [v. eco (283), pág. 510]. 
Los otros términos de la serie han de cumplir la condición de simetría, de 
que la tangente a la deformada en la dirección de las x tenga una pendiente 
nula en los puntos de aplicación de las cargas y en los puntos equidistantes 
de los mismos. Se toma para las funciones Ym las de las integrales particu­
lares 0) que se anulan para valores infinitos de y. Por consiguiente 

Para cumplir la condición de simetría (ow/oy)" = o = O se debe tomar 
en esta expresión 

B ... = (j .. A ... 
'Y", 

1 H. j. Fletcher y C. j. Thorne. J. Appl. Mechanics. vol. 19, pág. 361, 1952, han estu­
diado el caso de una placa rectangular con flechas y momentos aplicados sobre dos bordes 
opuestos y diversas condiciones en el contorno en los otros dos. En este estudio se dan nu­
merosas curvas. 

, H. M . Westergaard ha estudiado este problema; véase Ingeni;ren, vol. 32, pág. 513, 1923. 
Westergaard ha estudiado también las aplicaciones prácticas de la solución de este problema 
para la construcción de losas de pavimento de hormigón, véase Public Roads, vol. 7, pág. 25, 
1926; vol. 10, pág. 65, 1929. y vol. 14, pág. 185, 1933. 

Por ('onsi~lIiente. introdlH'il'lldo llls IlUl'vas constantes 11". 
representlm las Hechas (u) de la formll siguiente: 

.. 
AmI)'",. Hr 

W = Wo + ¿ A:" cos m;x e-~ .. II ('Ym cos 'Y",Y + (j", sen 'Y",Y) (v) 

...-2.4.6 •... 

Para .calcular las constantes A';' en función del valor de las cargas P, 
consideremos el esfuerzo cortante Q" que actúa a lo largo de la sección 
normal de la placa según el eje x. Se llega, por simetría, a que QII se anula 
en todos los puntos salvo en los de aplicación de P, donde los esfuerzos 
cortantes dan una resultante igual a - P/2. Se ha demostrado, en el estudio 
de una distribución semejante de esfuerzos cortantes (ap. 54, pág. 272) que 
estos esfuerzos pueden ponerse en la for~a .. 

QII = - :a -f ¿ (':""1)"'/2 cos m;x 
...-2.4.6 ••.. 

El esfuerzo cortante, calculado a partir de (v), es 

.. 
P 

--- 2D 2a ¿ A' ( 2 + 2) mrX ;.ft ... 'Y", 13". . 'Y ... , cos a 
... -2.4.6 •..• 

Identificando las dos expresiones de esfuerzos cortantes, tendremos 

I P( _1)"'/2 
A -= ( 2 2) '" 2aD13m'Ym 13m + 'Y ... 

donde, utilizando las notaciones (t) 

P( -1)"'/% 
A' = ----:::-:-~~~==7 

'" aD>. y>.!, + I-'!. 
Sustituyendo en (v), se obtiene finalmente 

p>.2 
W = Wo + --¡¡¡¡ 

.. 
¿ 

m--2,4,6, ... 

(-1)"'/2 mrX 
-0...="-_ cos -- e-~ .. II( 'Y cos 'Y y 
y>. 4 + I-'!. a ... '" 

(w) 

La flecha máxima se sitúa evidentemente bajo las cargas P y se obtiene 
sustituyendo x = a/2, y = O en (w), dedonde .. 

. P>. P>.2 '\' 'Ym 
W

máx = 2 0 ak + --¡¡¡¡ L.¡ y>. 4 + Sol!. 
(184) 

m=2,4,6, .•• 



EIl l'I l'ilSO particular ue una carga P aislada, que actúa sobre una placa 
infinita, la tlecha se obtiene poniendo a = A. ' en (184). En este caso, el 
primer término de la fórmula se anula y utilizando (i), tendremos 

U tilizando la relación 

2u Vu2 + 1 
se encuentra 

p}..2 {'" 1 du 
Wmáx = 2 V2 1I"k Jo V2 1 + u2 (185) 

de acuerdo con la ecuación (180). Con ayuda de este valor de la flecha, la 
presión máxima sobre la cimentación elástica, es 

p}..2 P (k 
(p )máx = kU'máx = 8 = 8" "J 15 (186) 

La tensión de tracción máxima se produce en la cara inferior de la placa 
debajo de la carga. La teoría anterior da un valor infinito al momento 
flector en est~ punto y se debe recurrir a la teoría de las placas gruesas 
(v. ap.26). En el estudio mencionado de Westergaard, se da la expresión 
siguiente para el cálculo de la tensión de tracción máxima, en la cara 
inferior de la placa, establecida mediante la teoría de las placas gruesas: 

P Eh' 
(O'r)máx = 0,275(1 + ,,) h2 log kb4 (x) 

En esta ecuación h representa el espesor de la placa y 

b V1.6c2 + h2 
- 0 ,675h cuando e < 1,724h 

e cuando e > 1,724h 

donde e es el radio del círculo sobre el que la carga P se supone uniforme­
mente repartida. Para e = O, estaremos en el caso de una fuerza concen­
trada. 

Para un área cuadrada cargada, de lado u, se sustituye e por 0,57 u (v. 
pág. 185). 

El caso de cargas equidistantes P, aplicadas a lo largo del borde de una 
placa semiinfinita puede tratarse de forma parecida (v. fig. 134), La fórmu­
la definitiva para la tensión de tracción máxima, en la cara inferior de la 
placa, bajo la carga, para a muy grande, es 

(O',.)mo.¡c = 0,529(1 + 0,54,,) ~ [ log (~~4) - 0,71 ] (y) 

donde h se calcula como en el l'IlSO II111l'rior y (' es el radio del árell semi­
circular sob're la que P se supone que está uniformemente repartida. Las 
fórmulas (x) e (y) son muy útiles para proyectar carreteras de hormigón, en 
este caso, el círculo de radio e representa la superficie de contacto del 
neumático con la carreteral

. 

¡¿Ii!~ 
FIG. 134 

60. Placa cargada con filas de columnas equidistantes 

Como último ejemplo consideremos una placa infinita apoyada sobre cimentación 
elástica que soporta cargas iguales y equidistantes P, uniformemente repartida cada 
una de ellas sobre una superficie rectangular u por v, como indica la figura 135. La 
flexión de tal $forjado-invertido~ puede tratarse mediante la solución de Westergaard 
ya estudiada utilizando una serie sencilla'. 

-$-$-$¡ 
.c 

¡ 

$- $f-x 
¡ 

.c , 

~---,----- ---,---ti y 

FIG. 135 

Mucho más sencilla y también más adecuada, salvo para el caso de cargas fuer­
temente concentradas, es sin embargo la solución en serie doble por el método de 
Navier. 

I El problema de distribución de tensiones en las proximidades de una carga aplicada 
en la esquina de una placa aún no ha sido resuelto con el mismo grado de seguridad que loa 
problemas vistos. Varias fórmulas empíricas y semiempíricas respecto a este caso pueden en· 
contrarse en Concrete Pavement Design, pág. 79, Portland Cement Association, Chicago, 1951. 
Importantes resultados experimentales sobre este problema han sido obtenidos por M. Dantu, 
Ann. ponts et chaussées, vol. 122, pág. 337, 1952. Véase también L. D. Black, Trans. E",. In,/ , 
Canada, vol. 2, pág. 129, 1958, Y D . E. Nevel, ibíd., pág. 132. 

• Véase W. Müller, Ingr .-Arch., vol. 20, pág. 278, 1952, Y Osterr . Ingr .·Arch., vol. 6, pá­
gina 404, 1952. 



I.IIN condinorll'N lk NlIlll'tríll nos llevan a representar la carl(lI trunllvt'rlllll debida 
a las columnas mediante una serie de cosenos 

~ ~ , 

\' \' 2m,..z 2n,..y 
q = Lt Lt a",n cos -a- cos -b-

... =0 n-O 

(a) 

La intensidad de la carga dada es igual a P/uv dentro de los rectángulos rayados 
en la figura 135 y cero en el resto. Así procediendo de la forma ordinaria, es decir, 
multiplicando la ecuación (a) por cos 2mnx/a cos 2nny/b dx dy e integrando entre los 
límites -a/2, +a/2 respecto a x y -b/2, +b/2 respecto a y, tenemos 

4P'",A m7(U n7rV 
amA = --- sen --sen-

7(2mnuv a b (b) 

donde 

''''A = 1 para m -F O, n -F O 
.... n =t para m = O, n -FO o m -F O, n =0 
'",n =-1 para' m '= n = O 

En el caso particular de m = O o n = O el coeficiente se obtiene fácilmente como 
límite de la expresión (b). 

Ahora según la ecuación (a) tomamos para las flechas la serie 

w = ! ! Amn cos 2:1rX cos 2~7(Y (e) 
... =0 n=O 

y la relación entre los coeficientes amn y Amn se establece fácilmente por el mismo 
razonamiento que antes (v. pág. 299). Así, utilizando la notación 

obtenemos 

2m,.. 

a 
2n7( 

fJn =-¡;-

A _ amn 

m .. - D'Y!. .. + k 

(d) 

(e) 

Sustituyéndola en la serie (e) y teniendo en cuenta la elfuación (b) tenemos el 
resultado final l

• 

4P 
00 m1rU n7rV 

\' \' Emn sen -;-sen b cos ClmX cos fJ .. y 

Lt Lt mn(D'Y!. .. + k) 
(f) w 

7('UV 
... -0 n-O 

Ahora 108 momentos flectores de la placa se obtienen por derivación como 
ordinariamente y la distribución de presiones de la placa sobre el terreno se halla 
multiplicando la expresión (f) por el módulo k. 

El caso particular k = O corresponde a una reacción del cimiento uniformemente 
repartida, es decir el caso de «forjado invertido* con una carga uniforme q = P/ab. 
Se ve en la ecuación (f) que la introducción del módulo tiende a reducir las flechas y 
también los momentos flectores de la placa. 

El caso de una placa rectangular de dimensiones finitas apoyada sobre cimenta­
ción elástica y sometida a la acción de carga concentrada ha sido estudiado por 
H. Happel'. El método de Ritz (v. pág. 375) se ha utilizado para determinar las 

, Debida a V. Lewe, Bauingenieur, vol. 3, pág. 453, 1923. 
2 Math. Z., vol. 6, pág. 203, 1920. Véase también, Bautechnik. vol. 26, pág. 181, 1949. 

flechas de eslll placlI. y se ha demostrado, en el ejemplo particular de placa cuadrada 
cargada en el centro, que la serie que da la flecha converge rápidamente y la flecha 
puede calcularse con aproximación suficiente tomando únicamente unos pocos pri­
meros términos de la serie'. 

61. Fle:ción de placas apoyadas sobre un sólido elástico semiinfmito 

Hasta aquí, se ha supuesto que el asiento' del cimiento en cualquier punto es 
proporcional a la presión entre la placa y el cimiento en ese mismo punto y en 
consecuencia independiente de la presión en cualquier otro punto. Esto es correcto 
en el caso de placa flotante considerada por Hertz (v. pág. 287), pero en el caso de 
cimiento cohesivo tal hipótesis se aproxima sólo groseramente al comportamiento real 
del cimiento; puede obtenerse algunas veces una mejor aproximación a partir de las 
siguientes hipótesis: 

1. El cimiento tiene las propiedades de un cuerpo elástico semiinfinito. 
2. La placa se apoya en el terreno sin rozamiento. 
3. Existe contacto perfecto entre la placa y el terreno incluso para presiones 

negativas. 

Esta última hipótesis parece arbitraria, sin embargo una presión negativa entre 
placa y terreno queda realmente más o menos compensada por el peso propio de la 
placa. 

Las propiedades elásticas de la cimentación elástica pueden ,caracterizarse, si se 
admite la isotropía, por un módulo de Young Eo y un coeficiente de Poisson Po' En 
la tabla 63 pueden verse los valores numéricos aproximados' de estas constantes que 
dependen de la naturaleza del cimiento y hallados por ensayos dinámicos; junto a 
ellos se dan los valores de la constante 

ko 
Eo 

(a) 
2(1 - v~) 

usada en lo siguiente. 

TABLA 63 
Valores de las constantes elásticas según la naturaleza de la cimentación 

Terreno Ea. kgf/cm' lb k", kgf/cm" 

Arcilla 800 0,17 410 
Loes y arcilla 900 0,42 550 
Arena media 1000-1300 0,33-0,23 550-690 
Arena y grava 2800 0,31 1540 
Arcilla plástica liásica 2700 0,44 1650 
Cal (apagada al aire) 11 500-13 300 0.32-0.38 6440-7700 
Roca caliza 112000 0,26 60000 

Nos limitaremos a considerar el caso de placa infinitamente grande, en estado de 
simetría axial. Utilizando coordenadas polares r, (J, podemos escribir la ecuación de 
la placa en la forma 

Dt..t.w(r) = q(r) - p(r) (b) 

en la que p(r) representa la carga dada y p(r) la reacción del cimiento. 

I El problema de una placa cuadrada sobre cimentación elástica ha sido estudiado también 
experimentalmente; véase la memoria de J. Vint y W. N. Elgood, Phil. Mag., serie 7, vol. 19, 
página 1,1935; y la de G. Murphy, Iowa State Coll. Eng. Expt. Sta. Bull., 135, 1937. 

, Debidos a E. Schultze y H. Muhs, «Bodenuntersuchungen fUr Ingenieur bauten", 
Berlín, 1950. Véase también Veroffentl. Degebo, Fascículo 4, pág. 37, 1936. 



S"II K,,(r,(I,'/') 111 f1"\'hll "11 "1 punto (r,O) del cimicllto ,khidll 11 111 cllrj(1I 11 o rlll 11 1 
unidad aplicada en d punto (I.!,v'). La forma de la ~función de intluenciaó depende 
exclusivamente de la naturaleza del cimiento. Utilizando las propiedades de las 
funciones de Bessel puede demostrarse' que la ecuación (b) se satisface siendo 

. ("" Q(a)K(a)Jo(ar)a da 
w(r) ~ Jo 1 + Da4K(a) 

(e) 

En la ecuación (e) Jo representa la función de Bessel de orden cero; el término 
dependiente de la nat?raleza del terreno es 

K(a) = Jo'" 27rsKo(s)Jo(as) ds 

en el que la forma de Ko está definida por 

Ko(s) = Ko[(r t + p2 - 2rp cos cp)l] 

siendo s la distancia entre los puntos (r,O) y «(1,'1'). Finalmente 

Q(a) = Jo'" q(p)Jo(ap)p dp 

(d) 

(e) 

es el término que depende de la intensidad q«(I) de la carga simétrica para r = (l. 

En el caso particular de una carga P uniformemente repartida en una circunfe­
rencia de radio e, ténemos 

(f) 

En el caso de la carga P uniformemente repartida en el círculo interior a esa 
circunferencia la ecuación (e) da 

P 
Q(a) = - J,(ac) 

1rCa 
(g) 

donde la función de Bessel es de primer orden. Finalmente, cuando la carga está 
concentrada en el origen «(1 = O), de la ecuación (f) obtenemos 

P 
Q(a) = 27r (h) 

En cuanto a la distribución de las reacciones, la correspondiente función p(r) se 
obtiene de la ecuación (b), sustituyendo previamente el término 

q(r) - Jo" Q(Ot)Jo(ar)a da (i) 

en función de su transformada de Fourier-Bessel (e) . Así obtenemos 

p(r) _ ¡ .. Q(Ot)J o(ar)a da 

JO 1 + Da4K(a) 
(j) 

Consideremos ahora dos casos particulares respecto a la naturaleza física del 
terreno. Para una placa flotante (ap. 57) la función de influencia Ko(s) se anula en 
todo punto excepto en s = O, donde se aplica la fuerza unidad. En cuanto a la 
ecuación (d) la función ](,,(a) debe ser entonces constante. Para obtener de la ecua-

, La solución del problema en su forma más general se debe a D . L. Holl, Proc. Fifth 
Intern. Coogr. Appl. Mech., Cambridge, Mass., 1938. 

c·i,'lIl (1') 111 c'X\lrC'H'ÚII fuer) p(r)/II, cI,' lI\'u"rclCl ,'ClIl la dcfiniciún dcl múdulo, dl'lll'IllCls 
tomar Ko(u) ,= l/k. Empleando la notación anterior ¡4 = D/k (pág. 287), obtenemos 
de la ecuación (e) la expresión 

1 (" Q(a)J o(ar)a da 
w(r) - k Jo 1 + a 4le (le) 

que satisface la ecuación diferencial (178) de la placa flotante. 
En el caso de un medio isótropo semiinfinito, tenemos según Boussinesq' 

Ko(s) = (1 - vOl/nEos y por la ecuación (d), K(a) = 2(1 - vo)"/Eoa, o bien 

1 
K(a) = (koa) 

donde ko es la constante elástica definida por la ecuación (a). Escribiendo para 
abreviar 

ko 

D 

Eo 
2D(1 - I'~) = ~ 

obtenemos finalmente la solución (e) en la forma más específica ' . 

w(r) =! ("" Q(a)J o(ar) da 
ko Jo 1 + a3l~ 

(l) 

(m) 

En el caso particular de una carga concentrada en el origen, las expresiones (X) 

y (h) dan 

(187) 

donde). = alo' Además la flecha en el punto de aplicación de la carga es 

w . = Pl~ ¡" ~ = Pl~ Va = O 192Pl~ 
",as 2rD Jo 1 + Xl 9D 'D (188) 

frente al resultado 0,125Pf/D de Hertz. El reparto de presiones se obtiene fácilmente 
de la expresión general (j). Tenemos para un punto cualquiera 

P 1'" JO(¡)XdX 
p = 27rl~ O 1 T X8 (189) 

y en especial en el punto de aplicación de la carga 

P ¡"" xdX P Va P 
pm;'x = 27rl~ Jo 1 + X3 = ~ = O,192~ (190) 

frente al valor 0,125P/P obtenido por Hertz. Si suponemos los mismos valores de 
wmix en ambos casos la fórmula (190) da un valor de Pmix que es 2,37 veces mayor 
que el de la fórmula de Hertz (181). En tal caso debe ser I = 1,24110 y en la figu­
ra 131 a) se dan las curvas de las flechas correspondientes calculadas según las 
ecuaciones (179) y (187). La figura 131 b) muestra en forma análoga la variación de 
la presión; en este caso, para obtener valores iguales de Pmáx según las dos fórmulas, 
debe tomarse / = 0,806/0 , 

1 Véase, por ejemplo, S. Timoshenko y J. N. Goodier, Theory of Elasticity, 2.- ed., pá­
gina 365, Nueva York, 1951. 

, Respecto a este resultado, véase también S. Woinowsky-Krieger, Ingr.-Arch., vol. 3, 
página 250, 1932, y vol. 17, pág. 142, 1949; K. Marguerre, Z. angew. Math. Mech., vol. 17, 
página 229, 1937; A. H. A. Hogg, Phil. Mag., vol. 25, pág. 576, 1938. 



Puede demostrarse finalmente, que el valor de los momento!! flet'tort's l'n In 
proximidad de la carga concentrada tiene la misma expresión para ambos tipos de 
cimentación si se utiliza la variable adimensional x = rll y x = rilo respectivamente. 
Deducimos de ello que la expresión (183) de los momentos flectores puede utilizarse 
también para una placa apoyada sobre un medio elástico· isótropo si sustituimos 1 
por kJ. Procediendo de esta forma con la fórmula de la tensión máxima de Wester­
gaard (x) (pág. 302), llegamos a la fórmula 

CTmÁx = 0,366(1 + ,,) ~ [ 10g (:;:) - 0,266] (n) 

en la que k" está dada por la ecuación (a) y b tiene el mismo valor que en la página 302. 
El problema de la flexión de una placa finita circular, lleva a un sistema infinito 

de ecuaciones lineales para determinar los coeficientes de la serie que da las flechas 
de la placa'. 

Podría considerarse también el uso del método de diferencias finitas para tratar 
el problema de placas circulares finitas '. 

Se han estudiado también la flexión de una placa infinita apoyada sobre una capa 
elástica, que queda a su vez sobre una base perfectamente rígid.a" y el problema de 
una losa de pavimento semiinfinita'. 

Las tensiones debidas a cargas superficiales fuertemente concentradas han de 
corregirse de acuerdo con la teoría de placas gruesas. Independientemente 'se .ha 
desarrollado una teoría especial de placas gruesas soportadas elásticamente". 

1 Véase H. Borowicka, Ingr.-Arch., vol. 10, pág. 113, 1939; A. G. Ishkova, Doklady 
Ahad. Nauk S.S.S.R., vol. 56, pág. 129, 1947; G. Pickett y F. J. McCormick, Proc. First 
U.S. Natl. Congr. Appl. Mech., pág. 331, Chicago, 1951. El efecto de la elevación de la parte 
exterior de la placa sometida a carga central ha sido estudiado por H. Jung, Ingr.-Arch., vo­
lumen 20, pág. 8, 1952. Respecto a flexión de placas rectangulares, véase M. 1. Gorbounov­
Posadov, Priklad. Math. Mekhan., vol. 4, pág. 68, 1940. 

, A. Habei, Bauingenieur, voL 18, pág. 188, 1937; para ia apiicación a piacas rectanguiares, 
véase G. Pickett, W. C. Janes, M. E. Raville y F. J. McCormick, Kansas Sta te Coll. Eng. 
Expt. Sta. Bull., 65, 1951. 

, A. H. A. Hogg, Phil. Mag., vol. 35, pág. 265, 1944. 
, G. Pickett y S. Badaruddin, Proc. Ninth Intern. Congr. Appl. Mech., vol. 6, pág. 396, 

Bruselas, 1957. 
" El primer estudio del comportamiento estático y dinámico de estas placas se debe a 

K. Marguerre, Ingr.-Arch., vol. 4, pág. 332, 1933. Véase también 1. Szabó, Ingr.-Arch., vo­
lumen 19, págs. 128 y 342, 1951; Z. 'angew. Math. Mech., vol. 32, pág. 145, 1952. Respecto 
a la aplicación de la teoría de E. Reissner, véase P. M. Naghdi y J. C. Rowley, Proc. First 
Midwest Conj. Solido Mech. (Univ. Illinois), pág. 119, 1953, Y D. Frederick, J. Appl. Mechanics, 
volumen 23, pág. 195, 1956. 
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Placas de formas diversas 

62. EClWciones de la flexión de placas en coordenadas polares 

Se han utilizado (cap. 3) las coordenadas polares en el estudio de la 
flexión simétrica de placas circulares, Pueden utilizarse ventajosamente en 
el caso general de flexión de placas circulares. 

A,---,r-----x 

o) b) 

FIG. 136 

Si se toman las coordenadas r y () como indica la figura 136 a), las 
relaciones entre coordenadas polares y cartesianas son 

de donde 

r 2 = X2 + y2 O = . arctg Y.. (a) 
x 

ar = ~ ' = cos O 
ax r 

00 _!L = 
ox= r2 

senO 
r 

ar = JI.. = sen 8 
ay r . 

(b) 
ae x cos 
ay = ¡:2 = -r-

lit ili:.'.ando t'stas l' xprt'sioncs, se obtiene la pendientt' lit' lu ucformaulI 
uc una placa, en la dirección de las x 

¡jw = aw ar + aw (JO 
ax ar ax 00 ax 

= aw cos O _ .! (Jw sen O 
¡jr r (JO (e) 

Puede escribirse una relación similar para la pendiente en la dirección 
de las y. Para determinar la curvatura en coordenadas polares se precisan 
las derivadas segundas. Repitiendo dos veces la operación indicada en (e), 
se encuentra 

a
2
w.= (~cos 0- .! seno~) (aw cos 0- .! aw seno) 

ax2 ar r ao ar r ao 

= (J2W cos2 O _ 2 a2w senO cos O + awsen2 O 
é)r2 ao é)r r ar r 

+ 2 aw senO cos O + a2wsen2 O (d) 
00 r2 • a02 r2 

De la misma manera se obtiene 

¡j2W = a2w sen2 O + 2 a2w sen O cos O + ¡jw cos2 O 
. ay2 ar2 (JO ar r or r 

_ 2 aw sen O cos O + 02W cos2 O (e) 
¡j(J r2 002 r2 

¡Pw a2w (J O + a2w cos 211 aw cos 20 
ox ay = ar2 sen cos ar ao -r- - ao - r-2 -

aw sen O cos e a2w sen O cos O 
- ar r - a02 r2 (f) 

Con esta transformáción de coordenadas, se obtiene 

a2w a2w ¡j2W 1 ow 1 a2w 
Aw = ox2 + oy2 = ar2 + r or + ¡:2 a02 

(g) 

Repitiendo dos veces esta operación, la ecuación diferencial en deriva­
das parciales (103) de la deformada de una placa cargada transversalmente 
resulta, en coordenadas polares: 

(191) 

Cuando la carga· está repartida simétricamente respecto al centro de la 
placa, la flecha w es independiente de (j y (191) coincide con (58) (v, pág. 72), 
obtenida en el caso de placas circulares cargadas simétricamente. 



Consideremos un elemento detl~rrninado en la placa por do" plallllll 
axiales adyacentes, que forman un ímgulo dO y por dos superficies cilíndri­
cas de radios T y T + dT [fig. 136 b)]. Representamos por M r , MI y M rt 101 
momentos flectores y torsor que actúan sobre el elemento por unidad y de 
longitud y tomamos las direcciones positivas como indica la figura. Para 
expresar estos momentos en función de la flecha w de la placa, supon~m08 
que el eje x coincide con el radio T. Los momentos ~r, MI Y Mrt tlene~ 
entonces los mismos valores que M x' My Mxy en el mismo punto y susti­
tuyendo O por O en (d), (e) y (f), se tiene 

Mr = -D(::~ + v:~~)8=0 = -D[~~~ + vG~~ +~:~~)] 
. (()2W ()2W) (1 dW 1 ()2W <12W) 

M, = - D éiy2 + v éix2 8_0 = - D r ar + ;:z <1(J2 + v éir2 (192) 

M r, = (1 - v)D (éi~2:y),_O = (1 - v)D G a~2:0 - ~ ::) 

De la misma manera, con ayuda de (108), se encuentran las expresiones 
de los esfuerzos cortantes l

: 

éi 
Q, = -D éir (~w) y Q = -D d(~W) 

t r <10 
(193) 

donde w está dado por la expresión (g). 
En el caso de un borde empotrado las condiciones de contorno de una 

(OW) - O 
<1r r-4 

(h) 

placa circular de radio a, son: 

En el caso de borde simplemente apoyado 

(i) 

Para un borde libre (v. pág. 108) 

(Mr)r=a = O V = (Qr - éi~or,) = O r u r_4 

(j) 

La solución general de (191) se escribe, como anteriormente, en forma 

W = Wo + Wl (k) 
de una suma 

donde wo es una solución particular de (191) y W 1 la solución de la ecuación 
homogénea 

(194) 

I La dirección de Q,. en la figura 136 b) es opuesta a la de la figura 28. Lo que explicl el 
signo negativo de (193). 

Esta última se pucdc escrihir mediante la siguiente scric': .. 
Wl = Ro + ¿ Rm cosmO + ¿ R:"senmO 

m-I m-I 

(195) 

en la que Ro, R¡"., R{, R;". son funciones únicamente de la coordenada 
radial T. Sustituyendo esta serie en (194), se obtiene para cada una de estas 
funciones, una ecuación diferencial ordinaria de la siguiente forma: 

cuya solución general para m > 1, es 

(l) 

Para m = O Y m = 1 las soluciones son: 

Ro = Ao + Bor2 + Co log r + Dor2 In T 
y (m) 

Se pueden escribir expresiones similares para las funciones R;,.. Susti­
tuyendo Rm y. R;,. por estas expresiones en la serie (195), se obtiene la 
solución general de la ecuación (194). Las constantes A m , Bm "., Dm deben 
estar determinadas en cada caso particular de forma que cumplan las 
condiciones de contorno. La solución Ro que es independiente de O, repre­
senta la flexión simétrica de las placas circulares. En el capítulo 3 se han 
estudiado varios casos particulares de este tipo 

63. Placas circulares bajo cargo que varía linealmente 

Si una placa circular está sometida a una carga repartida como indica 
la figura 137, podemos dividirla en dos partes: 1) una carga uniformemente 
repartida de intensidad 1/2(P2 + p¡) Y 2) una carga que varía linealmente 
con intensidad nula en el diámetro en de la placa e intensidades -p y +p 
en los extremos A y B del diámetro AB. El caso de carga uniforme se 
ha estudiado en el capítulo 3. Aquí tenemos que considerar únicamente 
la carga no uniforme representada en la figura por los dos triángulos ra­
yados2

• 

La intensidad de la carga q en un punto de coordenadas T y O es 

pr cos O 
q=--­

a 

1 Solución debida a A. Clebsch en Theorie der Elasticit¿it fester Korper, 1862. 

(a) 

• Este problema ha sido estudiado por W. Flugge, Bauingenieur, vol. lO, pág. 221 , 1929. 



I,a soluciún particular de la l:l' lIlll'ic'lIl (1 1) 1) puede tomarse entonn'!j ('1\ 

la forma siguiente 
pr6 cos () 

Wo = A~-­
a 

que después de sustituir en la ecuación (191), da 
1 

A = 192D 
De donde 

pr6 cos () 
Wo = 192aD 

(b) 

Como solución de la ecuación homogénea (194) tomamos únicamente el 
término en Rl de la serie (195) y suponemos 

Wl = (A1T + Blra + C1r-1 + D1r In r) cos () (e) 

Siendo preferible trabajar con magnitudes adimensionales, introduci­
mos en lugar de r la relación 

r 
p=­

a 

Con la nueva notación la flecha de la placa resulta 

pa4 

W = Wo + Wl = 192D (p6 + Ap + Bps + Cp-l + Dp In p) cos () (d) 

donde (! varía de O a 1. Las constantes A, B .. . , en esta expresión deben 
ahora determinarse a partir de las condiciones de contorno. 

FIG. 137 

Comencemos con el caso de una placa simplemente apoyada (fig. 137). 
En este caso la flecha w y el momento M r en el contorno se anulan y 
obtenemos: 

(W)p-l = O (e) 

En el Cl'ntro de la placa «(1 O) la flecha w y el momento M, deben ser 
finitos. De aquí se deduce simultáneamente que las constantes e y D de la 
expresión (á) deben ser nulas. Las constantes que quedan A y B se hallan 
ahora de las ecuaciones (e) que d¡m: 

pa4 
(W)p_l = 192D (1 + A + B) cos () = O 

pa2 

(Mr)p_l = - 192 [4(5 + JI) + 2(3 + JI)BJ cos (} = O 

Como estas ecuaciones deben ser realizadas para cualquier valor de (), los 
factores delante del cos () deben anularse. De este modo, resulta: 

y obtenemos 

l+A+B=O 
4(5 + JI) + 2(3 + JI)B = O 

B = 2(5 + v) 
-3~ 

A 7+ JI 
=3+JI 

Sustituyendo estos valores en la expresión (ti) obtenemos para la fle­
cha w: 

pa4p(1 _ p2) 
W = 192(3 + JI)D [7 + JI - (3 + JI)p2] cos (} (f) 

Para calcular los momentos flectores y esfuerzos cortantes sustituimos 
la expresión (f) en las ecuaciones (192) y (193) de las cuales: 

pa2 

M r = 48 (5 + JI)p(1 - p2) cos () 
(g) 

pa2 

Mt = 48(:3' + JI) p[(5 + JI)(l + 3J1) - (1 + 5J1)(3 + JI)p2] cos () 

Q pa 
r = 24(3 + JI) [2(5 + JI) - 9(3 + JI)p2] coa (} 

(h ) 
Q pa 

I = - 24(3 + JI) p[2(5 + JI) - 3(3 + JI)p2] sen () 

Se ve que (Mr)mb se produce para (! = 1/V3 y vale 

(M ) = paS(5 + 11) 
r ..... " 72 v'3 

El valor máximo de Me se produce para 

p = V(5 + JI)(1 + 3J1)/ V3(1 + 5J1)(3 + JI) 
y vale 

(M) = pa2 (5 + JI)(l + 3J1) 
1mb 72 3 + JI 



El valor de la reaccic'ln vert icul l'n el contorno por unidad de lonwi-
tud es l 

aMrl pa 
- V = -Qr + r a8 = 4" cos 8 

El momento de esta reacción respecto al diámetro CD de la placa 
(fig. 137) es 

4 - cos 8 a2 cos 8 d8 = --10
,,/2 pa 7ra3p 

0 44 

Este momento compensa el momento de la carga repartida sobre la 
piaca tomado respecto ai mismo diámetro. 

Como segundo ejemplo consideremos el caso de una placa circular con 
borde libre. Tal condición se encuentra en el caso de una losa circular de 
cimentación que sostiene una chimenea. A consecuencia del empuje del 
viento se transmite a la losa un momento M (fig. 138). Suponiendo que las 
reaCClOnes correspon.dientes a este momento se reparten según una ley 

FIG. 138 

lineal, como la indicada en la figura, obtenemos la misma clase de carga 
que en el caso anterior, y la solución general puede tomarse en la misma 
forma (d) que antes. Las condiciones de contorno en el borde exterior de 
la placa, que está libre de esfuerzos, son 

(i) 

La parte de la placa interior a un círculo de radio b se considera 
absolutamente rígida. Se supone también que el borde de la placa está 
empotrado a lo largo de la circunferencia de radio b. Por lo tanto para 
º = bja = fJ deben cumplirse las siguientes condiciones de contorno 

(j) 

Sustituyendo la expresión (d) en las ecuaciones (t) y (;) obtenemos las 
siguientes ecuaciones para determinar las constantes 

4(5 + JI) + 2(3 + JI)B + 2(1 - JI)C + (1 + JI)D = O 
4(17 + JI) + 2(3 + JI)B + 2(1 - JI)C - (3 - JI)D = O 

4{j4 + 2{j2 B - 2{j-2C + D - O 

1 La reacción se considera positiva cuando su sentido es hacia arriba. 

1 k estas ecuaciones 

B = -2 4(2 + JI) + (1 - JI) 13 2 (3+ 13') 
(3 + JI) + (1 - JI)¡3' 

C = -2 4(2 + JI)¡34 - (3 + JI)¡32(3 + 13') D = 12 
(3 + JI) + (1 - JI)¡34 

Sustituyendo estos valores en la expresión (d) y utilizando las ecuacio­
nes (192) y (193), podemos obtener Íos valores de los momentos y esfuerzos 
cortantes. La constante A no aparece en estas ecuaciones. El término 
correspondiente en la expresión (d) representa el giro de la placa, como 
sólido rígido, respecto al diámetro perpendicular al plano de la figura 138. 

A 

a) 

~ ~ 
e) 

FIG. 139 

Si se conoce el módulo de cimentación, el ángulo de giro puede calcularse 
mediante la condición de equilibrio del momento M y las reacciones del 
cimiento. 

Utilizando la expresión (d) puede resolverse el caso de una placa circu­
lar simplemente apoyada, cargada con un momento M en el centro 
[fig. 139 a)]. En este caso ha de omitirse el término en ,;/, que corresponde 
a la carga repartida. Para evitar una flecha infinita en el centro la constan­
te e debe ser nula. Así la expresión (d) se reduce a 

w = (Ap + B p3 + Dp In p) cos 8 (k) 

Las tres constantes A, B y D se determinan ahora a partir de las si­
guientes condiciones de contorno 

(W)p_l = O (Mr)p_l = O 

-a J _:" (M.,)p_l sen 8 d8 + a2 J _:" (Qr)p-l cos 8 d8 + M = O (l) 

Las dos primeras representan las condiciones de borde simplemente 
apoyado; la última establece la condición de equilibrio de las fuerzas y 
momentos que actúan en el contorno de la placa y el momento exterior M. 
De las ecuaciones (1) obtenemos 

1 + JI Ma 
A=-3+Jl87rD 

Ma 
D = - 4rD 



dI' dOlldl' 

A causa del término logarítmico entl't! mrl'hetl'lI, h • .,,,ndlcmtl' ti .. h. 
deformada, calculada a partir de lu ecultcic'm (m) rl'lIultM Inflnh ... flMrM 
eliminar esta ~ificultad p~ede considerurlle "b"uluhamentr rl.,itlM 1 1M pltrtt' 
central de radIo b. Supomendo la placa empotrllulI en "U mntornn intt'rlor 
que gira por efecto del momento M [fig. t 39 h)], hullamol ' 

Ma 
w = 811"D[(3 + JI) + (1 JI)¡34) {-[(1 + JI) + (1 - JI)~41p' 

+ (1 + JI)(1 - (J2)2p + 2[(3 + JI) + (1 - JI)fJ']p In p 
- ,82[(1 + JI),82 - (3 + JI)]p-l\ cos 8 (n) 

donde fJ = bja. Cuando fJ vale cero, la ecuación (n) se reduce a laecua­
ción (m) antes obtenida. Sustituyendo la expresión (n) en la ecuación (192) 
pueden calcularse los momentos flectores M r y Mt . 

El caso en que el contorno exterior de la placa está empotrado 
[fig. 139 b)] puede estudiarse de modo similar. Este caso tiene interés 
práctico para el proyecto de acoplamiento de ejes2

• Las tensiones radiales 
máximas en los contornos interior y exterior y el ángulo de giro 'f! de la 
parte central rígida son en este caso 

h 
(O"r)r-l> = CL - E<p 

a 
M 

<p = CL~h· 

donde a, al> ~ son constantes cuyos valores figuran en la tabla {i4. 

TABLA 64 

{J = bfa a a, a2 

0,5 14,17 7,10 12,40 
0,6 19,54 12,85 . 28,48 
0 ,7 36,25 25,65 77,90 
0,8 82,26 66 ,50 314,00 

64. Placas circulares bajo carga concentrada 

El caso de una carga aplicada en el centro de la placa se ha estudiado 
en el apartado 19. Supondremos aquí que la carga P está aplicada en un 
punto A a una distancia b del centro de la placa O (fig. 140)3. Dividiendo 

1 R. J. Roark, Univ . Wisconsin Bull. , 74, 1932, ha hecho experiencias con tales placas. 
2 H . Reissner, Ingr.-Arch., vol. 1, pág. 72, 1929. 
3 Este probl~ma ha sido resuelto por Clebscn, op. cit. Véase también A. Foppl, Sit.bn. 

bayo": Akad. WISS. Jahrg., 1912, pág. 155. El estudio del mismo problema en coordenadas 
esfencas fue hecho por E. Melan, Eisenbau, 1920, pág. 190, Y por W. Flügge, .Die strenge 
Berechnung von Krelsplatten unter Einzellastem, Berlín, 1928. Véase también el trabajo de 
~4~.chmidt, Ingr.-Arch. , vol. 1, pág. 147, 1930, Y W. Müller, lngr.-Arch., vol. 13, pág. 355, 

la placa ell dos partes por la sección cilíndrica de radio h como indica la 
línea de puntos en la figura, podemos aplicar la solución (195) a cada una 
de las partes de la placa. Si el ángulo (J se mide a partir del radio OA sólo 
deben conservarse los términos en cos m (J. De ahí obtenemos para la parte 
exterior de la placa .. 

donde 

w = Ro + 2: Rm cos m(J 
m=l 

Ro = Ao + Bor2 + C o log r + Dor2 In r 
RI = Alr + B 1r3 + Clr-l + Dlr In r 

R ... = A ... r'" + B.".r-'" + Cmr",+2 + D",r-m+2 

(a) 

(b) 

Para las funciones R~, R~, ... R;.. correspondientes a la parte interior de 
la placa pueden escribirse expresiones similares. Utilizando los símbolos 
A;", B:,., .. . en lugar de Am , Bm , ..• para las constantes de esta parte de la 
placa, de la condición de que la flecha, la pendiente y los momentos sean 
finitos en el centrQ de la placa, obtenemos 

C~ = D~ = O 
C~ = D~ = O 

B:" = D:" = O 

Por consiguiente, para cada término de la serie (a) tenemos que deter­
minar cuatro constantes para la parte exterior y dos para la parte interior. 

FIG. 140 

Las seis ecuaciones necesarias para esta determinación pueden obtener­
se a partir de las condiciones de contorno en el borde de la placa y las 
condiciones de continuidad en el círculo de radio b. Si se supone que el 
borde exterior está empotrado, las condiciones de contorno son: 

(ow) _ O -¡¡;: r_ - (e) 



I{epresentando la tlecha de la parte interior por w I y observando que no 
11Ily momentos exteriores aplicados en el círculo ·de radio b, las condiciones 
de continuidad dan: 

W = Wl 
éJ2w érWl 
{}r 2 = ar2 para r = b (d) 

La última ecuación se obtiene de la consideración del esfuerzo cortante 
Qr a lo la'rg~ del círculo de radio b. Este esfuerzo es continuo en todos los 
puntos del círculo excepto ~l punto A, donde tiene una discontinuidad 
debida a la fuerza P. Representando esta fuerza por la seriel

• 

(e) 

y para el esfuerzo cortante la primera de las expresiones (193) obtenemos 

(1) 

A partir de las seis ecuaciones (e), (á) y (j) pueden calcularse las seis 
constantes y las funciones I\,. y R;,. pueden p'onerse en la forma siguiente: 

U tilizando estas funciones, obtenemos para la flecha bajo el punto de 
aplicación de la carga: 

(196) 

I Esta serie es análoga a la utilizada en el caso de placas continuas (véase pág. 274). 

!'ara h () esta lúrlllllla coincide con la lúrmula «(J2) l'orrl'spoIHliellte a 
placa bajo carga en el centro. El caso de placa con borde simplemente 
apoyado puede trat~rse de forma parecida. 

~ 
FIG. 141 

El problema de una placa anular empotrada en el borde interior y con 
una carga concentrada P en el contorno exterior (fig. 141) puede resolverse 
también utilizando la serie (a). En este caso las condiciones de contorno en 
el borde interior empotrado son 

(OW) -O or r- b -
(g) 

En el contorno exterior, que está cargado en un solo punto las condi-
ClOnes son 

.. 
(V)r=a = :a (~ +¿ cos mo) (h) 

m-l 

Los cálculos hechos para el caso particular bfa = 2/3 dan l para el 
máximo momento flector M,. en el contorno interior 

p 
(Mr) ..... b.S_ O = -4,45 211" 

En la figura 142 se da la variación del momento a lo largo del contorno 
interior y a lo largo del círculo de radio r = Sa/6. Puede verse que este 

5 

I H . Reissner, QJJ. cit. 



1ll0llll'nlo di~lllinllyl' rÍlpidllmentt' ni 111111"'111111' ,,1 1111"'1110 /1 IIlrdido 11 I'lIrtll' 

del punto de aplicación de la l~lIrIC'" 1,11" {'Il'U", deo ntrK" .imiol ril'lunC'nl" 
repllrtida respecto al centro de lIa pl"l'''' o IClII l'''"1I1 ,1" pi .. ,· ..... nul .. rt •• 
pueden abreviarse utilizando la Moluci{,n ICenerlll del tipo (t'). P .. r. pll"·,,. 
l' irculares completas bajo cargll excéntriclI, pueden onttmerllt' .oludoll". 
más sencillas por el método de variahle complejllU o, l:Ulmdu 1 .. pJ¡1l:11 e.tÍ¡ 
empotrada por el método de inversión:!. En eMte último l:a"o 1 .. det'ormlld" 
toma la forma 

w = 1~~ [(1 - x 2)(1 - ~2) 
+ (x2 + ~2 ~ 2x~ cos O) In X2 + ~2 - 2x~ coa O] (197) 

1 + x2e - 2x~ coa O 

donde x = TIa y ~ = bla (fig. 140). La expresión (197) es válida en toda la 
placa y para x = ~ y (} = O, esto es, en el punto de aplicación de la carga, 
da el valor (196) obtenido por el método de la serie. 

65. Placos circulares apoyadas en varios puntos del contorno 

Considerando el caso de una carga simétricamente repartida respecto al centro de 
la placa, tomamos pll(a la deformada una expresión general de la forma 1 

W ~ Wo + WI (a) 

en la que W o es la flecha de la placa simplemente apoyada en todo el contorno y W I 
satisface la ecuación diferencial homogénea 

á.á.WI = O (b) 

Representando las reacciones concentradas en los puntos de apoyo 1, 2, 3, ... por 
Ni' N 2 , ... , Ni y utilizando para representar las fuerzas concentradas, la serie (h) del 
apartado anterior, tenemos para cada reacción Ni la expresión 

(e) 

donde 
o, = O - y, 

1 El problema de una losa flotante de contorno circular puede resolverse combinando 
unas reacciones de este tipo con la carga uniformemente repartida; véase K. Hajnal-Konyi, 
«Berechnung von kreisfiirmig begrenzten Pilzdecken'), Berlín, 1929. 

2 La placa sImplemente apoyada fue tratada en esta forma por E. Reissner, Math. Ann., 
volumen 111, pág. 777, 1935; para la aplicación del método de MuscheliSvili, véase A. 1. 
Lourye, Bull. Polytech. Inst. Leningrad, vol. 31, pág. 305, 1928, Y Priklad. Math. Mekhan., 
volumen 4, pág. 93, 1940. Véanse también K. Nasitta, Ingr.-Arch., vol. 23, pág. 85, 1955, y 
R. J. Roark, Wisconsin Univ. Eng. Expt. Sta. Bull., 74, 1932. 

3 J. H. Michell, Proc. Londun Math. Soc., vol. 34, pág. 223, 1902. . 
1 A. Nádai ha estudiado varios problemas de este tipo, véase Z. Physik, vol. 23, pág. 366. 

1922. Las placas apoyadas en varios puntos han sido estudiadas también por W. A. Bassali. 
Proc. Cambridge Phi/. Soc., vol. 53, pág. 728, 1957. y las placas circulares con condicioneA 
de contorno mixtas por G. M. L. Gladwell, Quart. J. Mech . Appl. Math .• vol. 11. pág. 159. 
1958. 

~il!ndo )', el KlIl(ulo que define 111 p()~ición del apoyo i(fil{. t 4:1). LH intellHidllU de 111 
rellcción en cualquier punto del contorno está dada entonces por h, expresión 

t~Ü+ t<~m,) 
1 ... -1 

(ti) 

en la que la suma se extiende a todas las reacciones concentradas (e). 

FIG. 143 

, La solución g~neral de la ecuació? homogénea (b) está dada por la expresión (195) 
(pag. 312). S':1p~n~endo la placa contmua y suprimiendo los términos que dan flechas 
o momentos mflnItos en el centro, de la expresión (195) obtenemos .. 

WI - Ao + BoT I + ¿ (A",T'" + C",T",+I) C08 mfJ 
... -1 .. 

+ l (A'",T" + C'",Tm+l) sen mfJ (e) 
... -1 

Para determinar las constantes tenemos las siguientes condiciones de contorno: 

(M.)._o = -D - +" - - + - - = O 
[

é)1w (1 é)w 1 é)tw)] 
é)r2 T é)T TI é)(J! '-0 

(1) 

(v)._o "" (Q. _ lJM.,) 
T é)(J '_0 

en las qu~ M .. y Q. están dad~s por las ecuaciones (192) y (193). 
~onslderem08 .el caso part¡culiü' en que la placa está apoyada en los extremos de 

un diámetro. Mediremos 8 desde este diámetro. Entonces y I = O, Yz := 1t y obtene­
mos 

Pa
l 

{ 1 + ,,( 1) 
W - Wo + 2 ... (3 + ,,)D 2 In 2 - 1 + 1 _" 2 In 2 - f2 

~ [1 2(1 + JI) p2 ] } Lt m(m - 1) + (1 - ,,)(m - l)m! - m(m + 1) p'" cos mO 
... -2.4,6, ... 

(g) 

en la que Wo es la flecha de la placa cargada simétricamente y simplemente apoyada, 



/' lu "III'I(U 10tuI rl'purlidll cn In plllt'll '1 (! , /tI, CIIUIIOO Iu ""1'1(" CHliI npli"lIdll 1'11 1'1 
n'1I1 ro, Huponienoo v 0,25, de 111 Cxpl'CHiÚII (x) ohtenemos: 

Pa l 

(w)p_o - 0,116 D 

Pa' 
(W)P_I.'_~/I - 0,118 D 

Para üna' placa uniformemente cargada obtenemos 

qa4 

(w)p_o = 0,269 Ji 

qa4 

(W)p_l,8_~12 = 0,371 Ji 

Combinando dos soluciones del tipo (g) puede resolverse también el caso indicado 
en la figura 144. 

Cuando una placa circular está apoyada en tres puntos con separaciones de 120", 
la flecha producida en el centro de la placa, cuando la carga se aplica en el centro es 

Pa l 

(w)p_o = 0,0670 D 

FIG, 144 

Cuando la carga está uniformemente repartida, la flecha en el centro es 

donde P = na'q. 
El caso de una placa circular apoyada en tres puntos se ha estudiado experimen­

talmente con placas de vidrio. Estos ensayos dieron resultados satisfactoriamente 
concordantes con la teoría'. 

66. Placas en forma de sector 

La solución general desarrollada para placas circulares (ap. 62) puede adaptarse 
también a placas en forma de sector con los bordes rectos simplemente apoyados'. 
Tomemos como ejemplo una placa semicircular simplemente apoyada a lo largo del 
diámetro AB y uniformemente cargada (fig. 145). La flecha de esta placa ea eviden-

1 Experiencias verificadas por Nádai, ibíd. 
2 Problemas de este tipo fueron estudiados por Nádai, Z, Ver. deuto 1",., vol. 59, pil,o 169, 

1915, Véase también B. G . Galerkin, Collected PapeTS, vol. 2, pág. 320, MOICÚ, 1953, que dll 
tablas numéricas para estos casos. 

1"111"111<' 1" 11 IIslI 111 qllt' ~l' pl'odlll'iriu l'lI 111 pillea cir<'tllur illdll'lldu por l·1 "011101'110 dc 
puntos y carj.¡aoa como inoica la figura 145 b). La carga repurtidll CHta\ rcprcHcnhlda 
en tal caso por la serie : .. 

q 2: 
m=1.3.6., .. 

~sen mf! 
m1l' 

/"'---- ............ , 
/ , 

/ , 
I \ 

A\:l91 O \ \B ./ 8 
Q' • 

. ' 

a) b) 

FIG, 145 

y la ecuación diferencial de la deformada es 

1 
t..t..w =­

D 
~ 4Qsenml) 
~ m,,-

m=1.3.5 • . , , 

(a) 

(b) 

La solución particular de esta ecuación que satisface las condiciones de contorno 
a lo la rgo del diámetro AB es 

~ 4Qr4 

~ 1I'm(16 - m")(4 _ m")D sen mI) 
m=I.3.5. ,. , 

Wo = (e) 

, La solución de la ecuación diferencial homogénea (194) que satisface las condi­
cIOnes de contorno en el diámetro AB es .. 

W1= 2: (A",r" + B ... r"+!) sen mI) (d) 

m-l.a.5 •... 

Sumal;'~o las expresiones (e) y (ti) obtenemos la expresión de la flecha de una 
plac~ semiCircular: !-as constantes A", y Bm se determinan en cada caso particular 
mediante las condiCiones en el contorno circular de la placa. 

En el caso de placa simplemente apoyada tenemos 

(w)._o - O 

[ alto + .. (~ ~ + ~ alto)] ~ o 
Or l r Or ,.. 061 r_o 

(e) 

Sust,itu~endo w por, la suma de las series (e) y (d), obtenemos para calcular A", y 
Bm las sigUientes ecuaciones: 

A .. a" + B .. a"+! _ _ 4Qa
2 

m,.. (1 6 - m2)(4 - ml)D 

A .. a"[m(m - 1) - "m(m - 1)) + B ... a"+!(m + 1)[m + 2 + .. (2 - m)) 

4qa2[12 + .(4 - m2)) 

m,,-(16 - ml)(4 - m 2)D 



A", 

B ... 

______ !1.~~(m + 5 + ,,) 
a"'7Il,..(16 - 711')(2 + m)[m + t(1 + ,,»)D 

qa'(m + 3 +,,) 
a"'+Im,..(4 + m)(4 - m')[m + t(1 + ,,»)D 

Con estos valores de las constantes, la expresión de la flecha toma la forma 

qa' 
w- D ¿ 

m - I .3,5" , , 

+~ m+5+11 
a'" m,..(16 - m')(2 + m)(m + t(l + ,,») 

- -- senm9 
r",+1 m + 3 + 11 } 
a",+2 m,..(4 + m)(4 - m')[m + t(1 + ,,») 

Con esta expresión de la flecha, los momentos flectores se obtienen fácilmente 
mediante las ecuaciones (192). 

De forma similar puede obtenerse la solución para cualquier sector con ángulo 
n/k siendo k un número entero. Las expresiones finales de las flechas y momentos 
flectores en un punto dado pueden darse en cada caso particular por las fórmulas: 

en las que a , p, p, son factores numéricos . En la tabla 65 se dan varios valores de 
estos factores para puntos del eje de simetría de un sector. 

TABLA 65 

Valores de los factores a , {J y {JI para distintos valores n/k del ángulo en el centro de un sector 
simplemente apoyado en el contorno 

• = 0,3 

rfa = 'f. rfa = 'f, rfa = ' f. rfa = 1 
:lfk 

a # fi , a fi fi, a fi fi, a fi (J, 

" f4 0,00006 -0,0015 0:0093 : 0,00033 0,0069 0,0183 0,00049 0,0161 0,0169 ° ° 0,0025 
" f3 0,00019 -0,0025 0,0177 [ 0,00080 0,0149 0,0255 0,00092 0,0243 0,0213 ° ° 0,0044 

" f2 0,00092 0,0036 0,0319 0,00225 0,0353 0,0352 0,00203 0,0381 0,0286 ° ° 0,0088 

" 0,00589 0,0692 0,0357 0,00811 0,0868 0,051 5 0,00560 0,0617 0,0468 ° ° 0,0221 

TABLA 66 
Valores de los factores a y ~ para distintos valores n/k del ángulo en el centro de un sector 

empotrado en el contorno circular y simplemente apoyado en los bordes rectos 
p = 0,3 

T/a = i T/a = t T/a = ! T/a = 1 
n/k 

a ti 11 ti a li fJ fl 

n/4 0,00005 - 0,0008 0,00026 0,0087 0,00028 0,0107 O 0,0250 
n/3 0,00017 -0,0006 0,00057 0,0143 0,00047 0,0123 O 0,0340 
n/2 0,00063 0,0068 0,00132 0,0272 0,00082 0,0113 O 0,0488 
n 0,00293 0,0473 0,00337 0,0446 0,00153 0,0016 O --0,0756 

El \ 'UII" \'1\ '1Ul' Iu "lu\'I1 nlll formll de sector eRllí l' llIpotmdll en el hordt" l'in'ulllr 
y !limplemente apoyada en los bordes rectos puede tratarse por el mismo método de 
solución usado en el caso precedente. En la tabla 66 se dan 108 valores de 109 

coeficientes a y p para puntos tomados en el eje de simetría del sector. 
Puede verse que en este caso la máxima tensión de flexión se produce en el punto 

medio del borde circular del sector. 
Si el borde circular de una placa uniformemente cargada con forma de sector está 

libre, la flecha máxima se produce en el punto medio de dicho borde. Para el caso en 
que n/k = n/2 obtenemos 

qa' 
Wm' x = 0,0633 D 

El momento flector en el mismo punto es 

M , = O,1331qa' 

En el caso de una placa con forma de sector circular con bordes radiales empo­
trados o libres, deben aplicarse métodos aproximados l

, Sin embargo, el problema 
particular de la placa en forma de cuña con carga lateral puede resolverse rigurosa­
mente (v. ap. 78). Otro problema que permite una solución exacta es el de la flexión 
de una placa empotrada a lo largo de dos arcos circulares'. En este caso deben 
introducirse coordenadas bipolares; en la tabla 67 se dan los resultados relativos a una 
placa semicircular empotrada. 

TABLA 67 
Valores de los factores a, fJ y {JI [ecs. (1)] para placa semicircular empotrada en el contorno 

(fig. 145a) 
• = 0,3 

T/a = O T/a = 0,483 
Reparto de carga 

T/a = 0,486 T/a = 0,525 T/a = 1 

{J fJmáx amáx fl, máx {J 

Carga hidrostática q -0,0731 0,0355 0,00202 0,0194 -0,0584 
Carga uniforme y /a -0¡Ü276 .. .. . . . . . . . .... - 0,0355 

Pueden usarse también con ventaja en el caso de una, placa empotrada entre un 
círculo exterior y uno interior (excéntrico) bajo una carg~ únicaS . 

1 Véase G. F . Carrier y F. S. Shaw, Proc. Symposia Appl. Math" vol. 3, pág. 125, 1950; 
H. D. Conway y M . K. Huang, J. Appl. Mechanics, vol. 19, pág. 5, 1952; H . R. Hassé, QuaTt . 
Mech. App/. Math., vol. 3, pág. 271 , 1950. El caso de una carga concentrada ha sido estudiado 
~r. T. Sekiya y A. Sa,ito, Proc. FOUTth Japan. Congr. Appl. Mech., pág. 195, 1954. Para placas 
hmltadu por dos radiOS y dos arcos ~ empotradas, véase G. F. Carrier, J. Appl. Mechanics, 
volumen 11, pág. A-134, 1944. El mIsmo problema con distintas condiciones de borde fue 
estu,diado por L. i. Deverall y C. J, T horne, J. App/. Mechanics, vol. 18, pág. 359, 1951. La 
fleXión d~ una placa ,semicircular u~iformemente cargada simplemente apoyada en el borde 
curvo y hbres en el dIámetro (un _diafragma> de una turbina de vapor) ha sido estudiado con 
detalle por D. F. Master y M. A. SadowakY,J. Appl, Mechanics, vol. 23, pág. 329, 1956. Además 
H. MUggenburg ha tratado un caso similar con el borde curvo empotrado, IngT.-Arch., vo­
lumen 24, pág. 308, 1956. 

2 La función de Green para estas condiciones de contorno fue obtenida por A. C. Dixon, 
Proc. London Math . Soc., vol. 19, pág. 373, 1920. Para un caso límite interesante véase 
W. R. Dean, Pr~~ , Cambridge Phi/o Soc. , vol. 49, pág, 1953, Para los casos de cargas re~artidas 
el uso de la funclon de Green, butante engorroso puede evitarse; véase S . Woinowsky-Krieger 
J. A!'pl. Mechanics, vol. 22, pág. 129, 1955; e Ingr.-ATch., vol. 24, pág. 48, 1956. ' 

Este problema fue estudiado por N. V. Kudriartzer, Doklady Akad. Nauk S .S.S.R., vo­
lumen 53, pág. 203, 1946. 



67. Placa. circulare. de e.pe.or no uniforme 

Se encuentran a veces placas circulares de espesor no uniforme en el proyecto de 
elementos de máquinas tales como diafragmas de máquinas de vapor y pistones de 
máquinas oscilantes. En tales placas nbrmalmente el espesor es función de la distancia 
al centro y la carga simétrica respecto al mismo. Limitaremos nuestro estudio a este 

caso de simetría. 
Procediendo como se vio en el apartado 15 y utilizando las notaciones de ese 

apartado, de la condición de equilibrio del elemento indicado en la figura 28 (pág. 71) 
deducimos la ecuación siguiente: 

dMr 
M r + -Tr T - M. + Qr = O (a) 

en la que, como anteriormente 

donde 

"'= 
dw 

dT 

(b) 

(e) 

y Q es el esfuerz~ cortante por unidad de longitud de una sección circular de radio T. 

En el caso de una placa completa Q está dado por la ecuación 

1 r. 
Q=-2 j'Q21rrdr 

'lrT O 
(d) 

en la que q es la intensidad de la carga lateral. 
Sustituyendo las expresiones (b), (e) y (d) en la ecuación (a) y observando que la 

rigidez a flexión D ya no es constante sino función de r, obtenemos la siguiente 

ecuación 

d (d'" ",) dD (d'" ",) 1 !cr 

D - -+- +- -+,,- -= -- qrdr 
dr dr r dr dr T r O 

(e) 

De esta forma el problema de la flexión de placas circulares cargadas simétrica­
mente se reduce a la solución de la ecuación diferencial (e) de segundo orden con 
coeficientes variables. Para poner la ecuación en forma adimensional utilizamos las 

siguientes notaciones: 

a = radio exterior de la placa 
h = espesor de la placa en un punto cualquiera 
ho = espesor de la placa en el centro 

entonces 
r 

=3: 
a 

h - = y 
ho 

(f) 

Supongamos también que la carga está uniformemente repartida. Utilizando la 

notación 
p 

6(1 - ,,2)aaq 

Eh~ 
(g) 

(198) 

En muchos casos la variación de espesor de la placa puede representarse con 
suficiente aproximación por la ecuación). 

(h) 

en la que {J es una constante que debe elegirse en cada caso particular de modo que 
se obtenga la mejor aproximación posible a lllS dimensiones reales de la placa. En la 
figura 146 da la variación de espesor de una placa a lo largo del diámetro para diversos 
valores de {J. Sustituyendo la expresión (h) en la ecuación (198) , hallamos 

dO", + (! _ tJx) d", _ (..!.. + "tJ) '" = -pxePx'/2 (i) 
dX2 x dx X2 

Puede comprobarse fácilmente que 

",o = - --p-- xeP·'12 
(3 - ,,)tI 

(j) 

es una solución particular de la ecuación (i) . Una de las dos soluciones de la ecuación 
homogénea correspondiente a la ecuación (z) puede tomarse en forma de serie de 
potencias 

00 

[ + ¿ tJ"(1 + ,,)(3 + 11) ••• (2n - 1 + ,,) ] 
'1'1 = al x x 2n +t 

2 . 4 . 4 . 6 . 6 . - . 2n· 2n(2n + 2) 
(k) 

n=l 

en la que a, es una constante arbitraria. La segunda solución de la misma ecuación 
se hace in~inita en el centro de la placa, es decir, para x = O Y por consiguiente no 
debe conSIderarse en el caso de. placas sin agujeros en el centro. Combinando las 
soluciones (}) y (k) puede ponerse la solución general de la ecuación (z) para una placa 
completa en la forma siguiente: 

'" = p [e"" ___ x_ ePX'/2] 
(3 - ,,)tJ (l) 

//3=-4 
, ,,/3=-3 

y 

"//3=-2 

¡~~~; ... /3=-1 ... _-+--_. --/3=0 
--/3= 1 
~"'P=2 

~ ____________________________ -¡~ _____ '_X __ ~ __ ~~ ____________ ~"D_3 
O 0.5 1,0 ',p: 4 

FIG. 146 

. La constante e en cada caso particular debe determinarse a partir de las condi­
cIOnes en el contorno de la placa. Puesto que la serie (k) es uniformemente conver­
gente, puede derivarse y obtener las expresiones de los momentos flectores sustitu­
yendo en las ecuaciones (b). Las flechas pueden obtenerse de la ecuación (e) . 

1 La primera investigación' sobre flexión de placas circulares de espesor no uniforme fue 
hecha por H. Holzer, Z . ges. Turbinenwesen, vol. 15, pág. 21 , 1918. Los resultados dados en este 
apartado se ha~, torna~o de la tesis doctoral de O . Pichler; <Die, Biegung Kreissyrnrnetrischer 
Platten von veranderltcher Dlckei, Berlín, 1928. Véase también el trabajo de R. Gran Olsson, 
lngr.-Arch., vol. 8, pág. 81, 1937. 



El! l'l l'Il~() dt, plll<'ll ntlp"trada ,'" "/ /IIIrdt', III~ ,',",dil'iones Je l'IlIltorllO MO" 

(w)._t - O (111) 

y 111 constante e en la solución (1) es 
e '" _~_1_2 __ 

(3 - P)P(t(JI)z_1 
(n) 

Para determinar el valor numérico de e para un valor dado de {J, que define la 
forma de la sección diametral (v. fig. 146), debe calcularse la suma de la serie (k) para 
.x 1. En el mencionado trabajo de Pichler se dan los resultados de estos cálculos. 
Este trabajo da también los valores de la derivada y la integral de la serie (k) mediante 
los cuales pueden calcularse los momentos y flechas de una placa. 

La flecha de la placa en el centro puede darse por la fórmula 

6(1 - p2)a4q 
Wmáx = aap = a Eh~ (o) 

en la que a es un factor numérico que depende del valor de la constante {J. En la 
primera línea de la tabla 68 se dan varios valores de este factor, calculados para 
/' = 03 

, . TABLA 68 

Factores a y u' para el cálculo de flechas en el centro de placas circulares de espesor variable 
v = 0,3 

(J 4 3 2 1 O - 1 -2 - 3 - 4 

u - 0,0801 0,0639 0,0505 0,0398 0,0313 0,0246 0,0192 0,0152 0,01195 
a 0,2233 0,1944 0,1692 0,1471 0,1273 0,1098 0,0937 0,0791 0,06605 

Las tensiones máximas de flexión para distintas distancias radiales pueden darse 
por las fórmulas . 

3qa2 3qa2 

(O'r)máx = ±'Y 7 (O")máx = ±'YI -h
2 

(p) 
o o 

En las figuras 147 y 148 se dan gráficamente los valores numéricos de los factores 
;V y 1'1 para distintas proporciones de la placa y varios valores de x = r fa. Para {J = O 

~ 

~ 
~ 

o ~ 

~ ~ 
=-
~ 
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FIG. 147 
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eMltlH l~urVIIH Jan lo~ mismos valores de las tensiones ya obtenidas para placas de 
espesor uniforme (v. fig. 29, pág. 75 j. 

En el caso de una placa simplemente apoyada en el borde, las condiciones de 
contorno son 

(q) 

FIG. 148 

r' ~--~~~~~~~~~~~~~~;¡i!~~~~~ ~ 0,4 :;,;.-r::=-:-"=""",,~.L-~---I 

--'--_--. 
~6~---L----~---L----L---~0--~O~~~~O~~~~0~p~~O~~~~I~ 

x_ 
FIG. 149 

FIG. 150 

Se puede demostrar que las flechas y tensiones máximas pueden ponerse también 
en forma análoga a las ecuaciones (o) y (P) . En este caso utilizaremos para las 
constantes las notaciones a', y', y; en lUj;{ar de a, y, y, usadas para placas empotrad!)s. 
Los valores de a' se dan en la última línea de la tabla 68 y los valores de y', y; en 
las curvas de las figuras 149 y 1 SO respectivamente. 

Para calcular las flechas y tensiones de una placa dada de espesor variable 
comenzamos eligiendo el valor apropiado de la constante {J dado por las curvas en la 
figura 146. Cuando se ha determinado el valor de {J y se conocen las condiciones de 
contorno, podemos utilizar los valores de la tabla 68 para calcular la flecha en el 
centro, y las curvas de las figuras 147 Y 148 ó 149 y 1 SO para calcular las tensiones 



rnHximll~. Si 111 formu de IUllección dilllllt'tr .. I.It' 1 .. pllll 'lI d .. d .. "" 11111)11" ""llt" •• lItll .... 
con aproximación satisfactoria por un. de ",11 l·urVII. d" 111 fiMurll 14t1, \1u"d" .loln\1r. 
aplicarse un método aproximado p.ra re.olver el prohlemll. K.te m'tudn cun.I.t. In 
dividir la placa en varios anillol mediante clrculu. l~onc~ntrico. y utiliZlr p.r. c.d. 
anillo las fórmulas deducidas para una placu IInulur de elpellor conltante. El pruce­
dimiento de cálculo es entonces similar al propuesto por R. Grammel p.r. c.lcul.r 
tensiones en discos rotatorios'. 

68. Placas anulares con variación lineal de espesor 

Consideremos una placa circular con un agujero circular y cuyo espesor varía en 
la forma que se indica en la figura 151. La placa soporta una carga superficial 

FIG. 151 

uniformemente repartida q y una carga p = P/27rh uniformemente repartida en el 
borde del agujero ' . Siendo Do = EhU12(1 - VO) la rigidez a flexión para T = b, 
tenemos a cualquier distancia T del centro 

D = Dor' (a) 
bl 

Sustituyendo en la ecuación (e) del apartado 67 y teniendo en cuenta el esfuerzo 
cortante adicional P/2nT debido a la carga del borde, llegamos a la ecuación diferen­
cial 

di", drp qb S 
( b2

) Pb' r 2 - + 4r - + (3" - 1)", = - - 1 - - ---
dra dr 2Do r l 2".Dor' 

(b) 

La solución de la ecuación homogénea correspondiente a (b) se obtiene fácilmente 
haciendo", = Ta. Combinando esta solución con una solución particular de (b) 
llegamos a 

en la que 

qb S 

'" = Ara. + Br". + ---''----
2Do(1 - 3,,) 

al - -1,5 + V3,25 - 3" 

qb5 Pbl 

+-----
6(1 - ,,)Dor' 6...(1 - .)Dor' 

(e) 

as = -1,5 - V3,25 - 3. (ti) 

, R. Grarnmel, Dinglers Polytech. J ., vol. 338, pág. 217, 1923. La analogía entre el problema 
de un disco rotatorio y el problema de la flexión lateral de una placa circular de espeaor va­
riable fue indicada por L. Fiippl, Z . angew. Math. Mech., vol. 2, pág. 92, 1922, La flexión 
no simétrica de placas circulares de espesor no unifonne fue estudiada por R. Gran Olllon, 
Ingr.-Arch., vol. 10, pág. 14, 1939. 

'Este caso ha sido estudiado por H. D. Conway,J. Appl. Mechaníc" vol, 15, pq, 1, 1948. 
Los resultados numéricos dados en la tabla 69 se han tomado de este trabajo, 

1/3 la l')(prl'~iún (e) dl'bl' ~ustituirsl' por 

B qb S r qb
' 

Pb s 
'" - A + - - - In - - -- +--

r 3 6Do b 4Dor' 411'Dor 2 
(e) 

Las constantes arbitrarias A y B deben determinarse de las condiciones de 
contorno en cada caso. La última columna de la tabla 69 contiene las condiciones de 
contorno y valores especiales de q y P en seis casos distintos, escribiendo para 
abreviar 'Po en lugar de ("')r ~ b Y Mb en lugar de (M!)r _ b' La misma tabla da los 

TABLA. 69 
Valores de los coeficientes de las ecuaciones (j) para distintos valores de la relación alb (fig. 151) 

v = 1/3 

Caso a/b Condi-
(número corres- Coefi- ciones 

pondiente ciente de 
a la tabla 3) 1,25 1,5 2 3 4 5 contorno 

M k 0,249 0,638 3,96 13,64 26,0 40,6 P = Q'" 
3 'P. = O 

• k. 0,00372 0,0453 0,401 2,12 4,25 6,28 M. = O 

M k 0,149 0,991 2,23 5,57 7,78 9,16 P=O 
4 9'.=0 

t t k¡ 0,00551 0,0564 0,412 1,673 2,79 3,57 M. = O 

~ k 0,1275 0,515 2,05 7,97 17,35 30,0 P = Q" 
5 'P.=O 

t 
k¡ 0,00105 0,0115 0,0934 0,537 1,261 2,16 'P. = O 

+P k 0,159 0,396 1,091 3,31 6,55 10,78 q= O 
6 [:::O::j 'P.= O 

k. 0,00174 0,0112 0,0606 0,261 0,546 0,876 'P. = O 

JP k 0,353 0,933 2,63 6,88 11,47 16,51 q= O 
8 NJ::::] 'P. = O 

t t k, 0,00816 0,0583 0,345 1,358 2,39 3,27 M.=O 

---_. - --

M k 0,0785 0,208 0,52 1,27 1,94 2,52 P = O 
- 'P.=O 

k . 0,00092 0,008 0,0495 0,193 0,346 0,482 'P. = O 

'Cuando Q ~ n q(a' - b'). 



vnlores dl' los coeficientes JI y J/, ('ull'uludos lIIediantl:! la solución (e) y definidos por 
lus expresiones siguientes dI:! las mlÍximas tensiones y flechas de la placa 

qa2 P 
(<Tr)máx = k 11 o (Ur)m'¡x = k "2 

1 h, 
qa4 Pa2 

Wmáx = k, Eh~ o Wmáx = k, Ehi 

(f) 

En la .ta~la 3 se han dado resultados numéricos válidos para placas similares de 
espesor constante . 

69. Placas circulares con variación lineal de espesor 

Para estudiar la flexión de la placa circular indicada en la figura 152' tenernos que 
considerar separadamente dos partes de placa. 

1. La superficie anular b < r < a. Si v =1= 1/3 la pendiente <p = dw/dr viene dada 
de nuevo por la expresión (e) del apartado 68, pero sin su penúltimo término. 

2. La superficie central r < <p. Aquí tenernos dD/dr = O y la ecuación (e) del 
apartado 67 se reduce a 

(a) 

donde el subíndice i se refiere a la parte central de la placa. La solución general de 
la ecuación (a) es 

Bi qr3 Pr 
<Pi = Air + - - -- - -- (2 log r + 1) 

r 16Do 811'Do (b) • 

~~~ 
o) 

Las constantes A" B, de esta ecuación y las constantes A, ,B/de la ecuación (e) 
del apartado 68 pueden obtenerse de la condición de contorno 

(<P}r ~ a = O 

y las condiciones de continuidad 

(~; - dri}-b = O 

I Placas de.esta forma empotradas y simplemente apoyadas fueron estudiadas por H. Favre, 
Bull. Tech. SUlsse romande, vol. 75, 1949. Los resultados numéricos dados más adelante se 
deben sustancialmente a H. Favre y E. Chabloz, Bull. Tech. Suisse romande, vol. 78, 1952. 

Lus tublus 70 y 71 dun lu !lecha wm .. y los valores de los momentos f1l:!ctores en 
dos casos de carga. Para calcular el momento flector en el centro en el caso de carga 
central P, suponernos la carga uniformemente repartida en una superficie circular de 
radio e. El momento M r = M, para r = O puede ponerse entonces en la forma 

P ( el) M máx = Mo - ¡;. 1 - 2a2 + "tlP (e) 

En esta fórmula Mo está dado por la ecuación (83), válida para placa apoyada de 
espesor constante; el segundo término representa el efecto del. momento de borde, y 
el tercer término, debido a la variación de espesor de la placa, está dado en la tabla 71. 

TABLA 70 
Flechas y momentos flectores de placas circulares empotradas uniformente cargadas (fig. 152a) 

v = 0,25 

qa 4 M r = pqa2 M, = P,qd' 
b wmáx=a

EIIJ - r=O r=b r=a 7=0 r=b r=a a 
a P P P P, P, P, 

0,2 0,008 0,0122 0,0040 -0,161 0,0122 0,0078 -0,040 
0,4 . 0,042 0,0332 0,0007 -0,156 0,0332 0,0157 -0,039 
0,6 0,094 0,0543 -0,0188 -0,149 0,0543 0,0149 -0,037 
0,8 0,148 0,0709 -0,0591 -0,140 0,0709 0,0009 -0,035 
1,0 0,176 0,0781 -0,125 -0,125 0,0781 -0,031 -0,031 

TABLA 71 
Flechas y momentos flectores de placas circulares empotradas bajo carga central (fig. 152b) 

v = 0,25 

Pa2 .Mr=M, 
Mr=PP M,=p,P 

ho 
Wmáx = a Ehg 7=0 - 7 = b 7=a r = b r=a 

h, 

a y~ P P P, P, 

0,2 0,031 -0,114 -0,034 -0,129 -0,028 -0,032 
0,4 0,093 -0,051 -0,040 -0,112 -0,034 -0,028 
0,6 0,155 -0,021 -0,050 -0,096 -0,044 -0,024 
0,8 0,203 -0,005 -0,063 -0,084 -0,057 -0,021 
1,0 0,224 ° -0,080 -0,080 -0,020 -0,020 

• En la ecuación (el. 

En el caso de cargas fuertemente concentradas que requieren el empleo de la teoría 
de placas gruesas, la tensión en el centro de la cara inferior de la placa está dada por 
la expresión 

6P-YI 
<T.IIÓ. -<To +~ 

en la que 0'0 puede calcularse mediante la expresión (97). 

(d) 

Suponiendo, corno generalización, una placa en que la rigidez a flexión varía 
según la ley 

(e) 



en lit que (lo representa unll lonRitud iRuHI () mllyor que el radio de la placa, llegamoll 
en general a una pendiente fj! que puede expresarse mediante una función hipergeo­
m~trica'. La hipótesis particular m = 1 Iv lleva sin embargo a una solución finita. 
Tomando además v = 113 llegamos de nuevo a una placa con variación lineal de 
espesorl

• 

·C~i 
o) b) 

La deformación simétrica de placas tales como las indicadas en la figura 153 
puede estudiarse también por un método de variación de parámetros análogo al 
descrito en el apartado 39. En las tablas 72 y 73 se dan algunos resultados numéricos' 
obtenidos de esta forma. 

TABLA 72 

Flechas y momentos flectores de placas simplemente apoyadas bajo carga uniforme (fig. 153a) 
v = 0,25 

M, = pqa' M, = {J,qa' 

ho qa ' 
- wmóx=a Ehg r=O r = a/2 r = O r = a/2 r = a h, 

a P {J {J, {J, {J, 

1,00 0,738 0,203 0,152 0,203 0,176 0,094 

1,50 1,26 0,257 0,176 0,257 0,173 0,054 

2,33 2,04 0,304 0,195 0,304 0,167 0,029 

Para los momentos flectores y tensiones de tracción bajo carga central P 
[fig. 153 b)], pqeden usarse las expresiones 

y 
1Ifmáx = 1110 + 'Y2P 

6P'Y1 
O'náx = 0'0 + -h~ 

1 R. Gran Olsson, lngr.-Arch., vol. 8, pág. 270, 1937. 

(f) 

(g) 

• Véase en particular H. D. Conway, J. Appl. Mechanics, vol. 18, pág. 140, 1951, y vo­
lumen 20, pág; 564, 1953. 

3 Debidos, así como el propio método a H. Favre y E. Chabloz, Z. angew. J'ofath. u. Phys., 
volumen 1, pág. 317, . .1950, y Bull. Tech. Suisse romande, vol. 78, 1952. 

amilo¡.(as a las ccuacioncs (1') y (d). Mo está dado una vez más por 111 l' xpn'siún (!lJ) , 
0'0 representa el valor calculado mediante la expresión (96), y Ya está dlldo en la 
tabla 73 . 

TABLA 73 
Flechas y momentos flectores de placas circulares simplemente apoyadas bajo carga central 

(fig. 153b) 

v = 0,25 

M,=M, M, = pP M, = p,P 
ho Pa' 
- Wmáx = a E~ T = O T = a/2 T = a /2 h, T=a 

a y, fJ P, P, 

1,00 0,582 O 

i 

0,069 0,129 

I 
0,060 

1,50 0,93 0,029 0,088 0,123 0,033 
2,33 1,39 0,059 0,102 0,116 0,016 

Tiene también interés práctico la combinación de cargaS indicadas en la figu­
ra 153 a) y b). Tomando q = - Pina", tenemos el estado de equilibrio de un apoyo 
circular que soporta una carga central P y sometido a una reacción del terreno 
uniformemente repartida [fig. 153 e)]. En la tabla 74 ' se dan datos relativos a este 
caso, en particular valores del factor Y2 a emplear en las fórmulas (j) y (g). 

TABLA 74 
Momentos flectores en una zapata circular con carga central y reacción del terreno uniforme­

mente repartida (fig. 153c) 

v= O,25 

M , =M, M ,= {JP M,= {J,P 

l!<!. 
h, T = O r = a/2 r = a/2 r = a 

y, P P, P, 

1,00 -0,065 0,021 0,073 0,030 
1,50 -0,053 0,032 0,068 0,016 
2,33 -0,038 0,040 0,063 0,007 

70. Problem6s no lineales en la flexión de placas circulares 

Por la teoría de la flexión de vigas es ya sabido que, si las condiciones 
de apoyo o la carga varían con la flecha, esta flecha no será ya proporcional 
a la carga y ya no es aplicable el principio de superposición2

• Problemas 

I Respecto a datos más amplios sobre placas circulares de espesor variable, véase W. Git­
tleman, Aircraft Eng., vol. 22, pág. 224,1950, y J. Paschoud, Schweiz . ATch., vol. 17, pág. 305 , 
1951. P. F. Chenea y P. M . Naghdi han dado un método gráfico de proyecto, véase J. Appl. 
Mechanics, vol. 19, pág. 561, 1952. 

" Se ha estudiado un ejemplo de estos problemas en S. Timoshenko, Strength 01 Materials, 
parte n, 3.& ed., pág. 69, 1956. 



silllilarl's pUl'dCII prl'Sl'l1tnrsl' l'1I la fll'xiúlI de plat:as'. En la figura 154 St· 

indit:a un ejemplo sent:illo de este tipo. Una placa circular de radio a está 
t:omprimida por una carga q contra una cimentación absolutamente rígida. 
Si se aplican momentos de intensidad Ma en el borde de la placa, una parte 
de ella, de forma anular, puede flexar como indica la figura, mientras la 
parte central, de radio b permanece plana. 

MS~·' 
dj 

~~d/?JJ;) 
Md Ma 

b) 

FIG. 154 

Tales condiciones se presentan por ejemplo, en la placa de fondo de un 
recipiente cilíndrico lleno de líquido. Los momentos Ma representan en 
este casq el efecto de la pared cilíndrica del recipiente que sufre una flexión 
local en el fondo. Aplicando a la parte anular del fondo de la placa la 
solución conocida para una placa circular uniformemente cargada [v. ex­
presión (m) del apartado 62), obtenemos la flecha 

(a) 

Para determinar las constantes de integración CI> .. . , C4 tenemos las 
siguientes condiciones de contorno en el borde exterior: 

(b) 

En todo el círculo de radio b la flecha y la pendiente se anulan. El 
momento flector debe ser también nulo en su circunferencia puesto que la 
parte interior de la placa permanece plana. Por consiguiente las condiciones 
en la circunferencia de radio b son 

(dW) _ O 
dr T~b -

Ce) 

Aplicando las condiciones (b) y (e) a la expresión (a) obtenemos las 
cinco condiciones siguientes 

I Véase K. Girkmann, Stahlbau, vol. 18, 193.1. Varios ejemplos de tales problemas han 
sido estudiadas por R. Hofmann, Z . angew. Math. Mech., vol. 18, pág. 226, 1938. 

Cl + C2 In b + C3b2 + C4 b2 In b = 
v - 1 

C2 --2- + C 3 2(v + 1) 
a 

CIU ·' 

64D 

+ C4 (3 + 21n a + 2v In a + v) = _ qa
2 

(3 + v) + Ma 
16D D 

v - 1 
C2 -b-2- + C3 2(v + 1) 

qb2 

+ C4 (3 + 2 In b + 2v In b + v) = - -- (3 + v) 
16D 

1 
C2 b + C3 2b + C4 b(21n b + 1) = 

(d) 

EI.i~inando de .estas e~uaciones las constantes C
l

, ••• , C
4 

obtenemos una 
ecuaCIon que relacIOna el momento Ma con la relación bja, mediante la cual 
puede calcularse el radio de la parte plana para cada valor dado de M e 
est 1 d b d 1 1 a· on e va or ~ pue en ca cu arse las constantes de integración y obtenerse 
de la ecuaCIón (a) la expresión de la flecha dela placa. Representando el 
momento Ma y el ángulo de giro lf!a del borde de la placa por las ecuaciones 

M qa2 
_ qa3 

a=a 32 y ((Ja-{J32D (e) 

y repitiendo los cálculos mencionados para distintos valores del momen­
to M a , po.de~os repres~ntar gráficamente la relación entre los factores a y {J, 
c~mo se mdIca en la fIgura 155, para el caso particularI v = O. En esta 
fIgura se ve que {J no varía proporcionalmente a a y la resistencia de la placa 
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FIG. 155 

1 Este caso ha sido estudiado en la citada obra de Hofmann. 



al ~iro en el horde disminuye cuando disminuye b/a. Esta condición es 
válida hasta el valor a = S, para el cual fJ = 1, b/a = O, y la placa toca el 
terreno únicamente en el centro como se ve en la figura 154 b). Para valores 
mayores de a, esto es, para momentos mayores que Ma = 5qa2 j32, la placa 
no toca el terreno y la relación entre a y p está representada por la línea 
recta AB. El valor Ma = 5qa2 /32 es el valor para el cual la flecha en el 
centro de ·la placa producida por los momentos Ma es igual a la flecha de 
una placa uniformemente cargada simplemente apoyada en su borde 

[v. eco (68)]. 
En la figura 156 se indica otro ejemplo del mismo tipo. 
U na placa circular uniformemente cargada está simplemente apoyada 

en el borde y queda en su centro sobre una cimentación absolutamente 
rígida. Nuevamente puede tratarse la parte anular de radio exterior a y 
radio interior b como placa uniformemente cargada y puede utilizarse la 

FIG. 156 FIG. 157 

solución (a). La relación b/a depende de la flecha d y la intensidad de 
carga q. 

71. Placas elípticas 

Placa elíptica uniformemente cargada con borde empotrado 

Tomando las coordenadas como indica la figura 157, la ecuación del 
contorno de la placa es 

La ecuación diferencial 

y las condiciones de contorno 

w=O y ow = O 
on 

(a) 

(e) 

Sto vnifican lomando para la flecha w la expresiún' 

W = Wo 1 - - --( 
X2 y2)2 
a2 b2 (d) 

Debe notarse que debido a la ecuación (a) del contorno la expresión (d) 
y sus primeras derivadas respecto a x e y se anulan en el contorno. Susti­
tuyendo (d) en la ecuación (b) vemos que la ecuación se satisface también 
así 

Wo = - q 

D(24+24+~) 
a 4 b4 a2b2 

(199) 

Así pues, la expresión (d) que satisface la ecuación (b) y las condiciones 
de contorno, representa la solución rigurosa de una placa elíptica unifor­
memente cargada empotrada en el borde. Sustituyendo en la expresión (d) 
x = y = O hallamos que Wo dada por la expresión (199) es la flecha en el 
centro de la placa. Si a = b obtenemos para la flecha el valor ya obtenido 
para una placa circular empotrada [eco (62), pág. 74]. Si a = XJ la flecha 
W o se hace igual a la flecha de una franja unif¿rmemente cargada con 
extremos empotrados y luz 2b. 

Los momentos flectores y torsor se obtienen sustituyendo la expre­
sión (d) en las ecuaciones (101) y (102). De este modo hallamos 

(e) 

Para el centro de la placa y para los extremos del eje horizontal obtene­
mos respectivamente 

y 
8woD ---- (f) 

De modo análogo encontramos para los momentos M en el centro y en 
los extremos del eje menor v 

y 

Se ve que las tensiones de flexión máximas se producen en los extremos 
del eje menor de la elipse. Conociendo los momentos M M y M los 1 x' v xv' 
va ores del momento flector M n y el momento torsor M nt en cualquier 

1 Esta solución y la solución para una carga q con variación uniforme fueron obtenidas 
por G. H. Brya?; :-réase el libro de A. E. H. Love, Theory of Elasticity, 4.a ed., pág. 484. El 
caso de pla~a ehptlca de espesor variable fue estudiado por R. Gran 015son, Ingr.-Arch., vo­
lumen 9, pago 108, 1938. 



punto Jd contorno Sl' obtil'nl'l1 Illl'lliantl' las l'cu<lcioncs (c) (ap. 22, púg. 1(7) 
sustituyendo en ellas 

sen a = dx 
ds 

a2y 
V~4y2+-b4X2 

(h) 

Los esfuerzos cortantes Q", y Qy en cualquiera punto se obtienen susti­
tuyend~ la. expresión (d) en las ecuaciones (106) y (107). Eri el contorno el 
esfuerzo cortante Qnse obtiene mediante la ecuación (tI) (ap. 22. pág. 107), 
y la reacción Vn mediante la ecuación (g) del mismo apartado. De esta 
forma encontramos que la reacción por unidad de longitud es máxima en 
los extremos del eje menor de la elipse y su valor absoluto es 

(i) 

El mInlmO valor absoluto de Vn se presenta en los extremos del eje 
mayor de la elipse donde 

ab2 (a 2 + 3b2)q 
3a4 + 3b4 + 2a2b2 

Para un círculo, a = b y tenemos (Vn)máx = (Vn)min 

(j) 

qa/2. 

Placa elíptica con borde empotrado y carga con intensidad que varía linealmente 

Suponiendo q = qox, hallamos que la ecuación (b) y las condiciones de contorno 
(c) se satisfacen tomando 

( 
X2 y2)2 

IJoX 1 -;, - b2 
w = . -.. - ---.. -- -- --- ------

24D 5 1 2 -+-+--
a 4 b4 a 2b2 

(200) 

A partir de esta expresión pueden calcularse los momentos flectores y las reac­
ciones en el contorno como en el caso anterior. 

Placa elíptica simplemente apoyada en su borde bajo carga uniforme 

La solución de este caso es más complicada que para borde empotradd por ello 
únicamente damos aquí los resultados numéricos finales. _ Suponiendo ajb > 1, la 
fl~cha y los momentos flectores en el centro vienen dados por las fórmulas 

qb 4 

(w)% _y_O = a Eh3 M z = {Jqb2 M y = {J.qb2 (k) 

En la tabla 75 se dan los valores de las constantes a, P y Pl para distintos valores 
de la relación ajb y v = 0,3. 

La comparación de estos valores numéricos con los obtenidos antes para placas 
rectangulares (tabla 8, pág. 141) pone de manifiesto que para valores idénticos de la 
razón de los lados de una placa rectangular y la razón ajb de los semiejes de una placa 

1 Véase B. G. Galerkin, Z . angew. Math. Mech., vol. 3, pág. 113, 1923. 

TA8LA 75 
Fl1ctores /l, ¡J, ¡I, de Il1s fórmull1s (k) pllrll placas elípticas simplemente apoylld88 uniformemente 

cargadas 
v = 0,3 

afb 1 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 2 3 4 5 00 

a 0,70 0,83 0,96 1,07 1,17 1,26 1,58 1,88 2,02 2,10 2,28 
{J 0,206 0,215 0,219 0,223 0,223 0,222 0,210 0,188 0,184 0,170 0,150 
{J, 0,206 0,235 0,261 0,282 0,303 0,321 0,379 0,433 0,465 0,480 0,500 

elíptica, los valores de la flecha y los momentos en el centro difieren muy poco. 
También está estudiado el caso de placa semielíptica limitada por el eje transversaP. 

72. Placas triangulares 

Placa en forma de triángulo equilatero simplemente apoyada en sus bordes 

Ya se ha estudiado (v. pág. 114) la flexión de este tipo de placa triangular 
por momentos M n uniformemente repartidos en el contorno. Se ha demos­
trado que la deformada de la placa coincide con la de una membrana 
uniformemente tensada y uniformemente cargada y viene dada por la 
ecuación 

(a) 

en la que a representa la altura del triángulo y los ejes coordenados se han 
tomado como indica la figura 158. 

En el caso de una placa uniformemente cargada la deformada es2 

w = 64!D [XI - 3y2x - a(x2 + y2) + :7 a3] (~li2 - X2 - y2) (201) 

.r----.........::~-" 

FIG. 158 

1 B. G . Galerkin, Messenger Math., vol. 52; pág. 99, 1923. Respecto a flexión de placas 
elípticas empotradas bajo cargas concentradas, véase H. Happel, Math. Z., vol. 6, pág. 203, 
1920, y C. L. Perry, Proc. Symposia Appl. Math., vol. 3, pág. 131, 1950. Véase también H. M. 
Sengupta, Bull. Calcutta Math. Soc., vol. 41, pág. 163, 1949, Y vol. 43, pág. 123, 1950; este 
últ~ trabajo contiene una corrección del anterior. B. Sen ha obtenido soluciones para placas 
umformemente cargadas empotradas en contornos diversos utilizando coordenadas curvilíneas 
véase Phi/o Mag., vol. 33, pág. 294, 1942. ' 

• El problema de la flexión de una placa en forma de triángulo equilátero fue resuelto 
por S. Woinowsky-Krieger, Ingr.-Arch., vol. 4, pág. 254, 1933. 



l )erivando hallamos 

~w = - -(1 [.ca _ :~IJ2X - a(x2 + y2) + .! aa] 
4aD' 27 

(b) 

En las expresiones (201) y (b) puede verse que la flecha y el momento 
flector se anulan en el contorno,. puesto que la expresión entre corchetes se 
anula el! él. Una nueva derivación da 

q 
]j (e) 

Por lo tanto se satisfacen también la ecuación diferencial de la deforma­
da y la expresión (201) representa la solución del problema. Teniendo la 
expresión de las flechas, pueden obtenerse fácilmente las expresiones de los 
momentos flectores y los esfuerzos cortantes. Los máximos momentos 
flectores se producen en las bisectrices. Considerando los puntos del eje x 
y tomando 'P = 0,3, hallamos 

(Mz)m~x = 0,0248qa2 para x = -0,062a 
(MII)max = 0,0259qa2 para x = 0,129a 

En ~l centro de la placa 

qa2 

M., = M lI = (1 + JI) 54 

(202) 

(203) 

El caso de una fuerza concentrada que actúa sobre la placa puede 
resolverse mediante el método de imágenes (v. pág. 179). Consideremos el 

FIG. 159 

caso en que el punto de aplicación de la carga sea el centro A de la placa 
(fig. 159). Considerando la placa indicada en la figura con líneas gruesas 
como una parte de una placa rectangular infinitamente larga de ancho a, 

aplicamos las cargas ficlicias f> dl' signos alternos como indica la fiJ.(lIra. Las 
líneas nodales de la deformada producida por dicha carlota, evidentemente 
dividen la placa infinitamente larga en triángulos equiláteros, cada uno de 
los cuales está exactamente en las mismas condiciones que la placa dada, 
Así pues, nuestro problema se reduce al de la flexión de una placa infini­
tamente larga cargada con dos filas de cargas equidistantes +P y -p, 
Conociendo la solución para una carga concentrada (v. ap. 36) y utilizando 
el método de superposición, pueden calcularse fácilmente la flecha en el 
punto A y las tensiones en las proximidades de este punto, puesto que el 
efecto de las fuerzas ficticias sobre la flexión decrece rápidamente cuando 
su distancia al punto A aumenta. De esta forma hallamos en el punto A la 
flecha 

Pa2 

wo = 0,00575 D 

Los momentos flectores a una distancia pequeña 
representaremos por e, vienen dados por las expresiones 

(1 + 'P)P ~ a 5 ) (1 - 'P)P M x = In -- - 0,379 - ---
4n ne 8n 

(1 + 'P)P ~ a 5 ) (1 - 'P)P M y = . In -- - 0,379 + ---
4 n ne 8n 

(204) 

del punto A que 

(205) 

Puesto que para una placa circular de radio a o simplemente apoyada y 
cargada en el centro los rnomentos tangencial y radial a una distancia e del 
centro son respectivamente (v. pág. 87), 

(1 + 'P )P t10 
M = ln-

r 4n e 
y (d ) 

(1 + 'P)P t10 (1 - 'P)P 
M t = ln- + ----

4 n e 4n 

puede concluirse que los primeros términos del segundo miembro de las 
ecuaciones (205) son idénticos a los términos logarítmicos correspondientes 
a una placa circular de radio 

av'3 ao = --- e-O,379 

'Ir 
(e) 

Por lo tanto las tensiones locales junto al punto de aplicación de la carga 
pueden calcularse utilizando la teoría de placas gruesas desarrollada para 
placas circulares (v. ap. 19). 

Placa en formo. de triángulo equilátero con dos o tres bordes empotrados 

Las placas triangulares se utilizan con frecuencia como placas de fondo de 
carboneras y silos. En tal caso cada placa triangular está rígidamente empotrada en 



los dos bordt:s indinlldos y e1líst it'lInlt'll\(' l'mpotrada en el horde horizontal (fill:. I hO). 
Solamente ptesentan interés práctico la carll:a uniformemente repartida o la carga de 
tipo hidrostático. Los máximos momentos flectores en el vano y el momento de 
empotramiento en el centro de un borde empotrado vienen dados por 

M = {3qa2 o M = {3,qoa2 (1) 

según el tipo de carga (fig. 160). La tabla 76 da los coeficientes fJ y fJ, obtenidos por 
el método de diferencias finitas'. 

r-------- Jf -------1 
f 3 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
a 
I 

! 
I 
I 
I L-__ ..QIjI<,,> __ 

FIG. 160 

TABLA 76 
Valores Je los factores p, p, en las ecuaciones (f) para placas en forma de triángulo equilátero 

(fig. 160) 
v = 0,20 

Borde y = O simplemente apoyado Borde y = O empotrado 
Reparto de carga 

M XI M., M.2 Mua M x ! MUI M". M •• 

Uniforme. P 0,0126 0,0147 ··0,0285 O 0,0113 0,0110 0,0238 0,0238 
Hidrostática P, 0,0053 0,0035 -0,0100 O 0,0051 0,0034 0,0091 0,0060 

Debe notarse finalmente, que una placa triangular con ángulos n/2, n/3, n/6 y con 
todos sus bordes simplemente apoyados puede considerarse como la mitad de una 
placa equilátera (fig. 158) cargada en forma antisimétrica respecto al eje x. El proble­
ma de la flexión de esta placa puede estudiarse por diversos métodos, por ejemplo 
por el método de imágenes'. 

Piaca en forma de triánguio rectánguio isósceies con bordes simplemenie apoyados 

Esta placa puede considerarse como la mitad de una placa cuadrada, como se 
indica en la figura 161 con línea de trazos y pueden aplicarse los métodos ya vistos 
para placas rectangulares3

• Si existe una carga P aplicada en un punto A de coorde-

1 Véase A. Smotrov, «Solutions for Plates Loaded According to the Law of Trapeze'), 
Moscú, 1936. 

2 Para la solución de este problema en serie doble, véase R. Girtler, Sitzber. Ahad. Wiss. 
Wien, vol. 145, pág. 61, 1936. La flexión de placas en forma de triángulo equilátero con espesor 
variable ha sido estudiada por H. Gottlicher, Ingr.-Arch., vol. 9, pág. 12, 1938. 

3 Este método de solución se debe a A. Nádai, Elastische Platten, pág. 178, 1925. Otra 
forma de tratar el mismo problema fue dada por B. G. Galerkin, Bull. acad. sei. Russ., pág. 223, 
1919, y Bull. Polytech. Inst., vol. 28, pág. 1, San Petersburgo, 1919. 

nudus ~, '1 (fil(. I h 1) HIIJ!0lll'IlHlH 1I1l11 G1rll:a ficticia P aplicadu t:1l .. 1', qUl' eH In ima-
1(t:1l dt:1 plinto A respecto a la línea BC. Estas dos cargas producen evidentemente 
una deformada tal que en ella Be es una línea noda!' Así la parte OBe de la placa 
cuadrada se encuentra en las mismas condiciones que la placa triangular OBe sim-

-r-L ___ t-~~1]_~-1 
I ~- I 

¡ e ¡.; ,,-p 
, AV 

el +~ 

~--~------~~-x 

FIG. 161 

plemente apoyada. Considerando la carga + P y utilizando la solución de Navier para 
la placa cuadrada (pág. 132), obtenemos la flecha 

4Pa2 a a m1/'X n'lf'y 

2:
00 2:00 sen m1/'~ sen n1/''I 

WI = -- sen -- sen-
1/'4D (m 2 + n 2)2 a a 

(g) 

m=l n=l 

Del mismo modo, considerando la carga - P y poniendo a - '1 en lugar de ~ 
ya - ¿ en lugar de '1, tenemos 

00 00 m ~~ 
.n • ~ ~ sen~sen-

W2 = _ ~ra·) ) ( -l)",+n a a 
1/'4 D ¿."",¡ ¿."",¡ (m 2 + n 2) 2 

m1/'X nry 
sen--sen-

a a 
(h) 

m=l n=l 

La flecha completa de la placa triangular se obtiene sumando las expresiones (g) 
y (h): 

W = WI + W2 (i) 

Para obtener la flecha de la placa triangular producida por una carga uniforme­
mente repartida de intensidad q, sustituimos en lugar deP q d~ dr¡ e integramos la 
expresión (t) sobre la superficie del triángulo OBe. De esta forma obtenemos 

[ 2:
00 2:00 m1/'X n1/'y 

16qa' nsen7sen~ 

1/"D m(n2 - m 2)(m2 + n')2 
'" - 1,3,6, , " n - 2,4,11 ••.• 

W-

2:
00 2:00 m sen m1/'X sen n1/'y 1 

+ a a (j) 
n(m' - n')(m' + n')' 

'" - 2.4,11, ••• n - 1,3,5, ... 

Esta serie converge rápidamente y puede utilizarse para calcular la flecha y los 
momentos flectores en cualquier punto de la placa. Tomando el eje de simetría del 
triángulo de la figura 161 como eje XI y representando las flechas y momentos M y 
Mili a 10 largo de este eje por las fórmulas %1 

qa f 

W""a­
Eh' 

(k) 



IIIN vlllorcH dc IIIN fllt"torCH nUlTléri""H /1, ¡J, ,J I slIn los dados en las figuras 162 y 163. 
Comparando estos resultados con los dados en la tabla 8 para una placa cuadrada 
uniformemente cargada, puede deducirse que para el mismo valor de a el momento 
nedor máximo de la placa triangular es algo menor que la mitad del momento flector 
máximo de la placa cuadrada. 

YI 

XI 

0,00.50 

0,0100 

FIG. 162 

-0,0134 

-0.0100 

FIG. 163 

Para simplificar el cálculo de flechas y momentos puede transformarse la serie 
doble (]) en una serie sencilla!. Para ello usemos la conocida serie 

U ... (z) 2: 
n=2,4,6, ... 

coa n;¡: 

(nI + ml)1 
2 11' --+-

m 4 2m' 

1 Esta transformación fue comunicada a S. Timoshenko por ]. V. Uspensky. 

'111(' IH,,'(I<- 11I11I('I'St' ('11 1" flll'lIIa si¡.:uicntc 
2 

(n", t ¡Imx) ch mx + (Ym + tJ",x) sh mx 
m4 

Considerando ahora la serie 

2: cos nx 

(n' + m')'(n' - m 2) 
n~2,4, 6, ... 

obtenemos 

y 

y 

dVm 

dx 
\' nsennx 

4 (n' + m2)'tn' - m') 
n~2,4, 6, . .. 

d'V m \' cos nx 
dx' + m'V ... = - _,,4 (n' + m!)2 

n - _,4,6, . .. 

-Um 

Integrando la ecuación (P) hallamos 

V .. :zA",cosmx+B .. senmx+~ r'UmWsenm(~ -x)d~ 
m Jo 

~ = -mA .. senmx + mB", cos mx - Um(O cos m(e - x) d~ dV !c x 

dx O 

Las constantes Am Y Bm pueden determinarse a partir de las condiciones 

(t!Y~) -O 
dx z.o-

y 

(m) 

(n) 

(o) 

(p) 

(q) 

(r) 

(s) 

que se deducen de las series (o) y (n) . Con estos valores de las constantes la expresión 
(r) da la suma de la serie (o), que reduce la serie doble de la expresión (]) a una serie 
sencilla. 

73. Placas ses~adas 

Se han utilizado placas en forma de paralelogramo oblicuo como losas de forjado 
en puentes sesgados. Tales losas ordinariamente están simplemente apoyadas en los 
estribos, en tanto, los otros lados quedan libres o elásticamente apoyados en las vigas. 

En la mayoría de los casos es recomendable utilizar un sistema de coordenadas 
oblicuas elegido de acuerdo con el ángulo de inclinación dado; en algunos casos 
particulares pueden tratarse con ventaja las placas sesgadas en coordenadas rectangu­
lares y en general el método de diferencias finitas se presenta como el más promete­
dor. Los resultados numéricos siguientes para placas sesgadas uniformemente carga­
das se han obtenido de esta forma!. En el centro de una placa sesgada con todos los 
bordes simplemente apoyados [fig. 164 a)] es 

(a) 

I La mayoría de los datos se deben a V. P. Jensen, Univ . /llinois Bull., 332, 1941, Y V. P . 
]ensen y J. W. Allen, Univ . IlIinois Bull., 369, 1947. Véase también C. P. Siess, Proc. ASeE, 
volumen 74, pág, 323, 1948, H, Favre ha aplicado métodos analíticos, véase Schweiz. Bauztg., 
vol. 60, pág. 35, 1942; P. Lardy, Schweiz. Bauztg., vol. 67, pág. 207, 1949; igualmente J. Krett­
ner, Ingr .-Arch., vol. 22, pág. 47, 1954, donde se da la bibliografía más amplia. Respecto a uso 
del método de la energía, véase A. M. Guzmán y C. ]. Luisoni, Pubis. Univ. Nacl. Buenos 
Aires, pág. 452, 1953. La flexión pura de placas sesgadas ha sido estudiada por E. Reissner, 
Quart. Appl. Math., vol. 10, pág. 395, 1953. Modelos de placas sesgadas han sido ensayados 
por L. Schmerber, G . Brandes, y H , Schambeck, Bauingenieur, vol. 33, pág. 174, 1958. Res­
pecto al empleo de la diferencias finitas, véase también el apartado 83. 



1.:1 11\0111<"1110 t'll'dor M""" IIl'tÚIl ,'11 lIlllI din"Tiún mlly aproximada 11 111 del vnllo 

IlIl'nOf de 111 plnca. 
Si los bordes y O e y 11 están libres y los otros dos bordes simplemente 

npoyados [fig. 164 b)] la parte central de la placa soporta una carga en dirección 
normal a los estribos. Siendo W o y (Mo)mOx la flecha y momento flector en el centro 

, Libre ___ ...1[ __ _ 

~ I 
Wo ~Mo \ k.. 
.J"\. %/ '1' I 

w,M, - .... --T---
" Libre 

bl 
FIC. 164 

de la placa respectivamente y (wJmOx y (MJm .. los valores correspondientes en el 
borde libre, podemos expresar estas cantidades en la forma 

qa' 2 
Wo - au Ji (M O)lnáx = ~oqa 

(b) 

Los valores numéricos de los coeficientes están . dados en la tabla 77 . 

TABLA 77 
Valores de lo~ coeficientes de las ecuaciones (a) y (b) para el cálculo de flechas y momentos 

flectores de placas oblicuas unifonnemente cargadas 
v = 0,2 

Placa de la Placa de la figura 164b 
figura 164a 

<po m n 

a {J (Jo a, (Jo (JI 

° 2 2 0,01013 0,0999 0,214 0,224 0,495 0,508 

30 2,02 1,75 0,01046 0,0968 
0,367 

30 1,92 1,67 . . ... . ..... 0,1183 0,1302 0,368 

45 2 1,414 0,00938 0,0898 0,0708 0,0869 0,291 0,296 

60 2 1 0,00796 0,0772 0,0186 0,0396 0,166 0,152 

75 2 0,518 0,00094 0,0335 

74. Distribución de tensiones alrededor de OIJujeroll 

Para estudiar la distribución de tensiones alrededor de un agujero, es 
más sencillo considerar una placa de gran extensión; los resultados obteni­
dos de este modo son aplicables a placas de cualquier forma sin error 
apreciable, siempre que el ancho del agujero sea pequeño en comparación 
con las dimensiones totales de la placa. 

Tomemos como ejemplo una placa infinitamente larga en estado uni­
forme de tensiones definidas por los momentos 

M~ = Mo 

que corresponden a una deformada 

(a) 

I M 0(x2 - vy2) M or2 
W = 2D(1 _ v2) = - 4D(1 _ v2) [1 - JI + (1 + v) cos 28] (b) 

Para obtener la perturbación producida en tal estado de flexión pura 
por un agujero circular de radio a (fig. 165) suponemos que se ha suprimi-

FIC. 165 

do el material en el interior del círculo. Entonces tenemos que sustituir la 
acción de las tensiones iniciales a lo largo del contorno del agujero por l~ 
acción de los momentos y fuerzas exteriores 

(M~)r_" = ~ 0(1 + cos 28) 

(V~)r_ = Mo cos 28 
a 

(e) 

que se obtienen fácilmente derivando la expresión (b) de acuerdo con las 
ecuaciones (192). 

Al estado inicial de tensiones superponemos ahora un estado adicional 
de tensiones tal que: 1) los momentos y esfuerzos resultantes se anulen para 
r := a, y 2) las tensiones añadidas se anulen en el infinito (r = (0). 

Podemos cumplir ambas condiciones tomando como flecha adicional 

M. a
2 r ( a

2

) ~ w" = - 2~ LA In r + B + e ~ cos 28J (d) 



Esta ecuación satisface también la ecuación diferencial homogénea (194) 
y da los siguientes esfuerzos en el contorno del agujero: 

(M~')_ = - ~o {(1 - v)A + {4vB - 6(1 - v)C] coa 29} 

(V~')_G =Mo [(6 - 2v)A + 6(1 - v)C] coa 29 
. a 

(e) 

Puesto que las expresiones (e) y (e) de M,. contienen un término cons­
tante y un término proporcional a cos 20 en tanto que ambas expresiones 
para Vr sólo constan de un término es necesario satisfacer tres ecuaciones 
para que se cumplan las condiciones requeridas M: + M;' = O Y 
V; + V;' = O en el contorno del agujero. Resolviendo estas ecuaciones 
respecto a los coeficientes indeterminados A, B Y e obtenemos las flechas 
finales w = w' + w" y los siguientes esfuerzos en el contorno 

M, = Mo [1 - 2~: ;) cos 29] 

4Mo 
Q, = (3 + II)a sen 29 

Para O = :rc12 y O = :rc/4, obtenemos respectivamente 

5 + 311 
(M')máx = 3 + 11 Mo 

4 
(Q,)máx = (3 + II)a M o 

(f) 

(g) 

Es normal representar el mayor valor de una tensión debida a la per­
turbación local en la forma 

(h) 

donde 11 representa el valor medio de esa tensión en la misma sección y k 
es el denominado factor de concentración de tensiones. Pensando en la 
máxima tensión de flexión en el contorno del agujero, podemos poner 
también k = (M,)máx/Mo, siendo Mo el valor inicial del momento para 
(J = :rc12, donde se produce la tensión ' máxima. Así en el caso de flexión 
pura tenemos 

k = 5 + 311 

3 + 11 

que para el acero (v = 1/3) vale 1,80. 

(i) 

De modo parecido podrían obtenerse factores de concentración de 
tensiones para otros estados uniformes de tensiones y para agujeros de 
forma distinta de la circular). Sin e.mbargo tales resultados resultan de 
escaso valor por la siguiente razón. 

1 Véase J. N. Goodier, Phi/. Mag., vol. 22, pág. 69, 1936, Y G . N. Savin, «Stress Concen­
tration around Hales., Moscú, 1951. 

Micntras las tt.'nsionl's de flexión (para referirnos únicamentc al caso 
visto) no pasan de valor "mb = 6Mok/h2, el valor máximo de la tensión 
tangencial correspondiente está dado por 

3 6M o 
Tmáx = 2h Qmáx = (3 + II)ah 

O'máx h 
(3 + II)k ii (j) 

Así, disminuyendo la relación a/h podemos aumentar la relación 
Tmáx/l1mAx indefinidamente. De esta forma llegamos enseguida a tensiones 
cortantes de tal valor que su efecto sobre la deformación de la placa deja 
de ser despreciable frente al efecto de los momentos. En consecuencia, para 
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obtener resultados confiables, tenemos que recurrir a teorías especiales que 
tengan en cuenta la deformación transversal. 

En la figura 166 se han llevado en función de alh los factores de 
concentración de tensiones obtenidos) mediante la teoría de E. Reissner 
(v. ap. 39). La curva ~ es válida en el caso de flexión pura antes conside­
rado; la curva kt da la concentración de tensiones en el caso de torsión 
uniforme, producida por momentos M:x = Mo, My = - Mo en el estado 
inicial de tensiones. Los valores kh = 1,80 Y kt = 1,60 dados para estos 
casos por la teoría ordinaria, que figuran como líneas rectas, dan aproxima­
ciones asintóticas de ambas curvas, cuando la relación alh crece indefinida-

1 E. Reissner, J. Appl. Mechanic!, vol. 12, pág. A-75, 1945. El caso ha sido estudiado 
con más rigor por J. B. Alblas, «Theorie van de driedimensionale Spanningstoestand in een 
doorborde plaato, Amsterdam, 1957. Respecto a flexión de una placa cuadrada con un agujero 
circular, véase M . EI-Hashimy, «Ausgewahlte Plattenprobleme», Zürich, 1956, donde se 
aplica la teoría ordinaria. 



Illl'nte. Se Vl' en 111 fifo(uru qUl' 111111 para afo(ujeros de radio tres veces muyo .. 
que el espesor de la placa el error resultante de la aplicación de la teoría 
ordinaria supera ellO % del verdadero valor de k". Es también digno de 
notarse que para agujero cuyo diámetro se anula, el valor límite kb = 3 del 
factor de concentración de tensiones resulta igual al que se obtiene en 
estado plano de tensiones cuando se considera una tensión uniforme en una 
dirección. 

Si el agujero (fig. 165) se llena con un material elástico distinto del de la placa, 
tenemos el caso de una «inclusión elástica.). El agujero vacío y la inclusión rígida 
pueden considerarse como casos límites de inclusión elástica en que el material de 
relleno tiene módulo de Y oung cero o infinito respectivamente. En 10 que sigue se 
considera brevemente el efecto de una inclusión rígida. 

Exactamente como en el caso de un agujero, tenemos que combinar un estado 
inicial de tensiones con otro suplementario; sin embargo, ahora las condiciones que 
han de cumplirse en el contorno del agujero T = o son (en el caso simétrico) 

(aw) - -O 
or r_a 

(k) 

donde w es la flecha total de la placa. De las expresiones (192) de los esfuerzos, 
concluimos fácilmente que en la periferia de la inclusión, debe verificarse M, = yMT 

en tanto que los momentos M
T

, se anulan. 
En el caso- particular de flexión pura, supuesto en la página 59, obtenemos en 

torno a la inclusión rígida una distribución de momentos radiales dada por 

M r = lIfo - - -+ ---( 
1 2 cos 20) 

1 +., 1 -., 

4,0 
3.63 

3.0 

J' = 0.3 para el material de 
la placa y de la inclusi6n 

2.0 (Mdmb/M" -_.-

1,0 

0.63 

V 
~ ....... 

I 
~)'!L"'/M 

00 5 10 

FIG. 167 

20 

(l) 

El factor de concentración de tensiones correspondientes es igual a k = 
(3 + v)/(l - y2), esto es, para el acero 3,63. En este resultado no se incluye el efecto 

de la deformación tangencial, por lo que sólo es válido para valores altos de o/h. 

• M. Goland, J. Appl. Mechanics, vol. lO, pág. A-69, 1943. La figura 167 se ha tomado 
de este estudio. Véase también Yi-Yuan Yu, Proc. Second U.S . Natl. Congr. Appl. Mech., pá­
gina 381, Ann Arbor, Mich., 1954. 

23 .- TEORIA DE PLACAS Y LAMINAS 

s,· ''l' '1Ut' "1\ las I'l"oxlIlIidad,'s de ulla illdusiúll rilotHln. los 1l\l>ll\l'Illos nuhnl,'s /VI 
sup<.:run Ilotuhl<.:m<.:nk los mOl1lentos tangenciales M, esto <.:Shí en nolllhle l'onl ruHt~ 
con el estado de tensiones en torno a un agujero, caso en el que los momentos M, 
superan a los momentos M ,.. 

Como puede verse en la figura 167, ambos momentos difieren menos en el caso 
de una inclusión elástica. En la figura El representa el módulo de Young de la placa 
y E. el del relleno. 

D na inclusión elástica puede sustituirse sin cambiar sustancialmente su efecto 
por .una inclusión elástica anular. Reforzando un agujero con un anillo de rigide~ 
elegIda adecuadamente, puede reducirse notablemente la concentración de tensiones 
en torno al agujero '. 

1 Respecto a análisis de tensiones y datos numéricos relativos a este caso, véase Savin , 
op. cit. 
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Métodos especiales y aproximados 
en la teoria de placas . 

75. Sing,daridadefJ en lo. jJeJl,ii", de pluC4s 

Se dice que el estado tensional de una placa presema una singular idad 
en un punto' (xo,yo) si alguna de las tensiones en ese punto !le hace in fini­
tamenU' grande. De las expresiones ( 101 ), (102) y (t08) de los momentos y 
eslucrzQS cortantes se deduce q ue no se producen singularidades miemns 
la flech,1 w(x,y) y sus derivadas hasta la de cuarto orden sean funciones 
continuas de x e y. 

Se prod ucen ordinar iamente s ingu laridades en los puntos de aplicación 
de fuenas o momentos concentrados. En algunos casos se pueden presentar 
singula ridades en las esquinas de la placa, debidas a las reacciones, inde­
pend ientemente de la fo rma de reparto de las cargas. 

Pan 10 que sigue tomemos como origen de coordenadas el punto de la 
placa en que se presenta la singularidad. Las expresiones dadas antes por 
la flecha dan (después de las derivaciones oporlUnas) tensiones que son 
grandes en comparación con las tensiones producidas por cargas aplicadas 
en ot~ pumos O por los esfu erzos de borde, siempre que x e y sean 
pequeñas. 

Fuerza aislada en IIn punto interior de una placa 

S i 13 distancia del punto considerado al contorno y a otras cargas 
concentradas es bas tante grande, tenemos aproximadamente un estado de 

, Má, cx.c'.m~nte, ~n un punto ("'o, Yo, "'). 

s ""..tn ¡, " ~,,, I l'n ' " ' ''''' a 1;0 0'" ,'101" l'<>I¡ ct;nlr;od¡o 1' , En . · "" ~O: "'II:lo: i ". d 
esful'rw enrtllnte radial" mm d,shmcil' r de 111 ca rga P e~ 

l' Q, = - 2 .. , 

Observando la expresión (193) de Q. podemos verificar (ac ilmente que 
la flecha correspondiente esta dada por 

p , w._ - - r' ln -
S .. D a 

(206) 

en la que a es una 10ngilUd arbitra ria. El término corTcspondiente ,.. In a 
da tensiones despreciables cuando la relación rfa permanece pequeña. 

Momm to aislado m un punto interior (Ú una placa 

Apliquemos una (ueru ais lada - M , / ¿Jx en el origen y una fuerza 
aislada + M, I.:1 x en el punto ( - ..:Ix, O), suponiendo que M , es un momento 
conocido. Según los resultados anteriores [eco (206)] la fl echa debida a la 
acción combinada de ambas fuerzas es 

ji/ I (.T + oiU)t + y' w .., --- ._-- -
S .. D ,:1,r 

M, 

f\ 

, 
.1 

In !(,¡; + 6 x)' + ylJI 
a 

M, .t1 +y' (x' + yl)t 
- 8 .. /) -~ log a 

, 
" F,c. 168 

Cuando .::Ix tiende a cero, obtenemos e l caso de un momento M , 
centrado en el o rigen [fig. 168 a)] y la fl ecba es 

,. [[ M,üw. 
w, - un w ... _t - P -ü.t 

(a) 

con-

donde w. es la fl echa dada por la expresión (206). Verificando la derivación, 
obtenemos 

M,X~ w, - -- ,o 
8:1D 

"' + y' 
(b) 

a' 



1" '"""'''11 dI' UlH' ru,·I' ~." tl' : "' s \'t ' r~"I" de un !1l0!1lCIlt" CII UII PU'H" del ¡'onk 
lihrc '. 

Fuerza aislada que actúa en WI pUrlto pr6ximo a UII ba,(Ú empolrado (fig. 170) 

La flecha de una placa camilcver semiinfini ta cargada con una carga 
concentrada P en un punt9 (;, 11 ) está dada por la expresión 

w ~ _ P_ f4x E _ , " In ,:(X'-+-'--"'-)'--'+~(y_---"")'-' ] 
16 :'1D L ,~ 

(d) 

d l?nde r, = (x - n" + (y - '1)". Nos limitaremos a considerar el momen­
to de empotramiento en el origen. Derivando la expresión (d) se obtiene 

Iff. '"' 
p 
- cos· I{! 
x (209) 

en x = y = O, siempre que ; y " no se anulen simultáneamente. Se ve que 
en general el momento de empotramiento M. depende unicamente de la 
relación 1'¡;. Sin embargo, si ¿ = '1 = O, el momento M . se anula, y así 
queda probado que la fun ción M.(e,,¡) es discontinua en el origen. 

I , 
1-

' 1 I ___ _ ...J----L 
___ o ____ ~ 

He. 170 

Carácter parecido tiene la acción d e una carga cerca de un borde r ígido 
o elás ticamente empotrado, independientemente de la forma de apoyo de 
la placa en otros puntos. Esto lleva también a la forma característica de las 
superficies de influencia dibujadas psra momentos en el contorno de placas 
empotradas o continuas sobre este contorno (figs. 171 y 173). 

Para esfuerzos cortantes o reacciones, que actUen en x = y = O obte_ 
nemos de forma s imilar en la figura 170 

2P 
Q., =-COS' I{! 

" 
(210) 

donde'" = ¿" + ,¡'. 
, Véasc A. Nádti, . EI.,.{ilCh~ Planen. , pág, 203, Berlín, lnS. 

Supofin~ tk influencia del mom .... to th bortk tk una placa nrCUÜIT empotTada' (fig. 171) 

Representando la flecha (197), página 321, en la forma w _ PK(x,0,;,6), pode­
mos considerar K como fu nción de influencia de la flecha en un punto (x,O) siendo 
(;,6) la posición instantánea de la carga unidad. Pam calcular el momento de oorde 
M, en x = rfa = ], y = O debemos notar que en ]0 expresión correspondiente de las 
(192) a lo largo del borde empotrado x _ 1 se anulan todos los términos excepto el 
siguiente, que da 

D ("K) 1If, _ - - -
,,' ,b:' ._, 

(1 - P) ' 
(.) 

4".~· 2~c089+ 1 

Utilicemos la notación abreviada c' - 2c cos (J + 1 _ ,, ' e introduzcamos el 
angula 'f' [fig. 17] al Tenemos ,,' = 1 - 2 '1 C06 '1' + '1' Y , 

lIf, _ - ¡: (2cos,., - ~) ' 

que para valores despreciables de '1 coincide con la upresión (209), La superficie de 
infl ..... neia d .. l mom .. nto M, ... ti , .. preaentada en]a fil1uno 171 b) por CUTV .... de niv .. 1 
con las cotas multiplicadas por 4".. 

Supo fin., th influencia del m(}momt~ jlector M. om el comlrQ tk una placa cuadrada 
.impl~mente apoyada' 

Es conveniente emplear las superfióes de influencia de los valores M .. _ 
- Difw/ox' y M .. = - Di1w/or con d fin de llegar a los rduhados finales me-

diante las ecuaciones (101). 
La superficie de influencia de M .. puede construir"" basandose en la figum 76, 

El efecto de la carga aislada P = 1 actuando en el origen esta dado por la p rimera de 
las ecuaciones (\51) y la ecuación (152). Esta última expresión incluye también la 
singularidad del tipo dado por la ecuación (206), nec<:saTÍa en .,¡ origen. El efecto de 
otras cargas puede calcularse mediante la primem de las ecuaciones (149), siendo la 
serie rápidamente convergeme, La superficie de influencia aparece en la figum 172 
con sus cotas multiplicadas por 8".. 

Calculemos el momento flector ./]¡f. para dos cargas P, y P, < P, situadas a una 
distancia fija igual a 0,25a, estando cada carga uniformemente repartida sobre una 
superficie O,la x 0,10. Fuem de estas superficies la placa puede soportar una carga 
viva uniformemente repartida de una intensidad q < P, /O,Ola'. 

La superficie de influencia (fig. 172) para M.o Y la distribución de carga que da 
el maximo valor de M •• están dadas en esa figura con lineas continuas. A causa de la 
singularidad, las ordenadas de la superficie son infinitamente gmndes en el centro de 
la placa; por otra parte es más senci]1o calcular el efecto de la carga PI' separadamen_ 
te, mediante las ecuaciones (163) y (165) junto con las labias 26 y 27 ' . 

, M. El_Huhimy en ' Angsgewiihltc Plattenprobleme., Zorich, 1956, dio diversao tup"'· 
fióes de influencia para ptacas circutar .. emp<>tradas, 

, El conjunto má. nten80 de sUp"rficies de influencia de placas rectaogutares con di . ­
timas condiciones de borde oc debe a A. Pucher, . Einflu .. f~ld~, ~lastilCh~r Platten', 2 .• cd .. 
Viena, 1958. Véuc también su memoria en . Fcderhofer_Girkmano_F~ . .. chrif ... pág, 303, 
Vien.a., 1950. Re'p"cto a ,up"rfici.,. de influencia de plac .. com;nu ... , véase G. Hodan<!, 
1"P._Arell., voL 24, pí.¡¡ . 124, 1956 . 

• El efecto de la carga ""n .. at pu~d. calcularse tambi6t mediante l •• tineas de influencia 
similares a la. u •• du .00 el próximo ~j.mpto o mediante l. tabl. 20. 
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!'actO<" mulllpl¡Qdor~ "'0.0796 ., 
1'10. l?l 

Pnll este CIO.lIO lenemoll • _ 0, vlu - ¡, - \, ,, - 1,5708, " = 0, 1 _ 2,669 y 
l' - O, que dan N _ O Y un VlI]or de M que calculamos inmed;atamenle. El efe<;lo 
de \a carga P , puede supone rse proporcional . la ordenada 2,30 de:. la su perficie en el 
centro del area cargada. Introduciendo únicamente los excesos de ambas cargas sobre 
las cafgas debidas a q, tenemos que sumar las siguientes parlicipacion~ en el valor 
final de M.o' 

1. Carga P ,: según las ecuaciones (ló3), (165) con ~ _ a/2. d _ 0,\ V'la, 
M P, -O,Olqa'(' ) 

Jf •• - - - 2 In O . r.:. + 2.669 - 1,611 
2 Sr .lr v2 

- O,219(P, - O,OIqtl') 
2. u.rg:o. P,' 

M":. _ ~2.30(P, - O.olqa') - O,O!l2(P . - O,O lga') 

3. Carga un ifo rme '1: .egUn 106 da."" de lo f¡IJu .... 172, 

M '" = O,0369qa* 

/' --
1/ '/v ~k~: 

'1 f' 
0, 
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1 tI , 
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1 1 , 1 

\...... ../ 
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,/ } 

'\\ :~<'~ .¿~?/ 
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, 

Factor mult lpll<;ldor r. · 0.0398 'P, .... carla uniformeM. -0.0369 qa! 

FIG. 172 



Por lo tanto 
M •• - 0,2]9P, + 0,0921', + O,0338q«' 

A causa de la forma cu~drada de la placa y la simet ría de las condiciones de 
contorno, estamos en situación de utilizar la misma superficie de imluencia parn 
calcular M~. La situación de la carga P , correspondiente a la situación antes supuesta 
r~spe<:to a la superficie de influencia de .1\.1 •• , está dada por la línea d( trazos, y la 
contribución de P , resulta ahorn igual a .M~ _ 0 ,03S(P . - O,Olqa') en tanto que las 
participacionell de P, y Q no varían. ESlo da 

M,. - 0,2W''t + 0,0351', + 0,0344qa' 

Suponiendo ahorn por ejemplo ~ = 0,2 tenemos el resultado final 

M. _ M •• + O,2M, . _ O,263P, + O,099P. + O,04ú7qa' 

SuperfiCIe de influencia delllWmento M. en el centro del soporte entre dos ti"noS ,ntffiou$ 
de una placa continua en kI direcCIón x y rimplemente apoyada en y = ± b/2 

Est" c~iIO uo pre.ent~ en el proyecto de lou. de puente apoyada. "n mucha. vig<o' 
de forjado y dos vigas principales. En el supuesto de que las flechas y las rigide<:es a 
torsión de todas las vigas sean despreciablell, obtenemos la superficie de influencia 
indicada ' en la figura 173. 

En el caso de un puente de carretera, la carga de cada rueda está uniformemente 
repartida sobre una superficie rectangular u por v. Se han dibujado cinco lineas de 
influencia (conespondientes a valores de vlb de 0,05 a 0,40) para c. rgas que Se 
mueven según la linea cenITal de la losa y = O Y se dan las ordenadas máximas que 
nos permiten determinar sin dificultad la posición de la carga preponderante en el 
pJOyecto. Tanto la superficie como las líneas se han dado con sus ordenadas multi_ 
p~cadas por 8;"r . 

Ejemplo de cálculo. Sea a - b _ 7,20 m; además pard el neumático posterior 
P ,- ~ 7000 kgf, " = 45 cm, tJ _ 75 cm y pard el neumático anterior PI _ 1800 kgf, 
u _ 45 cm, v - 37,5 cm. Supondremos que el efecto de reparto debido al pavimento y 
al espesor de la losa "sla incluido en los valores adoptados para u y tJ . 

Para el neumatico posterior tenemos v/b "" 0,10 Y para el anterior vi l> "" 0,05. 
Suponiendo que damos a los neumáticos posteriores las posiciones sucesivas corres­
pond ientes a las abscisas ~ = O,20a, 0,25<1, 0,J0a, 0,35a y 0,40a, las posiciones 
respectivas de los neumáticos anteriores quedan fijadas por la distancia Cl)tre ejes, sea 
4,20 m = O,583a. 

El dlculo mediante la superficie de influencia da, para cada posición particular 
de la carga, una serie de "alores det momento que se han dibujado en la figura 173 
como funciones de la absc isa ~ mediante la linea de trazos. La curva presenta un 
máximo aproximadamente para e - 0,30a. Vamos a ve r el procedimiento de cálculo 
únicamente pa ra esta posición. 

Las lineas de influencia correspondientes a 0,10 y 0,05 dan la cont ribución de las 
dos cargas centrales (en y = O) que vale 

- (7000 X 3,24 + 1800 X 3,32 _ - 28 ó5ó kgf 

y la superficie de influencia de la contribución de las seis cargas restantes que es 

- 7000(1,66+ 2,25 + 0,44) - 1800(1,59 + 2,25 + 0,41) _ - 38100kgf 

Finahnente, teniendo en cuenta el factor multiplicador l/8" = 0,0398, tenemos 

(M;)...-. = - 0,0398 (28 656 + 38 1(0) _ _ 2657 m kgf/m 

Respe<;to a métodos para su construcción. véan~ las rderenciall dadas en el apartado 52. 

Por lo tanto 
M •• - 0,2]91', + 0,0921', + O,0338qa' 

A causa de la forma cu~drada de la placa y la simet ría de las condiciones de 
contorno, estamos en situación de utilizar la misma superficie de influencia parn 
calcular M~. La situación de la carga P , correspondiente a la situación antes supuesta 
respe<:to a la superficie de influencia de .1\.1 .. , está dada por la línea de trazos, y la 
contribución de P , resulta ahorn igual a j!,1~ _ 0 ,03S(P . - O,Olqa') en tanto que las 
participacionell de P, y Q no varían. ESlo da 

M,. - 0,2WP, + 0,0351', + O,0344qa' 

Suponiendo ahorn por ejemplo ~ = 0,2 tenemos el resultado final 

M. _ M •• + O,2M, . _ O,263P, + 0,099P. + O,04ú7qa' 

Sllperficie de influencia delllWmento M. en el centro del soporte entre dos t.'anoS intff,(}U$ 
de una placa continua en kI dirección x y rimplemente apoyada en y = ± b/2 

Est" c~iIO uo pre.ent~ en el proyecto de lou. de puente apoyada. en mucha. vig<o' 
de forjado y dos vigas principales. En el supuesto de que las flechas y las rigideces a 
torsión de todas las vigas sean despreciablell, obtenemos la superficie de influencia 
indicada ' en la figura 173. 

En el caso de un puente de carretera, la carga de cada rueda está uniformemente 
repartida sobre una superficie rectangular u por v. Se han dibujado cinco lineas de 
influencia (correspondientes a valores de vlb de 0,05 a 0,40) para cargas que se 
mueven según la linea central de la losa y = O Y se dan las ordenadas máximas que 
nos permiten determinar sin dificu ltad la pos ición de la carga preponderante en el 
proyecto. Tanto la superficie como las líneas se han dado con sus ordenadas multi_ 
plicadas por 8;"r . 

Ejemplo de cálculo. Sea a - b _ 7,20 m; además pard el neumático posterior 
P, ~ 7000 kgf, " = 45 cm, tJ _ 75 cm y pard el neumático anterior PI _ 1800 kgf, 
u _ 45 cm, v - 37,5 cm. Supondremos que el efecto de reparto debido al pavimento y 
al espesor de la losa "sla incluido en los valores adoptados para u y tJ . 

Para el neumatico posterior tenemos v/b "" 0,10 Y para el anterior vi l> "" 0,05. 
Suponiendo que damos a los neumáticos posteriores las posiciones sucesivas corres­
pond ientes a las abscisas ~ = O,20a, 0,25<1, O,JOa, 0,35a y 0,40a, lag posiciones 
respectivas de los neumáticos anteriores quedan fijadas por la distancia e!Jtre ejes, sea 
4,20 m = O,583a. 

El dlculo mediante la superficie de influencia da, para cada posición particular 
de la carga, una serie de "alores det momento que se han dibujado en la figura 173 
como funciones de la absc isa ~ mediante la linea de trazos. La curva presenta un 
máximo aproximadamente para e - O,30a. Vamos a ver el procedimiento de cálculo 
únicamente pa ra esta posición. 

Las lineas de influencia correspondientes a 0,10 y 0,05 d an la cont ribución de las 
dos cargas centrales (en y = O) que vale 

- (7000 X 3,24 + 1800 X 3,32 _ - 28 ó5ó kgf 

y la superficie de influencia de la contribución de las seis cargas restantes que es 

- 7000(1,66+ 2,25 + 0,44) - 1800(1,59 + 2,25 + 0,41) _ - 38100kgf 

Finahnente, teniendo en cuenta el factor multiplicador l/8" = 0,0398, tenemos 

(M;)...-. = - 0,0398 (28 656 + 38 l OO) _ _ 2657 m kgf/m 

Respe<;to a métodos para su Constr~cción. véan~ las rderenciall dadas en el apartado 52. 



Esfuerzo corton/e máximo debido a una carga umfOTmementt repartida en la wperficie 
th un rtctón(ffl/o 

En la figura 170 se indica con líneas de trazos una carga de este tipo adyacente 
al borde empotrado de una placa cantilever indefinida. Este problema se p resenta 
también en el proyecto de forjados de puente. Mediante el resultado (210) Y el 
I'.incipio de su!>"rposición obtenemos el siguiente esfuerzo cortante en x = y .. o. 

2P f." (Q.) .... .. - dE 
~ o 

que da (Q.) ..... 
p -.-• (f) 

I [. a .. -- ln . " (,., ) 
-;;- + 1 + 2 (o) 

En la tabla 78 se dan 10$ valores numérioos del factor a. Como la influencia de 
las cargas de otras ruedas sob,.., O~ ordinarianente es despreciable, no es necesaria la 
superficie de influencia de O •. El resullado (/) puede utilizarse con suficiente apro­
ximación para losas de dimensiones finitas y también corno valor mtiximo posible para 
borde elásticamente empotrado. 

TABLA .8 

Valore. del fleClor a d. la ecuación (f) 

./. o ~Iu O 

0,1 0.223 1,2 0.852 
0,2 0,357 1,' 0,884 
0,3 0,459 1,6 O,,," 
O,, 0,541 1,' 0,927 
0,5 0,607 2,0 0,941 

O,, 0.662 2,5 0.964 
0,3 0,708 , 0,977 
O,, 0,747 • 0,989 
O,, 0,780 5 0.994 
1,0 0,807 10 O,,,", 

77. Fu .. cio .. .,. d .. ¡ .. jluel1dll:r f u .. cia .. ., • .,..rllct., .. ¡.tica. 

Es interesante hacer notar la estrecha relación existent" "ntre la func ión de 
influencia (o función de Green) de la placa flnada y .,¡ p1"?blema de las vibraciones 
trans~ersales libres. Estas últimas obedecen a la ecuación diferencial 

(~ ~)'W .. ~ .!!.oJ'W 
oJz' + oJV' D oJl' 

(o) 

en la que W{X,y,I) es la flecha, ¡. la masa por unidad de area y I e!tiempo. Con la 
hipótes is IV _ w(x,y) cos PI obtenemos para la función ro la ecuación diferencial 

Dt.t.w - ~w - O (6) 

en la que .. - p' p_ Para determinadas condiciones de C()ntomo la e<:uacion (b) sól() 
admite solución para una serie definida de valores l" A" ... , ,;,., de] parámetro 1, 
valores llamados "l.Ímero$ coracteristicos (o 'Valores FOpiQs) del problema. Las solucio_ 
neS oo,",spondi"mes forman una serie de funciones características w,(x,y), w.(x,y), 
... , w.(x,y), Estas funciones son otorgonales entre si, es dedr 

JI w,(z,V)w.(z,y) dI dI! .. O , 
para i * k, estando extendida la integra! a toda la superficie de la placa. Como las 
funciones w. (x,y) estan definida.~ salvo un factor constante, pueden onormalizarse. 
eligiendo este factor de modo que se satisfaga la condición 

II w:(z,y ) <h dy .. o'b' (.1) , 
La formo elegido paru el oegundo micmbro dc (d) es la apropiada para el ca,.., de 

placa rectangular de lados ti y b, pero cualquiera q ue Sea el contorno de la placa, " • 
debe tener la dimensión de una longitud. Establecida la serie de valores .. y la 
correspondiente serie de funciones normalizadas w.(x,y) puede demostrarse ' que el 
desarrollo 

K(, ) _ _ 1_ \' w.(%,y)w.(~,,,) 
,y,!;,'I a'b' ~ >... (<l 

.-, 
es válido para la función de influencia de una placa con condiciones de contorno que 
se satisfacen por las funciones características. 

Aplicando el resultado (,,) a las ecuaciones (a) y (b) del apartado anterior conclui_ 
mos que, independientemente de cuál sea la distribución de las cargas, la flecha de la 
placa puede siempre representarse mediante una combinación lineal de funciones 
características. 

Consideremos, como ejemplo, una placa rectangular simpleme nte apoyada 
(fig. 59). Las funciones propias que satisface la ecuación (1)) junto con las condicione! 
de contorno ro = dw = O y la condición (ti) son 

(JI 

siendo m y " dos númerOS enteros arbitrarios. 
El valor propio correspondiente de la ecuación (6) es 

( m' ")' ).,, - 7'D - +-
,,' b' 

(" 

La sustitución de estas expr"",iones en el desarrollo e,,) conduce inmediatamente 
al resultado (134). Pueden obtenerse de modo parecido funciones de influencia pan. 
placas reetangulares con dos bordes opuestos simpl"mente apoyados, con condiciones 
arbitrari as en los otros bordes. Sin embargo, en tal caso resulta necesario el cálculo 
pre~io de los valores .\, a partir de la ecuación de freeuencia transcend"nte COrres_ 
pondiente. Un nuevo ejemplo de función de influencia que puede obt"nerse en forma 
de desarrollo en serie es el caso de placa circula r, cuyas formas de vibración, expre­
sable. mediante funciones de Bes..,l, son bien conoeidas. 

, V.""", par ej""'plo, R. Counmt y D. Hilbc"t, . Method. of Mathemotical Physics •. vol. 
página 370, Noe," York , 1953. 



en la que A - p' p. Para determinadas condiciones de C()ntomo la e<:uación (b) sólo 
admite solución para una serie definida de valores l" A" ... , ,;,., del parámetro A, 
valores llamados nl.ÍmerOl característicos (o valores propios) del problema. Las solucio_ 
neS cor..,spondi"mes fonnan una serie de funciones características w,(x,y), w.(x,y), 
... , w.(x,y), Estas funciones son otorgonales ent.., si, es dedr 

11 w,(z,v)w.(z,v) dz dV .. O , (" 

para i * k, "Slando extendida la integral a toda la superficie d" la placa. Como las 
funciones w.{x.y) estan definid8.~ salvo un faclor COnStante, pueden ononnalizarse. 
eligiendo este factor de modo que se satisfag~ la condición 

11 w:(z,y) <k dy - a'b' (d) , 
La form.Q elegida paru el ""gundo micmbro dc (d) es la apropiada para el c.a,.., dc 

placa rectangular de lados a y b, pero cualquiera q ue Sea el contorno de la placa, w. 
debe tene r la dimensión de una longitud. Establecida la serie de valores ,;,. y la 
corresfl'Ondiente serie de funciones normalizadas w.(x.y) puede demostrarse' que el 
desarrollo 

K(, ( , _ _ '_ \' w.(%,y)w.(~,tI) 
,y, ,ti a'b' ~ >... (., 

,-. 
es válido para la función de innuencia de una placa con condiciones de contorno que 
se satisfacen fI'Or las funciones características. 

Aplicando el resultado (e) a las ecuaciones (a) y (b) del apartado anterior conclui_ 
mos que, independientemente de cuál sea la distribución de las cargas, la necha de la 
pla<;a puede siempre representarse mediante una combinación lineal de funciones 
característÍ<:as. 

Considerem.os, corno ejemplo, una placa rectangular simpleme nte apoyada 
(fig. 59). Las funciones propias que satisface la ecuación (1)) junto con las condicione. 
de contorno ro = Llw = O y la condición (ti) son 

(/1 

siendo m y n dos númerOS enteros arbitrarios. 
El valot ptopio correspondiente de la ecuación (h) es 

( m' ")' )", - 7'D - +-,,0 bO (" 

La sustitución de estas expresiones en el desarrollo (e) conduce inmediatam"nte 
al resultado (134). Pueden obtenerse de modo parecido funciones de innuencia para 
placas re<:tangulares con dos bordes opuestos simplemente afl'Oyados, con condiciones 
arbitrarias en los otros bordes. Sin embargo, en lal caso resulta necesario el cálculo 
previo de los valores';" a partir de la ecuación de fre<:uencia transcendent" COrres_ 
pondiente. Un nuevo ejemplo de función de influencia que puede obtenerse en forma 
de desarrollo en serie es el caso de placa circula t , cuyas fonnas de vibración, ""pre­
sable. mediante funciones de Bes..,l, son bien conocidas. 

I Véase, por ejcnplo, R. Counmt y D. Hilbert, . Method. of Mathemat;cal Physics •. vol. 1, 
página 370, Nue,·. York , 1953. 

Puesto que la intensidad de la c arga est" dada por f(~) 
v/2 < >J < v/'2 y por cero "n todo otro punto tenemos 

2P 
!(JI) --.. l .. sen~c08"Y 2 da 

" . 

P /v para 

(d) 

Por otra parte, la función f(y) ". igual a la diferencia de esfuerzos cottantes Q. a 
ambos lados de la sección x = ~. Así pues, mediante las e<:uaciones (108), t"n" mos 

(,) 

en que X = ~. De acuerdo con la " cuación (á) representamos las neehas w, y w, pOt 
las integrales 

w. - Jo" X,(z ,,,) COI! «JI d<Jt i - 1,2 (f) 

en las que la función 

X ,(x,a) = (A, + B ,x) eh ax + (C, + D ,x) sh ax 

liene la misma forma que la función y .. de la pagina 136. 
Basta ahora sustituir las expresiones (f) en las e<;ua<;iones (a), (h) y ( ~) pIra 

determinar los coeficientes A" B" D, independientes de y y funciones de a. 

2.0 l.' 1.0 o., o 
1 • 

flG _ 175 

o., 1.0 '.' 

En la figura 175 se muestra la distri bución d" momentos fl"clores en el borde 
empotrado, calculada m "diante la solución ante rior para diversas posiciones de la 
carga y para los valores v ~ O y • = 0,3. 



TramfoTmocüm (Ú Mellin 

La aplicación de esta transformación es apropiada en p la<;as <;n forma de se<;tor 
d<; <;ondi<;iones homogéneas en los bordes O = O Y 0 = (1 (fig. 176). Consideremoo 
como ejemplo el borde O - O empotrado y el borde O = (1 libre y <;on una carga 
concentrada en él en T _ r.'. 

--------- ro---------..j 

"'U.l. 176 

Bocoe 
libre 

Utilizamos coordenadas polares (v. ap. 62) y comenzamos tomando la solución 
general de la e<;ua<;ión diferen<;ial .1.:1w = O en la forma 

~) 

donde r es un parámetro y 

9(O,s) = A(s) <;os sO + B(s) sen sO + C(s) ros (s + 2)0 + D(J) sen (J + 2)0 (h) 

La flecha y la pendiente en el borde empotrado se anulan si 

1 [&W(~)l _ O 
r d6 ,_. 

(i) 

El momento fle<:tor M, en el borde li b re se anula a condición de que 

[
• lj'W(, ) +! dW(,) 

ar' r élr 

+ ~ d'W(~)l _ O 
r' 46' ,_ 

Ahora bien, una función f(T) puede representarse mediante la fórmula de Mellin 
en la forma siguiente: 

en la que " es una <;onS!9nte real sometid a a algunas limita<;iones. 
específico de una fuerza P concentrada en T .. T., obtenemos 

p 1'+'; (,)",." f(r) - - . - " 2,"r • • _ _ • r. 

'k) 

Para el caso 

(1) 

, El problema fue estudiado por S. WoinoW$ky_Kr;e~r, IlIgr._A,,"., vol. 20. pág. 391 , 
1952. Le hizo algunas correccion ... W_ T . Koit~ •. I"P.-Are" .• voL 21. pág. 381, 1953. PaTa 
placo con 1011 d". bordea empolradoa, ,.~...., Y. S. Uf1yand. DoklaJy Akad. Nal.k S.S.S.R., \lO­

hImen 84, pag. 463, 1952. Véase: lambién W. T. Ko;ter y J. B. Alblas, /70<:. Ko"¡,,kl. Nro. 
Alwd. Wdenschap_. Rri~ B. voL 57, numo 2. pág_ 259, 1954. 

Esto sugiere la forma siguiente para la flecha de la placa: 

(m) 

Ahora bien, las fuerzas q ue actúan h acia abajo en el borde O _ (Z están dadas por 

(V,), _ _ (Q, _ dM.,) 
" .­ (o) 

Esto mediante el uSO de las debidas expresiones de Q, y M" (v. págs. 310 Y 31 \) 
así como la expresión (m), da 

-~ 1-+ .o. I d~ + [&' + (1 - .)(8 + 1)(, + 2)J 
0191 . -(, +1) di (o) 

2 .... _ '" de iJ6 , _ 

Finalmente 'gualamos las expreSIones (f) y (o) y aSl obtenemos, Junto con las 
ecuacIones (1) y I,J) cuatro condIcIOnes para doterminar A(r), B(r). C(s) y 1)(r). La ., 

w-

• • -, 

-s' ! 

0.243 Pr,NO 
1-=-'-"'"-=----+1.00 

" 

Fu;:. 177 

• 
" 2 , 

§ , , 
0.67 1.00 ió 

9 - O Empotrldo 



sustitución de ettos coeficientet en 1"" expresionet (h) y (m) y la introducción de un. 
nUeVa variable" _ - (1 + I)i, donde i _ vT. da la siguiente expresión de l. fle<:hl: 

(,) 

en la que G y fI .on funciones de a, 6 y <1, Y N es función de a 

Y"· 
lA figura 177 da la variación de fle<:has en el borde libre y la distribuci6n de 

mo~ntos M, en el borde 8 .. O en los casos paniculares de a _ ",/4 Y .. .. ",/2. 

T.a"'!OT1IUlO(}It eh Jla,,1f~1 

Sea Una p laca circular de radio Q flexada se(fÚn una superficie de revolución por 
una eor.a q(~) .im~tricamcntc repar.ida . Multiplicamo. la ecuación difcuncial 
.d.dm .., qlD de"" placa por .J.O,)d. e integramos por panes entre O eoo. Dado que 
m .. O para. > Q, el resuhado es 

donde 

l·l " u~')'J.(¡')d. = g(l) (.) 

I r' '(") .. (C, + "'(,',)/,(>.a) + ("C, + "'C.jJ,(>.a) + D Jo q(,).J,(>.p) dI' 

J. y J, 80n lu funcione. de Beuel de orden cero y uno , y C, son 
Aplicando el teo rema reciproco de Hanke! a la ecuacion (q) tenemOS 

¡.o I 
UI .. g(") - J . ("r) á). . ,. 

constantes. 

(.) 

Ahorl pueden obtenerse las constantes C, de las cond iciones en d contorno de 1. 
placa r _ Q Y de la condición de que la función g(),)f),' debe ser acotada. En el c.so 
de placa anular' es preciso modificar lige .... mente la expresión (.). En e! apanado 61 
le han dsdo ejemplOl de aplicación de soluciones dd tipo (1) a problemas de placas 
apoyad"" elbticamente. 

TranifOT1lUlcWn U1f() 

Hcmos utilizado aoluciones de! tipo 

m(:z:.w) .. Z:Y(W,a) sen <E% 

en el catO de placas rectangulares y de la fo ........ 

10(.,8) - ~R(" /fl sen fJ6 
en p lacas en forma de leCtor. 

Las trlnaformaciones finitas en seno de la función "', tomada respecto a :.: y 6 
retptCtiv.mente e introducida junto con las derivadas transformad •• de m y la 
e<:uación difer~ncial tunlformads de la placa, aparecen entonces como útiles para el 
cálcu lo de 1 .. constante. de 1 .. fu nciones Yo R a partir de las condicione, de 
COntorno de la placa dada', 

, R ... pecto.l fundamento del tn<!.odo, vl-.e H. Lung, Z . .. 'Wft<'. M .. tlr. M«" .. vol. 32, 
pí.¡¡ino +ti, 1952, donde.., da unl eIlen .. relaciÓll de tranofonnadaa n.,.,_ri .. plrll '" .pLi. 
cación. . 

• U. aplicadón del m~lodo oc debe a L. 1. o.v~rIILJ y C. J. 'Iñome. J. Apf>/. M«/t(J.n&I. 
volumen 18, pí.¡¡o. 152 y 359. 1951. 

19. Mirodo de .,..~ ... bl .. compl.ja 

Tomando como variablet independientes .a - ;r + iy Y i _ ;r - iy la e<:uacion 
diferencial (104) de la placa fluada toma la forma 

,.. I 
,b' ,l!' .. MD q(I,I) 

Tomemos ... = .... + "'" donde "', es la S<llueión lIeneral de la e<:uación 

"~o --- O 
d', d'! 

Y "'. una $Olución panicular de la e<:uaeión (a). Entonces tenemos' 

(.) 

(b) 

donde 'F' Y X son funciones ~na1iticas t'n la región considerada. Ceno' .. lmentt" se 
introduce con X la derivada" .. dxld:. 

En el caso de una carga concentrada P que act"B en .a, .. ;r, + iy. puede ekgirse 
la solución w, en [a forma 

r 
m, .. I&o-D (a - ' . )(1 - 1, ) In !(, - %.)(1 - J,)] (e) 

que .-s equivalente en e.encia a la expres ión (206). Una expresión adecuada pan una 
carga uniforme seria 

q"I' 
UI, .. 64D 

Si d contorno interior o exterior de la placa es un círculo, p-odem08 sustitl:irlo 
por un circulo unidad % = ¿. o en form~ abreviada 2 _ (1. Las condicione! de 
contorno en % = " dehcn exprc!lllrle tambib! en forma compleja. Las funciones 'F' y 
" pueden tomarse en forma de series de potencias, con términos adicional~'S si es 
preciso, según 1011 valore!! que tOmen [os esfuerzOl en e! borde imuior de la placa. 
Multiplicando las condieiont'S de contOrnO por [2,.i((1 - 2))- ' do integrando. lo 
larg<.> de ,. = (1 obtenemos las funciones buscadas 9' y,, '. 

Para contornos di.tintos del circulo puede usarse una función,. = w«) = w(,r') 
tal que tran.formarse el contorno en el circulo unidad .: = ,.. = (1. La determinaci6n 
de las funcione!! 9,«() - . (:» )' ",(n - ,,(ir) a partir de 1., condiciones de OOOlOmo 
en .: = " le reduce entonces al problema considerado antes. El método de Musche­
lish"ili antes esbozado es eficientt' de un modo panieulsr en 101 ca_ relativos a 
distribución de tensiones en tomo y agujeros' ; en elle caso la función ... ~n tiene que 
reducir la pane infinita dc placa .1 inte rior del circulo unidad. 

, .Il <q!,""nr.. la parte ..ni de lo ... luci6n. Ella fono. de wluci6n de lo ecuaciÓfl bi· 
poltnci.L se dd .. : a E. ea" .... " Bull. 5«. /IIa"' . F, .. ,.u. vol. 26. pág. 236. 1898. 

, Rn~o 01 cikulo de L ... int.-grlll .. del ,ipo Cauchy Que impl;c" .. le procedimitnto. 
,.h!IC N. l . Muochelishi\"ili, .So.,... Uas;" Probl ....... of ,he Mathemllicll Theory of Elasticiry. 
Grnnin~n, 1953. 

-, Una amplia apliClóón d~ .,.,~ rnt.odo al prnblema de concenlración de tension .. se 
dd><: I G. N. Sovin; v"aoc .... 'SI...,.,. Coneentrll,i .... lround 1101ea>. MoscU. 1951 . Véaoc ,unhi<'n 
Yi·Yuan Yu, j. AppJ. Mn/t(J~iel, vol. 21. ~II. 129. 1954, Y !'r()€. Ni~lh J~It .... CIHrg7. Apf>/. 
Mnh_. YoL 6. pág_ 378. Uro..,l ... 1957; tambiw L. 1. OevenoLl, J. Appl. M u/t(JNirl, vol. 24. 
~lIin. 295. 1957. A. C. S'eventon utiliw un mllodo lige .. mente diltinto aplicable también 
a alguna problema. de la teo,i. de pL.""" gru ...... , vi • .., Phi/. Mag .. vol. 33. pág. 639. 1<)42_ 



El m4!todo de variab le compleja nOl permite tambi4!n expresar en forma finita lu 
funciones de C reen de una p laca (ircular con d iversas condiciones de contorno'. 

En otr()A ca_ ta les como el de una placa cuadrada, es pT<:cillO conformarse con 
una determinación aprox imada de 1115 funcionea de G reen '. 

Cuando la deformaci6n de l. placa pueda ponerse en forma de doble serie 
trigonom~trica, podri expresarse también mediante una serie senci lla haciendo UIO 

de 1115 propiedadea de doble periodicidad de 1115 funciones elip ticas. Pan el valor de 
.dw que u ti, face la ecuación potencia! A(Aso) _ O, tal expreaión reaulta especialmente 
conveniente a cauu de la últi ...... conexión en t..., la función de Green de la expresión 
A.., 'J 11 función que .wuee al círculo un idad la superficie de 11 p laca dada'. Ikler­
minada A", 101 ea(ue~ cortantes de la placa están dadOl i nmed i.tamen~ PO' 1 .. 
derivadas de esla función, .. n virtud de las « ua.dones (108). 

80. Apl icocU,,. del ~U>do tk 14 eru!rgm de defornuu;ü". al c6lculo 
rk jll!CMtr 

Cons ideremos de nuevo el problem a de la placa rectangular simplemen­
te apoyada. Del estudio hecho en el apartado 28 se deduce que la flecha de 
dicha placa (fig. 59) puede ponerse siempre en fonna de una doble serie 
trigonométr ica4 . 

\' \' mrx nrJl 
W - Lt ~ a ... sen a sen b (a) 

.. _\ ,,-1 

Los coeficientes a.... pueden con side rarse como las coordenadas que 
definen la forma de la deformada y puede aplica rse a su determinación el 
principio de los trabajos vi rtuales. Para la aplicacion de este principio 
necesitamos la exp resión de la energía de deformación (v. pág. 108): 

(b) 

! (. ( ' 1('''' '''')' V ... 2 D Jo Jo az' + ay' 

- 2(1 - ') [ :;: :~- (a~~Yr] }d~dY (b) 

Sustituyendo w por su exp resión (o) el primer término de la integral en 
toma la forma 

1 ( " ( ' [ ~~ (mo", no",) m~ "" j' 
2" D Jo Jo L¡ L¡ a.. . 7 +"""bi"" sen a sen -b- '" dy ", .. \ .-1 (o) 

, E. Rei~r. "'(1111. A ..... , vol. 11 1, P'g. 717, 1935; A. Lourye, PrilWMJ. /11(11. M~~" .. 
volumen •. pIIg. 93, 1940 . 

• f . Schultz_Grunoz, Z. ""1,"", M~lh. M tt:II .. yol. 33, P'g. 227, 1953 . 
• Couranl y Hilben, "". ci,., vol. l. P'g. 371. H an sido ..... da de un modo capeci.' l •• 

fu"";., .... eliptica por A. !'ad.i. Z. "'V"". Mallo. Mulo., vol. 2, P'g. 1, 1922 (forjadOll. pOr 
F. TGlke, I"I •. -A. t lo., vol. S, P'¡. 187, 1934 (placas rcctangubrea); y también por B. D. Aggu_ 
wal. , Z. ""1/"". M(lIIo. M .. Io .. vol. 34. "'11. 226. 1954 (placas poligonal,"" y, .... ¡>articulo. , p lOCllI 
Ihan"ulara). 

, La. ,énninOl de ,""t • ..,ric ton funcione.. características de la p lac. conlidcn<Lo (vé.u 
apanado 71). 

Teniendo en cuenta que 

¡,. mr z m'rZ 
"" ~- " n ~- '" , a a 

( . nry n'r y 
- Jo sen Tsen~b- dy - O 

si m *- m' y n *- n', deducimos que para calcular la integral (e) tenemOl; 
que considerar únicamente los terminos cuadrát icos de la serie que aparece 
entre corchetes. Empleando la fórmula 

¡,. ¡,t mr.t nry ab " n' ~- len' -- dx dJl - -o o a b 4 

el calculo de la integral (e) da 

~D ¿ f a!. (~+~r 
.. -1 . _ 1 

Dado que 

¡,. ¡,t mrx nr y "n' ~- sen' -- '" dy o o a b ¡,. ¡'t mr:r: nr¡¡ ah 
- c08'~- o .. ' -- dxdy"'-

o o a b 4 

puede deducirse que el segundo termino de la integral de la expresión (b) 
se anula al verificar la integración. Por consiguiente la energía total de 
deformación está dada en este caso por la expresión (e) y es 

,'ab ~ ~ (m' n')' 
V -g D L¡ ~a~. a' + b' (d) 

", - 1 ""1 

Consideremos la deformada de una placa (fi g. 59) debida a una fuerza 
concentrada P perpendicula r a la placa y aplicada en el punto x = ~, 
y - 'l. Para tener un desplazamiento virtual que cumpla con las condicio­
nes de contorno damos a cualq uier coefi ciente (;1 .. , . , de la ser ie «(;1) una 
variación elemental 00 .. ,.,. Como consecuencia de ello la fl echa (o) sufre 
una variación. 

m'r~ n'r Jl i w ... .sa,.,., sen ~a- sen T 

y la carga P produce un t rabajo vi rtual 

, m'rf n' 
P .sa,.. ,, ' sen a sen ;" 

Del principio de los trabajos vinualt.'S se deduce que este trabajo debe 
ser igual a la variación de la energía potencial (á) debida a la variación 
00""", . Por lo tanto 

m'rf n'r!) 
P ia .. ·,,· sen a sen ~b-

av 
-- ,"-" aa".'.' .. 



Sustituyendo V por su expresión (á), obtenemos 
m'r€ 11.',", r.OO (mlt 11.'1)' 

P ¡a" ... · sen - a-,sen - b- - T Da".·., (ii" + 1)1 80.'.' (,) 

de donde 
m'rf n'rI'J 

4Psen --"" - -a b 
a"..,,' 

T~abD (mi' + ni')' 
a' h' 

Sustituyendo en la 
tado (133). 

expresión (a), oblenemos una vez más el resul-

En Jugar de utilizar el principio de los trabajos virtuales para calcular 
los coeficientes 12 •• en la expresión (a) de la flecha, podemos obtener el 
mi~,,>o rC:MulhH.lo <.:u"~j,j"n",,.lu 1" c ... ,elCí .. lUla! <.Id "¡"lo: .. " •. Si UII "¡,,tclII .. 
esta en una posición de equilibrio estable, su energía total es un mínimo. 
Aplicando este acento al estudio de la flexión de placas, observamos que la 
energía total en tales casos consta de dos partes: la energia de deformación 
debida a la flexión, dada por la expresión (h) y la energía potencial de la 
carga que actUa sobre la p laca. Definiendo la posición del elemento de carga 
q dx dy por su d istancia vertical w al plano xy, la energía potencial corres­
pondiente puede ponerse en la forma - wq dx dy, Y la energía potencial de 
la carga IOlal es 

- fJwqdxdy (g) 

Entonces la energía total del sistema es 

[ - rr(E. ((a'w "W)' 
JJ 2 ax' + ay' 

[a'" a"" (a'w )']1 - 2(1 -~) ax' ay' - ao!' ay (h) 

El problema de la flexión de una placa se reduce en cada caso particular 
a la determinación de una [unción w de x e y que satisfaga las condiciones 
de contorno dadas y haga que la integral (h) sea mínima. Si apl icamos a 
este problema el cálculo de variaciones obtenemos para w la ecuación (104) 
en derivadas parciales, que ya habíamOli deducido de la consideración del 
equilibrio de un elemento de la placa. Sin embargo, puede utilizarse ven­
tajosamente la integral <h) en el estudio aproximado de la flexión de placas, 
Para ello sustituyamos el problema de ailculo de variaciones por la deter­
minación del mínimo de una cie rta función, suponiendo que la flec::ha. w 
puede ponerse en la forma 

w .,. a,.",(x, y) + a, 'r' (x,y) + aa'r'(x,y) + .. + a . qi .(x, y) (2 11 ) 

en la que las funciones 'P" '1'. , "', 'f' .. se han elegido en la forma apropiada' 
para representar la deformada y cumplir al m ismo tiempo las condiciones 

, Por l. expcrift>Ci. le .. be .pro.irruodom~nte la forma d~ la ddonnadl y noo lIuí,mot 
por ula información pa ... el~gir la forma apropiada de las funcioneo or. 

de contorno. SustilUyendo la expresión (211) en la integral (h), obtenemos 
despues de integrar una función de segundo grado en los coeficientes a,. 
a •• ... Ahora basta elegir estos coeficientes de modo que la integral (h) sea 
un minimo, de donde se deduce que 

al _ O 
oo, 

81 
iJa. - O 

al _ o 
aa. (i ) 

Lo que nos da un siSlema de n ecuaciones lineales en a" a l ' "', a" Y 
put.de calcularse fácilmente estos valores en cada caso particular. Si las 
funciones 'P son tales que la expresión (21 1) puede representar una función 
arbit raria dentro del contorno de la placa ' , este mélodo de cálculo de 
flechas w nos lleva a aproximaciones cada vez mejores cuando aumenta el 
número" de términos y tomando n infinito obtenemos una solución exacta 
del problema. 

Aplican'do el melodo al caso de una p laca rectangular simplemente 
apoyada, t9mamos la flecha mediante la serie trigonometrica (a). Entonces, 
utilizando la expresión (d) de la energía de deformación, la integral (h) 
queda en la forma siguiente: . . 

,'abD \' \' , (m' n')' 
{:z 8 L..¡ L..¡ a .. ~ a' + b" 

... 1 ~_l 

r· r' \' \' mu n.y 
J o Jo q L..¡ L..¡ a • • sen a sen b do!' dy 

.. ·1 " . 1 

(j) 

y las ecuaciones (1) tienen la forma 

T'abD a.... (m' + n.
1

) ' _ {. r~ q 8en~sen 
4 (J ' h' Jo Jo a 

~dxdy = O (k) 

En el caso de una carga P aplica.da en un punto de coordenadas e, '1, la 
intensidad de la carga q es nula en toda la placa salvo en el punto (e,lu en 
el que tenemos q dx dy = P. Entonces la ecuación (k) coincide con la 
ecuación <~) anles deducida mediante el principio de los trabajl» virtuales. 
A efectos prácticos debe teneTllC en cuenta que la integral 

rr [a", a'" ( a'" )'] d d 
JJ az' ay' - azay z" (1) 

contenida en las expresiones (h) y (h> se anula si la placa está rígidamente 
empotrada en el contorno. La misma simplificación es válida pal1l una placa 

, H.......". vi.to que un. dobk .ene ,r;gOr.orrn!triCll ( .. ) li~ """ propiedad reopcctO I 1 ... 
flecha", de una placa rectangular l implemente apoyld •. Por lo ,"nto, pued< U"'W pa'a 
obtener unll ""lución ex~ del problema. El m~todo de rC801"e. problema. de fluíón de 
placas mediante la inte!!:",] (h) fue d_rrollado por W. Ri,,; v~ase J. r~·~. (1"'''''. M"III., volu_ 
men 135. [90S. Y A .. ". PllYI¡If, luic 4, vol. 28, pll¡¡. 737, 1909. 



poligonal si una de las condiciones de contorno es w = O o bien ow¡on = O, 
siendo n la dirección normal al borde de la placa' . 

Si se utilizan coordenadas polares en lugar de coordenadas rectangula­
res y se supone que existe simetría axial de carga y deformación, la ecua­
ción (h) debe sustituirse por 

=2~(I,-=~,~)aw _''''_] _ w'l rdrdO 
r (}r (}r' (m) 

Nuevamentc la aportación del término quc contiene el factor 1 - v 

es nula en el caso de placa empotrada en d contorno. 
El método de la eoergía de deformación puede utilizarse también para ulcular 

las fle.;has de una placa circular apoyada en una cimentación elástica. Por ejemplo, 
para obtener una primera aproximación para el caso de placa circular, tomamos para 
la flecha la e~presión 

w _ A + Br' (., 
en la Que A y B son dos constantes a determinar mediante la condición de Que la 
energía total del sistema en equilib rio eS mínima. 

La energia de deformación de la placa de radio <l dada por la ecuación (m) es 

V, = 4B'DlttI' (1 +.) 
La energía de deformación de la cimen(ación elástica es 

V .... r~~ r~kW'r drd' _ 1Ifk(~A""+~ABa'+ ~R"" ) 
)0 )0 2 2 2 6 

La energía total del sistema para el caSO de una carga P aplicada en d centro es 

V .. 4B'lha'(1 +.) + ".k(YA'a' + tABa' + iB"'<) - PA 

D erivando esta expresión respecto 1 A y B y anulando las derivadas tenemos 

A + Ba' [~ + 161)(1 + .)] _ O 
3 ka' 

1 P 
A +2 8a'''' ".ka' 

De acuerdo con el ejemplo numériC<l de la página 291 tomamOS 

y obtenemos 

D 
ka' .. ~ - 102· JO-' 

8 ... ka' 

W m •• - A - 108.7 x 10- ' cm 

Este resuh ado es aproximadamente d 3 % menor que el resultado 111,8 x 10-' 
obtenido mediante la e.;uación diferencial de una p laca apoyada en una cimentación 
elástica. Para una mayor aproximación deben utilizarse más términos en la expre_ 
sión (n). 

Si se desea obtener el reparto de tensiones en tomo a la carga y no únicamente 
la fle.;ha. es preciso añadir en la expresión (~) un término de la forma 

p 
-- r'lnr 
S.D 

de acuerdo con el tipo de singularidad rt<:¡uuida [v. eco (206)]. 

I V~""'" por ~jcmplo, E. R. BeTgU. OunT. IngT.·ATc/'" vol. ?, pág. 41. 1953. 

En la mayoría de los casos en qu~ Sf' utili~an coordenadas polares la integral (h) 
toma la forma 

JJ ¡ D [(a.. 1 '" 1 "") ' a'. (". 1 a'.) 1- - -+--+ - - -2(1-.) - - -+- -
2 ,)r' r,)r r' .1" ,)r' r ar r' a,' 

(
1 a.. 1 aw)'] 1 +2(1-.) --- - - - -wq rdrd, 
r dr a, r' ¡)9 

lO) 

81 . Otra forma de aplicar el m étodo de 14 energí.a d e deformaci,(m 

El cálculo de los coeficientes o" 0" ... , 0n de la expresión (211) que tiene 
que satisfacer las condiciones de contorno, pero no la ecuación diferencial 
del problema, puede llevarse a cabo sin necesidad de determinar la energia 
potencial del ¡¡i~tema. 

Supongamos una flecha virtual de la placa bao; entonces calculamos el 
trabajo correspondiente de la carga q bien directamente mediante la integral 

(av), = ffq 8w dz dy (o) 

bien indirectamente, utilizando la expresión 

(aVh = ffDMw8wdxdy (b) 

Si ro fuera la solución exacta de la ecuación diferencial de la placa 
DilL1w = q, las expresiones (a) y (b) serian idénticas. Para una solución 
aproximada representada por la ecuación (211) esto no es cierto. Podemos, 
no obstante, conseguir igualar las expresiones del trabajo para una sucesión 
particular de flechas virtuales a.saber Jw, = '1',ba" bao, = '1', 00. , .. ', 6w~ = 
= rp~ooft. Sustituyendo estas expresiones consecutivamente en la ecuación 
(6V)I - (.IV). o, lo que es lo mismo, en la ecuación 

ffq8wdxdy - ffDMw8wdxdy (,) 

obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones'; 

o 

o 
(d) 

Queda ún icamente sustituir la expresión (211) en las ecuaciones (d) y 
resolverlo respecto a los coeficientes desconocidos a" 0 .. ' .• , <l~. Esto lleva 
a la expresión final de la flecha de la fonna (211). 

I El principio que condu~ . lu llanudo. ecuaciones de Galerkin fu~ indicado por W. R;tz~ 
véa ... Gesammehe W~rk~., pág. 228, 191]. 



Para aclarar la aplicación del método consideremos una placa rectangu­
lar uniformemente cargada con todos los bordes empotrados (fig. 91). 
Escribiendo para abreviar 2x/a = !L, 2y/b = v, usaremos las expresiones 

Ul - U' - 21.1' + 1 
U, - U' - 21.1' + U

' 

La sucesión dl!i funciones 

verifica entonces las condiciones 

y 

'w 10 - - = O 'u 
'w 

10 - a; O 

v, 
V, 

v'- 2u' + 1 
vl -2u'+u' 

en u ± I 

en v - ± l 

(f) 

Duarrollemos el dlculo para el caso particular de una placa cuadrada. Como Ir 
e y $Orl inter<:ambiablu, tenemos a, _ o, y, en consecuencia, 

'f. - h - U,V, + U,V, 
Poniendo qo'¡16D _ N tomamos la expruión ( 211 ) en la fo.m.. 

W - a,V, V , + a,(V, V, + V ,V,) +a,U,V, (g' 
Sustiluyendo consecutivamente en 1"" ecuscionC$ (d) con los factorea ~" 9'0 Y ~, 

y teniendo en cuenta la notación (el, tenemos entoncC$ que calcular las integral~ 
entre los límit~ u _ ± 1, ti = ± l. Llegamos asi al siguiente si.tcm.a de ecuaciones 

6,6873400, + 1,2 15879a, + O,0675488a. _ O,I42'22"2IN 
1,215879a, + 2,7435200, + 0.2182300, _ 0,040634\lN 
0,0675-t88a, + 0,218235a, + O,OOS00462a, _ 0,00290249N 

Para la primen aproximación tenemos 

0, t422221 
a, - 6.687346 N - O.02J21N 

Resolviendo el sistema (11) complelO tenemos 

11, - G.00636N a, - 0,00626N 

para la tercera sp rOlr.imación . 

(A' 

Los resultados num<!ncos obten idos mediante la expresión (g) para la nechs en el 
cen tro, lo. momentOl At, _ At. en el centro, y el momento At, en ;r _ Q/2, Y _ O 
lQfl rC$peclivamente: 

Primen aproximación 

O,OOI329qG'¡D,O,027Sqa', - 0,0425q<l' 

Tercera sproximación 
0,OO I264qa'/D,0,02Z8qa', - 0,OáI2qa' 

Como comparación. tenemos los valores dados por la tabla 35 

0,OOI26qa"D, 0,023 Iqo' , - O,0513qa' 

Los momentos en el Centro se han calcu:ado para . = 0,3. 

Se ve que, mientras la primera aprcximación no e$ auficiente salisfactoria, la 
terec ... aprox imación pare<;e suficiente aun por lo que se rcfi c", a los momentos 
flecto",s. 

El método descrito en el apartado anterior puede limitarse a una variable, y por 
ejemplo, obteni"ndose ll5.Í un. ecuación d ife."ncial o rdinaria respecto a la otra varia_ 
ble x . COll5ideremol de nuevo una placa cuadrada em potrada tomdida a carga 
uniforme ( fig . 91). 

L¡mitándonos a la primera aproximación, tomamoa en estll ocasión 

'o, 
veri fi<~ndo .oi la función , (Y) 1 .. condic ione. d .. conlomo ... _ dt"ldy _ O pOlu 
y _ :::: 0 /2. Probemol! ahora a latiaracer la condición (e) del apartlldo 81 tomando la 
variación en la forma 

ha - re,) ,.,(z) 

Susti tuyendo en la ecuación (e) del apartado 81. tenemos 

que se verifica si 

f [f (aaw - i ) t{V) e/V] th ".(z) - O 

f~~:a (MW - t ) t(Vl e/V - O 

., 
(el 

(d) 

A continuación sust ituimos la expres ión (a) en esta ultima ecuación y obtenemos 
pa ... la función incógnita q.(x) la siguiente ecuación diferencial: 

(., 
Uns solución parti cula r inmediata de ~Ia ecuación ea " _ q/384D. Para la 

ecuación homog<!'nea que corresponde a la ecuación (e) cuando q _ O tenemol! que 
tomsr" ~ e''''·. Obteniendo A _ ± a ± /Ji con a _ 4,1503 y fJ = 2,2858. A causa 
de la .imelria d e la defonnada respeclo al eje y, lu IOluc;on ... de la ecuación (e) debf:n 
ser funciones pares respecto a :r:; de acue rdo con ellos tenemos 

• _ __ q_ ~ + e, eh ~ COI p ;r + e, .h~&en fJX
) 

384D \: Q a a Q 
1/) 

Pars calcular 1 .. constantes e, y e, ulil iumol 1 .. condicion ... de contorno 
.. _ ~"/(};r .;;. P pano x _ ± 0/2. A-.! obtenemos e, _ - 0,50227, C. _ - 0,04396, 
q~ dan definitivsmente la forma de la función (J) y la 801uci6n (a). 
~ aquí deducimos los s iguienlefl resultadOl num<!ricos pan d centro de la placa: 

W _ O,OOI296qa'/D y (para . - 0,3) - M z - 0.0241qa' Y M . - 0,0261qa'. 
So: ve, pues, que el uso parcial de la ecuación difc"'ncial da para la primera 

aproximación ",sultados más exactos que los obtenidos en el apartado 81 por la pura 
aplicación del m"todo de la energía de deformación. Para oblener una mayor aproxi-
mOlción, tenemos que tomar 

W - ",(:z)t,(z) + ... {z)t.(tl + ... (g' 

, Debido a L. V. Kantorovich, lZW'f. AIuJ4. Na,." S.S.S.R., núm. S, 1933. 



donde lodu lu funciones ro) lienen qu~ cumplir las cond iciones d~ contorno 
en y _ ± aj2. La uliliución de la ecuación (e) con variaciones 6w, - ", 69"6wo _ 
>= ".6.,., ... nOl llevaria et~ vez a un sistenu de ecuaciones diferenciales lineales con 
coeficientes constantes para detenninar las funciones 9',(x), 'f.(x) , . La IOlueión de 
tal Ii.& tema, aunque en principio no presento. ·dificultad, puede rauhar pesadl para 
aproximaciones de orden l uperior; sin embargo, en la mayoria de los ~ pl'"kliOl)ll 
es tuficiente la .egunda aproximación. 

l'uede ul ilizarse en la fonna siguiente ufllllOlución (211) que cumpla úniamente 
lu condicion.,. de conlo rno del problema. En lugar de calcular mediante I1 ecuaci6n 
diferencial (103) las flechas correspondienles a un reparto dado de arp, ulilizamos 
11 misma ecuación para calcular la carga 

IJ - DddUO (A) 

que resultl de unl expresión (21 1) de la flecha. Según nueUra hipótesi, la expl"C'­
s ión (211) no repl"C'M'nta la IOlución rigurosa del p roblema y por lo tinto, la carga (h) 
no eoincidini con la cargada q. Sin embargo, podemos elegir los parámerros a" a" ... , 
de la expres ión (211) de modo que se igualen los valores medios de q y 11 en diversas 
partes de la superficie de la plaa. 

Consideremos, por ejemplo, una placa rectangular (fig. 178) con condiciones de 
conlorno y reparto de carga simé tricos respeclo a los ejes x e y. Si subdividimos la 

t I i 
I I I 
I I I - -J--¡--..,--
I I I 
I I I 

1- I , , --r 

1 
i 

-+-+-+-1--+ 
I A, A. -"Iv 

'. '. 
, 
~. 

l --.1 

~-++~.*~ , 
F,c. 17~ 

placa ~ n 16 red' ngulOl iguales, basta por rawn de s imetría considerar cuatro de el101l, 
lal.,. como A " A ., A. y A •. Según ello la expresión (211) puede reducirM' a cuatro 
términos, es decir, I 

UO- O,lO' +0 .... + a .... + 0 .... (i) 

Imponiendo .ho ra I q Y "en cada área po,""ialla condición 

!! (q - q)dZ,IJI - O 

,-
n _ I,2, 3,4 (j) 

obtenemos cuatro ecuaciones lineales respeelO 1 los Cultro panimetros A. y la reso_ 
lución de este sistema da a la expresión (1) su forma definitiva'. 

M étodos tU oproximacron tU lar t:f)"dioo_ tU (""torna 

Si disponemOl'l de una solución que cumple la ecuación difel"C'nciaJ (103) junto con 
una de las condiciones de contorno, I1 ~gund. condición puede ... ti5f~ne delermi­
ol odo un grupo de panímelf"Oll "¡egidOll ffl fonna adecuada. Para rnotvn el problema 
planteado en el apanado 44, M' introdUjeron como lales parimetroe 1011 coeficientes 
de las dos series trigonotrKlncas que dan la varilci6n de 1011 momentos de borde de 
II placa. Se empleó el desarrollo en M'ríe de Fourier' de la pendien le íJ""/aN a lo largo 
del contorno, con el fin de anular esta pendiente de acundo con las cond iciones del 
problema. Utilizando esta última condición podían cl lculane 1011 parámetros. Para 
cumpli r en fonna aproximada las condiciones de conlOrno puede Iplicane aJlrÚn 
principio de minimo, por ejemplo el método de mínimo. cuadradOll. La apl iación de 
un princip io semejante requie re una conl idnaeión m •• detallad. cuando deben 
cumpline simultáneamente dOll condiciones de contorno' . 

Cuando se utiliza una solución que únicamente cumple la ecuación diferencial del 
.problema, resulta a veces mas ..,ncillo ntisfacer las condiciones de contorno única_ 
mente en un determinado número de puntOll del contorno adecuadamente elegidos. 
Al elegir tales puntO$ deben tenerse en cuenta lu condicion.,. de simetria cuando 
haya lugar a ello. Para sal isfacer todas las condiciones de conlorno en m puntos 
debemos disponer de 2m parámetro,. 

En d caso más general' podemos utilizar una expresión de la flecha que no 
cumpla ni la ecuación diferencial de I~ placa fleuda n i las condiciones de contorno 
del problema. Entonce. elegiremos un número de punto. " en el contorno ~ interiores 
en los que debe satisfacerse la ecuación direrencial. Entonces para obtener la solución 
del problema serán necesarios 2m + 11 parámetros. 

Mitt)l/Q tU W"¡,,stri,, ' 

En el caso específico de una p laca empotrada en el contorno, pod"mos comenllar 
buscando una solución de la ecuación difel"C'ncial .d.d"", _ 'I /D, lal que la solución sea 
válida para la carga dada '1 y para condiciones de conlOrno "", _ O, .d"". = O, en lugar 
de las cond iciones reales. En el aplrtldo H !le ha vi, to que este ultimo procedimiento 
equivale a resolver sua:sivamente do5 problemas, cada uno de los cuales corresponde 
al equi librio de una membrana cargada. 

La solución de nueslro problema puede tomarse "n la forma 

• 
"'."',+ ,l0 .... .-. (') 

donde a" son constanles y ... fu ncion.,. de x e y que se anulan en el conlorno y 
cumplen la ecuación d ife rencill .d.dx. "" O. La condición de contorno requerida 

, Pu,...¡,. halla"", un ejemplo aclara torio ele 11 apl icación d~1 ~todo en C. B. Bieuno y 
R. G~I. T« I",iKM /)yNomilt, 2.' td., vol. l. plia. 147, Ikrlin. 1953. 

• A. Nádai ha utilizado para cumplir um condición de <;:ontomo un .i.tema mQ gen"ral 
de funcion" ortogonalizad .. a lo largo de un borde; VÓIe . !':I"'ti'che P1allen., pÁg. 180. 
Berlín, 1925. 

• E. Berger ha <;:ontribuido notabl~mente en elte problema; ~a.., op. ál ., p'g. 39. 
, El mtftodo fu~ ~ .. udiado por C. J. Thorne y J. V. Atan"",ff, f /)WO Slale ColI. J. Sá., vo­

lumen 14, pág. 333, 1940. 
• A. We;nll~in y D. H. Rock, Qw.'I. Appl. MOI~., vol. 2. P'S. 262, 1944. 



aulaN _ o (donde N es l~ normal al com omo) puede modificane mediante el 
t~rema de Green, que condu« al ,iguiente sistema de '" «uacione$ linelles que nos 
¡m-mile calcular los coeficieme$ a.: 

ff q;, rhdll + f ". JI ó.,ó ... dzdll - O. .-. 
flq;;lÚdll+ ! ... f!d ... d".rhdll - O .-. 

(1) 

d'lnde todas las integnles !le ut ienden a toda la superficie de la placa. El rrW:todo 
puede uurse vem ,.jOllJlmente cuando las condiciones de contorno '" _ O, ,:1"" _ O 
Bugie",n una soluc>On del p roblema mucho más sencilla que las condiciona ",ales 
'" _ O, a'UllaN - O. 

BJ. A pliC(U!üm de ro. ecuacio netl en diferencUu finieo. a lo ftcxwn tle 
p lacaa .impleme nte u.poytuW 

En nuest ro estudio anterior (ap. 24) se ha demostrado que [a ecuaClOn 
diferencial de la flexión de las placas podía sustituirse por dos ecuaciones 
Que tuvieran la forma de la ecuación de la fl echa de una membrana uni for­
memente tensada. H ay Que añadir también que esta última ecuación se 
resuelve con una aproximación suficiente susti tuyéndola por una ecuació" 
en diferencias finitas. Para ilustrar este método de resolución, comenzare­
mos por el caso de una placa larga rectangular uniformemente cargada. 
A una distancia muy grande de los extremos de la placa, la deformada 
puede considerarse cilíndríca. Entonces, tomando el eje x paralelo a la 
anchura de la placa, las ecuaciones diferenciales (120), toman la forma 

iJ"M 
iJx l = -q 

"w M 
(a) 

iJ,t1 = D 

Estas dos ecuaciones t ienen la misma forma que la ecuación de una 
cuerda flexible tensada y cargada transversalmente. 

Sea AB (fig. 179) la defonnada de la cuerda tendida por las fuerzas S 
y uniformemente cargada por una carga vertical de intensidad q. Para 
deducir la ecuación de esta curva consideramos un elemento infinitamente 
ptqueño mn en equilibrio. Las fue rzas de tracción en los puntos m y n están 
dirigidas según las tangentes a la defonnada, en estos puntos (fig. 179). 
Proyectando estas fue rzas así como la carga q dx sobre el eje z, se obtiene 

dw ( dW iJlw ) -S;¡;+S dx + ax1 dx +qdx=O (b) 

de donde 

Esta ecuación es idéntica a las ecuaciones (o), deducidas para una placa 
infinitamente larga. La deformada se obtiene entonces integrando la ecua­
ción (e) , obteniendo la parábola 

w _ C""'-'(sa ,- _Z",) 
a' (d) 

que satisface la condicion w _ O en los ext remos y tiene una l1echa " en el 
centro. 

El mismo problema puede resolverse gni fi camente, sustituyendo la 
carga unifonne por un sistema de fue rzas concentradas q.dx equidistantes, 

.-.-.-.----------- .. -·---------------1 
> 

., 

1-'10. 179 

siendo Lix la distancia entre dos fuerzas adyacentes, y construyendo el 
polígono funicular de estas fu erzas. Si A «(jg. 179) es uno de los vértices 
de este polígono y S~ _ " S. las traCClones sobre dos lados adyacentes del 
polígono, las proyecciones horizontales de estas fuerzas son iguales a S y la 
suma de sus proyecciones verticales equilibra la carga q¿Jx lo Que da 

_sW~ 



En esta ecuación Wt _ .. w~ Y WH I, son las ordenadas correspondientes 
a tres vértices consecutivos del polígono funicular y (w. - w~ _ I )! llx, 

(WHI - w. )!tJ x 80n las pendientes de los dos lados adyacentes. Se puede , 
utilizar la ecuación (e) par,¡ calcular las ordenadas consecutivas W" w,. 
W. _¡, W. _t> .• • • W. del polígono funicular. Para ello construiremos el 
cuadro (J¡ 

o •• 
a • • 

. , 

" ' ) ~ 
(f) ... -, 

4 "" _ 1 .a. •• 4'10. ,., 
(A: + 1)4::0: 100. ' 

. ... 

En la primera columna del cuadro entramos con las abscisas de los 
puntos sucesivos que dividen el vano. 

En la segunda, se encuentran las ordenadas sucesivas de los vértices del 
polígono. Hallando las diferencias de las ordenadas consecutivas, w, - wo' 
... , w. - Wt _ h W . ~ " - W t , ... , se obtienen las primeras difert!llcioJ repre­
sentadas por ¡!«Il •. . . , L1w. _" ,dWt, ...• en la tercera columna. Las segundoJ 
difenncioJ se obtienen restando los números consecutivos de la te rcera 

. columna. Por ejemplo. para el punto k de abscisa kllx. la segunda diferencia 
~ 

4'11', - 4w. - 4W'_ l 
_ W'+ I - W. - (w. - WI_ ¡) - WI+1 - 2w, + WI_ ¡ (go ) 

Con ayuda de estas notaciones. la ecuación (e) se escribe 
4'w __ .9. 
4%' S (k) 

Esta es la ecuación en diferencias finitas corre!lpondiente a la ecuación 
diferencial (e) y que tiende cada vez mas hacia ella cuando el número de 
puntos que d ivide el vano aumenta. 

De igual forma, se pueden susti tuir las ecuaciones diferenciales (a) por 
las ecuaciones en diferencias finitas 

4 1A! 
O,, -, 
O' w M 

('1 
o,, O 

Para aplicar estas ecuaciones al calculo de las flechas de una placa. 
dividiremos el vano de esta en ocho partes iguales. es decir, <Ix = l ISa. 
Las ecuaciones (1), toman la fonna 

o'w _ 

,.' 
64 
Ma' 

- 64D 

Estableceremos las segundas diferenc ias de los puntos de división con­
secutivos w" w" w. y w. como indica la ecuación (g), recordando que en 
nuestro caso w. = O, M~ = O y por s imetría ~ = W1• Al. "'" Al., obtene­
mos los dos grupos de ecuaciones lineales siguientes: 

.MI - 2M, + M¡ 

M, 2M. + M , 

M, 2M. + MI 

,.' 
M ,.' 
M 
,a' 
64 
lJa ' 
(j·1 

W, 

w, 

w, 

W. - 2w¡ 

2Wl + W, 
M¡a' 

- 040 
M ¡!J' 

2w. + ID I 
640 

- 2w. +wl - M,a' 
- 64D 

Resolviendo el primer grupo, tenemos los valores de M siguientes: 

MI = ~ qa
l 

M , _ 6 qa l M , _ 15 qo' 't, ~ 8 ,.' 
264 64 2&4 l ' ()4 

(j) 

(k) 

Estos valores coinciden exactamente con los de los momentos flectores 
de una franja uniformemente cargada, calculados por la ecuación conocida 

qa , ,,, M _ _ x __ _ 

2 2 
Sustituyendo los valores (k) de los momentos en el segundo grupo de 

las ecuaciones (¡). se obtiene 

donde 

- ¡N 
-6N 
-VN 

Wl - 2w¡ 
w, - 2Wl + WI 

W. - 2wI + w, 
wl- 2w. + w, .. -8N 

qa' 
N - &PD 

Resolviendo estas ecuaciones, se obtienen en los puntos de división, las 
flechas siguientes; 

W¡ - 21N WI - 38,5N W, - 50N W, - 54.V (1) 



Los valores exactos de estas flechas calcu la.;!os med iante la ecuación 
conocida 

to ... qx (al _ 2ax! + x') 
24 D 

de la flec ha de una franja un iformemente cargada de anchura a a titulo de 
comparación son: 

10, ... ZO.7N tol ... 38N 10. = 49.4N too - 53.3N 

Se ve que dividiendo la luz en ocho partes, el error en el valor de la 
fl echa mÍlxima. obtenida por hl!¡ ecuaciones en dife rencias finitas (.) es del 
orden de 1,25 %. A umentando el nú me ro de d ivisiones, la exact itud obte­
nida será todavía mayor, pero esto exige mas t rabajo puesto que el número 
de ecuaciones del sistema (¡) aumenta con el número de d ivisiones (fig. 180). 

y 

' y 

'y 
¡ 
lA 

• • "' -
A." , 
, --A m +1," 
A ." , 

FIO. 180 

Considere mos ahora una placa rectangular de longitud finita. En este 
caso, las flec has son fu nciones de x e y, y las ecuaciones (a) deben ser 
sustituidas por las ecuaciones generales (120). Sustituyendo estas últimas 
por las ecuaciones en d iferencias finitas, se han de tener en cuen ta las 
d iferencias correspondien tes en las variaciones de las dos coordenadas x 
e y. Ind icando sobre la figura 180, la notaciÓn u ti lizada para designar los 
puntos adyacentes, se utilizarán para las p rimeras d iferencias en un punto 
A ... de coordenadas mLlx y n.dy las siguien tes notaciones 

~~1O._ I . . ... 10 •• - 10._ 1 •• 
6.,.10 •• __ 1 10 •• - 10 •. __ 1 

.o.~1O •• = 10-+1 .• - 10 • • 

~.1O •• - 10 ••• + 1 - 10 • • 

Conociendo las primeras dife rencias, se calculan las tTes clases de se­
gundas diferencias, como sigue: 

.0. .. 10 .. _ -.o.z1O • • - .1.10 .. _1._ 10.+1._ - 10 •• - (10 •• - 10._1 •• ) -10 .. +1 .• - 210 •• + 10_1._ 

<l,.w_ -6.,.10 •• - .0..10 •• • _1 10 • . _+1 - 10 •• - (1O .. ~ - 10 •. • _ , ) (m) 
~ 10 .... +1 - 2 10 ... + 1O • • ~_ 1 

.0..,.10 ... -.o..w._ - .o.~W._I ._ -10 •. _+1 - 10 •• - (10"_1, ,,+ ' - 10_1 •• ) -1O .... +i - 10 ... - w .. _' .• +1 + 10. _1 •• 

Con estas notaciones las ecuaciones dife renciales (120) se sustituyen por 
las sigu ien tes ecuaciones en dife rencias finitas 

(n) 

En el caso de una p laca rectangular simplemente apoyada, M y w son 
nulos en el contorno y pueden resolverse sucesivamente las ecuaciones (n) 
sin n inguna d ificul tad . 

Para ilustrar el método del cálculo de momentos y flechas, considere ­
mos el caso muy simple de una placa cuadrada uniformemente cargada 
(fig. 181). Se obtiene u na fuerte aprox imación de "1 y w, dividiendo la 
placa en d ieciséis pequeños cuadrados (v. fig. 181), y tomando Llx = Lly _ 
= a/4 en las ecuaciones (n). Por razón de simetría. es evidente que basta 
hacer los cálculos para la octava parte de la superficie de la placa, es decir 

el triángulo rayado en la figura. Sobre esta área no se hacen los cálculos 
más que para los t res puntos O, 1, 2, para los que NI y w son d ist in tos de 
cero. Estos últ imos valores son nulos en los puntos 3, 4, 5 debido a las 
condiciones de contorno. Comenzando por la p rimera de las ecuaciones (n) 
y considerando el punto O centro de la placa, se encuentran uti lizando las 
ecuaciones (m) y las cond iciones de simetría. los valores siguientes de las 
segundas diferencias en este punto: 

2M, 
2M, 

en las q ue M, y M. son los valores de M en 1 y O. De igual forma para 1, 
se ob tiene: 

LluM, M • ..... 2M, + Mo - - 2M, + Mo 

In M , 2M. - 2M, 



Las segundas diferencias en el punto 2 se calculan de la misma manera. 
Sustituyendo estas expresiones de las segundas diferencias en la primera de 
las ecuaciones (n), se obtiene para los puntos 0, 1 y 2, las tres ecuaciones 
siguie ntes: 

q.' 
-16 

qa' 
-16 

q.' 
-16 

de donde se deduce 

9 qa" 
M, - '2 64 

• 

11 qa' 
M, - "4 64 

Sustituyendo estos valores de los momentos en la segunda de las ecua· 
ciones (n), se obtienen para el cálculo de las (lechas w., w" w" las tres 
ecuaciones 

donde 

4w¡ - 4wo .. -iN 
2w, - 4w¡ + Wo = - iN 

-4w, + 2w¡ .. - .Y.N 

q.' 
N ""' 16 ' 64D 

De estas ecuaciones obtenemos parn las flechas los valores 

WI =-HN W, = fiN 

El valor de la necha en el centro es 

66 . 66qa' qa' 
w. - i6 N - 16-16.64D = 0 ,00403 15 

Comparando este valor con 0,00406qa'¡D dado en la tabla 8, se llega a 
que el error de la flecha calculada es inferior al 1 %. Para el momentO 
neetor en el centro hallamos 

M • .., M .. M.O + ,) 1,39 qa' 
- 22 64 - 0,0457qa" • 2 

inferior en 4,5 % al valor exacto 0,0479qa'. 
Consla que en este caso un pequeño número de s ubd ivisiones de 111 

placa permite una exactitud que satisface las aplicaciones prácticas. Do· 
blando el número de subdivisiones, es decir jx = jy = 0/8, el vaJor del 
momento fl ector difiere en el I % del valor exacto. 

Consideremos [a flexión de una placa obli\:ua limplemente apoyada. que soporta 
una carga uniforme de intensidad q ((jg. 182). Las lubd;v;, iones en este caso SOn 
ll.r = b/6 y lly _ " /3.· 

,( i".~ 

• 

.-
! ¡\-JI. , , , .\ .---.-rl \j 

, , , , ,\ ~ 
,\ , L 6 

, , , 
1 ''1~. ~'' --\ 1\ 

• 

L !'---.). +----b ----~ 
, 

FIC. 182 

En conseo;uencia la primera de las ecuacionee (,,) puede escribirae en la forma 

-". 
9 

(,) 

Apliquemos sucesivamente ~ta tcuación en 108 puntos al 8 y utilicemos IIl$ 
expresiones (m) de las diferencias, !le obtiene el sistema de ecuaciones lineales siguien. 
tes: 

-10M, + 4M, .. -". • 
4M, -10M, +M,+ 4M ... -". • 

M, - 10M, + 4M, .. -". • 
4M, - 10M. + M. + 4M, .. - ". • -". (,) 

4M, + M. - IQM, + M. + 4M, .. • 
M . - IOM.+4M, .. - ". • 

4M. + 4M. - 10M. + M ... -". 
9 

SAl, + 2M. - 10M, .. -". • 



La solución de este si~tema es 

q" M,,, 0,29942 9 
M, ", .. 0,49$4 9" 

M , ", .. 0,41462 9 

M • ", .. 0.593Z9 g-

M • ", .. 0,66191 9 
". M . .. 0,39387 9 

M, ". .. 0,569209" 

". M ... 0,74337 0 

La segunda de las ecuaciones (m) toma entonces la forma 

Mb' 
4<1 ..... +4 ..... _ - !iV 

", 

Id 

teniendo en cuenta los valores (q), esta ecuación nos da d segundo grupo de ecuacio_ 

"~ 
- 10u>, + 4u>, .. - 0,29942N 

4., lOu>. + ... , + 4 ... , .. - O.49$54N 
... , - 10u>. + 4 ... , - O,41462N 

4w, - 1010, +w. +4w, - O.59329N 
400, + "" - 1010, + .... +4w. -O,6619 IN 

don<k 

Lo que da las flechas 

w. - l()w. + 4w, - 0,39387N 
4 •• +4 .... - 10..0,+",. -O,56920N 

8u>, + 2lD, - 1010. -0,74337N 

". N - -'ID 
W, .. O,13176N 
w, .. 0,2!i455N 
"', .. 0,22111N 
w, _ 0,32469" 

W, .. O,38549N 
w • .. O,20293N 
"" _ O,31249N 
w • .. O,44523N 

", 

", 
Debe notarse que la integración de la ecuación diferencial de la placa por métodos 

analíticos tendría, en este caso, dificultades considerables. 
Para calcular los momentos en el punto central 8, se utilizan las expresiones (101) 

y (102) , en las que las primeras derivad ... estan sustituidas por las diferencias corres­
pondientes. Asi pues utilizando' las expresiones (m), los valores (1) de las /lechas y 
para y - 0,2, obtenemos 

(M . lo .. _ D ( w. - 2w. + "', + " w, - 2w. + w,) .. 0,059Oqb' 
&r' 6.y' 

(M .lo _D ( W' - 2w. + ... , +. w. - 2w. +w.) .. 00401qb' 
6.y' 6.%' ' 

(M •• lo .. (1 _ .)D "'. - w. - W. + w , .. O,OI08qb' 
46.% ol.V 

Véan.., también 1"" diagramas <k 1 .. figuras 184, para cl <:aoo particular , Ix .. .Jy. 

El círculo de Mohr (fi g .. 183) da ~ entonces en el punto 8, los momentos princI_ 
pales siguientes: 

M .. I • .. 
lIf. + M. 

2 

_ '''''(M.~o M.y-;' -:;;;:-. ~(~ ~ + M., .. O,0352qb' 

- -- - Mmó.--- -
___ M, __ _ 

-----M.- - ---
" .. 

Flc. 183 

La dirección de las tensiones debidas a estos momentos. esta dada respecto a los 
ejes de coordenadas x, y por 

2M ';=',', .. 24"26' 
M. M" 

De la figura 182 se deduce que las tensiones debidas a M", .. en el centro actúan 
casi exactamente en la dirección del vano menor de la placa. 

La planta de la placa de la figura 182 en! tal que se podia utilizar una muralla 
rectangular de subdivisiones constantes Ax y Ay. En el caso mas general, para el 
analisis de una losa oblicua se debe utilizar una malla triangular'. 

Se puede aplicar el método de diferencias finitas a placa. de bordes empotrados 
O libres y finalmente a las placas con condiciones de contorno mixtas ' . Puesto que en 
el caso general e l valor de .W en el contorno no es fijo su utilizac ión es menos 
ventajosa y las flechas w se calculan directamente mediante una serie de ecuaciones 
de diferencias finitas equivalentes a la e<:uación diferencial AAw = q/D de la placa 
flexada. Pard mayor comodidad la diferencia finita equivalente al operador AA(".) 
está representada en la figura 184 con otros operadores útiles. El diagrama está 
fundado en la hipótesis Ax _ Ay _ k Cad. númerO debe multiplicarse por el sím_ 
bolo w. que representa la flecha en el pUnlO k correspondiente y la suma de estos 
productos debe estar dividida por la expresi6n dada en el pie. 

, Véase la diferencia de notación de las figuras 183 y 22_ L<;:.¡, momentos principales de 
' 1. figu", 183 se llaman /'tI ...... y Mm;". Not""" .. mbi~n que en ambos diagrama. si el punto 
se desplaza sobre el círrulo en el sentido de I;J$ a~uju del reloj, la nonnal a la sección corres· 
pondiente .., desplazará en el mi$lnO sen<i"o. 

' V. P. Jensen, en Unrv. fllio1O;' Bull., 332, 1941, utiliza con gran profusión estas mallas 
y de esta revista .., h. tomado el anterior ejemplo num~";co_ 

, Se ""cucnl",n va";"" ejemplos de esta clase en la ob", de H. Matcu., Di, T"-j¿ tÚlJ_ 

liscNr GfWt!M, 2.- ed., Berlín, 1938; véase también N. J. Nielsen, . Be.temmelse of Spaendingcr 
i Pladcrt, Copcnhague, 1920. 
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Para formular la~ condiciones de contorno para un borde en el que l •• flechas son 
nu las establecernos la ecuación para un punto interior 7, próxim o al bolde (fig. 185). 
Aplicando el operador .1.1( ... ) t enemos 

1", + w. + U'o + wu + 2(w, + w. + "',. + w,,) 
I 

- 8(w , + Wo + 100 + w,,) + 2Ow,J).< " - ji (.> 

en la que w. = w, = w. = O. Debemos eliminar ahora la flecha w, en e l punto 
ficticio 1. obtenido prolongando la malla m ás aUá del contorno de la placa. Esto se 

hace fácilmente .mediante la relación "', _ - w, cuando la placa está simplemente 
apoyada en el punto 3 y mediante la relación w, _ w, cuando la placa está empotrada. 
Así no quedan en la e.;uación (n) más que las flechas de los puntos interiores y el 
numero total de estas flechas desconocidas no sobrepasa el número de ecuaciones del 
tipo (,,) d e que disponemos. 

• 
~ , , 

, • " " 
O , , , 

" " 
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• • " í 
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FEO. 185 

En el caso de un borde libre .,1 número de las ecuaciones en diferencias aumenta 
en el número de pumos. tales como 2, 3, 4, ...• del contorno en [os que la flecha )'>1 

no es nula. Los operadores correspondientes Li d.., se. extienden ahora a pumos 
exteriores a una distancia ~ y también 2;. del borde libre. COTrcsp.mdie ndo a cada par 
de estas flechas desconocidas w., w, se encontrarán dos condiciones de contyno: 

(1'10 (1'10 - +.--- 0 
(Ix' (ly' 

(1'10 (1'10 
- +(2-.)-- -0 
<Ix' (lx<l¡/' 

expresadas con ayuda de las diferencias y calculadas para el punto 3 opuesto a los dos 
puntos exteriOTes O y l. Por consiguiente, el número total de ecuaciones será también 
en este caso igual al n úmero de flecha~ desconocidas , 

Cuando los valores de M en el interiOT de la placa no son independientes de las 
flechas w, las ecuaciones en diferencias finitas de las flechas resultan más complicadas 
que en los casos de los dos ejemplos precedentes. Para este tipo de ecuaciones, tendra 
interés utilizar el método de relajación' 

84. M itodo. u :perl m .",wl ... 

Para placas de fonna irregular, de espesor variable O aligeradas por numerosos 
orificios es más eficaz el emploo de métodos experimentales de investigación que los 

, Respecto a este método debido a R. V. Southwdl, véallC S. Timolhenko y 1. N. G<xxIier. 
ThMrjl 01 Elhlliciry, 2. ' ed., pág. 468, N ueva York, 1951. WallC tambih> F. S. Shaw, .An 
Introduction to Reluation Methods., Dove, Pubhcation, Nueva York, 1953, donde "" encuen­
tra más bibliografia. H. L iebnun, . Die angmaherte Enmittlung hamonischer Funktionen und 
Komformer Abbildunge-n', Sir"lHr. MU.u:hm AJwd., pág. 385, 1918, ha desa rrollado otro 
método de aproximacionel sucesiva uti liundo 1 .. ecuaciones en diferencial finit • •. La con_ 
verl!:"ncia <k elte mé,odo fue eltudiada por F. Wolf, Z. 0"6"""'. MOlh. lVluh., vol. 6, pág. 118. 
1926, Y por R. Courant, Z. 0"6"""'. MOlh. Muh., vol. 6, pág. 322, 1926. Para un mkodo per_ 
feccionado. véase 'ambién R. ZurrnÜhl. Z. ~"K""'. Math. Muh., vol. 37, pág. 1. 1957. 



métodoe puramente analilicOll. Para la detenninación de la deformación de una placa 
neuda. se utilizan los dispositivo. habituales tales como defonnabilímetT08 (Itra in­
gauge) e lé<:trico. y extensómetT08 de todo tipo '. 

Los m~todo. brevemente reseñado. aquí son apropiado. a condiciones especiales, 
cor respondienttl a la nexión de plac~s elásticas delgadas. 

Uso tú lo Jol()lloslitidod ' 

Este método, genenlmente utilizado en 1 ... problemas de tenstón plana, debe 
modifiC1lI"$t: si lit: utiliu en el 0110 de: nexión de placas. De h«ho, las tenaiontl 
normales en una pila delgada fleuda son iguales y de sentido opuesro en dos fibras 
simétnCll$ ff:SpeclO al plano medio de la placa. 

De acuerdo con ello, el efecto óptico producido en la zona de: t racción sOOff: un 
rayo dt: luz polarizada que pasa a tnvl!s de: la placa queda anulado por el efecto 
opuestrl debido a la zoruo de compff:naión. 

La influencia de la tegunda wna se ehmma umendo dos placas ldt mu:u de 
mater;'1 fotoel'stico, mediante una hoja de metal re flectante. Pa". ello te plantea la 
cara interna de una o de las dos plac .. •. Los c'¡lculos demuestran qut el efecto óptico 
de estas dos placas unidlJ formando una placa de espesor h es aproximadamente el 
mismo que el de una 101a placa de espesor h/2 sometida a una tensión plana igual a 
la tensión de la fibra extrema de la placa f1exada. 

Ot". fonna' de hacer efectivas la$ propiedades fotoelást icll8 de una plaCII fleuda, 
,consiste en unir dos placas de material fotoelást ico d e distintas propiedades ehisticlJ. 
En eate tipo de placa la ley de repa rlo de tensiones debidas a la flexión nO el lineal, 
por cOMiguienle al fluar produce un efecto ópli,"O sobre un haz de luz pola rizada. 

SegUn un tercer método se unen hojas de materia fotoelástica a la superfi cie 
reflectante de una placa de c ualquier material elásliC(l y cualesquiera dimensione. '. 
El comportamientO de eetillJ hojll8 respeclO a un haz d e 1= polarizada da todOl lo. 
datos relativO!! a la deformación en las fibras extremas de la placa p robada. ESle 
método nOOl permi te estud iar la defonnación de uno losa que forma parte de una 
con~trucción existente, IOmet ida a carga real, en lugar d~ limitamos al estudio IObre 
un modelo reducido de la loaa. 

EWlpln tú I"a ,tflejodo" 

El efreto de la superficie reflexiva de una placa defonnada sobre dOI rayos 
luminoso. próximos puede utilizarse pan calcular las curvaturas (J'...,lor. o'...,lay, 
a·...,/a" iJ)", y en consecuencia 1011 valores de los momcntO$ f1ectores y tonor de la placl. 

, W. Andrl, F . lAonh..ord y R. Kriqer, &NiroK~'. vol. 31, pq. 107, 1958, Ium L1lili_ 
ud<> "" mL!todo elfctronvdinico par. mWir ... cu ...... lu ..... de ..". loa flexada. 

, \"~...." por ~jemplo, Timot .... nko y Goodier, o,," at .. pq;. 131. 
• Véue J. N. Goodier y G. H. Le.:,1. Appl. MNIoaIlÚ', vol. 8, pq. A_27. 1 ~1. Y M. Dan_ 

IU. A_. p.otrll ti <llm ... h~. pI,¡¡:. 281, 1952. 
, \"~uc H. Flvre. SclttDria. &Nul., 1950. Respecto . la aplicación del mL!todo I UnI pl..:-. 

canlile\'el" de etpelOr vlriable, v~uc H. Schwieger y G. Habtrland, Z. ~. Malh. Mt<Io., 
volLlmo 16. pt¡¡. 287, 1956. . 

• Elle método de !otot .... iÓl/ oe <kbt en ou principóo . A. Mcnagtr, 1930, pero IUI aplt­
c.cíon .. pricticu no oe han lIeVlldo o cabo hostil fechas mQ ucientts; véate, por ejemplo, 
F. Zandman y M. R. Wood, P,1)t/. E"6. , ""I;embrc 1956. Rrspecto a la aplÍCI~ión I 1 ... pl~ 
del llamado mL!lodo de CotllollJCÍó" . v~a'" D. C. Dtucktr, J . Appl. M«Ioa_r . ...,1. 9, pí.¡¡,­
na A-I~I, 1~2. 

• Relpeclo a la teorÚl y aplicación del método • div~"- problem ... de nexión de placu. 
véa"" 1\1. Dan, .. , A ..... pmm d ~Ioau .. h., 1940 Y 1952. Véuc lambi~n G. Bow..." En¡¡. N~._ 

&.:o,d, vol. 1-41, "'". 70, 1~9. 

Con el mismo fin puede utilizarse la distorsión de una malla luminosa rectangular 
proyectada sobre la superfic~ inicialmente plana de la placa. Los re.ubados obteni­
dos por este procedimiento son especialmente interesantes para placas, IObre cimen­
tación elástica, cuyas propiedades mecániCll$ no pueden expresarse: perfectamente en 
forma analít iCII.. 

Mi/odo de ¡nu,jemJt:ia 

Similar al método clásico utiliudo pan la detenninación del módulo de Poisson 
de vigas, el m~todo de interferencia se ha aplicado tambi~n a la medición de las 
flechas de una placa finada'. 

AlItllogia en/u lensiJj" plono y JluifM tú plocas' 

Existe una analogía entre la flecha de una placa, relfida por la ecuaciÓll diferencial 
l id", ~ O, en el caso particulu de que actúen únicamente fuerzas de borde, y la 
función de Airy '1' que salisfa"" l. reuación dd'l' _ O. Mientras la función ", da las 
curvatura~ de la deformada,. l. función de Airy da 1 .. tenliones ". - (J'9'/(Jy', 
". - (J''I'/or y t .... _ - o''I'fOx il)' dd estado plano en el sólido el'"ico. Si el contorno 
j(x,y) _ O es el mIsmo en ambos casos, podemos poner 

a .... _ Kv ". . 
, .. 
" " en las que K es una constante arbitra ria tal que las curvlturll8 sean pequeñas. 

Las flechas medidas w pueden ulOrte para el dlculo de las tens iones en el estado 
de tensión plana y viceversa si se cumplen ciertas condicione, de analogía en los 
contornos de la placa'Y el sÓlido el,btico . 

, Wasc R. Landwehr y G. Grabtrt. 1"8' .- A,(~., vol. 18, pt¡¡. 1, 1950. 
• Estllblecida por K. Wi~gh.rdt, Mili. F(JnM~ngw,b. Ingt1lieurvJ"ms. vol. 49, 1908. 

Para una explicación 1M. exacla de Lo Inalogía. v~a~ H. Scbacfer, Ablumdl. B'''''"Khwtifl. 
tri". (d •. , vot 8, pI,¡¡:. 1-42, 1956. 

• Una formulación sencilla de: esl ... condic;onts "" debe. M. Dantu, A ..... /K>"IJ ti rha .... h., 
página 386. 1952. Rtspeclo • mL!lodoo basada. ..., analogía ron f...,ómenoo c1écl,icoo. véuc 
R. H. i\lacNeal,l. App¡. Mtt:ha .. ic., '01. 18, "'l". 59, 1951. Y K. WOI ..... ba, Czuloa,/ov.l. 
PIry •.• ...,1. 2. pág. S~. 19S3. Puedc: en<Onlr."'" mU inforr"r\aCÍÓr'L IGbre di""..- rnétodoo expe_ 
rimentol ... en L . F6ppl Y E. i\lOnch , .I'htklioche Spannunpoplik., 2." ceI., Berlin, 1959. 
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